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RESUMO

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) é amplamente utilizado em aplica¢des civis,
militares e cientificas, e sua precisdo depende fundamentalmente da medigdo precisa
de intervalos de tempo realizados por relégios atdmicos de altissima estabilidade em-
barcados nos satélites da constelacdo. Contudo, esses reldgios estdo sujeitos a efeitos
relativisticos decorrentes tanto da alta velocidade orbital dos satélites quanto da menor
intensidade do campo gravitacional na altitude em que se encontram. O presente traba-
lho teve como objetivo investigar, por meio de uma abordagem tedrica e quantitativa,
a influéncia das previsdes da Relatividade Especial e da Relatividade Geral sobre os
relogios atdmicos do sistema GPS. Inicialmente, aplicou-se a Lei da Gravitacao Uni-
versal de Newton para determinar a velocidade orbital média dos satélites, obtendo-se
aproximadamente 3,87 km/s. Em seguida, empregaram-se as expressoes da Relatividade
Especial e da Relatividade Geral para calcular, respectivamente, os efeitos da dilatacdo
temporal cinematica e gravitacional. Os resultados indicaram um atraso de 7,08 ps/dia
devido a Relatividade Especial e um adiantamento de 45,7 ps/dia devido a Relatividade
Geral, resultando em um efeito liquido de +38,6 us/dia. Esse adiantamento, se ndo
corrigido, produziria erros de posicionamento da ordem de 11,6 km por dia. Os valores
obtidos apresentaram excelente concordancia com os resultados reportados na literatura
especializada, demonstrando que as correcdes relativisticas sdo indispensdveis para o
funcionamento do GPS. O trabalho evidencia, assim, que a Relatividade possui aplicacao
pratica direta em tecnologias cotidianas, constituindo um exemplo didatico relevante

para o ensino de Fisica Moderna.

Palavras-chave: GPS. Relatividade Especial. Relatividade Geral. Dilatacdo Temporal.

Navegacdo por Satélites.



ABSTRACT

The Global Positioning System (GPS) is widely used in civil, military, and scientific
applications, and its accuracy fundamentally depends on precise time interval measu-
rements performed by highly stable atomic clocks onboard the constellation satellites.
However, these clocks are subject to relativistic effects arising both from the high orbital
speed of the satellites and from the lower intensity of the gravitational field at their
altitude. This work aimed to investigate, through a theoretical and quantitative approach,
the influence of the predictions of Special Relativity and General Relativity on the GPS
atomic clocks. Initially, Newton’s Law of Universal Gravitation was applied to determine
the average orbital speed of the satellites, obtaining approximately 3.87 km/s. Subse-
quently, the expressions of Special Relativity and General Relativity were employed to
calculate the kinematic and gravitational time dilation effects, respectively. The results
indicated a delay of 7.08 us/day due to Special Relativity and an advance of 45.7 us/day
due to General Relativity, resulting in a net effect of +38.6 us/day. This advance, if
uncorrected, would produce positioning errors on the order of 11.6 km per day. The
values obtained showed excellent agreement with results reported in the specialized
literature, demonstrating that relativistic corrections are indispensable for GPS operation.
The work thus highlights that Relativity has direct practical application in everyday

technologies, constituting a relevant didactic example for teaching Modern Physics.

Keywords: GPS. Special Relativity. General Relativity. Time Dilation. Satellite Naviga-

tion.
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1 INTRODUCAO

O Sistema de Posicionamento Global (Global Positioning System — GPS) é,
atualmente, uma das tecnologias mais amplamente utilizadas no cotidiano da sociedade
moderna'. Presente em smartphones, veiculos, aeronaves, embarcac¢des e em inimeras
aplicacdes cientificas e militares, o sistema permite a determinacdo da posicdo de um
receptor na superficie terrestre com precisio da ordem de metros?, a partir da trilateragio
de sinais emitidos por uma constelagcdo de satélites artificiais que orbitam a Terra (Kaplan;
Hegarty, 2006).

O funcionamento do GPS depende fundamentalmente da medi¢ao precisa de
intervalos de tempo. Cada satélite da constelagcdo transporta um relégio atdmico de
altissima estabilidade, e a posicdo do receptor é calculada com base no tempo que o
sinal eletromagnético leva para percorrer a distancia entre o satélite e o usudrio. Como
esse sinal se propaga a velocidade da luz, um erro de apenas alguns nanossegundos na
medicdo do tempo j4 é suficiente para gerar um erro de posicionamento da ordem de
metros 3. Essa sensibilidade extrema torna a exatiddo dos relégios embarcados um fator

critico para o funcionamento do sistema.

Ocorre que os relogios atdmicos dos satélites GPS ndo estdo sujeitos as mesmas
condigdes fisicas dos reldgios situados na superficie da Terra. Por um lado, os satélites
deslocam-se em alta velocidade orbital em relacdo a um observador terrestre, o que,
segundo a Teoria da Relatividade Especial de Einstein, provoca uma dilatacdo temporal
que faz com que esses reldgios atrasem em relacdo aos relogios terrestres. Por outro
lado, os satélites encontram-se em uma regido onde o campo gravitacional terrestre

¢ significativamente mais fraco do que na superficie, o que, de acordo com a Teoria

Originalmente desenvolvido pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos para fins militares,
o GPS foi disponibilizado para uso civil a partir da década de 1980. Atualmente, a constelagdo é
composta por aproximadamente 31 satélites em 6rbita ativa (GPS.gov, 2023).

Com técnicas diferenciais (DGPS) ou cinematicas em tempo real (RTK), a precisdo pode chegar a
ordem de centimetros, embora tais métodos exijam estag¢des de referéncia adicionais (Kaplan; Hegarty,
20006).

Considerando que a luz percorre aproximadamente 30 cm em 1 nanossegundo, um erro de 10 ns
resulta em um desvio de cerca de 3 metros. Conforme destacado por Nord et al. (1997), um erro de 1
microssegundo (1076 s) resulta em um erro de 300 metros.
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Figura 1 — Esquema ilustrativo do principio da trilateracdo. A posi¢do do receptor (ponto
P) € determinada pela intersec@o de trés circunferéncias, cujos centros re-
presentam satélites (ou pontos de acesso) e cujos raios correspondem as
distancias medidas entre cada satélite e o receptor. No sistema GPS, o pro-
blema ¢ tridimensional, sendo representado pela intersecao de esferas. Na
prética, utiliza-se um quarto satélite para corrigir o erro do relégio do receptor
e determinar de forma tnica sua posi¢do no espago-tempo.

Fonte: Adaptado de ScienceDirect (2026).

da Relatividade Geral, faz com que esses mesmos relégios adiantem-se em relagdo
aos relégios na Terra. Esses dois efeitos relativisticos, de sinais opostos e magnitudes
diferentes, resultam em uma diferencga liquida que, se ndo fosse corrigida, comprometeria
por completo a precisdo do sistema, gerando erros de posicionamento acumulados da

ordem de quildmetros por dia (Ashby, 2003).

Diante desse cendrio, o presente trabalho tem como objetivo analisar, por meio
de uma revisdo bibliografica e de célculos fundamentados na literatura especializada,
como as previsdes da Relatividade Especial e da Relatividade Geral se manifestam nos
relégios atdmicos dos satélites do sistema GPS e de que forma essas previsdes sao

incorporadas ao funcionamento do sistema.

Para tanto, estabelecem-se os seguintes objetivos especificos:
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Figura 2 — Representacdo esquematica da constelacao de satélites GPS. O sistema é
composto por pelo menos 24 satélites distribuidos em seis planos orbitais,
com quatro satélites em cada Orbita.

Fonte: Adaptado de SEOS (2026).

* Calcular a velocidade orbital dos satélites GPS a partir da Lei da Gravitacdo
Universal de Newton, demonstrando a independéncia da velocidade em relagdo a

massa do satélite;

* Quantificar o efeito da dilatacao temporal previsto pela Relatividade Especial, de-
terminando o atraso didrio dos relégios dos satélites em razao de sua alta velocidade

orbital;

* Quantificar o efeito da dilatacdo temporal gravitacional previsto pela Relatividade
Geral, determinando o adiantamento didrio dos rel6gios em razao do menor campo

gravitacional na altitude orbital;

* Calcular o efeito liquido resultante da combinacao das duas correcdes e discutir

como esse valor € compensado no projeto dos reldgios atdmicos do sistema GPS.

O trabalho est4 estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se a
fundamentagdo tedrica, dividida em trés secdes principais. A primeira aborda a mecanica

orbital newtoniana e o célculo da velocidade dos satélites. A segunda dedica-se a Relati-
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vidade Especial e a dilatacdo temporal cinemadtica. A terceira trata da Relatividade Geral,
com énfase na dilatacdo temporal gravitacional e na aplicagdo da métrica de Schwarzs-
child para o campo terrestre. Por fim, na se¢do de célculos, os efeitos sdo quantificados
numericamente e o efeito liquido € analisado, destacando-se a importancia prética dessas

correcoes para o funcionamento do GPS.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Gravitaciao Newtoniana

A gravitagdo newtoniana constitui o alicerce classico sobre o qual se apoia a
mecanica orbital dos satélites artificiais. Formulada por Isaac Newton e publicada em
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687), a Lei da Gravitacdo Universal
estabelece que dois corpos de massas M e m, separados por uma distancia R, exercem

entre si uma forca atrativa de carater central, dada por Newton em 1687:

- GMm
F, = 7

7 2.1)

em que G = 6,674 x 107" Nm?/kg® é a constante gravitacional universal, M é a massa
da Terra, m € a massa do satélite e 7 € o versor que aponta do centro atrativo para o corpo

em Orbita.

A forga de cardter central implica que o momento angular orbital é conservado,
de modo que corpos sujeitos a interagdo gravitacional descrevem trajetorias conicas:
elipses, parabolas ou hipérboles. Conforme demonstrado por Newton (1687), a solugcdo
das equacdes de movimento para uma forga central inversamente proporcional ao qua-
drado da distancia conduz exatamente a essas trajetorias, em concordancia com as leis
empiricas formuladas anteriormente por Kepler (1619). No caso particular de drbitas
circulares, que representam uma boa aproximacao para as 6rbitas dos satélites do GPS!,
o mddulo da forga gravitacional fornece exatamente a forgca centripeta necessdria para

manter o satélite em movimento circular uniforme (Halliday; Resnick; Walker, 2016):

2
F, = m]‘%/ (2.2)

Igualando os modulos dessas forgas 2.1 e 2.2, obtém-se a seguinte cadeia de

igualdades:

I Os satélites GPS descrevem 6rbitas quase circulares, com excentricidade tipicamente inferior a 0,01, o

que justifica o tratamento circular adotado aqui (Kaplan; Hegarty, 2006).
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Figura 3 — Esquema de um corpo em movimento circular uniforme. A for¢a centripeta
F. aponta radialmente para o centro da trajetéria, enquanto a velocidade v é
tangencial a circunferéncia.

Fonte: Adaptado de Labster (2026).

GMm mV?
R2 R’
GM Vj
R2 R’

GM
Vi ——
R )
GM

Observa-se que a massa m do satélite pode ser cancelada, o que € uma manifes-
tacdo do principio da equivaléncia fraca®. Isso mostra que a velocidade orbital independe

da massa do satélite.

A equacdo (2.3) revela uma propriedade fundamental: a velocidade de 6rbita
circular depende exclusivamente do pardmetro gravitacional GM e do raio orbital R,

sendo completamente independente da massa do satélite.

2 O principio da equivaléncia fraca estabelece que a massa inercial e a massa gravitacional sdo equiva-
lentes, de modo que todos os corpos sujeitos a um mesmo campo gravitacional, na auséncia de forgas
dissipativas, experimentam a mesma aceleracdo, independentemente de sua massa ou composi¢ao.
Esse principio constitui um dos fundamentos da Relatividade Geral e foi posteriormente generalizado
por Einstein ao formular o principio da equivaléncia, segundo o qual, localmente, os efeitos de um
campo gravitacional s@o indistinguiveis dos efeitos produzidos por um referencial acelerado (Einstein,
1916; Will, 2018).
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2.1.1 Valores Utilizados

A constante gravitacional é G = 6,67 x 107" N m?/kg®, a massa da Terra é
M = 5,97 x 10%* kg, o raio da Terra é Ry = 6371 km e a altitude média dos satélites
GPS é h ~ 20200 km. Portanto, a distancia do centro da Terra ao satélite é

R = Ry +h = 6371 + 20200 = 26571 km = 2,6571 x 10" m.

2.1.2 Calculo da Velocidade

Substituindo os valores na equacgao (2.3):

L [(6.67 x 10-1)(5,97 x 10)
2,6571 x 107

~ 3870 m/s
~ 3,87 km/s.

A velocidade orbital obtida para os satélites GPS é da ordem de 3,87 km/s.
Embora muito inferior a velocidade da luz, esse valor € suficiente para produzir efeitos
relativisticos mensurdveis nos reldégios atdmicos embarcados. Dessa forma, torna-se
necessdrio considerar as previsdes da Relatividade Restrita e da Relatividade Geral para

garantir a precisdo do sistema GPS.

2.2 Relatividade Especial (Restrita)

A Teoria da Relatividade Especial foi proposta por Albert Einstein em 1905 e

baseia-se em dois postulados fundamentais (McMahon, 2006).

* As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais;

* A velocidade da luz no vécuo é constante para todos os observadores.

Conforme McMahon (2006), uma das consequéncias mais importantes dessa

teoria € a dilatacao temporal, fendmeno segundo o qual rel6gios em movimento marcam



2.2. Relatividade Especial (Restrita) 21

o tempo de forma diferente quando comparados a rel6gios em repouso. Para velocidades

muito menores que a velocidade da luz (v < ¢), pode-se utilizar a aproximagdo binomial
(1—2)?~1—2/2

A frequéncia de um relégio em movimento pode ser expressa (McMahon, 2006)

f—fo\/l—z;

onde f, representa a frequéncia prépria do relégio. Aplicando a aproximacgao

reh(1- ),

Para um satélite GPS, a frequéncia do relégio embarcado é f.,; ~ fo(1 —

por

binomial, obtém-se

v?,/2¢?), enquanto para um relégio localizado na superficie terrestre tem-se f,, ~
fO( sup/QC )

A diferenca relativa entre as frequéncias € obtida pela seguinte cadeia de igual-
dades:

Af fsat fsup

f fsup
02
1 _ sat 1 _ SUP
2c2? 2c2
_ sup
1 2c2
2 2
~ Usup — Usat
2c2
2
z v
Em modulo, tem-se ITf’ %

2.2.1 Valores Utilizados

A velocidade orbital do satélite GPS é v,,; = 3870 m/s, a velocidade linear

da superficie terrestre no equador € v, = 465 m/s e a velocidade da luz no védcuo é
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¢ =30 x 10° m/s.

Substituindo os valores na expressao da diferenca relativa de frequéncia:

_ 38707 — 4657
‘ 2(3,0 x 108)2
1,49769 x 107 — 2,16225 x 10°
1,8 x 1017
1,47607 x 107
1,8 x 1017

~ 82 x 107,

2.2.2 Diferenca Temporal Acumulada

Um dia possui 86400 segundos. Assim, a diferenca temporal acumulada em um

dia é

86400 x (8,2 x 1071) &~ 7,08 x 1075 s = 7,08 s.

Portanto, devido a elevada velocidade orbital dos satélites GPS, os relogios
atomicos embarcados sofrem dilatacdo temporal prevista pela Relatividade Especial.
Como consequéncia, esses reldgios atrasam aproximadamente 7,08 ps por dia em relacio
aos reldgios localizados na superficie terrestre. Embora essa diferenga seja extremamente
pequena, ela € significativa para a precisdo do sistema GPS e deve ser compensada

continuamente.

2.3 Relogios Atomicos

O funcionamento do Sistema de Posicionamento Global (GPS) depende da
medicdo extremamente precisa do tempo. Para isso, cada satélite da constelagdo trans-
porta relégios atdmicos de alta estabilidade, responsdveis por sincronizar a transmissao
dos sinais utilizados no cdlculo das posi¢des dos receptores terrestres (Kaplan; Hegarty,
2006).
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Diferentemente dos relégios mecanicos ou eletronicos convencionais, os reld-
gios atdmicos utilizam a frequéncia natural das transicdes energéticas dos &tomos como
padrao de tempo. Essa frequéncia € extremamente estdvel, permitindo que a contagem do
tempo seja realizada com elevada precisdo e reprodutibilidade. Atualmente, o segundo
do Sistema Internacional de Unidades (SI) é definido como a duragdo de 9.192.631.770
periodos da radiacdo correspondente a transi¢do entre dois niveis hiperfinos do estado
fundamental do 4tomo de césio-133 (BIPM, 2019).

Nos satélites do sistema GPS sdo empregados, principalmente, rel6gios atdbmicos
de césio e de rubidio. Os reldgios de césio apresentam maior estabilidade em longo
prazo, enquanto os de rubidio possuem menor massa, menor consumo de energia e
maior resisténcia as condi¢cdes do ambiente espacial. Em versdes mais recentes da
constelagdo também tém sido utilizados relégios atdmicos de hidrogénio do tipo Passive
Hydrogen Maser (PHM), que oferecem estabilidade ainda superior (Kaplan; Hegarty,
2006; Parkinson; Spilker, 1996).

A elevada precisdo desses dispositivos € indispensavel porque a determinagdo
da posicao do usudrio ¢ realizada a partir do tempo de propagacdo dos sinais eletromag-
néticos entre o satélite e o receptor. Como esses sinais propagam-se aproximadamente a
velocidade da luz, pequenos erros na medi¢do do tempo produzem erros significativos na
posicdo calculada. Um erro de apenas 1 microssegundo corresponde a aproximadamente
300 metros de erro na distancia estimada entre o satélite e o receptor (Nord et al., 1997).
Consequentemente, mesmo diferencas temporais da ordem de nanossegundos precisam

ser consideradas durante a operagdo do sistema.

Embora os reldgios atdmicos apresentem elevada estabilidade, eles ndo estdao
imunes aos efeitos previstos pela Teoria da Relatividade. Devido a elevada velocidade
orbital dos satélites, a Relatividade Especial prevé que seus reldgios atrasem em relacio
aos reldgios localizados na superficie terrestre. Em contrapartida, como os satélites
encontram-se em uma regido de menor potencial gravitacional, a Relatividade Geral
prevé que esses mesmos relogios adiantem-se em relacdo aos reldgios terrestres. A
combinagdo desses dois efeitos produz um adiantamento liquido de aproximadamente
38, 6 us por dia, valor que precisa ser compensado previamente no projeto do sistema

para garantir a precisdo do posicionamento (Ashby, 2003).
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Para compensar essa diferenca, a frequéncia nominal dos reldgios atdmicos €
ajustada ainda em solo antes do langamento dos satélites. Dessa forma, quando entram
em operagdo na Orbita terrestre, os efeitos relativisticos fazem com que a frequéncia
observada pelos usudrios corresponda exatamente ao valor nominal esperado. Além
dessa correcao inicial, o segmento de controle do GPS monitora continuamente o com-
portamento dos relégios dos satélites e transmite parametros de corre¢do que permitem
eliminar pequenas derivacdes temporais ao longo da operacao (Ashby, 2003; Parkinson;
Spilker, 1996).

Assim, os relogios atdbmicos constituem um dos elementos fundamentais da
infraestrutura do sistema GPS. Sua elevada estabilidade, aliada as correcdes relativisticas
aplicadas continuamente, possibilita que o sistema alcance a precisdo necessdria para

aplicagdes civis, cientificas e militares.

2.4 Relatividade Geral

Diferentemente da teoria de Newton, que interpreta a gravidade como uma
forga de atracdo entre massas, a Relatividade Geral descreve a gravidade como uma
consequéncia da curvatura do espaco-tempo produzida pela presenca de matéria e energia.
Assim, os corpos em queda livre movem-se ao longo de trajetérias determinadas pela

geometria do espago-tempo, denominadas geodésicas (McMahon, 2006).

2.4.1 Principio de Equivaléncia

Um dos pilares conceituais da Relatividade Geral € o Principio de Equivaléncia,
segundo o qual os efeitos de um campo gravitacional sdo, localmente, indistinguiveis dos
efeitos produzidos por um referencial acelerado (Einstein, 1916; Will, 2018). Einstein
ilustrou esse principio por meio do célebre experimento mental do elevador: um observa-
dor confinado em um elevador fechado, em repouso na superficie terrestre sob acao da
gravidade g, vivencia exatamente as mesmas experiéncias mecanicas que um observador
em um elevador acelerado com a = g no espaco profundo, longe de qualquer massa.
Nenhum experimento realizado no interior do elevador seria capaz de distinguir as duas
situagdes (Schutz, 2009).

Esse principio tem uma consequéncia profunda: se a gravidade e a aceleracao
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Figura 4 — Representacdo da curvatura do espago-tempo produzida pela presenca da
Terra. A Lua orbita a Terra seguindo uma geodésica nesse espagco-tempo curvo,
ilustrando o conceito de que a gravidade € uma manifestacao geométrica.

Fonte: Adaptado de Idelfongo (2019).

Figura 5 — Representacdo do experimento mental do elevador de Einstein em queda livre.
Durante a queda, um observador no interior do elevador experimenta um
estado aparente de auséncia de peso, pois tanto ele quanto os objetos ao seu
redor aceleram igualmente sob a acdo da gravidade. Localmente, esse cendrio
¢ indistinguivel da auséncia de campo gravitacional, ilustrando o Principio da
Equivaléncia, segundo o qual os efeitos de um campo gravitacional uniforme
podem ser eliminados em um referencial em queda livre.

Fonte: Adaptado de Einstein Online (2026).
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sdo fisicamente equivalentes, e se a Relatividade Restrita prevé que a aceleracdo afeta a
passagem do tempo, entdo a gravidade também deve afetar o ritmo dos relégios. Essa
conclusdo conduz diretamente a previsao da dilatacdo temporal gravitacional (Hartle,
2003).

2.4.2 Dilatacdo Temporal Gravitacional

Uma das previsdes mais importantes da Relatividade Geral € a dilatagdo tempo-
ral gravitacional. De acordo com esse efeito, a passagem do tempo depende da intensidade
do campo gravitacional local. Rel6gios posicionados em regides onde o campo gravitaci-
onal € mais intenso transcorrem mais lentamente do que reldgios localizados em regides

de menor intensidade gravitacional (McMahon, 2006).

Esse fendmeno foi confirmado experimentalmente pela primeira vez por Pound e
Rebka (1960), que mediram o desvio gravitacional para o vermelho de raios gama do *"Fe
emitidos na base e detectados no topo de uma torre de 22,6 m na Universidade de Harvard,
utilizando o efeito Mossbauer®. Posteriormente, Hafele e Keating (1972a) realizaram
uma verificacdo direta da dilatacao temporal, transportando relégios atdmicos de césio
em voos comerciais ao redor do globo e comparando-os com relégios de referéncia no
Observatorio Naval dos Estados Unidos. Os resultados confirmaram quantitativamente
tanto a dilatacdo temporal cinemadtica prevista pela Relatividade Especial quanto a

dilatacdo gravitacional prevista pela Relatividade Geral (Hafele e Keating, 1972b).

A dilatagdo temporal gravitacional constitui um dos principios fundamentais
aplicados no funcionamento do sistema GPS, cuja precisdo depende da correta compen-

sacdo desses efeitos relativisticos (Ashby, 2003).

2.4.3 Meétrica de Schwarzschild

O espago-tempo ao redor de um corpo aproximadamente esférico, estitico e sem

carga elétrica, como a Terra, € descrito pela solug@o obtida por Karl Schwarzschild em

3 O efeito Mossbauer consiste na emissio e absor¢io ressonante de raios gama por niicleos atdmicos

em redes cristalinas, sem perda de energia por recuo. Descoberto por Rudolf Mossbauer em 1958
(Mossbauer, 1958), essa técnica espectroscépica é amplamente utilizada em Quimica e em Fisica do
estado sélido. Ela permitiu a Pound e Rebka medir uma variago fracional de frequéncia da ordem de
2,46 x 10715, confirmando a previsdo da Relatividade Geral com precisdo de 1%.
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k tsat

Atsaut > AtTerm

Reldgios em maior potencial

Q

Altitude gravitacional transcorrem
mais rapidamente.

<9 U Terra

Superficie da Terra

Figura 6 — Representacdo esquemadtica da dilatagdo temporal gravitacional prevista pela
Relatividade Geral. Um reldgio localizado em maior altitude, onde o potencial
gravitacional € mais elevado, transcorre mais rapidamente do que um reldgio
situado na superficie terrestre. Esse efeito € uma das correcdes relativisticas
aplicadas ao sistema GPS.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

1916 (Schwarzschild, 1916). Essa foi a primeira solug@o exata das equacdes de campo
de Einstein, e sua derivacdo completa envolve cdlculo tensorial e geometria diferencial
(Schutz, 2009; Hartle, 2003). Contudo, o resultado pode ser apresentado e utilizado sem

esse formalismo. A métrica de Schwarzschild € escrita como

2GM 2GMN\ ,

ds® = (1 — 2) A dt? — (1 — 5 ) dr? —r*df* — r?sin®6 dp?,  (2.4)
rc rc

em que ds? é o intervalo espaco-temporal, GG € a constante gravitacional universal, M é a

massa do corpo central (neste caso, a Terra), r € a distincia radial ao centro da massa, ¢

¢ a velocidade da luz no vécuo, dt é o intervalo de tempo coordenado (medido por um

observador infinitamente distante), e dr, df e dy sdo os diferenciais das coordenadas

espaciais esféricas (Schutz, 2009).

O fator (1 — 21?0]2\4 ), que multiplica o termo temporal, € o responsavel pela
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dilatacdo temporal gravitacional. Ele depende de r: quanto menor a distincia ao centro

da massa, menor esse fator e mais lentamente o tempo transcorre (Hartle, 2003).

Para um relégio estaciondrio em relagcdo a Terra, ndo hd variacdes nas coorde-
nadas espaciais durante a medida do tempo. Portanto, dr = dfl = dyp = 0. Substituindo

essa condi¢do na Equacdo (2.4), obtém-se

2GM

rc?

ds> — (1 _ ) A dt?. 2.5)

Na Relatividade Geral, o intervalo espaco-temporal estd relacionado ao tempo
proprio do relogio pela expressao (McMahon, 2006) ds = cd7, em que d7 representa o
intervalo de tempo medido pelo préprio relégio. Elevando ambos os lados ao quadrado e

substituindo na Equacgdo (2.5), resulta

dr = dt (1 - 29N (2.6)
rc

A Equagdo (2.6) descreve a dilatacdo temporal gravitacional prevista pela Rela-

tividade Geral. Ela mostra que o intervalo de tempo proprio d7, medido por um relégio a
uma distancia r do centro da Terra, € sempre menor ou igual ao tempo coordenado dt.
Quanto menor for r, maior serd o efeito gravitacional e mais lentamente transcorrera o
tempo em relacdo a um observador situado em uma regido de campo gravitacional menos
intenso (McMahon, 2006; Schutz, 2009).

2.4.4 Aproximagao para Campo Fraco

No caso dos satélites do sistema GPS, o campo gravitacional terrestre € relativa-
mente fraco. Para verificar essa condi¢do, calcula-se o chamado raio de Schwarzschild
da Terra (Hartle, 2003):
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2GM 2 x (6,674 x 10711) x (5,972 x 10%4)
2 (2,998 x 108)2
7,972 x 10"
8,988 x 1016

~ 8,87 x 107° m.

Como o raio da Terra é Ry = 6,371 x 10° m, tem-se

2GM 887 x 107°
Rrc® ™ 6,371 x 106

~139x107° <« 1,

0 que confirma que o regime de campo fraco € plenamente satisfeito (Ashby, 2003).
Nessas condi¢des, pode-se utilizar a aproximagdo binomial /1 — x &~ 1 — x/2, tomando

xr = 2GM/rc?, o que conduz a expressdo aproximada

M
dT%dt(l—G )

rc2

(2.7)

Essa aproximacio € amplamente utilizada na literatura para descrever os efeitos
relativisticos em campos gravitacionais fracos, sendo suficientemente precisa para a
andlise dos relégios atdmicos embarcados nos satélites do sistema GPS (Ashby, 2003;
Kaplan e Hegarty, 2006).

2.4.5 Cdlculo da Dilatacao Temporal Gravitacional para o GPS

A partir da Equacdo (2.7), pode-se determinar a diferenca na passagem do
tempo entre um reldgio localizado na superficie terrestre (a uma distncia r4 = Ry do
centro da Terra) e outro embarcado em um satélite GPS (a uma distancia rg = Rt + h).
Aplicando a expressado para cada relégio e calculando a razao entre os tempos proprios
no limite de campo fraco, a diferenca relativa entre os ritmos dos relégios € dada por
(Ashby, 2003)

At GM (1 _ 1) , 2.8)
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em que Rr é o raio médio da Terrae R = Ry + h € a distancia do centro da Terra ao

satélite.

Essa expressdo pode ser reescrita em termos do potencial gravitacional newtoni-

ano ®(r) = —GM /r, resultando na forma compacta (Schutz, 2009)

At g -0,  AD

)
T c? 2

c

a qual expressa que a diferencga fracional na taxa dos reldgios € igual a diferenca de
potencial gravitacional dividida por c2. Como o satélite encontra-se em um potencial
gravitacional menos negativo (Pg > P 4), a diferenca € positiva: o reldgio do satélite

adianta em relacdo ao da superficie (Ashby, 2003).

Substituindo os parametros do sistema GPS na Equacgao (2.8), com G' = 6,674 x
107" Nm?/kg?, M = 5,972 x 10** kg, ¢ = 2,998 x 10° m/s, Ry = 6,371 x 10° m e
R = 2,6571x 107 m (Kaplan e Hegarty, 2006), tem-se, inicialmente, o fator gravitacional:

GM 6,674 x 10711 x 5,972 x 10*
2 (2,998 x 108)2
3,986 x 10
8,988 x 1016

=4,434 x 107° m.

Em seguida, calcula-se a diferenca entre os inversos das distancias radiais:

1 1

= =1570x 10" m"

R~ 6371 x 108 70 M
1 1

e — —8 —1
R~ 26Tl x 107~ >o4x 10 m
1 1
— — —=1570x1077—=0,3764 x 107" = 1,193 x 107" m L.
Rr R

Portanto, a diferenca relativa na taxa dos reldgios resulta em

A
2T 4434 x 1073 % 1,193 x 1077 = 5,29 x 10710,
-
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Como um dia possui 86 400 s, a diferenca acumulada em um dia é

Atgg = 5,29 x 107 x 86400 = 4,57 x 107° s ~ 45,7 us/dia. (2.9)

Portanto, devido ao fato de os satélites GPS estarem submetidos a um campo
gravitacional menos intenso do que o existente na superficie terrestre, seus relégios
atdomicos transcorrem mais rapidamente. A Relatividade Geral preve, assim, um adianta-
mento de aproximadamente 45,7 s por dia em relacdo aos reldgios localizados na Terra.
Esse valor apresenta excelente concordancia com os resultados reportados por Ashby
(2003), que estima um adiantamento de aproximadamente 45,9 ps/dia. Se nao corrigido,

esse adiantamento produziria um erro de posicionamento da ordem de

£ =c X Atpg = 2,998 x 10® x 4,57 x 1075 ~ 13,7 km/dia,

0 que seria desastroso para a navegacdo (Kaplan e Hegarty, 2006). Esse resultado,
juntamente com a correcao decorrente da Relatividade Especial, € indispensavel para

garantir a precisdo do sistema GPS.

2.5 Efeito Liquido (Correcao Total)

Combinando os efeitos da Relatividade Restrita (—7,08 us/dia) e da Relativi-
dade Geral (+45,7 us/dia), o efeito liquido sobre os relégios dos satélites é:

Atyorq = +45,7 — 7,08 = +38,62 us/dia.

Ou seja, os relégios atdbmicos embarcados nos satélites GPS adiantam-se, em
média, 38,6 ps por dia em relagcdo aos reldgios na superficie terrestre. Para compensar
esse efeito, a frequéncia dos reldgios € ajustada para um valor ligeiramente inferior ao
nominal (10,22999999543 MHz em vez de 10,23 MHz), conforme preconizado por
Ashby (2003). Sem essa correcdo, os erros de posicionamento acumulados seriam da

ordem de quildometros por dia, inviabilizando o sistema.



3 METODOLOGIA

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa de natureza basica, com aborda-
gem quantitativa e objetivo explicativo, desenvolvida por meio de pesquisa bibliogréfica.
Segundo Gil (2008), a pesquisa bibliogréfica é elaborada a partir de material ja publicado,
constituido principalmente por livros e artigos cientificos, permitindo a constru¢do do

referencial tedrico e a andlise critica de conhecimentos previamente estabelecidos.

A investigacdo fundamenta-se nas teorias da Gravitacdo Newtoniana, da Relati-
vidade Especial e da Relatividade Geral, empregando dedugdes matematicas e cdlculos
numéricos para analisar os efeitos relativisticos sobre os reldgios atdmicos embarcados
nos satélites do Sistema de Posicionamento Global (GPS). A utilizacao da modelagem
matemdtica como instrumento de andlise possibilita descrever quantitativamente fend-
menos fisicos e comparar previsoes tedricas com resultados consolidados na literatura
cientifica (Tipler; Mosca, 2009). Os parametros fisicos empregados (constantes GG, M, ¢
e parametros orbitais) foram extraidos das recomenda¢cdes do CODATA e da literatura

especializada (Kaplan; Hegarty, 2006).

Inicialmente, foi utilizada a Lei da Gravitagdo Universal de Newton para de-
terminar a velocidade orbital média dos satélites do sistema GPS, considerando uma
orbita circular de raio correspondente a altitude média da constelacio. Em seguida,
empregaram-se as expressoes da Relatividade Especial para calcular a dilatacdo temporal
decorrente da velocidade orbital dos satélites, utilizando a aproximacao binomial vélida
para velocidades muito inferiores a velocidade da luz (v < ¢) (Einstein, 1905; McMahon,
20006).

Posteriormente, foi aplicada a solucdo de Schwarzschild para um campo gra-
vitacional aproximadamente esférico e estdtico, obtendo-se a expressdo da dilatagao
temporal gravitacional em sua forma aproximada para campos gravitacionais fracos,
condicdo satisfeita pelo campo gravitacional terrestre (Einstein, 1916; Schutz, 2009;
Hartle, 2003).

Os resultados obtidos para a Relatividade Especial e para a Relatividade Geral

foram analisados separadamente e, posteriormente, combinados para determinar o efeito
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relativistico liquido sobre os reldgios atdmicos dos satélites. Por fim, esse resultado foi
comparado com os valores amplamente reportados na literatura especializada, especial-
mente aqueles apresentados por Ashby (2003), verificando-se a consisténcia dos célculos
desenvolvidos. Adicionalmente, discute-se a compensacao pratica desse efeito liquido
por meio do ajuste da frequéncia de oscilagao dos reldgios atdmicos antes do lancamento

dos satélites, conforme descrito na literatura (Ashby, 2003; Kaplan; Hegarty, 2006).
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4.1 Velocidade Orbital dos Satélites GPS

Conforme demonstrado na fundamentacao tedrica, a aplicacdo da Lei da Gra-
vitacdo Universal de Newton permitiu determinar a velocidade orbital dos satélites do
sistema GPS. A partir dos parametros gravitacionais da Terra e do raio orbital médio da

constelacdo, obteve-se uma velocidade aproximada de

V =~ 3,87 km/s. 4.1)

Esse resultado estd em concordancia com os valores encontrados na literatura
especializada, que indicam velocidades orbitais proximas de 3,9 km/s para satélites da
constelacdo GPS (Kaplan; Hegarty, 2006).

Embora essa velocidade corresponda a apenas cerca de 1,3 x 10~° da velocidade
da luz, ela € suficientemente elevada para produzir efeitos relativisticos mensuraveis
nos relégios atdmicos embarcados. Esse fato evidencia que, mesmo em situagdes nas
quais as velocidades envolvidas sao muito inferiores a velocidade da luz, as previsdes da

Relatividade Especial tornam-se relevantes quando se exige elevada precisao temporal.

Além disso, o resultado confirma que a determinagdo da 6rbita dos satélites pode
ser realizada com excelente aproximacdo por meio da mecanica newtoniana. Entretanto,
conforme serd discutido nas se¢des seguintes, a descricdo cldssica ndo € suficiente para

explicar o comportamento dos reldgios atdmicos utilizados pelo sistema GPS.

4.2 Efeito da Relatividade Especial

A aplicacdo da Relatividade Especial permitiu determinar a influéncia da velo-
cidade orbital dos satélites sobre a passagem do tempo. Os célculos realizados indicaram

que os reldgios atdbmicos embarcados sofrem um atraso didrio de aproximadamente

Atgp ~ —7,08 us/dia. 4.2)
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Esse resultado decorre diretamente da dilatacdo temporal prevista por Einstein,
segundo a qual relégios em movimento transcorrem mais lentamente quando comparados

a relégios em repouso em relag@o ao observador.

Embora o atraso calculado seja extremamente pequeno quando considerado
isoladamente, sua importancia prética € significativa. Como os sinais emitidos pelos
satélites propagam-se a velocidade da luz, pequenas diferencas na sincronizacao dos
relégios produzem erros crescentes na determinagdo das distancias entre os satélites e os

receptores terrestres.

O valor obtido neste trabalho apresenta boa concordancia com os resultados
encontrados por Ashby (2003), que estima um atraso de aproximadamente 7,2 s por
dia devido exclusivamente aos efeitos da Relatividade Especial. Essa proximidade de-
monstra que as aproximagdes adotadas neste estudo sdo adequadas para descrever o

comportamento relativistico dos reldgios do sistema GPS.

4.3 Efeito da Relatividade Geral

A andlise realizada com base na Relatividade Geral mostrou que o campo

gravitacional exerce influéncia ainda mais significativa sobre a passagem do tempo.

Utilizando a aproximagdo para campos gravitacionais fracos, foi obtido um

adiantamento didrio de aproximadamente

Atpa ~ +45,7 us/dia. 4.3)

Esse resultado evidencia que os reldgios posicionados em Orbitas elevadas
transcorrem mais rapidamente do que aqueles localizados na superficie terrestre, pois 0s

satélites encontram-se submetidos a um potencial gravitacional menos intenso.

Observa-se que esse efeito possui sinal oposto ao previsto pela Relatividade
Especial. Enquanto o movimento orbital provoca um atraso nos relégios dos satélites,
a menor intensidade do campo gravitacional produz um adiantamento de magnitude

significativamente superior.

Os resultados obtidos concordam com aqueles apresentados por Ashby (2003)

e Kaplan e Hegarty (2006), confirmando que a contribuicao da Relatividade Geral
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representa a maior parcela da corre¢do relativistica aplicada aos reldgios do sistema GPS.

4.4 Correcao Relativistica Total

A combinagdo dos efeitos previstos pelas duas teorias resulta em uma corre¢ao
liquida correspondente a soma algébrica das contribui¢des da Relatividade Especial e da
Relatividade Geral.

Os valores obtidos neste trabalho s@o: um atraso de —7,08 us por dia devido
a Relatividade Especial, um adiantamento de +45.,7 us por dia devido a Relatividade
Geral, resultando em uma correcao total de 4-38,6 s por dia. A contribui¢do gravitaci-
onal, portanto, supera significativamente o efeito cinematico, de modo que os relégios
embarcados nos satélites adiantam-se aproximadamente 38,6 us por dia em relagio aos

reldgios situados na superficie terrestre.

Esse resultado demonstra que a Relatividade Geral exerce influéncia predomi-
nante no comportamento temporal dos satélites GPS, enquanto a Relatividade Especial

atua reduzindo parcialmente essa diferenca.

4.5 Impacto das Correcoes Relativisticas no Funcionamento do GPS

Os resultados obtidos evidenciam que as correcdes relativisticas nao consti-
tuem apenas uma previsao tedrica, mas representam um requisito indispensdvel para o

funcionamento adequado do sistema GPS.

Considerando que os sinais eletromagnéticos propagam-se a velocidade da
luz, uma diferenca acumulada de aproximadamente 38,6 us corresponde a um erro de

posicionamento da ordem de

3,0 x 10% x 38,6 x 107 ~ 1,16 x 10* m,

ou seja, aproximadamente 11,6 km por dia.

Esse resultado demonstra que, caso os efeitos relativisticos fossem ignorados, o
erro na determinacao das posicdes cresceria continuamente, tornando o sistema inade-

quado para aplica¢des de navegacao, georreferenciamento e sincronizagio temporal.
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Por essa razdo, a frequéncia dos relégios atdmicos instalados nos satélites €
previamente ajustada antes do langcamento, de modo que, apds a atuac@o conjunta dos
efeitos relativisticos, sua frequéncia observada por um receptor localizado na superficie
terrestre corresponda exatamente ao valor nominal especificado para o sistema GPS
(Ashby, 2003).

4.6 Discussao dos Resultados

Os resultados obtidos neste trabalho evidenciam que o funcionamento do sistema
GPS depende da aplicacdo conjunta da Mecanica Newtoniana, da Relatividade Especial
e da Relatividade Geral.

A teoria de Newton fornece uma descri¢do adequada da dinamica orbital dos
satélites, permitindo determinar sua velocidade e sua trajetoria com excelente aproxima-
cdo. Entretanto, essa teoria ndo contempla os efeitos da gravidade sobre a passagem do

tempo, tampouco a influéncia das altas velocidades sobre os reldgios atdomicos.

A incorporacao das previsdes da Relatividade Especial e da Relatividade Geral
permite explicar quantitativamente as diferengas observadas entre os ritmos dos relégios
localizados em Oorbita e na superficie terrestre. Os valores obtidos neste estudo mostram
excelente concordancia com aqueles apresentados na literatura especializada, refor¢cando

a consisténcia das aproximagdes adotadas.

Assim, verifica-se que o GPS constitui um dos exemplos tecnoldgicos mais
importantes da aplicacdo prética da Relatividade. Diferentemente da ideia frequente-
mente difundida de que os efeitos relativisticos possuem interesse apenas em estudos
tedricos ou astrondmicos, os resultados demonstram que essas previsdes sao indispen-
sdveis para garantir a precisao de um sistema de navegacao utilizado diariamente por
milhdes de pessoas em todo o mundo. Dessa forma, a operacao do GPS representa uma
confirmacio experimental continua das teorias propostas por Einstein, evidenciando sua
importancia tanto para a Fisica Moderna quanto para o desenvolvimento de tecnologias

de posicionamento e sincronizagdo temporal.



5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo analisar a influéncia dos efeitos relati-
visticos no funcionamento do Sistema de Posicionamento Global (GPS), demonstrando,
por meio de uma abordagem tedrica e quantitativa, que a precisao desse sistema depende
diretamente das previsdes da Relatividade Especial e da Relatividade Geral propostas

por Albert Einstein.

Inicialmente, a partir da Lei da Gravitacdo Universal de Newton, foi determinada
a velocidade orbital média dos satélites do sistema GPS, obtendo-se um valor aproximado
de 3,87 km/s. Esse resultado mostrou-se compativel com os valores encontrados na
literatura e evidenciou que a mecanica newtoniana continua sendo uma ferramenta

adequada para a descri¢do da dinamica orbital dos satélites artificiais.

Em seguida, foram analisados os efeitos relativisticos que atuam sobre os reld-
gios atdmicos embarcados nos satélites. A aplicacdo da Relatividade Especial permitiu
determinar um atraso aproximado de 7,08 us por dia, decorrente da elevada velocidade
orbital dos satélites. Por outro lado, a Relatividade Geral indicou um adiantamento apro-
ximado de 45,7 us por dia, consequéncia da menor intensidade do campo gravitacional

na altitude em que os satélites operam.

A combinacido desses dois efeitos resultou em um adiantamento liquido de apro-
ximadamente 38,6 us por dia em relagcdo aos reldgios localizados na superficie terrestre.
Embora esse intervalo de tempo seja extremamente pequeno, sua acumulacio produziria
erros de posicionamento da ordem de quildometros por dia caso ndo fossem aplicadas
as devidas corregdes relativisticas. Esse resultado evidencia que a teoria da relatividade
possui aplicacdo pratica indispensdvel no funcionamento do GPS, constituindo um dos
exemplos mais importantes da utilizacdo de conceitos da Fisica Moderna em tecnologias

presentes no cotidiano.

Os valores obtidos ao longo deste trabalho apresentaram boa concordancia
com aqueles descritos na literatura especializada, particularmente nos estudos de Ashby
(2003) e Kaplan e Hegarty (2006), demonstrando que as aproximacdes adotadas foram
adequadas para a andlise proposta. Dessa forma, os objetivos estabelecidos na introducao
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foram plenamente alcangados, permitindo compreender tanto os fundamentos fisicos

envolvidos quanto sua aplicacdo no contexto do sistema GPS.

Além de contribuir para a compreensdo da relagcdo entre a Mecanica Cléssica e
a Fisica Moderna, este trabalho evidencia a importancia do ensino da Relatividade em
cursos de graduacdo, mostrando que conceitos frequentemente considerados abstratos
possuem aplicacOes diretas em tecnologias amplamente utilizadas pela sociedade. Nesse
sentido, o GPS constitui um excelente exemplo didatico para aproximar conteddos

tedricos da realidade tecnoldgica contemporanea.

Como perspectiva para trabalhos futuros, sugere-se ampliar a anélise por meio da
consideracdo de orbitas elipticas, da influéncia da rotacao terrestre sobre os referenciais
nao inerciais, do efeito Sagnac e de outras correcdes relativisticas empregadas pelos
sistemas globais de navegacao por satélite (GNSS), como o GPS, o GLONASS, o Galileo
e o BeiDou. Tais estudos permitiriam uma descri¢ao ainda mais completa dos fendmenos
fisicos envolvidos e reforcariam a importancia da Relatividade na ciéncia e na engenharia

modernas.
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