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Resumo

O cancer constitui um dos principais desafios da saide publica mundial, sendo caracterizado
pelo crescimento desordenado de células que podem invadir tecidos e 6rgaos, comprome-
tendo o funcionamento do organismo. Nesse contexto, a modelagem matematica tem se
consolidado como uma importante ferramenta para compreender a dindmica do crescimento
tumoral, permitindo descrever quantitativamente a evolucao da doenca e fornecer subsidios
para estudos relacionados ao desenvolvimento de estratégias terapéuticas. Este trabalho
teve como objetivo analisar o crescimento de tumores sélidos em fase avascular por meio
dos modelos matematicos Logistico e de Gompertz, comparando suas caracteristicas e sua
capacidade de representar o comportamento biolégico da proliferacdo celular. Inicialmente,
foram apresentados aspectos histéricos do desenvolvimento das equacdes diferenciais ordi-
ndrias e dos modelos cldssicos de crescimento populacional, destacando suas aplicacdes
na oncologia matematica. Em seguida, realizou-se a deducao analitica das solucdes dos
modelos estudados e a constru¢do de simulacdes computacionais utilizando o software
Matlab para a comparacgdo grafica das curvas de crescimento. Complementarmente, foram
desenvolvidas simulagdes tridimensionais no software PhysiCell, possibilitando a visualiza-
¢ao da evolugdo espacial de tumores avasculares em diferentes intervalos de tempo, bem
como a identificac@o de células vidveis e necréticas. Os resultados obtidos evidenciaram
que ambos os modelos descrevem satisfatoriamente o crescimento tumoral em sua fase
inicial; entretanto, o modelo de Gompertz apresentou comportamento mais compativel com
a dindmica observada em tumores sélidos, ao representar a redug@o progressiva da taxa de
crescimento a medida que o tumor se aproxima da capacidade de suporte do meio. Dessa
forma, conclui-se que a integracdo entre modelagem matematica e simulacdo computacional
constitui uma abordagem eficiente para o estudo do crescimento tumoral, contribuindo para
uma melhor compreensdo dos processos biolégicos envolvidos e demonstrando o potencial

da Matemdtica como ferramenta de apoio a pesquisa em oncologia.

Palavras-chave: Cancer. Crescimento tumoral. Equacdes diferenciais ordindrias. Modelo

de Gompertz. Modelo Logistico.



Abstract

Cancer is one of the main challenges in global public health and is characterized by the
uncontrolled growth of cells that can invade tissues and organs, compromising the body’s
functioning. In this context, mathematical modeling has emerged as an important tool
for understanding the dynamics of tumor growth, allowing us to quantitatively describe
the progression of the disease and provide support for studies related to the development
of therapeutic strategies. This work aimed to analyze the growth of solid tumors in the
avascular phase using the Logistic and Gompertz mathematical models, comparing their
characteristics and their ability to represent the biological behavior of cell proliferation. Ini-
tially, historical aspects of the development of ordinary differential equations and classical
population growth models were presented, highlighting their applications in mathematical
oncology. Next, an analytical deduction of the solutions of the models studied was carried
out, and computer simulations were built using Matlab software for the graphical compari-
son of the growth curves. Additionally, three-dimensional simulations were developed in
PhysiCell software, allowing the visualization of the spatial evolution of avascular tumors
at different time intervals, as well as the identification of viable and necrotic cells. The
results obtained showed that both models satisfactorily describe tumor growth in its initial
phase; however, the Gompertz model showed behavior more consistent with the dynamics
observed in solid tumors, as it represents the progressive reduction in the growth rate as
the tumor approaches the medium’s carrying capacity. In this way, it is concluded that the
integration of mathematical modeling and computer simulation is an effective approach
for studying tumor growth, contributing to a better understanding of the biological pro-
cesses involved and showing the potential of Mathematics as a support tool for research in

oncology.

Keywords: Cancer. Tumor growth. Ordinary differential equations. Gompertz model.

Logistic model.
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1 Introducao

Segundo o Instituto Nacional de Cancer (INCA) o termo ‘“cancer” abrange mais de
100 tipos de doencas malignas. O surgimento da doenga € caracterizado pelo crescimento
anormal de células geneticamente modificadas (INCA, 2022). Essa alteracdo genética
provoca um tumor, que é um amontoado de células mal formadas, também chamado de

neoplasia.

Segundo Dassios et, al (2012), “a prolifera¢ao celular € normalmente um processo
altamente regulado, [...] se o controle da proliferagdo for alterado ou perdido, as células
podem continuar a se dividir, levando a uma massa tecidual anormal — um tumor.” (Dassios,

Kariotou, Tsampas, et al, 2012 p. 2).

Existem vdrias formas de desenvolver cancer: predisposi¢io genética hereditaria,
exposicao a radiacdes ou simplesmente habitos ndo saudaveis. Esses fatores podem provocar
alteracdes ou mutacdes no DNA e, consequentemente, as células multiplicam esse erro
genético formando um tumor, que pode ser benigno ou maligno. O primeiro consiste
em uma massa resultante da proliferacao celular, mas que nao tem capacidade de gerar
metdstase, isto €, de se espalhar para outros 6rgaos do corpo. O segundo, também chamado
de neoplasia maligna, é o cancer propriamente dito. Ele tende a ser mais agressivo e possui

a capacidade de infiltrar-se em outros 6rgaos.

A oncologia € a drea da medicina dedicada ao estudo dos tumores, abrangendo
os mecanismos envolvidos em seu desenvolvimento e as formas de tratamento. Nesse
contexto, a oncologia matemadtica surge como uma drea interdisciplinar que utiliza modelos
matematicos para compreender a progressdao tumoral e auxiliar na avaliacdo de terapias
contra o cancer. Esses modelos permitem tanto andlises qualitativas do comportamento dos

tumores quanto previsdes quantitativas relacionadas a dindmica de proliferacao celular.

Embora este trabalho tenha como foco a modelagem matematica do crescimento
tumoral por meio de Equacdes Diferenciais Ordindrias, o tema também apresenta uma

relacdo direta com a Quimica. O desenvolvimento e a progressao dos tumores envolvem
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diferentes processos quimicos e bioquimicos, como o metabolismo celular, o consumo
de oxigénio e a acao de agentes quimioterapicos. Assim, compreender o cancer também
significa reconhecer a interacdo entre diferentes dreas do conhecimento, uma vez que
0s processos bioldgicos observados no organismo estao relacionados a transformacgdes e

interagdes quimicas que ocorrem no nivel celular.

Essa relacdo torna-se ainda mais evidente quando se considera o papel das terapias
quimicas no tratamento do cincer. Segundo Tilsed et al. (2022), em seu artigo, os autores
destacam a importancia da quimioterapia no tratamento de diferentes tipos de cancer, afir-
mando que “em muitos canceres localizados, a quimioterapia antes ou apds a cirurgia e/ou
combinada com radioterapia pode proporcionar beneficios duradouros e de sobrevivéncia a
longo prazo para muitos pacientes” (Tilsed et al., 2022, p. 2). A utilizacdo dessas terapias
refor¢ca a importancia de compreender os processos relacionados ao desenvolvimento e
a evolucao dos tumores, especialmente quando se considera que o crescimento celular
pode ser influenciado pela disponibilidade de nutrientes, oxigénio e pelas condi¢des do

microambiente tumoral.

Nesse contexto, a matematica surge como uma ferramenta capaz de auxiliar na
compreensdo de um fendmeno biolégico complexo. O crescimento de um tumor envolve
diversas células, interacdes e condi¢des que se modificam ao longo do tempo, tornando
dificil descrevé-lo apenas por meio de uma andlise qualitativa. A modelagem matematica
permite, portanto, representar determinados aspectos desse processo por meio de relagdes
quantitativas, possibilitando acompanhar a variagdo da populagdo tumoral e analisar seu

comportamento ao longo do tempo.

Durante a fase avascular, o tumor cresce sem possuir uma rede propria de vasos
sanguineos e depende da difusdo de oxigé€nio e nutrientes provenientes dos tecidos adja-
centes. A medida que a massa tumoral aumenta, a disponibilidade desses recursos pode se
tornar limitada, interferindo na dinamica de proliferacdo, quiescéncia e morte celular. Esse
comportamento levanta uma questdo importante: de que maneira modelos matematicos
baseados em Equacdes Diferenciais Ordindrias podem representar o crescimento tumoral

durante a fase avascular?
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A busca por respostas para essa questao justifica a realizacdo deste estudo, uma
vez que o crescimento tumoral envolve diferentes processos biolégicos, quimicos e fisicos
que se modificam ao longo do tempo. Nesse contexto, torna-se relevante compreender a
dindmica do crescimento tumoral durante a fase avascular e investigar de que maneira as
Equacdes Diferenciais Ordindrias podem ser utilizadas para representar matematicamente
esse fendmeno. Para isso, a pesquisa aborda os modelos logistico, associado a formulacao
de Verhulst, e de Gompertz, que apresentam formulagdes distintas para descrever com-
portamentos de crescimento ndo indefinidamente exponenciais. A andlise desses modelos
permite compreender diferentes formas de representar matematicamente a evolu¢do de uma
populagdo tumoral e relacionar suas previsdes aos dados obtidos por meio de simulagdes

computacionais.

Como parte dessa investigagdo, este trabalho realiza uma revisao bibliogréfica
sobre o crescimento tumoral e a aplicacdo das Equacdes Diferenciais Ordindrias na descri-
¢ao de fendmenos bioldgicos, buscando compreender de maneira mais ampla a dindmica
do crescimento tumoral durante a fase avascular. Nesse percurso, sdo apresentados os
modelos matemdticos de Verhulst e Gompertz, utilizados para representar diferentes com-
portamentos de crescimento celular. Além da abordagem tedrica, o crescimento tumoral
€ simulado por meio do software PhysiCell, possibilitando a obtencdo de dados sobre a
evolucdo da populacgdo celular. Posteriormente, os resultados provenientes das simulagcdes
sdo comparados aos modelos matematicos estudados, utilizando o software Matlab, com
o intuito de analisar a correspondéncia entre o comportamento observado na simulagdo

computacional e a representacdo matemdtica do crescimento tumoral.

Assim, este trabalho busca contribuir para a compreensao da aplicacao das Equa-
¢oes Diferenciais Ordindrias no estudo do crescimento tumoral durante a fase avascular,
aproximando diferentes dreas do conhecimento, como a Matemadtica, a Quimica, a Biologia
e a Computacao. Ao relacionar o estudo bibliografico dos modelos matematicos, a simula-
¢do computacional e a anélise da evolucao de uma populacao tumoral, a pesquisa procura
demonstrar como a Matemadtica pode ser utilizada como uma ferramenta de investigacao

para auxiliar na compreensao de processos bioldgicos complexos relacionados ao cancer.



2 Fundamentos do calculo

2.1 Contexto historico

Muitos se questionam sobre a origem do cdlculo integral. Ha registros de seu
desenvolvimento na civilizagdo egipcia e também na Grécia Antiga. No entanto, o calculo
s6 ganhou notodria repercussao durante o século XVIII. “Nessa época, surgiu a teoria das
equacoes diferenciais, gracas aos avangos no cédlculo. Os tipos de problemas aplicados as

equagoes diferenciais envolviam assuntos fisicos e astrondomicos.”(Gomes, 2024, p. 13)

Sir Isaac Newton, foi um matematico, fisico, astronomo, alquimista, tedlogo e
escritor britanico (descrito em seus dias como um “filésofo natural”’) amplamente reconhe-
cido como um dos cientistas mais influentes de todos os tempos € como uma figura central
na revolucao cientifica. Seu livro Philosophice Naturalis Principia Mathematica (Principios
Matemadticos da Filosofia Natural), publicado pela primeira vez em 1687, lancou as bases da
mecanica cldssica. Em Principia, Newton formulou as leis do movimento e da gravitacio
universal, que criaram o ponto de vista cientifico dominante até serem refinadas pela teoria
da relatividade de Albert Einstein.

Isaac Newton também € citado como um dos criadores do Calculo Diferencial
e Integral. “[...] com o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, inventado por
Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), a contribuicdo de
ambos para a criacdo do calculo realizou-se de forma independente.” (Gomes, 2024, p. 12).
“Historicamente Newton foi o primeiro a aplicar o cdlculo a fisica ao passo

que Leibniz desenvolveu a notacao utilizada até os dias de hoje, a notacdo de Leibniz’
(Wikipédia, 2026, par. 10)

As EDOs envolvem derivadas de uma fun¢do . Dessa forma, € fundamental uma
andlise sobre o conceito de fungdo. Lima e Rosa (2025), em seu artigo, abordaram minucio-

samente o conceito de fung¢ao:
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“Funcdo € uma relacdo matemadtica estabelecida entre duas varidveis.
Trata-se de uma regra que associado elemento x de um conjunto a um
unico elemento y de outro conjunto. A defini¢cdo de funcido como conhe-
cemos hoje ndo era formalmente conhecida na antiguidade, no entanto, ja
era utilizada de forma intuitiva para resolver problemas do dia a dia. An-
tigas civilizagdes desenvolveram sistemas para realizar contagem, cobrar
impostos, realizar medi¢des de terrenos, controlar o plantio e a colheita,
além de construir edificacdes.” (Lima e Rosa, 2025, p. 1)

Outrossim, Silva (2024) também esclarece a visibilidade do termo “fun¢do” no

contexto historico da época.

“Historicamente, a palavra “fun¢@o”, na matemadtica, demorou alguns
séculos para florescer. Com a ideia de varidveis (variabilidade), o solo foi
germinado no ambito do célculo infinitesimal e abriu-se um espago livre
para o aparecimento do conceito de func¢do. Inicialmente, surgiu a palavra
funcdo; depois, uma definicdo um tanto vaga e dois séculos decorreram
até que os matemadticos estivessem satisfeitos com uma defini¢do rigorosa
para esse conceito” (Silva, 2024, p. 2)

Assim, compreendida a importancia historica e conceitual das fungdes, torna-
se necessario abordar o conceito de derivada, ferramenta matemadtica essencial para o

desenvolvimento das equagdes diferenciais ordindrias.

2.2 Derivadas

As primeiras noc¢des de célculo apareceram no Egito e na Babilonia hd mais de
2000 anos a.C. Os egipcios utilizavam um sistema simples de nota¢ao para registrar suas
atividades econdmicas, enquanto os babilonios desenvolveram técnicas avangadas para a

resolugdo de problemas de geometria e aritmética.

No entanto, foi com os gregos que a matematica comegou a ganhar o seu carater
cientifico. Os matematicos gregos como Euclides, Pitdgoras e Platdo deram importantes
contribui¢des para o desenvolvimento da geometria e da élgebra, criando a base para o

desenvolvimento do calculo.
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Um dos maiores nomes ligados a Célculo estd o de Isaac Newton, "foi com Isaac
Newton e Gottfried Leibniz que o calculo alcangou a sua forma atual. Newton desenvolveu
o célculo das diferencgas, enquanto que Leibniz criou o cdlculo integral, ambos trabalhando

independentemente um do outro"(Alves, 2023, p. 7).

Ressalta-se que Leibniz foi o primeiro a publicar suas descobertas sobre o cdlculo,
mas Newton desenvolveu a teoria anos antes, provocando um debate sobre o parentesco
do célculo. A Royal Society, composta pelos principais cientistas da Gra-Bretanha, acusou

Leibniz de pldgio que marcou um marco na carreira de German.

O célculo se tornou uma ferramenta fundamental para a resolu¢do de problemas
matematicos e para o avango da ciéncia e da tecnologia. A partir do século XVIII, matema-
ticos como Leonhard Euler, Joseph Lagrange e Carl Friedrich Gauss fizeram importantes

contribui¢des para a consolidacio do célculo.

Para fins de completude iremos apresentar a definicdo de derivada de uma funcio.

Definicao 2.1. Seja / um intervalo aberto ndo-vazioe seja f : [ — R,y = f(z) uma
funcdo de I em R. Diz-se que funcgdo f(x) é derivavel no ponto a € I se existir o limite

o) — iy 13 = 1)

r—a xr — Q

2.1)

Uma fungdo € dita derivdvel (ou diferencidvel) quando sua derivada existe em

cada ponto do seu dominio.

2.3 Integrais

"Newton iniciou o cdlculo da integral utilizando como simbolo um quadrado, pois
percebeu que se aplicava a uma area. Depois passou a usar um trago vertical sobre a varidvel.
Leibniz pensava em integral como a soma de infinitas muito pequenas, Infinitésimos, dai
usava um formato de letra S da época. Usava uma letra S para associar a palavra summa,

que significa soma; simbolo este que € usado até os dias de hoje"(Cruz, 2017, p. 11).
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Definicao 2.2 (Integral indefinida). Seja f uma fun¢do definida em um intervalo /. Dizemos

que uma fun¢do F' € uma primitiva de f em [ se
Fl(z) = f(), (2.2)
para todo z € [.

A integral indefinida de f € o conjunto de todas as primitivas de f e é denotada
por
/f@Mx:F@%HI 2.3)
onde C' € uma constante real.

Exemplo 2.3 (Derivando uma funcao e integrando sua derivada). Considere a fungao

f(x) = x3. Calculando sua derivada, obtém-se

Fla) = - (a) = 322

Agora, integrando a funcdo derivada, temos
23
/szd:c = 3/:c2d:c =3 (3) +C,

/3x2dx::c3—|—0.

0 que resulta em

Exemplo 2.4 (Integrando uma fungéo e derivando sua integral). Considere a fungdo f(x) =

x2,

Calculando sua integral indefinida, obtém-se
3

ﬂm:/ﬁmz%+a 2.4)
Agora, derivando a func¢@o obtida, temos
d (a3 322 9
Bl i = = 22 2.
I ( 5 + C) 3 +0=2 (2.5)

Portanto, verificamos que a derivada da integral recupera a fun¢do original, isto €,

([ ) = (o). 2.6)
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“O nascimento das EDOs esta intrinsecamente ligado a invencdo do Calculo
Diferencial e Integral por Isaac Newton e Gottfried Leibniz, por volta de 1670.” (Selumbo,
2026, p. 18)

A partir das contribuicdes de outros matemdticos do século XX, as equagdes
diferenciais ordindrias tiveram desenvolvimento em diversos ambitos para além da mate-
maética, como nas engenharias, biologia, fisica e outras dreas. “Na era contemporanea, a
aplicac@o das EDOs expandiu-se para dreas além da fisica, como a biologia, a economia e a
sociologia.” (Selumbo, 2026, p. 19)

Em problemas de crescimento populacional, nos quais a taxa de variacao de uma
populagdo € proporcional ao seu proprio tamanho, esse fendmeno pode ser descrito por
uma equacao diferencial ordindria. Ou seja, "a historia das EDOs € a histdria da tentativa
humana de prever o futuro através de taxas de variagdo, e ndo apenas um exercicio de légica
pura."(Selumbo, 2026, p. 19).

2.4 Equacoes diferenciais ordinarias

Uma Equacao Diferencial Ordindria (EDO) € uma equacdo matemadtica que relaci-
ona uma fun¢@o desconhecida y(x), suas derivadas e uma varidvel independente. Formal-

mente, uma EDO pode ser expressa na forma

F(z,y(z),y'(x),y" (), ...y (x)) =0
Onde

» z ¢é a varidvel independente.
* y = y(x) é a fungdo desconhecida (chamada de fungdo incdgnita ou solug@o).
* v, y", ..., y(n) sdo as derivadas de y com relagéo a x.

* n representa a ordem da equacdo, ou seja, o maior grau de derivada presente.
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24.1 Classificagdo

Segundo Cullen e Zill (2000), as EDOs podem ser classificadas de diversas formas,

dependendo de suas caracteristicas. Entre as classifica¢cdes mais comuns, destacam-se:

24.1.1 Ordem

A ordem de uma EDO ¢é determinada pela derivada de maior grau presente na

equacao.

Exemplo 2.5.

e Primeira ordem: ¢/ +y = 0.

* Segunda ordem: y" — ¢’ + 3y = e

2.4.1.2 Linearidade

Uma EDO ¢ dita linear se todas as derivadas e a fun¢do incégnita aparecem de
forma linear (isto é, sem poténcias ou produtos entre elas). Caso contrario, € classificada

como ndo-linear.

Exemplo 2.6.
* Linear: ¢y’ + 3y’ — 2y = 0.
 Nio-linear: v +y?> = 0

2.4.1.3 Homogeneidade

Uma EDO é homogénea se todos os termos dependem da fun¢do incégnita y(x) e

suas derivadas. Caso contrario, € classificada como ndo-homogénea.

Exemplo 2.7.

* Homogénea: ' —y =0



22 Capitulo 2. Fundamentos do cdlculo

» Nao-homogénea: ¢y —y = e

A equacdo diferencial utilizada neste trabalho, conhecida como equa¢do de Gom-
pertz, € classificada como uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) autdnoma, ndo linear
e de primeira ordem. Trata-se de uma EDO de primeira ordem por envolver apenas a
primeira derivada da varidvel dependente em relacao ao tempo. Além disso, é considerada
ndo linear devido a presencga do termo logaritmico associado a varidvel dependente, o que
impossibilita sua representacao na forma linear cldssica. Essa equagdo tem ampla aplicacao
na modelagem de fend6menos de crescimento bioldgico, sendo particularmente utilizada
para descrever a dinamica de crescimento tumoral em sua fase avascular, em razdo de sua

capacidade de representar comportamentos de crescimento sigmoidal.

De maneira semelhante, a equacdo logistica proposta por Verhulst também ¢&
classificada como uma Equacgdo Diferencial Ordinaria (EDO) autdonoma, néo linear e de
primeira ordem. Essa classificagdo decorre do fato de a equagao apresentar apenas a primeira
derivada da varidvel dependente em relacdo ao tempo e possuir um termo quadrético,
caracteristica que a torna ndo linear. O modelo logistico € amplamente utilizado na descri¢do
de processos de crescimento populacional sujeitos a limitagdes ambientais, apresentando
uma curva sigmoidal que representa um crescimento inicialmente acelerado, seguido de
uma desaceleracio progressiva até a estabilizagdo em torno da capacidade de suporte do
sistema. Devido a sua simplicidade e a sua capacidade de descrever fendmenos biolégicos
limitados, esse modelo tornou-se uma das ferramentas matematicas mais utilizadas no

estudo da dindmica populacional.

2.4.2  Solugdes
Resolver uma EDO significa encontrar a fun¢do y(z) que satisfaz a equagéo

diferencial em um intervalo definido. As solu¢des podem ser classificadas em

* Solucao geral: Envolve uma ou mais constantes arbitrdrias que refletem a liberdade

de escolha das condicdes iniciais.
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* Solucao particular: Obtida ao aplicar condicdes iniciais ou de contorno para deter-
minar valores especificos das constantes
: 1 . dy - :
Exemplo 2.8. Considere a equacdo diferencial — = 2z. Uma funcao que satisfaz essa
x
equacdo €
y =2+ C,
pois, ao derivarmos ¥, obtemos
d o
—(2z* 4+ C) = 2u.
el )
Portanto, y = x? + C' é a solucdo geral da EDO.

2.4.3 Problema de valor inicial

Um Problema de Valor Inicial (PVI) consiste em uma equacao diferencial asso-
ciada a uma condig¢do inicial, cuja finalidade é determinar uma solucdo especifica dentre
a familia de solu¢des da equacdo. De maneira geral, um PVI de primeira ordem pode ser

representado por

dy
—Z — f(¢t
dt f( Y y)7
acompanhado da condicao inicial
y(to) = o,

em que () representa o valor inicial da varidvel independente e () o valor correspondente
da varidvel dependente. A condicao inicial € fundamental para determinar uma solugdo
particular da equacgdo diferencial, permitindo descrever a evolucdo do sistema a partir de

um estado inicial conhecido.

d
Exemplo 2.9. Considere novamente a equagdo d—y = 2z, com a condigdo inicial y(0) = 3.
x

Como a solugdo geral é y = 22 + C, substituindo a condi¢do inicial, temos
3=0"+C,
Logo, C' = 3. Assim, a solu¢do particular é

y=2%+3.
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2.4.4 Equacdes separdveis

Existem diversos métodos para resolver EDOs de primeira ordem, dependendo de
sua forma. Entre os métodos mais utilizados estd o das equacgdes de varidveis separaveis,

que € aplicado quando as varidveis podem ser separadas em lados opostos da equacao.

Uma EDO ¢ chamada de separdvel quando pode ser reescrita na forma
dy
L= ga)hiy)

que € equivalente a
1
——dy = g(x)dx,
TR

onde as fungdes ¢g(z) e h(y) dependem exclusivamente de x e y, respectivamente.

O objetivo € integrar ambos os lados da equagdo para encontrar a solucao.

d
Exemplo 2.10. Considere a equacgdo diferencial d—y = xy. Separa-se as varidveis da
x
seguinte forma
1
—dy = xdx
)

e integra-se ambos os lados, obtendo

2

1
/fdy:/xdx = ln|y|:$—+C’
Y 2

Assim sendo, reescrevendo a solugdo, ficard

22
2

y=Ce

2.5 Aplicacoes de EDOs

As Equagdes Diferenciais Ordindrias desempenham um papel fundamental na
formacdo de estudantes de matemadtica e em pesquisas cientificas. Sua relevancia esta
ndo apenas em seu contetido matematico, mas também em sua capacidade de conectar
conceitos tedricos a aplicacdes praticas. Ao serem introduzidas no curriculo de cursos

como matematica, fisica, engenharia e economia, as EDOs oferecem uma oportunidade
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para os alunos desenvolverem habilidades analiticas e compreenderem como a matemdtica

€ aplicada para modelar e resolver problemas reais.

Em biologia, as EDOs estdo sendo usadas para modelar fendmenos como cres-
cimento tumoral, dindmica de epidemias e funcionamento de redes neuronais. Na fisica
moderna, as EDOs té€m sido aplicadas para entender a dindmica de particulas quanticas
e simular sistemas cosmoldgicos em larga escala. Em engenharia, o uso de EDOs para
otimizar sistemas de controle em dispositivos autbnomos, como drones e carros autobnomos,

tornou-se uma drea de destaque.



3 Modelos de crescimento tumoral

O cancer caracteriza-se como uma proliferacdo anormal de células geneticamente
modificadas. A compreensado de tal crescimento tumoral na fase inicial requer a aplica¢io
de ferramentas matematicas capazes de descrever a evolucdo temporal da populacio de
células neoplésicas. Dentre essas ferramentas, as equacdes diferenciais ordinarias (EDOs)
destacam-se pela capacidade de modelar a dindmica de crescimento com base em parame-
tros biolégicos como taxa de proliferacdo (velocidade com que o tumor cresce) e capacidade
de carga (tamanho maximo que o tumor pode atingir em determinado ambiente). (INCA,
2026).

A palavra karkinos, que significa “caranguejo” em grego, foi a primeira designac¢ao
para cancer, proposta por volta de 400 a.C. por Hipdcrates. Segundo ele, o termo surgiu
ap0s observacdes de tumores com vasos sanguineos inchados a sua volta. Essa caracteristica
fazia Hipdcrates lembrar de um caranguejo enterrado na areia com patas abertas, no entanto,
isso era vdlido apenas para tumores grandes visiveis a olho nu, como no caso dos canceres
de mama. O termo sofreu diversas modificacdes ao longo dos séculos, atualmente, o termo
“tumor” define-se como “o aumento no volume dos tecidos, quando se deve ao actimulo de
liquidos se chama cisto, quando hd um aumento do nimero de células com crescimento

autbnomo, denomina-se neoplasia” (Queiroga, 2017, p. 18).

O Dr Higor Nasser, professor de bioquimica pela Universidade Estadual de Ro-

raima, afirmou que as neoplasias apresentam uma nomenclatura bem organizada:

Condroma: Neoplasia benigna de tecido cartilaginoso. Condrossarcoma:
Neoplasia maligna de tecido cartilaginoso. Adenoma: Tumor benigno de
tecido glandular. Adenocarcinoma: Tumor maligno de tecido glandular.
(Nasser, 2025, par. 4).

ou seja, cada nomenclatura indica o tipo de neoplasia (benigna e maligna) e a origem do

tumor (tecido ou célula de origem).
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Queiroga (2017), afirma que cada tumor tem suas caracteristicas de acordo com
o nivel de agressividade. Na primeira fase, denominada de avascular, o tumor nao esta
ligado aos vasos sanguineos. Nesta fase, considerada a fase inicial e mais vantajosa para a
cura do paciente, o tumor, por ser pequeno, consegue obter nutrientes suficientes para sua
manutencao. Seu formato geométrico, muito semelhante a uma esfera, pode ser modelado
utilizando equagdes diferenciais. O cancer ainda sofre védrias modificacdes para tentar
“sobreviver” no corpo humano. As fases vascular e metastética, correspondem a segunda e a

terceira fases, respectivamente.

As duas tltimas fases do tumor sio consideradas de alto risco para o paciente, pois
referem-se aos estdgios onde o tumor necessita de mais nutrientes para se manter. Diante
dessa necessidade, a neoplasia maligna estimula o desenvolvimento de vasos sanguineos pré
existentes do paciente. Esses vasos recém formados ficardo responsdveis por disponibilizar
oxigénio e nutrientes suficientes para o tumor continuar com seu crescimento. Tal processo
€ chamado de angiogénese, depois desse ponto, o tumor pode comecar a sua proliferacdo em
outros tecidos ou 6rgaos mais distantes do corpo. Esse processo é denominado Metéstase, a

fase final do cancer e ndo apresenta cura. (INCA, 2026).

No entanto, a identificacdo e o tratamento do tumor ainda durante a fase avascular
podem favorecer melhores perspectivas terapéuticas, uma vez que, nesse estdgio, o tumor
ainda ndo desenvolveu uma rede prépria de vasos sanguineos. Diante da importancia de
compreender a dinamica de crescimento tumoral e os fatores que influenciam sua evolugao,
diversos modelos matematicos foram desenvolvidos com o objetivo de representar e analisar
esse processo (Roose; Chapman; Maini, 2007). Segundo os autores, Trevor A. Graham e
Andrea Sottoriva (2017), a mutagdo nao € a tnica forca que molda o genoma do cancer:
a selecao evolutiva também desempenha um papel critico. O desenvolvimento do cancer

requer evolu¢do em multiplos niveis nos tecidos epiteliais.

A modelagem matemadtica (ou talvez mais precisamente: a teoria da
genética populacional) fornece uma descri¢do formal da frequéncia de
mutacdes subclonais dentro de um tumor de crescimento neutro. (Graham
e Sottoriva, 2017, p. 3)

Entre os modelos matemdticos que foram desenvolvidos, destacam-se aqueles
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desenvolvidos a partir de equagdes diferenciais ordindrias. Por definicao, ja vimos que
uma equacao diferencial € uma equacdo que contém varidveis independentes, funcoes e

derivadas de funcdes. Simbolicamente, é representada por

dy

Onde

* y é a funcdo desconhecida (tamanho de um tumor);
* t é a varidvel independente (tempo);

* f(t,y) descreve a regra de variag@o de y.

A equacdo (3.1) afirma que y vai depender inteiramente de £.A taxa de crescimento
de um tumor ¢ dada a partir da sua interacdo com o tempo, logo, faz sentido que EDOs

sejam utilizadas como recurso na modelagem do crescimento tumoral.

“Os modelos matematicos sdo tipicamente denunciados como ‘muito simplistas’
para fendmenos complexos relacionados a tumores” (Gatenby, Maini 2003, p. 2). As
dentncias ignoram, é claro, o fato de que suposi¢cdes simplificadoras semelhantes sao
necessarias na maioria dos projetos experimentais. Gatenby e Maini afirmam que tal
conduta € incentivada desde a graduagdo entre os médicos. Consideram o modelo estatistico

e esquecem de entender a matematica bioldgica.

Uma compreensao quantitativa da biologia do cancer requer uma estru-
tura matemadtica para descrever os principios fundamentais da genética
populacional e da evolugdo que governam a iniciagao e progressao do
tumor (Michor, Iwasa, Nowak 2004, p. 4).

Uma abordagem para a proliferacdo de modelagem matemaética € empregar mo-
delos “continuos” que tratam as quantidades de um sistema (por exemplo, populacao de
células tumorais) como campos suaves. As duas principais formas de modelos continuos
sdo equagdes diferenciais ordindrias e parciais (EDPs). “Os modelos EDO sao comumente

empregados para representar as taxas de producdo e consumo de espécies moleculares”
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(Jarrett et al, 2018, p. 4). Esses modelos assumem que o microambiente celular € uniforme,
o que € uma limitagdao fundamental da abordagem, no entanto, essa suposi¢ao torna a mo-
delagem via EDOs mais facilmente integrada aos tipos de dados frequentemente coletados

de ensaios bioldgicos.

segundo o INCA (2026), na fase avascular, o tumor ainda ndo tem vasos sanguineos
proprios. Ele depende da difusdo de nutrientes e oxigénio a partir dos tecidos proximos.
Isso faz com que no inicio, o crescimento seja rapido (nutrientes abundantes), depois, fique
limitado pela difusdo, levando a uma desaceleracio. Esse comportamento € justamente o
que as EDOs conseguem descrever bem: uma taxa de crescimento que diminui a medida

que o tumor cresce.

A dinimica do crescimento tumoral tem sido investigada ha décadas por meio de
estudos clinicos e experimentais. Ao longo desse processo, observou-se que o crescimento
dos tumores ndo se mantém necessariamente de forma exponencial durante periodos pro-
longados (Benzekry et al., 2014). Embora o crescimento exponencial possa representar
adequadamente determinadas fases iniciais da evolucao tumoral, sua utilizacdo se torna limi-
tada quando se considera o desenvolvimento do tumor ao longo do tempo. Nesse contexto,
diferentes modelos mateméticos passaram a ser utilizados para representar comportamentos
mais complexos de crescimento, entre os quais se destacam os modelos logistico e de
Gompertz (Mackilin, et al,. 2018).

3.1 Modelo logistico

Em 1798, o economista Thomas Robert Malthus escreveu "Um Ensaio sobre o
Principio da Popula¢do", no livro, ele discute um modelo que descreve o crescimento
exponencial da populagdo. Malthus destacou que todos os seres, incluindo os humanos,

seguem um crescimento exponencial quando os recursos sao abundantes.

Suponhamos que os meios de subsisténcia em qualquer pais sejam exata-
mente iguais, ao sustento ficil de seus habitantes. O esforco constante
para aumentar a populagdo... eleva o nimero de pessoas antes que os
meios de subsisténcia aumentem. Assim, os alimentos que antes sustenta-
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vam sete milhdes agora precisam ser divididos entre sete milhdes e meio
ou oito milhdes (Wikipédia, 2026, par 8).

Essa citagdo refere-se ao capitulo II do livro "Um Ensaio sobre o Principio da
Populagdo"na reimpressao da Oxford World’s Classics. Em sintese, Malthus aponta as
consequéncias presentes em um crescimento desproporcional da populacido em relagc@o aos

recursos limitantes como: alimento, trabalho e sadde.

Pierre Frangois Verhulst nasceu em Bruxelas, em 28 de outubro de 1804. Ele
iniciou seus estudos cldssicos no Athénée Royal de Bruxelles, onde obteve prémios em
latim. No entanto, descobriu cedo uma paixao pelas ciéncias exatas e, em 1822, ingressou
na Universidade de Gand, mesmo sem ter concluido completamente seus estudos literarios.
Em 1838, quarenta anos ap6s a publicacdo de Malthus, Vershlst escreve a funcdo logistica,

baseado nos estudos de Malthus.

Ademais, "a lei de Verhulst nunca foi, de forma alguma, concebida como concor-
rente da lei de Malthus. Pelo contrario, para Verhulst trata-se de superar a heterogeneidade
da exposi¢do do autor do Ensaio sobre o Principio da Populagdo"(Delmas, 2004, p. 4). O

modelo segue os seguintes critérios:

* Uma apresentacdo, ilustrada por um exemplo matemaético, das tendéncias de cresci-

mento em série geométrica da populacdo e em série aritmética dos recursos;

* Uma descri¢cdo puramente literdria dos obstdculos — preventivos e destrutivos — que

se opdem ao crescimento indefinido da populacao.

Portanto, Verhulst visava um modelo que combinasse um crescimento acelerado
com recursos abundantes e obstaculos que torna-se o aumento populacional limitante. Essa
ideia propde a previsdo de barreiras que irdo interferir no crescimento da populagdo, sendo

elas: a falta de alimentos, oportunidades nulas de trabalho, satide escassa e miséria extrema.

Tais empecilhos também sdo descritos por Malthus, porém o economista aborda
somente o crescimento linear da populacdo em relacdo ao tempo. Logo, seu modelo

restringia a ambientes neutros, que ndo mudam com o tempo e os recursos sdo ilimitados.
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Verhulst explorou os fatores que poderiam impossibilitar um crescimento desenfreado, dessa
forma, seu modelo logistico refere-se a um crescimento acelerado no inicio, pois apresenta

bons recursos e uma desaceleracao em relacao ao tempo, devido a falta de recursos.

O modelo logistico surgiu no contexto da ecologia e demografia, como uma
forma de descrever o crescimento de populagdes levando em conta limites ambientais. E
geralmente aceito que a taxa de crescimento especifico diminui a medida que a densidade
aumenta, e, “portanto, que a forma da curva populacional ao longo do tempo em um sistema
limitado tem uma forma sigmdide. Dos muitos modelos propostos, apenas um, a logistica
de Verhulst (1838) [...] ¢ amplamente utilizado” (Brilhante, Gomes e Pestana, 2019, p. 3).

Verhulst definiu a seguinte equacao:

Ol—N:rN—aN2
dt

onde N (t) representa o nimero de individuos no tempo ¢, r a taxa de crescimento intrin-
seco, e a € o efeito de aglomeracdo dependente da densidade (também conhecido como

competicdo intraespecifica)

A equacdo logistica foi redescoberta e reintroduzida varias décadas depois por
diferentes pessoas, sem conhecer o trabalho de Verhulst. Pesquisadores como A. G. McKen-
drick em 1911, que estudou o crescimento de bactérias e Raymond Pearl e Lowell J. Reed
em 1920, que estudaram o crescimento populacional dos Estados Unidos. Tais pessoas
desconheciam inicialmente do trabalho de Verhulst, diante desse cenario, € valido ressaltar
que o modelo s6 foi amplamente conhecido depois dos anos 1900, cerca de 50 anos apds a

publicagdo.

Outrossim, é importante ressaltar que a equacdo desenvolvida por Verhulst foi
escrita usando notacdes matematicas da época, portanto, a versdo moderna que se conhece
atualmente ¢ uma adaptagao feita por matematicos e historiadores modernos. Logo, a versao

adaptada do modelo de Verhulst é

AN
4N _ aN — BN?
i

Onde
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* N(t) é a populagio;
e o > () é a taxa de crescimento;

» 3 > 0 representa o efeito limitante da populagéo.

Notemos que, colocando N em evidéncia, obtemos

dN
E:N(Q_BN)

e definindo K = &, obtemos a forma logistica moderna, que é dada por

dN N
dt—aN<1‘K>'

=S

Reescrevendo na forma atual o « € substituido por r, dai

dN N
dt_rN<1_K>'

Tendo a equacgdo acima, separamos as varidveis e obtemos

dN

m = rdt.

K
Multiplicando o numerador e denominador por K, vem

KdN

AR )
NE-N) "

Agora, aplicando as fragdes parciais, temos
K 1 1

NE-N) NTE-N

Portanto,

1 1
<N+K_N>dN:rdt.

Integrando ambos os lados, vem

/dN+ N a
N K-N _ J%
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Assim, temos
In|N|—In|K — N|=rt+C

e portanto
1 =rt+C
n = N’ rt+
Agora usando que 2~ = Ae™, onde A = ¢ e isolando NV, obtemos
N = (K — N)Ae™,
vem
N + NAe™ = K Ae™,
assim,

N(1+ Ae™) = K Ae™.

Finalmente, obtemos
K Ae™

N(t) = 1T Act

Dividindo o numerador e denominador por Ae™ fica

K
N(t) = ——-—
*) 1+ Be~"t
_ K-N,
sendo B = No -
A solucao logistica usada atualmente é
K

REIC=D P

Onde

* N(t) é populagdo no instante de tempo ¢;

t € o tempo;

Ny € a condi¢do inicial da populagao;

* K ¢ a capacidade de suporte;
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e r ¢ a taxa intrinseca de crescimento;

* ¢ € o numero de Euler (e =~ 2, 71828);

K — N, ) o
. N 0 ¢ a constante determinada pela condicao inicial.
0

Em resumo, Verhulst descreveu um modelo que explica como ocorre o crescimento
populacional em um ambiente limitante. Diante disso, ressalta-se que a dinamica tumoral
segue 0 mesmo principio: um crescimento inicial acelerado, pois ha recursos abundantes
(porém limitados) e uma proliferagdo mais estavel quando ele se aproxima da capacidade

maxima de recursos disponiveis.

Um grafico gerado, utilizando um modelo logistico, € uma curva sigmoide, ou
seja, em forma formato de S. O grafico descreve trés fases do crescimento: primeira fase
referem-se a uma proliferacdo lenta, pois a populacao inicial é muito pequena. A segunda
fase é exponencial, isto €, a populacdo cresce rapidamente consumindo o maximo de
recursos possivel. Por fim, a terceira fase corresponde a estabiliza¢do, a populagdo ja nao

consegue continuar o crescimento devido a falta de recursos disponiveis no ambiente.

3.2 Modelo de Gompertz

Benjamin Gompertz foi um matematico e atudrio judeu, 0 mesmo nasceu em 1779
na cidade de Londres, na Inglaterra e faleceu aos 86 anos em 1865, na mesma cidade.
Apesar de sua familia ter uma boa estrutura financeira devido ao comércio de diamantes
do seu pai e avd, Gompertz teve uma educacdo muito limitada e restrita por ser judeu.
O matematico ndo teve acesso a universidades , por isso, sua educa¢do foi focada no
autodidatismo (educac¢do sem o auxilio de professores). Ele concentrava sua aten¢ao nos

estudos de Isaac Newton, Colin Macaurin e William Emerson. (Wikipédia, 2026).

“A partir de 1798, foi um colaborador destacado do Gentleman’s Mathematical
Companion e, por um periodo, ganhou os prémios anuais da revista para a resolucio de
problemas *“ (Wikipédia, 2026, par. 2). Em 1819, Gompertz ganhou “A Fellowship da Royal
Society (FRS, ForMemRS e HonFRS)” que € uma concessdo concedida pelos Fellows da
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Royal Society of London a individuos que tenham feito uma contribui¢@o substancial para
o aprimoramento do conhecimento natural, incluindo matematica, ciéncia da engenharia
e ciéncia médica. Dentre os ganhadores dessa bolsa, destacam-se nomes como Benjamin

Franklin, Isaac Newton e Albert Einstein.

Com sua posicao favorecida dentro da Royal Society, Gompertz desenvolveu varios
estudos focados na matematica e na astronomia. Porém, a fama do matematico € atribuida a
sua lei desenvolvida em 1825. “Elaborou uma nova série de tabelas de mortalidade para
a Royal Society, que lhe sugeriram em 1825 sua lei da mortalidade humana” (Wikipédia,
2026, par. 9). Tal lei consistia em uma versido mais refinada do modelo demografico de
Robert Malthus desenvolvida em 1798.

“Embora inicialmente tenha sido desenvolvido para o estudo da dindmica po-
pulacional, o modelo de Gompertz também tem aplicagdes em outras dreas, incluindo a
matemadtica educacional e biologia” (Méaximo, 2023, p. 2). Conforme descrito pela autora
Kissia Maximo (2023), o modelo de Gompertz é amplamente utilizado na biologia para
explicar a dinamica populacional de diversas espécies e como ocorreria o crescimento, das
mesmas, em diferentes cendrios. O modelo visa uma série temporal, ou seja, uma sequéncia
de pontos de dados indexados, listados ou representados em ordem cronoldgica. Nesse

formato, o crescimento € mais lento no inicio e no fim de um periodo observado.

O modelo de Gompertz foi desenvolvido, inicialmente, para descrever a taxa de
mortalidade, relacionando fatores dependentes e independentes como idade e condicdes
econdmicas, respectivamente. Desse modo, o modelo também pode ser usado para explicar

um crescimento tumoral na fase inicial. Seu modelo pode ser descrito da forma
N(t) = K exp (—Ae‘”)
onde
* N(t): é o tamanho do tumor no instante ¢;

* K: € a capacidade de suporte;

* r: € o parametro relacionado a desaceleracio do crescimento;
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» A: é uma constante determinada pela condicio inicial.

A solucdo obtida,

N(t) = Kexp (—Ae*”‘) ,

¢ a forma classica do modelo de Gompertz, amplamente utilizada para descrever o
crescimento tumoral. Entretanto, essa expressao fornece apenas o tamanho do tumor em
funcdo do tempo. Para obter a dinamica do crescimento, isto €, uma equagdo que descreva
a taxa de variacao do tumor em funcao do seu proprio tamanho, deduziremos a equacao

diferencial satisfeita por N (t).
Derivando N () em relagdo ao tempo, obtemos

dN d .
T d [Kexp (—Ae t)} .

Como K € constante, pela regra da cadeia segue que

ﬂ = Kexp (—Ae_rt) i (—Ae_’"t) )

dt dt
Além disso,
d —rt\ __ —rt
7 (—Ae ) = Are ™",
de modo que
dN —rt —rt
T Kexp (—Ae ) Are™"".

Como
N(t) = Kexp (—Ae*”) ,

podemos escrever

AN = Are "t N.
dt

Resta eliminar a dependéncia explicita do tempo. Da solucdo obtida,

% = exp (—Ae’”) ,
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e, aplicando o logaritmo natural em ambos os lados,
N
In(—)=—Ae ™.
H(K) ‘
Equivalentemente,

N
Substituindo essa identidade na expressao para a derivada, obtemos

dN K
o N (N)

que € a forma cldssica da equacdo diferencial de Gompertz.

Ae ™ =In (K) )

Nessa equacgao,
* N representa o tamanho do tumor (nimero de células, massa ou volume) no instante
t;
¢ r ¢ a taxa intrinseca de crescimento;

* K € a capacidade de suporte, isto €, o tamanho médximo que o tumor pode atingir

segundo o modelo;

In denota o logaritmo natural.

O modelo de Gompertz trata-se de uma EDO, pois apresenta uma tnica varidvel
independente ¢. Portanto, a equagdo afirma que a taxa de crescimento vai depender do

tempo, no entanto, o tempo independe de qualquer um.

“Embora a etiologia do modelo de Gompertz tenha sido debatida hd muito tempo,
varios estudos independentes relataram uma correlagdo forte e significativa entre os pa-
rametros « e 3 em sistemas experimentais” (Vaghi et al., 2020, p. 4). O debate consistia
na controvérsia entre a capacidade limite na equagdo. Autores questionaram se esse fator
significaria um tamanho constante de um tumor, em caso afirmativo, o0 modelo matematico

sO funcionaria em algumas espécies de tumores.

Todavia, outros autores defendem o modelo argumentando que a fungao exponen-

cial, também chamada de capacidade limite, poderia variar em vdrias ordens de magnitude.
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A presente pesquisa classifica-se, quanto aos procedimentos técnicos, como bibli-
ogréfica e computacional. Realizou-se um levantamento da literatura acerca dos modelos
matematicos de crescimento tumoral na fase avascular, com €nfase nas equacgdes dife-
renciais ordindrias (EDOs). Adicionalmente, foram conduzidas simula¢des numéricas no
software Matlab e na plataforma PhysiCell para gerar dados quantitativos (curvas de cres-
cimento, gradientes de oxigénio, evolucao populacional). Quanto a natureza dos dados, a
pesquisa € quantitativa, uma vez que os resultados sdo expressos em medidas numéricas e

submetidos a andlise estatistica descritiva e comparativa entre modelos.

Ademais, para a construcao da fundamentacao tedrica, realizou-se uma revisao
narrativa da literatura nas bases PubMed, Scopus e Google Académico, utilizando os
descritores "ordinary differential equations tumor growth", "avascular phase", "Gompertz
model", "logistic model" e "PhysiCell". Foram selecionados artigos publicados entre 2000
e 2026, priorizando aqueles com validag¢do experimental ou revisdes consolidadas na drea.
Os dados epidemioldgicos complementares foram extraidos das publicagdes do Instituto
Nacional de Cancer (INCA).

Outrossim, para a verificacdo visual do crescimento tumoral, foram utilizados
algumas estratégias in silico. Uma das abordagens utilizadas foi o uso do software Matlab,
que significa MATrix LABoratory, € um ambiente de programacao e plataforma de com-
putacdo numérica desenvolvido pela MathWorks, muito usado em engenharia, ciéncia e

matematica aplicada.

Um modelo matematico foi inserido em forma de cddigo e executado no programa.
Os codigos foram utilizados para anélise do modelo matematico logistico e como ele se
relaciona com o modelo de Gompertz na andlise de crescimento tumoral na fase avascular.

O gréfico da simulagdo refere-se a Figura 2.

O modelo matematico logistico, em questdo, refere-se ao seguinte problema de
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valor inicial:

50 =0 (- %))
N(0) = N,

J4 o modelo de Gompertz, que também foi simulado no Matlab, corresponde a

seguinte equagao

Outra abordagem computacional utilizada foi com o software PhysiCell, que tem
como objetivo fornecer uma estrutura robusta, escaldvel e extensivel para simular grandes
sistemas de células em tecidos 2D e 3D em computadores deskfop padrao, em clusters
e na nuvem. Ou seja, o programa foi um recurso usado para visualizar o crescimento de
um tumor avascular, levando em consideracdo agentes bioldgicos como: distribuicio de

oxigénio, regides necroticas e heterogeneidade celular.

Foram realizadas duas simula¢des distintas: uma retratando um crescimento bio-
16gico de 10 dias e outra com crescimento de 30 dias. Os dados analisados tiveram uma
escala de tempo controlada entre: 0, 2 e 7 dias que demonstra o crescimento inicial e 15 dias
e 30 dias que permite observar melhor hipoxia e necrose. Ressalta-se que a simulagdo foi

realizada em 2D e 3D para melhor visualizagdo do tumor e suas caracteristicas bioldgicas.

Entre as diferentes plataformas disponiveis para modelagem multicelular, o Physi-
Cell foi selecionado devido a facilidade de implementacdo, elevada capacidade de persona-
lizacdo, baixo custo de utilizag¢do por ser um software livre e ampla aplicagdo em pesquisas

recentes envolvendo crescimento tumoral.
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O estudo bibliogréfico sobre a aplicacdo das Equagdes Diferenciais Ordindrias
(EDOs) foi fundamental para compreender como modelos matematicos podem representar
quantitativamente a dindmica do crescimento tumoral. Essas equagdes permitem descrever
a variacao temporal da populacio de células tumorais, possibilitando analisar diferentes
padrdes de crescimento e prever o comportamento do tumor sob determinadas condi¢des
bioldgicas. Diversos autores destacam a importancia da matematica bioldgica, evidenciando
sua contribui¢do para o desenvolvimento de ferramentas capazes de descrever fendmenos

biolégicos complexos.

Na dinamica tumoral, as EDOs podem ser utilizadas para analisar diferentes
padrdes de crescimento celular e auxiliar na compreensao da evolucio dos tumores. A fase
avascular, mencionada anteriormente, corresponde ao estdgio inicial do desenvolvimento

tumoral, no qual o crescimento ocorre sem a formagao de vasos sanguineos proprios.

Normal cells Cancer cells

Figura 1 — Representacdo do modelo de inicia¢do tumoral avascular.

Fonte: Fonte: To Nazaedu, 2024.
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Conforme visto na Figura 1, publicada por To Nazaedu (2024), o tumor (Cancer
cells - Células cancerigenas) encontra-se em sua fase inicial, localizado entre as (Normal
cells - Células normais). E perceptivel a massa central de células cancerigenas com alto
poder de se proliferar a medida que cresce. Ao longo do tempo, o tumor alcangaria deter-
minado tamanh e os nutrientes ndo se tornariam mais suficientes. Dessa forma a massa
tumoral buscaria outras formas de se manter, recorrendo, neste caso, aos vasos sanguineos.
Segundo o Instituto Nacional de Cancer (INCA, 2022), a medida que evoluem, as células
tumorais invadem inicialmente os tecidos vizinhos e podem atingir vasos sanguineos ou lin-
faticos, favorecendo sua disseminag@o para outras regides do organismo. Esse processo estd
relacionado ao desenvolvimento da doenca e constitui uma das principais caracteristicas

associadas aos estdgios mais avangados do cancer.

A medida que o tumor cresce, suas células passam a competir por recursos essen-
ciais, como oxigénio e nutrientes. Durante a fase avascular, esses recursos chegam ao tecido
tumoral apenas por difusdo a partir dos vasos sanguineos existentes nos tecidos vizinhos.
Esse mecanismo € suficiente apenas para tumores de pequenas dimensdes. Entretanto, con-
forme o ndmero de células aumenta, a difusdo torna-se incapaz de suprir adequadamente

toda a massa tumoral.

Em consequéncia dessa limitagdo, a taxa de crescimento do tumor passa a diminuir
progressivamente, aproximando-se de um valor maximo, frequentemente denominado
capacidade de suporte do ambiente. Nesse estdgio, parte das células localizadas nas regides
mais internas do tumor pode sofrer hipdxia, isto €, deficiéncia de oxigénio, e até mesmo
necrose, em virtude da insuficiéncia no fornecimento de nutrientes. Assim, embora o tumor

continue crescendo, esse crescimento ocorre de forma cada vez mais lenta.

Como resposta a deficiéncia de oxigénio e nutrientes, as células tumorais passam
a liberar fatores pré-angiogénicos, estimulando a formagdo de novos vasos sanguineos em
um processo denominado angiogénese. A vascularizacdo permite que maiores quantidades
de oxigénio e nutrientes alcancem as células tumorais, criando condi¢des favordveis para a
continuidade e a intensificacao do crescimento da massa tumoral. Dessa forma, a transicao
da fase avascular para a fase vascular representa um marco importante na evolucio do tumor,

pois possibilita um desenvolvimento mais acelerado e aumenta o potencial de invasdo dos
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tecidos adjacentes.

Esse comportamento estd de acordo com o descrito por Miranda, que demonstra
que o crescimento tumoral na fase avascular apresenta desaceleragdo progressiva em func¢ao
da limitag¢ao de nutrientes e oxigénio. Essa caracteristica fundamenta a utilizacao de mode-
los matematicos, como o modelo logistico, que incorporam a existéncia de uma capacidade

de suporte para representar a dindmica do crescimento tumoral antes da angiogénese.

Na fase avascular, o crescimento do tumor mostra um certo grau de
regularidade, devido ao nimero limitado de capilares presentes no tecido
e uma cédpsula fibrosa que delimita a sua fronteira, o tumor cresce para
um estado conhecido como estado dormente, os nutrientes disponiveis
para o tumor rapidamente se tornam escassos. (Miranda, 2020, p. 10)

De acordo com a dinamica tumoral, € possivel notar semelhangca com o Modelo de
Gompertz e 0 Modelo Logistico. Neste tltimo, o tumor cresce quase que exponencialmente
e a sua desaceleragdo é simétrica, conforme visualizado na figura 2. O cédigo utilizado

para a simulagdio do crescimento encontra-se na tabela 3 (APENDICE A).

5.1 Modelo de Logistico

A Figura 2 representa um gréafico onde mostra a evolucao temporal do tamanho
de uma populagdo tumoral, N (¢) modelada por uma equacio logistica generalizada. Essa
equacgdo € uma versao modificada do modelo logistico cldssico, que incorpora um parametro

adicional o para maior flexibilidade na modelagem do crescimento.
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Crescimento do tumor - Equacéo logistica generalizada (corrigida)

[T - —_——

o
<3

o
o

Populagdo tumoral N(t)
o
b

0.2

|
0 5 10 15 20 25 30
Tempo

Figura 2 — Gréfico gerado com o cédigo no Matlab.

Fonte: Autoria prépria (2026).

A simulagio realizada no Matlab (cédigo na tabela 3 - APENDICE A) refere-se
ao problema de valor inicial:

5 -0 (1))

dt

onde

* N(t) é o tamanho da populag¢do tumoral no tempo ¢;

* )\ representa a taxa de crescimento intrinseco (parametro que controla a velocidade

do crescimento);

* # é a capacidade de carga (tamanho maximo que o tumor pode atingir, devido a

limitagdes de nutrientes, espaco etc.);

* « indica o parametro de “ndo-linearidade” que generaliza o modelo logistico. Ele

ajusta a forma como o crescimento desacelera préximo a capacidade de carga;
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* Ny € o tamanho inicial do tumor em ¢ = 0.

Esta € uma equacdo diferencial ordindria autdnoma e nao-linear, pois segue os

seguintes critérios: Apresenta uma varidvel independente com sua derivada ordinaria (%),
portanto € uma EDO; Ela € autbnoma, pois ndo deixa explicito a sua varidvel independente
e trata-se de uma equacao nao-linear, visto que, a varidvel N ndo se encontra na primeira

poténcia (a pode assumir qualquer nimero real maior que zero).

Ela descreve como a taxa de crescimento % depende do tamanho atual N (t).
Quando N(t) é pequeno em comparagdo com 6 a equagdo de reduz a: % ~ AN(t) que
€ o crescimento exponencial. Isso reflete a fase inicial do tumor quando os recursos sao

abundantes no organismo.

Quando N(t) se aproxima de ¢ a taxa de crescimento dN dt ~ 0, o tumor para de
crescer e se estabiliza no tamanho méximo 6, pois entende-se que 0s recursos se tornam

insuficientes. Destaca-se a funcdo de a:

* Se o = 1, recupera-se a equagdo logistica classica;
* Se a > 1, a desaceleragdo do crescimento ocorre mais abruptamente perto de 6;

* Se a < 1, a desaceleragcdo € mais gradual.

Cada curva no grafico (Figura 2) corresponde a um valor diferente de v Quando
a = 0, a curva deve subir rapidamente sem se estabilizar (a menos que haja restricdes). Na

figura 2, essa curva provavelmente mostra um crescimento mais acentuado.

Quando o = 0,2 o valor indica que o crescimento foi rdpido e desacelerou
gradualmente. A curva do grafico (cor azul) subiu rapidamente e depois se aproximou
suavemente da capacidade de carga K. A mesma acdo pode ser observada quando o = 0,5

(curva na cor laranja).

Os valores « = 1,1 e a = 1,5, representam a desaceleracdo abruptamente do

crescimento perto da capacidade de carga. E perceptivel nas curvas da figura 2 (cores
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amarelo e roxo) que ambas subiram quase exponencialmente no inicio e depois “achataram”

de forma brusca perto de K.

Miranda (2020), afirmou que a equagdo logistica quadrética € muito utilizada na

biologia e medicina.

Segundo Verhulst, o crescimento populacional tem necessariamente um
limite constante, conforme o tempo cresce. Atualmente, a equacio de
crescimento logistico ou equagdo logistica quadrética tem sido aplicada
em modelos matemdticos aplicados a biologia, ecologia, relacdes presa-
predador, interagdes competitivas, entre outros. (Miranda, 2020, p. 18)

Como citado anteriormente, a equagao logistica foi criada pelo matematico Pierre
Francois Verhulst, onde a equacdo de crescimento logistico supds que uma populagdo
nao poderia crescer indefinidamente, pois existiam inibi¢cdes naturais em seu crescimento.
A equacdo logistica quadratica é uma extensdo do modelo logistico cldssico que ganhou
destaque justamente por conseguir explicar fendmenos bioldgicos mais complexos do que

os modelos tradicionais.

A equagdo logistica descreve a dindmica do crescimento com a seguinte equacao

diferencial:

G =N (1-552))
N(0) = Ny

Sendo N (t), a representacdo do tamanho do tumor no instante ¢ , 7: a taxa de
crescimento celular intrinseca e o K, sendo a capacidade de suporte do meio. Ou seja,
o tamanho maximo que o tumor pode alcancar diante das condi¢des apresentadas pelo
ambiente.

A equacio logistica cldssica é dada por

D vt (1-52)),

com condig¢do inicial
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Inicialmente, separando as varidveis, obtém-se

N
diz)\dt.
N(1-F)
Como
1_5_0_7]\[
6 0
segue que
1 B 0
N(1-%) N@O-N)
Assim,

0 A B

Multiplicando ambos os lados por N (6 — N),

= A0 — N) + BN.

Reagrupando os termos,

0= A0+ (B— A)N.
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Comparando os coeficientes,
Logo,

Substituindo na integral,

/(Jbﬂte_lN)dN:)\/dt.

Integrando ambos os lados,

In|N|—In|f — N| =X+ C.

Utilizando a propriedade dos logaritmos,

N
1 =+ C.
Ho— N‘ "
Aplicando a funcao exponencial,
N
g-N -
Isolando NV,
N = CeM(6 — N).
Desenvolvendo,

N = 0CeM — NCeM.
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Reunindo os termos que contém NV,

N + NCeM = 0Ce™.

Colocando N em evidéncia,

Portanto,

N()

N (1 + Oe*t) — 0CeM.

B 0C e
14 CeM’

Para determinar a constante C, utiliza-se a condigdo inicial N (0) = Np:

Multiplicando em cruz,

Desenvolvendo,

Logo,

€, consequentemente,

Ny + NoC = 6C.

No = C(0 — Ny),
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Substituindo esse resultado na solucdo geral,

NU At
¢ (9 - N0> ¢
N, :
1 At
+ (9 - N0> ¢

Multiplicando numerador e denominador por (6 — Ny)e™*!, obtém-se a forma

N(t) =

mais utilizada da soluc¢do analitica:

6

0 — Ny '
1 )t
—i—< Ny )e

Onde N representa o tamanho inicial do tumor. A solucdo analitica descreve um

N(t) =

crescimento sigmoidal da populacdo tumoral, caracterizado por uma fase inicial aproxima-
damente exponencial, seguida por uma desaceleracao gradual da taxa de crescimento até
que a populagdo se estabilize em torno da capacidade de suporte 6. Esse comportamento
€ uma caracteristica da equacao logistica cldssica, amplamente utilizada para representar

sistemas em que o crescimento € limitado pelos recursos disponiveis.

Embora o caso (o = 1) conduza ao modelo logistico cléssico, a equacao logistica
generalizada também admite solugdo analitica para valores de (« # 1). Entretanto, nesses
casos, a solugdo apresenta maior complexidade matemdtica e, em geral, ndo pode ser
expressa apenas por meio de funcdes elementares, como exponenciais e logaritmos. Apds
a separagdo das varidveis, obtém-se uma integral cuja solu¢do pode envolver fun¢des
matemadticas especiais. Por esse motivo, a anédlise numérica e a representacdo grafica das
solucdes tornam-se importantes para compreender como diferentes valores do parametro

(o) influenciam a dindmica do crescimento populacional.

Nesse contexto, a simulacao realizada no MATLAB permite comparar o compor-
tamento da populacao tumoral para diferentes valores de («). Assim, € possivel observar
visualmente como esse parametro modifica a forma da curva de crescimento e a maneira

como a populagido se aproxima da capacidade de carga (#). Portanto, embora exista uma
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solucdo analitica para diferentes valores de («), a utilizagdo da simulacdo computacional

facilita a interpretacao do comportamento do modelo.

As diferencas entre as equagdes estdo na forma como cada uma modela o cresci-
mento tumoral. A equagao logistica quadratica, defendida pela autora Miranda (2020), visa
o realismo, mecanismos de inibi¢cdo adicional em alta densidade e situa¢des onde a compe-
ticdo € extremamente agressiva, cCOmo em tumores muito agressivos ou com microambiente
hostil.

5.2 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz € dada pela equacgdo:

AN K
> In (=
pral n(N)’

onde

* )\ € o parametro de taxa de crescimento;

* K ¢ a capacidade de carga.

Como discutido anteriormente, os modelos de Gompertz e logistico apresentam
caracteristicas semelhantes, uma vez que ambos descrevem o crescimento de uma popu-
lagdo limitada por uma capacidade de suporte. Em ambos os casos, o crescimento ocorre
de forma acelerada nas fases iniciais e desacelera gradualmente a medida que a populacao
se aproxima do valor maximo estabelecido pelo ambiente. Entretanto, embora comparti-
lhem essa mesma ideia geral, os modelos diferem significativamente em sua formulagao

matematica e, consequentemente, no comportamento de suas curvas de crescimento.

Com o objetivo de evidenciar essas diferencas, foi realizada uma simulagcdo com-
putacional no Matlab utilizando os cédigos apresentados na Tabela 4 (APENDICE B). A
partir dessa simulacdo, foi possivel gerar as curvas correspondentes aos dois modelos e
compard-las graficamente, conforme ilustrado na Figura 3. Essa comparacio permite obser-

var as particularidades de cada modelo, destacando as diferencas na taxa de crescimento,
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na forma das curvas e na maneira como ambas se aproximam da capacidade de suporte ao
longo do tempo.

1.2

Comparacao grafica dos modelos de Gompertz e Logistico

Numero de células N(t)

Equagdo de Gompertz )
Equagdo Logistica
Nivel estavel
1 | | |

L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo (t)

Figura 3 — Comparacdo do crescimento de células segundo os modelos de Gompertz e
Logistico, incluindo o nivel estavel (capacidade de carga).

Fonte: Autoria prépria (2026).

Com o desenvolvimento da angiogénese (processo onde o tumor desenvolve vasos
para se nutrir), V() aumenta cada vez mais. Por K ser intimamente ligado a quantidade de
células tumorais N (), no instante ¢, consideramos que um tumor possua um limite que nao
ultrapasse um valor estimado.

A curva de Gompertz também € sigmoidal, mas ndo € simétrica. Ela tem uma
subida inicial mais rdpida que a logistica € uma abordagem mais gradual ao plateau K.
Na figura 3 € possivel analisar as duas curvas, no logistico, o crescimento € simétrico em
forma de S, em contrapartida, no modelo de Gompertz, o crescimento torna-se ainda mais
rapido e assemelha-se com uma “cauda”. Ademais, hd uma linha horizontal representando

o "Nivel estavel" K (capacidade de carga), que € comum a ambos os modelos.
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O modelo logistico classico € simples e amplamente usado, no entanto, nao €
adequado para capturar bem um crescimento tumoral. J4 o modelo de Gompertz, devido a

sua precisdo, ¢ muito utilizado na oncologia para ajustar dados experimentais.

“Em 1825, o matematico inglés Benjamin Gompertz sugeriu e aplicou pela pri-
meira vez seu modelo, inicialmente intitulado de “Lei Teorética da Mortalidade de Gom-
pertz”, que relaciona o aumento da taxa de mortalidade e a idade.” (Biller, 2023, p. 36).
Como cita o autor Biller (2023), Gompertz desenvolveu e aplicou um modelo que explicava
como acontecia a dinamica de crescimento populacional e como ela se relaciona com
fatores limitantes. Seguindo o mesmo principio, é perceptivel que a dindmica tumoral

assemelha-se com o modelo proposto por Gompertz.

Apesar da capacidade de carga, K, de um tumor ser intimamente relacio-
nada a quantidade de células tumorais, N (t), no instante ¢, consideramos
que um tumor possui um limite para a quantidade de células que ndo pode
ser ultrapassado e que esse valor é da ordem de 10'3 células” (Domingues,
2011, p. 2)

O trabalho defendido pelo autor Domingues (2011), analisa o crescimento do
tecido tumoral sem considerar o efeito da administragdo de tratamentos contra esse tumor.
Igualmente a presente pesquisa, que analisa pontos de crescimento levando em consideracao

as caracteristicas bioldgicas sem uso de tratamentos médicos.

5.3 Simulacao usando o software Physicell

O PhysiCell é uma plataforma computacional de codigo aberto desenvolvida para a
simulagdo de sistemas bioldgicos multicelulares. Sua arquitetura permite que pesquisadores
adaptem livremente os modelos computacionais as necessidades de diferentes estudos,
favorecendo a reprodutibilidade cientifica e o desenvolvimento de novas estratégias de
modelagem do crescimento tumoral. Segundo Graffarizadeh et. al (2018), afirma em seu
artigo que uma das principais vantagens do PhysiCell € disponibilizar modelos celulares
previamente implementados, reduzindo a necessidade de que o pesquisador programe todas

as fungdes basicas do comportamento celular.



5.3. Simulacdo usando o software Physicell 53

O simulador foi desenvolvido em linguagem C++ e combina modelos fisicos, bio-
16gicos e computacionais para reproduzir a dindmica de populacdes celulares em diferentes
contextos bioldgicos. Além disso, o PhysiCell integra-se ao BioFVM, um solucionador nu-
mérico responsdvel pela simulagdo da difusdo, consumo e secre¢do de multiplos substratos,
como oxigénio, nutrientes e fatores de crescimento, possibilitando a representagdo realista

do microambiente extracelular.

O PhysiCell foi escolhido devido a sua flexibilidade computacional. Seu codigo
aberto ¢ amplamente utilizado em pesquisas envolvendo crescimento tumoral, heteroge-
neidade celular, imunoterapia, engenharia de tecidos e modelagem de sistemas biol6gicos
multicelulares. Sua capacidade de representar simultaneamente processos celulares indivi-
duais e fendmenos emergentes em escala tecidual o torna uma importante ferramenta para
estudos em biologia computacional e oncologia matemética. Segundo Ghaffarizadeh et. al,
(2018):

"Essas plataformas normalmente exigem que os usudrios escrevam seu
proprio cédigo para todas as atividades da célula, programando fungdes
basicas embutidas. (por exemplo, construir um modelo de ciclo celular
a partir de fungdes API para sobrescrever volume de células e duplicar
agentes quando apropriado.)"(Ghaffarizadeh et. al, 2018, p. 3)

Logo, diante desse cendrio, o PhysiCell se tornou uma ferramenta indispensdvel
para a presente pesquisa. Foram realizados duas simulacdes distintas, sendo a primeira, uma
simulacdo em 3D e a ultima sendo em 2D. O intuito € visualizar como ocorre 0 processo
de proliferacao de células cancerigenas em um dominio 3D, que imitasse as condicdes

bioldgicas de um tumor.

Ademais, a simulagdo realizada em duas dimensdes (2D) teve como principal
objetivo analisar o crescimento populacional das células cancerigenas ao longo de um
maior intervalo de tempo bioldgico. A escolha dessa abordagem ocorreu devido a sua maior
viabilidade computacional, permitindo a execu¢@o de simula¢des mais longas em um tempo
reduzido. Por outro lado, simulac¢des tridimensionais (3D) demandam um elevado custo
computacional, podendo exigir vdrios dias de processamento e apresentar maior risco de

interrupg¢des durante a execugdo. Assim, a utilizacdo do modelo 2D possibilitou investigar
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a dindmica de crescimento tumoral em periodos mais extensos, mantendo a eficiéncia e a

estabilidade das simulagdes.

Tumor avascular apos 2 dias de simulagao

® Células vidveis
® Células mortas
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Figura 4 — Simulacdo de 2 dias bioldgicos de um tumor em 3D.

Fonte: Autoria propria (2026).

O script utilizado para a simulacdo em 3D de 2 dias biolégicos encontra-se na
tabela 5 (APENDICE C)

Na representacdo grafica da simulacdo, as células tumorais vidveis foram identifi-
cadas pela coloracao azul, enquanto as células tumorais mortas foram representadas pela
coloracdo vermelha. A distribuic@o espacial dessas populacdes evidencia a dindmica do
crescimento tumoral, caracterizada pela coexisténcia de regides proliferativas e areas de

morte celular decorrentes da limitagdo de recursos no microambiente.
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Tumor avascular ap6s 2 dias de simulacao

® Células viaveis
® Células mortas
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Figura 5 — Ampliacdo da simulagdo de 2 dias bioldgicos de um tumor em 3D.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

A simulacdo tridimensional foi iniciada com uma populacdo de 130 agentes celula-
res, representando as células tumorais iniciais. Apds 48 horas de simulagao, correspondentes
a dois dias de crescimento tumoral, observou-se um aumento para 903 agentes celulares.
Esse resultado evidencia a capacidade proliferativa da populagdo tumoral durante o peri-
odo analisado, correspondendo a um crescimento aproximado de 6,9 vezes em relagcdo ao

namero inicial de células.

Isso evidéncia o quao répido € o crescimento de células cancerigenas quando se
tém altos niveis de recursos disponiveis. Os pontos azuis referem-se as células vidveis, ou
seja, as células que tem potencial de se proliferar. J4 os pontos vermelhos, indicam células

que sofreram apoptose, ou seja, morreram devido a falta de recursos.

A apoptose € um processo de morte celular programada e controlada, essencial
para a manutencdo da homeostase dos tecidos. Diferentemente da necrose, que ocorre de
forma desorganizada e geralmente estd associada a danos celulares severos, a apoptose é
caracterizada por uma série de eventos bioquimicos regulados que levam a eliminacao da

célula sem provocar uma resposta inflamatdria significativa.
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No PhysiCell, a apoptose € implementada por meio de regras computacionais
que simulam o comportamento biolégico das células diante de condi¢des adversas, como
deficiéncia de oxigénio, privacdo nutricional ou danos celulares. Dessa forma, o modelo
consegue reproduzir, de maneira aproximada, o equilibrio entre proliferacdo e morte celular

observado em tumores reais.

No contexto do crescimento tumoral, a apoptose atua como um importante meca-
nismo regulador da populacdo celular. Entretanto, muitas células cancerigenas desenvolvem
estratégias para evitar ou reduzir a ocorréncia da morte programada, favorecendo a pro-
liferacdo descontrolada e a progressdo tumoral. Em modelos computacionais, como 0s
utilizados no software PhysiCell, a apoptose € incorporada para representar a dindmica de

morte celular e sua influéncia sobre o crescimento e a organizacao espacial do tumor.

A distribui¢do espacial das células na simulacdo revelou uma concentracdo de cé-
lulas mortas na regido central da massa tumoral, enquanto as células vidveis permaneceram
predominantemente nas regides mais externas. Esse padrao estd relacionado a forma como
0 oxigénio e os nutrientes sio disponibilizados no microambiente tumoral. A medida que
o tumor cresce, as células localizadas em sua periferia encontram-se mais préximas da
regido de onde essas substancias sdo fornecidas, enquanto as células situadas no interior
dependem da difusdo através das camadas celulares que as envolvem. Consequentemente, a
expansao da massa tumoral pode dificultar a chegada de oxigé€nio e nutrientes as regides
mais internas, favorecendo a formagdo de um microambiente com menor disponibilidade

desses recursos.

A limitag@o na difusao e o consumo continuo de oxigénio pelas células contribuem
para o estabelecimento de gradientes de concentra¢do no interior do tumor. Assim, a regiao
central tende a apresentar condi¢des mais desfavordveis a manuten¢do da viabilidade celular,
podendo ocorrer hipdxia e, em condicdes mais severas, necrose. Esse comportamento é
consistente com estudos sobre esferoides e tumores avasculares, nos quais a disponibilidade
de nutrientes e oxigénio € maior nas regides periféricas, enquanto a regido central pode se
tornar deficiente nesses recursos e desenvolver um nucleo necrético (Ghaffarizadeh et al.,
2018; Hemming et al., 2020).
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Na simulag¢do realizada neste trabalho, a concentracao de células mortas na regido
central pode, portanto, ser interpretada como uma consequéncia da menor disponibilidade
de oxigénio e nutrientes nessa regido. Por outro lado, a maior presenca de células vidveis
na periferia estd associada a maior proximidade com as regides de fornecimento desses
recursos, favorecendo a manutengao das atividades celulares. Esse padrio espacial evidencia
que o crescimento tumoral ndo depende apenas da multiplicacao celular, mas também das

condi¢Oes do microambiente em que as células estdo inseridas.

Tumor avascular apés 7 dias de simulacao

® Células viaveis
® Células mortas
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Figura 6 — Simulagdo de 7 dias biolégicos de um tumor em 3D.

Fonte: Criado pela autora (2026).

O script utilizado para simular 7 dias de crescimento tumoral encontra-se na tabela
6 (APENDICE D).

A Figura 6 acima refere-se a simulacio de 7 dias bioldgicos de um tumor. E

notdvel a evolu¢cdo em quantidades de células tumorais assim com a quantidade de células
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mortas. Esse ultimo, exemplifica como acontece a apoptose de células tumorais reais no
corpo humano. Uma grande quantidade de células cancerigenas que se multiplicam com
rapidez e uma quantidade significativa de células que nao possuem recursos suficientes

para se multiplicar.

Tumor avascular apds 7 dias de simulagao

® Células vidveis
® Células mortas
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Figura 7 — Ampliacdo da simula¢do de 7 dias bioldgicos de um tumor em 3D.

Fonte: Criado pela autora (2026).

A simulag@o aumentou significativamente, passando de 130 agentes (0 dia), para
903 agentes (2 dias) e por fim, para 21.498 agentes (7 dias). Nota-se um pequeno tumor se
formando no canto inferior da imagem, isso aconteceu devido a uma pequena quantidade

de células que se distanciaram durante a simulagao.
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Figura 8 — Simulacio inicial (0 dias) de um tumor em 2D.

Fonte: Autoria prépria (2026).

A Figura 8 apresenta o estdgio inicial da simulac¢ao bidimensional (2D), corres-
pondente a 0 dias bioldgicos de crescimento tumoral. Nesse instante, observa-se apenas
a distribuigdo inicial das células cancerigenas no dominio computacional, antes do inicio
dos processos de proliferacdo, competi¢ao por recursos e morte celular. Essa configuracao

representa a condi¢do inicial da simulag@o e constitui a referéncia para a anélise da evolucao

do tumor ao longo do tempo.

Figura 9 — Simulacdo de 15 dias biologicos de um tumor em 2D.

Fonte: Autoria prépria (2026).
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A Figura 9 refere-se a simulacao de 15 dias bioldgicos de um tumor. Nota-se que

o aspecto visual do tumor mudou, pois trata-se uma nova simulacdo em 2D.

A andlise dos resultados obtidos por meio da simulacdo mostrou que, no instante
inicial, todas as 15.990 células presentes no dominio computacional encontravam-se viaveis,
representando um tumor em sua fase inicial de desenvolvimento. Ao longo da simulacao,
observou-se uma reducdo gradual dessa populagdo, de modo que, apds 15 dias, restavam
apenas 1.245 células vidveis. Esse comportamento evidencia uma alteracao significativa
na dindmica do sistema, indicando que diversos processos bioldgicos e computacionais

atuaram simultaneamente durante a evolug¢do temporal do modelo.

Entretanto, a andlise detalhada dos dados revela que essa redugdo expressiva
no numero de células vidveis ndo estd associada predominantemente aos processos de
morte celular programada (apoptose) ou de morte celular por necrose. Ao final da simula-
¢ao, a quantidade de células classificadas nesses estados permanece relativamente baixa
quando comparada a reducio total observada na populacio celular. Dessa forma, conclui-se
que esses mecanismos, embora presentes no modelo, ndo sao suficientes para justificar,

isoladamente, a diminui¢ao do nimero total de células ao longo do periodo analisado.

Esse resultado sugere que outros mecanismos implementados no modelo compu-
tacional exerceram influéncia significativa sobre a dindmica da populacao tumoral. Entre
esses mecanismos, destacam-se a possivel remocao de células do dominio computacional,
decorrente das condi¢des de contorno adotadas, bem como alteracdes na organizacao es-
pacial do sistema e nas interagdes entre os agentes ao longo da simulacdo. Além disso,
fatores relacionados a disponibilidade de espago, a competi¢ao por recursos e as regras
de atualiza¢do do modelo podem contribuir para modificar a distribui¢do e a permanéncia
das células no dominio, afetando diretamente o nimero de agentes observados em cada

instante.

Assim, os resultados obtidos reforcam a importancia de interpretar a evolugdo da
populacdo celular considerando ndo apenas os mecanismos biolégicos de morte celular,
mas também os processos computacionais incorporados ao modelo. Essa andlise permite

compreender de forma mais ampla a dindmica do sistema simulado e evidencia que a
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reducao do nimero de células pode ser consequéncia da atuagdo conjunta de diferentes

mecanismos, e ndo exclusivamente da ocorréncia de apoptose ou necrose.

Figura 10 — Simulagao de 30 dias biolégicos de um tumor em 3D.

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

A andlise temporal da simulac@o bidimensional mostrou que a populagao celular
iniciou com 15.990 agentes, apresentando uma reducao significativa ao longo dos primeiros
15 dias, quando atingiu 1.245 cé€lulas. Entretanto, entre 15 e 30 dias de simulacdo, observou-

se uma recuperacao parcial da populagdo, que passou a 2.114 células.

Esse comportamento sugere que a dinamica tumoral ndo ocorre de forma monotd-
nica, podendo envolver fases de declinio seguidas por periodos de adaptagdo e retomada do
crescimento celular. Esse padrdo pode estar associado a reorganizagdo espacial das células
no microambiente e a adaptacdo progressiva as condicdes locais de disponibilidade de

recursos, como oxigénio e nutrientes.

Ademais, a dindmica condiz com o comportamento esperando pelo modelo de
Gompertz e logistico, pois hd um alto crescimento no inicio € uma desaceleracdo quando

0s niveis de recursos se tornam escacos.

Outrossim, ressalta-se que, na simulacao bidimensional (2D), observou-se uma



62 Capitulo 5. Resultados

predominancia das cores amarela, cinza e azul, cada uma representando um estado funcional
distinto das células presentes no modelo. A cor amarela estd associada ao processo de proli-
feracdo celular, indicando células vidveis com elevada capacidade de divisdo e crescimento.
Essas células encontram-se em condi¢des favordveis do ponto de vista metabdlico, dispondo
de recursos suficientes para manter sua atividade proliferativa. Ja as células representadas
por tonalidades acinzentadas indicam um estado de menor atividade metabdlica, estando
possivelmente submetidas a algum nivel de estresse microambiental decorrente da reducao

na disponibilidade de oxigé€nio, nutrientes ou espaco para crescimento.

Esse padrdo de distribui¢do das cores sugere a formacao de uma heterogeneidade
espacial no interior do tumor, caracteristica frequentemente observada em tumores avascu-
lares. Nessa fase do desenvolvimento tumoral, a difusdo de oxigénio e nutrientes ocorre
de maneira limitada, fazendo com que diferentes regides da massa tumoral apresentem
condi¢Oes ambientais distintas. Como consequéncia, células localizadas em regides perifé-
ricas tendem a permanecer metabolicamente mais ativas e proliferativas, enquanto aquelas
situadas em regides mais internas passam a apresentar reducdo em sua atividade celular

devido as restricdes impostas pelo microambiente.

Dessa forma, a distribui¢do das cores observada nas simulagdes reflete a organiza-
¢do progressiva do tumor em regides com diferentes estados funcionais, evidenciando a
influéncia direta das limitagOes de oxigénio, nutrientes e espaco sobre o0 comportamento
celular. Essa heterogeneidade constitui uma das principais caracteristicas dos modelos de
crescimento tumoral avascular e estd diretamente relacionada a evolugdo da massa tumoral

ao longo do tempo.

Os espacos considerados "vazios'"nas simulagdes representam regides anterior-
mente ocupadas por células que morreram em decorréncia dos processos de apoptose ou
necrose. Observa-se que essas células mortas tendem a concentrar-se nas proximidades do
nucleo tumoral, regido em que o acesso aos recursos metabolicos € significativamente mais
limitado devido a maior distancia em relagdo as fontes de difusdo. Esse comportamento estd
de acordo com o esperado para tumores avasculares, nos quais a deficiéncia de oxigénio e

nutrientes nas regides centrais favorece a ocorréncia de morte celular.
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Além da andlise qualitativa das imagens obtidas, foram elaboradas tabelas e grafi-
cos contendo as quantidades de agentes observadas ao longo das simulacdes bidimensional
(2D) e tridimensional (3D). Esses resultados complementam a andlise visual do modelo,
permitindo uma avaliagdo quantitativa da evolucdo da populacdo celular e fornecendo uma

comparacao mais detalhada entre os diferentes cendrios simulados.

As plataformas computacionais utilizadas neste trabalho desempenharam fungdes
distintas na investigacdo do crescimento tumoral. O software PhysiCell foi utilizado para
a realizacdo das simula¢gdes computacionais, permitindo representar a dindmica de uma
populacgdo celular e acompanhar sua evolucio ao longo do tempo. A partir dessas simula-
¢oes, foram obtidos os dados referentes a quantidade de agentes presentes em diferentes

momentos da evolucao tumoral.

O software MATLAB, por sua vez, foi utilizado para a representacdo grafica dos
modelos matemaéticos estudados. A partir dos parametros determinados para os modelos
logistico e de Gompertz, foram construidas as respectivas curvas de crescimento, permi-
tindo visualizar o comportamento previsto por cada formulacdo matematica ao longo do
tempo. Dessa forma, o Matlab possibilitou observar as caracteristicas das curvas geradas
pelos modelos, como a variac@o da taxa de crescimento e a tendéncia de estabilizagdo ou

desaceleracdo da populagdo.

A utilizagdo dessas duas plataformas contribuiu para a abordagem integrada da
pesquisa. Enquanto o PhysiCell possibilitou a realizacdo de uma simula¢do computacional
baseada na dinamica de agentes celulares, o Matlab permitiu visualizar o comportamento
dos modelos matemadticos utilizados para descrever o crescimento tumoral. Assim, as ferra-
mentas foram utilizadas de maneira complementar, relacionando a simulacdo computacional

do fendmeno a representagdo gréfica das formulacdes matemdticas analisadas.

Nas simulagdes realizadas neste trabalho, observou-se uma concentracio de célu-
las mortas na regido central da massa tumoral, enquanto as células vidveis se distribuiram
predominantemente nas regides mais externas. Esse padrdo pode ser relacionado as condi-
¢oes do microambiente tumoral, uma vez que as células localizadas no interior da massa

celular encontram-se mais distantes das regidoes de fornecimento de oxigénio e nutrientes.
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Com o aumento da densidade celular, o consumo desses recursos e as limitagdes associadas
a sua difusdo podem contribuir para a formacao de regides internas menos favoraveis a

manutenc¢do da viabilidade celular.

Esse comportamento é compativel com os resultados apresentados por Ghaffariza-
deh et al. (2018), que demonstraram, por meio do PhysiCell, a influéncia do microambiente
e da disponibilidade de oxigénio sobre a dindmica de crescimento e morte celular em siste-
mas multicelulares. No modelo desenvolvido pelos autores, a formagdo de regides internas
com condicdes desfavoraveis a sobrevivéncia celular contribuiu para o estabelecimento
de um nucleo necrético, evidenciando a relagdo entre a organizacao espacial do tumor e
as condicdes fisico-quimicas do microambiente. Dessa forma, a concentracao de células
mortas observada na regido central das simulag¢des realizadas neste trabalho apresenta

comportamento semelhante ao descrito na literatura.

Tabela 1 — Evolucdo do numero de agentes celulares na simulagdo tridimensional (3D).

Tempo de simulacdo Numero de agentes celulares

0 dias 130
2 dias 903
7 dias 21.498

Fonte: Autoria prépria (2026).

Tabela 2 — Evolu¢do do nimero de agentes celulares na simulacao bidimensional (2D).

Tempo de simulacdo Numero de agentes celulares

0 dias 15.990
15 dias 1.245
30 dias 2.114

Fonte: Autoria prépria (2026).

A partir dos dados apresentados nas Tabelas 1 e 2, foi elaborado o Gréfico 11,
que sintetiza a evolu¢do do nimero de células tumorais ao longo do tempo nas simulagdes

realizadas em duas e trés dimensdes. A representacao grafica permite visualizar de forma
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mais clara o comportamento das populacdes celulares em cada modelo, evidenciando a
tendéncia de crescimento observada durante o periodo analisado. Além disso, o grafico
possibilita uma comparacado direta entre as duas abordagens de simulacao, facilitando
a identificacdo de semelhancas e diferencas na dindmica de evolug¢do tumoral. Dessa
forma, torna-se mais simples analisar a influéncia da dimensionalidade do modelo sobre o
crescimento celular, bem como compreender o comportamento global das populagdes ao

longo do tempo.

Evolucio do nimero de agentes celulares

104
21+ |—e—3D
—=-2D
8 151}
=
0]
&0
=
3
o 11
)
g
=)
Z
0.5 +
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (dias)

Figura 11 — Comparacio da evolucdo temporal do nimero de agentes celulares nas simula-
¢oes 2D e 3D.

Fonte: Elaborado pela autora (2026).

5.4 Modelo de Gompertz e Logistico no PhysiCell

No presente trabalho, os parametros dos modelos sdo ajustados com base nos dados
obtidos das simula¢gdes computacionais, considerando a evolug¢ao temporal do nimero de
células em ambientes bidimensionais e tridimensionais. Dessa forma, busca-se comparar o

comportamento dos sistemas simulados com as previsdes tedricas dos modelos cléssicos.
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5.4.1 Modelo Logistico

O modelo logistico é dado por

K
N(t) =
®) 14+ Ae—rt’
onde
K — N,
A= 0.
No

Para os dados da simulag¢do tridimensional, temos
t=140,2,7}, N(t)={130,903,21498}.

Como o maior valor observado da simulagdo € 21498, adota-se uma estimativa inicial para

a capacidade de suporte: K ~ 22000.

5.4.2 Cilculo de A

Com (Ny = 130), obtém-se

22000 —
e 000 130.
130

Logo,
21870
A= ——— ~168.23.
130

5.4.3 Calculo da taxa de crescimento (r)

Utilizando o ponto (¢t = 2), (N(2) = 903), temos

22000
1+ 168.23e—2"

903 =

Invertendo a equagdo, vem
22000
1+168.23¢ % = Z—,
+ ¢ 903
Logo,

r ~ 0.987.



5.4. Modelo de Gompertz e Logistico no PhysiCell 67

5.4.4 Modelo logistico ajustado

Substituindo os parametros encontrados, donde obtemos

22000
N(t) = .
(t) 1+ 168.23¢-0987

Os parametros obtidos pelo ajuste do modelo logistico ajudam a entender de forma
mais clara o comportamento da populacdo celular na simulacao tridimensional. O valor
de K ~ 22000 pode ser interpretado como um limite aproximado para o crescimento do
sistema, sugerindo que, ao longo do tempo, a populacdo tende a se aproximar de um estado
de saturag@o imposto pelas restricdes do ambiente. J4 o parametro r ~ 0.987 indica uma
taxa de crescimento inicial elevada, o que estd de acordo com o aumento rapido observado

nas primeiras etapas da simulacao.

O valor de A ~ 168.23 reforca que a populacido inicial estd bastante distante desse
limite de saturacdo, caracterizando um inicio de crescimento intenso antes da influéncia das
restricdes ambientais se tornar significativa. De forma geral, esses resultados mostram que
o modelo logistico consegue representar bem a tendéncia global dos dados da simulacido em
3D, capturando o crescimento acelerado inicial e a tendéncia de estabilizacao em valores

mais altos de populagdo celular.

5.4.5 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz é dado por N(t) = K exp (—e "*¢) . Para a simulagdo

tridimensional, os dados obtidos foram

t=1{0,2,7}, N(t) = {130,903, 21498}.

Assim como no modelo logistico, considera-se uma estimativa inicial para a
capacidade de suporte baseada no valor maximo observado K ~ 22000.
5.4.6 Célculo do parametro inicial

No instante inicial ¢ = 0, temos

130 = 22000 exp (—e°) .
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Dividindo ambos os lados por 22000, vem

130
22000

130
c=1In [— In ()] )
22000

c~ 1,63535.

= exp (—€°).

Portanto

5.4.7 Calculo da taxa de crescimento r

Utilizando o ponto ¢ = 2, N(2) = 903, temos

903 = 22000 exp (—e2"¢).

Dividindo por 22000, obtemos

903 9rte
m:exp(—e 2*).
Assim,
o c—1In [—ln (%)}
5 :
r~0,23718.

5.4.8 Modelo de Gompertz ajustado

Substituindo os parametros obtidos, o modelo final é
N(t) = 22000 exp (_6—0,23718t+1763535) ’

onde r e ¢ sdo dados pelas expressdes acima.

Os parametros obtidos no ajuste do modelo de Gompertz permitem interpretar

de forma mais realista o comportamento do crescimento celular observado na simulagdo
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tridimensional. O valor de K ~ 22000 representa um limite superior para a populacdo
celular, indicando que o sistema tende a um estado de saturacdo ao longo do tempo,

influenciado pelas restricdes do ambiente.

Ja o parametro associado a taxa de crescimento evidencia que o aumento inicial
da populacdo ocorre de forma rdpida, mas nao constante, apresentando uma desaceleracao
progressiva conforme o sistema se aproxima desse limite. O termo adicional do modelo
reflete justamente essa mudanga gradual de comportamento, caracteristica tipica de sistemas
biolégicos reais, nos quais o crescimento nao € apenas exponencial, mas regulado por fatores

internos e externos.

Em conjunto, esses resultados mostram que o modelo de Gompertz consegue
descrever de maneira coerente a dindmica observada na simulagdo, capturando tanto a fase

inicial de expansao quanto a tendéncia de estabilizacdo da populagdo celular.

O modelo logistico conseguiu representar, de forma razodvel, a tendéncia geral
dos dados, pois capturou o crescimento inicial e a aproximacao de um limite de células.
No entanto, o modelo de Gompertz representou de forma mais realista a desaceleracao,

principalmente nas fases em que o tumor comeca a sofrer limitacdes de espago na simulagdo.

Ressalta-se que a simulac@o 3D simboliza um crescimento biolgico de 10 dias e
a simulacao 2D, um crescimento de 30 dias, logo, ambos os tempos nio sdo considerados
avancados para se ver o tumor atingindo a estabiliza¢do proposta nos dois modelos mate-
maticos. No entanto, esse tempo proposto na simulagao retratou bem a fase inicial e a fase
intermedidria da dindmica tumoral, logo, os dois modelos possuem diferencas minimas

entre si.



6 Conclusao

O estudo bibliogréfico possibilitou uma revisdo minuciosa sobre o envolvimento
da matemadtica na biologia, mais precisamente, as EDOs na modelagem do crescimento
tumoral. Fisicos e matemdticos como Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Benjamin
Gompertz e Pierre Francois Verhulst foram cruciais para o desenvolvimento de modelos
matematicos que trabalham em conjunto com a oncologia. Newton e Leibniz foram os
nomes por trds do desenvolvimento do cdlculo e integral. Dessa forma, seus estudos
contribuiram para o surgimento das EDOs e, consequentemente, para o estudo da dinadmica

tumoral.

A abordagem in silico promoveu uma precisdo nos dados e uma aprendizagem
significativa quanto ao uso de softwares. O estudo de modelos matematicos utilizando EDOs
para averiguar o crescimento tumoral é de suma importincia na drea da oncologia. Esses
modelos podem prever a ocorréncia da dindmica tumoral e aprimorar os testes terapéuticos

em pacientes, possibilitando assim, mais vantagens contra o cancer.

O uso do software Matlab contribuiu para a anélise dos dois modelos estudados no
presente trabalho. Ao comparar os modelos de Gompertz e Logistico, nota-se como ambos
apresentam semelhanca em sua curva. O que difere os dois modelos estd na interpretacao,
pois o modelo de Gompertz descreve que a taxa de crescimento diminui de forma exponen-
cial. J4 o modelo logistico trata-se de uma taxa de crescimento que diminui linearmente

com o tamanho da populacio.

A utilizacao do software PhysiCell foi de suma importancia para a visualizagao
técnica de um crescimento tumoral. O presente trabalho apresentou duas simulac¢des dis-
tintas, sendo uma em 3D e a outra em 2D. Ambas tinham a fun¢ao de mostrar de forma
visual, como ocorre a proliferacao de células cancerigenas em fun¢do do tempo. Logo,
com os dados fornecidos de ambas as simula¢des, foram reajustadas, utilizando o modelo

matematico de Gompertz e o logistico.

As equag0es diferenciais ordindrias apresentam apenas uma tnica varidvel inde-
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pendente, no caso de crescimento tumoral, a varidvel seria o tempo. O quao grande ficaria
um tumor em determinado periodo, ou o quanto ele diminuiria com a acao terapéutica em
determinado ¢. Essas equagdes, que muitas vezes sdo chamadas de “simples”, ajudam a
tratar o cancer na fase avascular, que € a fase inicial de um tumor e as chances de cura sao

altas.

Dessa forma, o trabalho analisou dois modelos: Logistico e Gompertz. Apesar de
ambas serem parecidas, suas precisoes diferem uma da outra. Justamente este fator, eleva o
modelo de Gompertz para a mais qualificada em analisar a dindmica tumoral. O modelo de
Gompertz descreve um crescimento acelerado nas faces iniciais, uma reducio gradual a

medida que o tumor cresce e uma "queda"progressiva da taxa especifica de crescimento.

Em sintese, a modelagem matemadtica, particularmente através do modelo de Gom-
pertz, destaca-se na oncologia por representar com maior precisdo a dinamica tumoral,
crescimento exponencial inicial seguido de desaceleracdo gradual, permitindo prever com-
portamentos celulares e otimizar terapias de forma menos invasiva e mais personalizada.
Essa nuance ndo apenas valida o uso preferencial do modelo de Gompertz em oncologia ma-
tematica, mas também reforca o potencial da abordagem in silico para otimizar estratégias

de tratamento.
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Apéndices



APENDICE A - Cédigos do Matlab

Tabela 3 — Script em MATLAB utilizado para a simulacio da

equagdo logistica generalizada - Figura 2.

Linha | Cédigo MATLAB
1 clc; clear; close all;
2 % Parametros
3 lambda = 0.5;
4 theta = 1;
5 NO = 0.1,
6 alpha_values = [0.2, 0.5, 1.1, 1.5];
7 tspan = linspace (0,30,500);
8 % Cores para as curvas
9 cores = lines(length (alpha_values));
10 figure; hold on; grid on;
11 for i = 1l:length(alpha_values)
12 alpha = alpha_values (i) ;
13 f = @(t,N) lambdaxN+max (0, (1-N/theta) "alpha);
14 [t,N] = oded5 (f,tspan,NO0);
15 N(N > theta) = theta;
16 plot (t,N,’LineWidth’,2,’Color’,cores (i, :), ...
17 "DisplayName’, [/ \alpha = ’ num2str(alpha)l);
18 end
19 h = yline(theta,’-k’,’LineWidth’,1.5);
20 h.DisplayName = ’'\theta’;
21 xlabel (' Tempo') ;
22 ylabel (' Populacdo tumoral N(t)');
23 title('Crescimento do tumor - Equacdo logistica
generalizada’);
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Linha | Cédigo MATLAB
24 legend (' show’) ;
25 x1im ([0 max (tspan)]);
26 ylim ([0 1.1lxthetal);

Fonte: Elaborado pela autora (2026).



APENDICE B - Cédigos do Matlab

Tabela 4 — Script em MATLAB utilizado para comparar os

modelos de Gompertz e Logistico - Figura 3.

Linha | Cédigo MATLAB
1 clc; clear; close all;
2
3 % Parametros
4 lambda = 0.2; % taxa de crescimento
5 theta = 1; % capacidade de carga
6 NO = 0.1; % populacdo inicial
7 tmax = 45; % tempo maximo
8 t = linspace (0,tmax,500); % vetor de tempo
9
10 %% Solucdo do modelo logistico
11 N_log = theta./ (1 + ((theta-N0)/NO)*exp (-lambdax*t));
12
13 %% Solucdo do modelo de Gompertz
14 N_gom = theta*exp (- (log(theta/N0O)) *exp (—lambdax*t)) ;
15
16 %% Nivel estavel (capacidade de carga)
17 N_stable = thetaxones(size(t));
18
19 %% Cores exatas
20 cor_gom = [0 0.4470 0.7410]; % azul
21 cor_log = [0.8500 0.3250 0.0980]; % laranja
22 cor_stable = [0.9290 0.6940 0.1250]; % amarelo
23
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Linha | Cédigo MATLAB

24 %% Plot

25 figure (' Color’,’w’)

26 plot (t,N_gom,’-",’LineWidth’,1.7,"’Color’,cor_gom);
hold on

27 plot (t,N_log,’~-’,’LineWidth’,1.7,"Color’,cor_loqg)

28 plot (t,N_stable,’-’,’LineWidth’,1.7,’Color’,cor_stab

29

30 xlabel (! Tempo (t)’,’FontSize’,12)

31 ylabel (' Numero de células N(t)'’,’FontSize’,12)

32 title (' Comparacdo grafica dos modelos de Gompertz e
Logistico’,’FontSize’,14)

33 legend (' Equacgdo de Gompertz’,’Equacao
Logistica’, ...

34 "Nivel estavel’,’Location’,’southeast’)

35 grid on

36 axis ([0 tmax 0 1.21)

Le)

Fonte: Elaborado pela autora (2026).



APENDICE C - Simulacdo de 2 dias em 3D

Tabela 5 — Script em Python utilizado para visualizar o tumor

avascular ap6s 2 dias de simulagdo.

Linha | Cédigo Python
1 import scipy.io as sio
2 import numpy as np
3 import matplotlib.pyplot as plt
4 from matplotlib.lines import Line2D
5
6 data = sio.loadmat (' output/output00000016_cells.mat’
7 cells = data[’cells’]
8
9 x = cells[1, :]
10 = cells[2,:]
11 z = cells[3,:]
12 estado = cells[26, :]
13
14 cores = np.where (
15 estado == 1,
16 "darkred’,
17 "royalblue’)
18
19 fig = plt.figure(figsize=(12,10))
20 ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
21
22 ax.scatter (
23 X,
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Linha | Cédigo Python

24 Yo

25 z,

26 c=cores,

27 s=10,

28 alpha=0.85,

29 edgecolors="none’)

30

31 legend_elements = [

32 Line2D([0],[0], marker='0o’, color='w’',

33 label=’Células vidveis’,

34 markerfacecolor='royalblue’, markersize=8),

35 Line2D([0]1,[0], marker="o’', color='w’,

36 label=’Células mortas’,

37 markerfacecolor='darkred’, markersize=8) ]

38

39 ax.legend (handles=legend_elements, loc=’upper
right’)

40

41 ax.set_xlabel ("x (um)’, fontsize=12)

42 ax.set_ylabel ('y (um)’, fontsize=12)

43 ax.set_zlabel("z (um)’, fontsize=12)

44 ax.grid(False)

45

46 ax.set_box_aspect ([

47 np.ptp (x),

48 np.ptp(y),

49 np.ptp(z)1])

50

51 ax.view_init (elev=20, azim=45)

52
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Linha | Cédigo Python
53 plt.title (' Tumor avascular apds 2 dias de
simulacao’,
54 fontsize=14)
55 plt.tight_layout ()
56 plt.savefig (' tumor_2dias_biologico.png’,
57 dpi=600, bbox_inches=’tight’)
58 plt.show ()

Fonte: Elaborado pela autora (2026).
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APENDICE D - Simulacdo de 7 dias em 3D

Tabela 6 — Script em Python utilizado para visualizar o tumor

avascular ap6s 7 dias de simulagdo.

Linha | Cédigo Python
1 import scipy.io as sio
2 import numpy as np
3 import matplotlib.pyplot as plt
4 from matplotlib.lines import Line2D
5
6 data = sio.loadmat (' output/output00000056_cells.mat’
7 cells = data[’cells’]
8
9 x = cells[1, :]
10 = cells[2,:]
11 z = cells[3,:]
12 estado = cells[26, :]
13
14 cores = np.where (
15 estado == 1,
16 "darkred’,
17 "royalblue’)
18
19 fig = plt.figure(figsize=(12,10))
20 ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
21
22 ax.scatter (
23 X,
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Linha | Cédigo Python
24 Yo
25 z,
26 c=cores,
27 s=4,
28 alpha=0.8,
29 edgecolors='none’)
30
31 legend_elements = [
32 Line2D([0],[0], marker='0o’, color='w’',
33 label=’Células vidveis’,
34 markerfacecolor='royalblue’, markersize=8),
35 Line2D([0]1,[0], marker="o’, color='w’,
36 label=’Células mortas’,
37 markerfacecolor='darkred’, markersize=8) ]
38
39 ax.legend (handles=legend_elements, loc='upper
right’)
40
41 ax.set_xlabel ("x (um)’, fontsize=12)
42 ax.set_ylabel ('y (um)’, fontsize=12)
43 ax.set_zlabel("z (um)’, fontsize=12)
44 ax.grid(False)
45
46 ax.set_box_aspect ([
47 np.ptp (x),
43 np.ptp(y),
49 np.ptp(z)1)
50
51 ax.view_init (elev=20, azim=45)
52
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Linha | Cédigo Python
53 plt.title (' Tumor avascular apds 7 dias de
simulacao’,
54 fontsize=14)
55 plt.tight_layout ()
56 plt.savefig (' tumor_7dias_biologico.png’,
57 dpi=600, bbox_inches=’tight’)
58 plt.show ()

Fonte: Elaborado pela autora (2026).



