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RESUMO

Apresenta o cdlculo proposicional cldssico, explorando suas principais defini¢des
sintdticas e semanticas. Aborda procedimentos de teste de validade para férmulas,
apresenta regras de inferéncia, e analisa o método de deducdo natural em nivel
proposicional. Apresenta caracteristicas fundamentais da no¢do de teorias formais.
Exibe uma axiomatizacdo para o cdlculo proposicional cldssico a partir dos axiomas de
Rosser (1953) apresentados em Mendelson (1997). Examina os metateoremas de

corre¢do, completude e consisténcia para esta axiomatizagao.

Palavras-chave: Ldgica proposicional. Validade. Regras de Inferéncia. Axiomatizagdes.

Metateoremas.



ABSTRACT

Presents the classic propositional calculus, exploring its main syntactic and semantic
definitions. Addresses validity of testing procedures for formulas, presents inference
rules, and analyzes the natural deduction method in propositional level. Presents key
features of the concept of formal theories. Displays an axiomatization for the classical
propositional calculus from the axioms of Rosser (1953) presented in Mendelson
(1997). Examines the metatheorems of soundness, completeness and consistency for

this axiomatization.

Keywords: propositional logic. Validity. Inference rules. Axiomatizations.

Metatheorems.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho apresentaremos uma axiomatizagao para o calculo proposicional
classico, nos concentrando principalmente na demonstracio de teoremas e de

metateoremas a partir dos axiomas de Rosser(1953) sugeridos em Mendelson(1997).

O segundo capitulo serd dedicado a uma descricio de seus principios
fundamentais a partir do ponto de vista sintdtico e semantico. Do ponto de vista
sintdtico, faremos uma andlise do método de deducdo natural, e do ponto de vista
semantico, uma abordagem por tablos semanticos. No terceiro capitulo aprofundaremos
a sintaxe do cdlculo proposicional cldssico da perspectiva de uma teoria formal, e sera

apresentada uma axiomatizagao da légica classica a partir dos axiomas de Rosser.

O ultimo capitulo conterd consideragdes sobre o panorama e as aplicacdes da

16gica simbdlica e em particular, do método axiomaético.

No apéndice estardo algumas demonstracdes de consequéncias utilizadas e/ou

mencionadas ao longo do trabalho.

1.1. UM BREVE HISTORICO DA LOGICA

O surgimento da logica € creditado a Aristoteles, no século IV a.C., a partir de
seus Analiticos. Uma de suas principais contribuicdes é a teoria do silogismo, forma
argumentativa que possui duas premissas e uma conclusdo. O objetivo de sua teoria era
fornecer critérios formais para determinar a validade de argumentos. Dentre os
silogismos, os mais importantes eram os chamados categdricos, em referéncia aos tipos
de proposi¢ao que os constituiam. Nestas proposicoes havia expressdes que indicavam
quantificagcdes, além dos termos e elementos de cOpula(a légica aristotélica possuia
caracteristicas atributivas). Aristoteles também é creditado como tendo utilizado letras
gregas para representar proposi¢des, contribuindo para o uso de varidveis na légica. No
entanto, apesar da importancia de seus trabalhos, os fildsofos megaricos e estdicos

também se ocuparam da l6gica. Os tultimos, na figura de Crisipo(cerca de 280-205 a.C.)
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desenvolveram elementos que podemos reconhecer como sendo a base da ldgica

proposicional.

A ldgica aristotélica dos silogismos permaneceu incélume e sendo considerada
a légica por exceléncia por toda a idade média e moderna, tendo o filésofo Kant(1724-
1804) declarado inclusive que nada mais havia a ser feito na légica. No século XIX,
George Boole (1815-1864) publica Investigacdo sobre as Leis do Pensamento (1854),
obra que inicia um tratamento simbodlico e matematico para légica aristotélica, propondo
o cdlculo légico que ficou conhecido como dlgebra booleana, o qual ampliava
drasticamente as formas validas de argumento. No entanto, foi a partir dos trabalhos do
filésofo e matematico Gottlob Frege(1848-1925), que a légica ganhou novo vigor e
status de ciéncia, transformando-se radicalmente em uma disciplina matemdtica. O

marco para isso foi a publicacdo em 1879 da obra Conceitografia.

Mais do que apenas identificar formas vélidas de argumentos, a contribui¢do de
Frege parte da tentativa de sistematizar o raciocinio matemdtico, mais precisamente
formalizar a nocao de demonstracdo. O resultado de seus esfor¢os acabou por langar as
bases do cdlculo de predicados, marco que distinguiu a nova légica, agora chamada
simbolica ou matemadtica, da teoria dos silogismos, agora conhecida como ldgica
tradicional. Assim, a introducdo de uma linguagem formal para seu tratamento, a
investigacdo sobre seus fundamentos e a utilizacgdo do método axiomdtico,
transformaram a l6gica em um campo fértil em desenvolvimentos, que vao desde
consideragdes sobre os fundamentos da matemadtica até suas aplicacdoes na drea de

inteligéncia artificial.

No entanto, a légica tradicional e a ldgica simbdlica sdo ambas logicas
classicas. O que as caracteriza enquanto tal € principalmente o fato de adotarem os
chamados principios 1égicos clédssicos, também conhecidos como principios
fundamentais do pensamento, a saber: o principio de identidade(que enuncia que toda
coisa € idéntica a si mesma), o principio de ndo-contradi¢do(que enuncia que nao
ocorre que algo seja e ndo seja a0 mesmo tempo € sob 0 mesmo aspecto), € o principio
do terceiro excluido(que enuncia que dada uma coisa, ou ela ocorre ou ndo ocorre, nao
havendo uma terceira possibilidade). Alguns autores acrescentam um quarto principio,
de natureza semantica, a saber, o principio de bivaléncia(o qual enuncia que dada uma

proposi¢do, ou ela € verdadeira ou € falsa).
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1.2. LOGICA E ARGUMENTOS

Contemporaneamente o escopo da légica se concentra em investigar a no¢ao de
consequéncia légica, mais precisamente em que condicdes determinada informacdo se
segue de outra ou de outras. Este processo, no qual determinadas informagdes se
seguem a partir de outras previamente fornecidas, é conhecido como processo de

inferéncia, e seu resultado pode ser chamado simplesmente de inferéncia ou raciocinio.

Intuitivamente uma inferéncia tipica pode ser representada pelo seguinte

esquema:

I > B

Figura 1: Esquema de um processo de inferéncia.
Fonte: Elaboragéo propria.

Neste esquema, o simbolo I' representa um conjunto de informagdes iniciais e o simbolo
$B representa uma informacdo final, resultado do processo representado pela seta. As
informacdes iniciais sdo classificadas como premissas ou hipoteses, e, por sua vez, a

informacao obtida a partir das anteriores € considerada a conclusdo da inferéncia.

No entanto, como usualmente as inferéncias s@o caracterizadas como processos
linguisticos formais, para que sejam investigadas de fato € necessdrio dispor dos
argumentos. Um argumento pode ser caracterizado como uma representacio ou
reconstru¢do sensivel do processo de inferéncia, ou seja, sua explicitacdo de modo oral
ou escrito. Em outra perspectiva, porém, quando se evoca a nocdo de argumento,
deseja-se que as informagdes que servem de premissas ou hipdteses para determinada
conclusdo fornegam justificativa ou plausibilidade para que a conclusdo seja aceita, ou
seja, que embasem ou fundamentem a conclusdo. Deste modo, uma defini¢do provisdria

que abrange as nogdes discutidas, pode ser apresentada de seguinte maneira:

Definicao 1: Um argumento é uma sequéncia de informacoes explicitadas de
modo oral ou escrito, das quais uma é a conclusdo e as outras sdo as premissas, e

pretende-se que as premissas justifiquem a conclusdo.



17

As informagdes que constituem os argumentos sdo as sentencas, ou seja,
expressoes que apresentam sentido completo. Embora tenhamos muitos tipos de
sentencas, as que sdo empregadas nos argumentos aqui descritos sdo as que podem ser
identificadas como frases declarativas, ou seja, aquelas que afirmam ou asserem algo,
de modo que sdo passiveis de serem verdadeiras ou falsas. Sentencas que expressam
perguntas, ordens, pedidos ou interjeicdes, por ndo serem passiveis de verdade ou
falsidade, ndo sdo partes dos argumentos investigados pelo tipo de ldégica que

abordaremos neste trabalho.

Neste ponto, € conveniente comentar que em algumas obras de 16gica, o termo
“proposicdo” ¢é utilizado em lugar do termo “sentenga”, e de fato estas expressdes sdo
usadas de modo indistinto por alguns autores. Por esta razdo, temos vdrias terminologias
para o tipo de logica que é escopo de nosso trabalho, sendo as principais: cdlculo

proposicional cldssico, cdlculo sentencial cldssico, e cdlculo dos enunciados.

H4, no entanto obras que apresentam uma distingdo entre estas expressoes,
designando-as como nocdes diferentes. E o caso de Copi(1978, p. 22-23), que defende
que uma proposicao pode ser compreendida como o significado expresso por uma
sentenca. Assim, sentengas distintas como “Os alienigenas utilizam a logica.” e “A
logica é utilizada pelos alienigenas.”, por possuirem o mesmo significado, expressariam
a mesma proposi¢do, embora sejam diferentes na disposicdo de seus simbolos. Esta
distingdo € mais evidente em exemplos que envolvem idiomas distintos, onde as
sentencas sdo radicalmente diferentes: a sentenca “The truth is out there.” expressa a
mesma proposi¢do que a sentenca “A verdade estd ld fora.”, embora ndo haja nem ao

menos uma palavra em comum entre as duas. Uma discussdo sobre esta questdo

também pode ser encontrada em Mortari (2001, p. 10-15).

Neste trabalho utilizaremos as duas expressdoes de forma semelhante,

distinguindo-as apenas quando o contexto tornar necessario.
1.2.1. Classificacao dos argumentos

Existem diferentes maneiras pelas quais a conclusao de um argumento pode ser
relacionada a suas premissas, e estes modos acabam por delimitar o tipo de argumento

em questdo. Abordaremos brevemente algumas classificagdes uteis e usuais.
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1.2.1.1. Argumentos indutivos

Sdo argumentos nos quais a conclusdo € obtida das premissas com base em
uma probabilidade, uma analogia ou sugestdo de algum tipo, sem, no entanto estar

garantida por elas. Exemplos de argumentos indutivos sdo os seguintes:

(I) “A ciéncia verificou a existéncia de ondas de rddio, indetectdveis aos
nossos sentidos comuns. Também constatou a forma geoide da Terra,
embora nos pareca plana. Portanto, provard em breve a existéncia de

espiritos e fantasmas.”

(IT) “A imensa maioria da populacdo da América do Sul ao longo da historia
se mostrou praticante de algum tipo de culto religioso de matriz crista.
Assim, tendo sido de origem sul-americana, o médico guerrilheiro
conhecido como Che Guevara, sem duvida, era praticante da religido

cristda.”

No argumento (I), a partir de uma similaridade expressa em suas premissas, a
conclusdo afirma que a similaridade se repetird para um préximo caso distinto dos
anteriores. Mas, além de uma probabilidade, as premissas ndo constituem garantias
suficientes de que o proximo caso descrito ndo possa ser diferente dos anteriores.

Assim, ndo estd adequadamente justificada pelas premissas.

No argumento (II), ainda que a premissa utilizada expresse uma generalizagao,
esta representa apenas uma amostra, ndo abrangendo todos os casos. Assim, O caso
particular afirmado na conclusdo, embora plausivel em virtude de forte sugestdo,
poderia constituir justamente uma das excecdes ndo contempladas pela generalizacdo da

premissa.
1.2.1.2. Argumentos dedutivos

Os argumentos dedutivos se caracterizam pelo fato de que as premissas
conduzem necessariamente a sua conclusdao, de modo que hd a pretensdo de que a
conclusdo seja consequéncia logica das premissas, mais do que apenas uma

probabilidade. Exemplos de argumentos dedutivos sdo os seguintes:
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(IIT) “Todo logico ¢ demonstrador de teoremas. Por sua vez, todo
demonstrador de teoremas é gastador compulsivo de papel e caneta.

Portanto, todo logico é gastador compulsivo de papel e caneta.”

(IV) “Se superar seu cansaco, entdo a aluna fard um bom trabalho de
conclusdo de curso. A aluna superou seu cansago. Assim, fard um bom

trabalho de conclusdo de curso.”

Tanto no argumento (III) como no argumento (IV), as conclusdes sao
adequadamente justificadas pelas premissas, caso as aceitemos. De todo modo, negar as
conclusdes ou supor que elas ndo se seguem de suas premissas nestes exemplos seria
entrar em contradicdo com as informagdes apresentadas nas mesmas. Outra
caracteristica que nos auxilia a delinear os argumentos dedutivos é o fato de que as
premissas conduzem a conclusio em func¢do de sua forma ou estrutura, independente do
conteddo que apresentem. O argumento (III), por exemplo, pode ser reformulado da

seguinte maneira:
(ITLY) “Todo X é Y. Por sua vez, todo Y é Z. Portanto, todo X é Z.”

Mesmo sem especificar as informagdes representadas pelos simbolos X, Y e Z,
constatamos que as premissas ainda conduzem necessariamente a conclusdo do
argumento, em fun¢do de sua estrutura. O mesmo ocorre com o argumento (IV), cuja

estrutura é como segue:
(IV.]) “Se X, entao Y. X. Assim, Y.

Uma boa parte da logica contemporanea tem como escopo 0s argumentos
dedutivos, por possibilitarem critérios mais precisos de verificagdo a partir de certos
principios fundamentais, conforme constataremos ao longo de nosso trabalho. No
entanto, surgiram ao longo da histéria da 16gica tentativas de aprofundamento em uma
l6gica cujo objeto fosse o conjunto dos argumentos indutivos. Estas iniciativas
produziram alguns resultados interessantes, mas foram enfraquecidas por sérias
dificuldades que inviabilizaram o mesmo nivel de elaboracdo que alcancaram as 16gicas

dedutivas. Nao aprofundaremos este topico aqui.
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1.2.1.3. Argumentos vélidos e invélidos

Do ponto de vista intuitivo, um argumento € vélido se, caso suas premissas
sejam verdadeiras, a conclusdao também é verdadeira. Uma definicdo mais estrita,

embora provisoria, € a seguinte:

Definicao 2: Um argumento é vdlido se qualquer circunstdancia que torna suas
premissas verdadeiras faz com que sua conclusdo seja automaticamente verdadeira.

(MORTARI, 2001, p. 19)

Note-se que a definicdo de argumento védlido ndo estipula que as premissas
devam ser verdadeiras, e sim que a conclusdo serd verdadeira se as premissas o forem.

Assim, argumentos como o seguinte sao considerados perfeitamente validos:

(V) “Todo coelho mutante possui escamas. O Sr. Trifonio é um coelho

mutante. Portanto, o Sr. Trifonio possui escamas.”

Embora possamos de imediato considerar como falsas as premissas deste argumento, se
houver alguma circunstancia que as torne verdadeiras, a conclusdo automaticamente

serd verdadeira, e por estas caracteristicas, a conclusdo € considerada consequéncia

l6gica das premissas.

Em virtude desta interdependéncia entre as premissas € a conclusdo, somente
podem ser considerados vdlidos os argumentos dedutivos. De fato, alguns autores

consideram as no¢des de argumento valido e argumento dedutivo como equivalentes.

Caso as circunstancias que tornem as premissas de um argumento verdadeiras
ndo tornem necessariamente a sua conclusdo verdadeira, teremos um caso de argumento

invdlido.
1.2.1.4. Argumentos corretos e incorretos

Esta é uma subclassificagdo dos argumentos validos. Um argumento correto é
um argumento valido cujas premissas sdo verdadeiras. Caso haja a0 menos uma

premissa falsa, se o argumento for valido, serd incorreto.

Esta foi uma exposicao superficial das no¢des de argumento, consequéncia

l6gica e validade. A partir do proximo capitulo tentaremos caracterizar de forma mais
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rigorosa estas nocdes com o auxilio de linguagens formais e procedimentos mais

precisos para a determinagdo da validade de argumentos.
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2. 0 CALCULO PROPOSICIONAL CLASSICO

Uma das grandes vantagens da légica contemporanea sobre a tradicional foi a
adocdo de linguagens artificiais para o tratamento de inferéncias. Através deste
instrumental foi possivel sofisticar os procedimentos de verificagdo de validade, assim
como lidar com inferéncias que possuem um grau de complexidade maior, como as que

apresentam um numero grande de sentencas.

Costumeiramente uma linguagem € caracterizada como possuindo uma sintaxe
e uma semdntica. A sintaxe de uma linguagem diz respeito a defini¢do de seus simbolos
basicos e o estabelecimento de regras para combind-los de forma correta, de modo a
obter expressdes bem construidas da linguagem. A semantica por sua vez se refere aos
significados atribuidos aos simbolos e expressdes da linguagem, assim como a dinamica

entre estes significados.

Em uma linguagem artificial também € possivel identificar estas dimensoes, € a
linguagem do cdlculo proposicional cldssico(o qual a partir de agora abreviaremos para
CPC) aqui apresentada apresentard uma sintaxe e uma semantica. Estas dimensoes irdo
determinar inclusive versOes distintas para a noc¢do de validade, assim como
procedimentos distintos para determind-la, ainda que possam ser equivalentes. As

proximas secdes serdo dedicadas a explorar cada dimensdo e seus respectivos métodos.
2.1. A SINTAXE DO CPC

A sintaxe do CPC € constituida pela especificacdo dos simbolos de sua
linguagem e das regras de formagdo para combinar estes simbolos de modo a construir

expressoes bem formadas desta linguagem.
Os simbolos da linguagem do CPC serdo especificados como segue:

e varidveis proposicionais: A, B, C,...,Z, Ay, By,... ;
e operadores logicos: —, N\, V, =, &

o simbolos auxiliares: (, ).

As varidveis proposicionais também sdo conhecidas por varidveis sentenciais
ou simplesmente letras sentenciais, € representam sentengas simples de nossa
linguagem natural, ou seja, sentencas que ndo podem ser decompostas em outras

distintas que possuam também sentido completo. Exemplos disto seriam as sentengas:
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“Lucy atinge cem por cento de sua capacidade cerebral.”, “Sherlock Holmes é um
grande detetive.”, “Hd vida em Marte.” ..., dentre outras. Um dos elementos em comum
nestes exemplos é que estas sentencas sdo frases declarativas, ou seja, estdo afirmando
ou asserindo algo, diferentemente de enunciados que expressam perguntas, interjeicoes,
ordens ou pedidos. Conforme ji dito em capitulo anterior, a linguagem do cdlculo
proposicional especificada aqui terd como objeto somente a classe de sentencgas
exemplificada (as declarativas), ndo abrangendo as outras categorias, que sao

normalmente contempladas por linguagens 16gicas mais sofisticadas.

Uma linguagem légica minimamente satisfatéria deve poder lidar com infinitas
sentengas, e assim, deveria possuir um conjunto infinito de simbolos sentenciais. Em
nosso caso, indica-se o uso de subscritos numéricos para as letras que exercem a fungao

de varidveis proposicionais, tornando assim o conjunto destas varidveis infinito.

Os operadores logicos (também conhecidos como conectivos logicos)
correspondem a certas expressdes de nossa linguagem natural que designam funcdes

l6gicas. Uma breve descri¢do desta correspondéncia € explicitada na tabela seguinte.

Operador Simbolo Expressoes usuais em linguagem natural
logico
- ndo, nem, ndo ocorre que, ndo € 0 caso que, nega-se
Negador que...
Conjuntor A e, mas, também, conjuntamente...
Disjuntor \ ou ou , Ou...
Implicador/ = se entdo__, caso entao, ¢ condi¢do para___,
Condicional ) .
__implicaem___, ...
Bi-implicador/ = __seesomente se__, __equivalea__,...
Bicondicional/
Equivaléncia

Figura 2: Correspondéncia dos operadores 16gicos.
Fonte: Elaboracao prépria.

Do ponto de vista sintdtico, um operador gera sentengas compostas a partir de
sentencas mais elementares.
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Os simbolos auxiliares consistem no par de parénteses. Estes exercem para a

linguagem artificial a funcdo de evitar ambiguidades.

As regras de formacdo para a sintaxe do CPC especificam que expressdes da
linguagem formal podem ser consideradas bem formadas, o que designaremos

abreviadamente por fbf’s(férmulas-bem-formadas), e sdo descritas logo a seguir:

e varidveis proposicionais sdo fbf’s, do tipo atémicas.
e se B éuma fbf, entdo — B € uma fbf, do tipo molecular.
o seBeCsio tbf’s,entdo (BAEC), ( BVE),B=0Cc¢ec (B Csio

fbf’s, do tipo molecular.

Convencionaremos omitir o par de parénteses mais externo quando isto ndo ocasionar

ambiguidades.

Observemos que os simbolos $B, € , D ... ndo sdo simbolos definidos ou
especificados na linguagem do CPC, que € a nossa linguagem objeto, mas sim
esquemas de formulas, utilizados no nivel da metalinguagem. Estes simbolos podem
representar qualquer formula do CPC atdmica ou molecular, e sdo conhecidos também

como varidveis metalinguisticas. Utilizaremos este recurso ao longo de todo o trabalho.
2.1.1. O método de deducao natural

Conforme dito anteriormente, a dimensdo sintidtica do CPC possui seus
proprios procedimentos para determinar a validade de argumentos, e um de seus
principais recursos é o método de deducdo natural. A nocdo central deste método € a de

deducdo, definida como segue:

Definicao 3 (Deducgdo): Sejam I um conjunto qualquer de formulas e B uma
formula. Uma deducdo de B a partir de I' é uma sequéncia finita €y,... €, de formulas,
tal que C, = B e cada C;, 1<i < n, é uma formula que pertence a I ou foi obtida a partir
de formulas que aparecem antes na sequéncia, por meio da aplicacdo de alguma regra

de inferéncia.(MORTARI, 2001, p. 242)

Ou seja, trata-se de uma sequéncia finita e ndo vazia de férmulas, das quais

cada uma pertence a um conjunto de hipéteses ou € resultado de férmulas anteriores na
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sequéncia por meio de alguma regra de inferéncia. A udltima férmula da sequéncia € a

conclusdo da dedugdo ou consequéncia logica do conjunto de hipéteses.

Por sua vez, a nocdo de consequéncia logica do ponto de vista sintdtico pode

ser definida como segue:

Definicao 4 (Consequéncia logica): Sejam I' um conjunto qualquer de
formulas e B uma formula. Dizemos que B é consequéncia logica (sintdtica) de T', o

que denotamos por ‘T’ I— B, se hd uma deducdo de B a partir de I'.

2.1.2. Regras de inferéncia

Como dito, uma deducgdo € efetuada com o auxilio de uma ou mais regras de
inferéncia. As regras de inferéncia, também conhecidas como regras de transformagdo
ou regras de deducdo, sdo, grosso modo, esquemas formais de inferéncias, onde uma
vez fornecidas as hipdteses da regra, obtém-se automaticamente a conclusdo prevista
pela mesma. De outro modo, as regras de inferéncia representam estruturas sempre
védlidas de argumento, aceitas como elementos primitivos em uma deducdo para que
deducdes mais complexas sejam realizadas. O grupo de regras que apresentaremos
como primitivas para esta abordagem livre do CPC € muito usual em vérios manuais de
l6gica, e, embora possam ser demonstradas a partir de outras, persistir neste caminho

nos levaria a um regresso ao infinito.
2.1.2.1. Regras de Implicacdo Ldgica

As regras de implicagcdo légica tratam das conclusdes que podem ser obtidas
caso tenhamos determinadas sentengas como hipéteses. Aqui, listaremos um conjunto

de dez:
a) Modus Ponens (MP)

B=eC Ble

Esta regra também € conhecida como afirmagdo do antecedente ou regra de
destacamento. Se uma inferéncia possui uma férmula condicional 8 = € como uma de

suas premissas, € como sua outra premissa a férmula B, entdo pode-se concluir a
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férmula C. Intuitivamente, se uma férmula € antecedente ou condi¢ao para outra, e esta

condicdo € satisfeita, a férmula consequente se segue necessariamente.

b) Modus Tollens (MT)
B=>C-CF-3B

Também chamada de negagdo do consequente, esta regra afirma que, se uma
inferéncia possui uma férmula condicional 8 = € como uma de suas premissas, € Como
sua outra premissa a férmula = €, entdo pode-se concluir a formula = $B. De outra
forma, podemos dizer que, se uma fbf B é condi¢ao para uma fbf C, e o consequente € é

negado, entdo a condi¢do B ndo foi preenchida, ou seja, temos = B.

¢) Simplificacdo (Simp.)
BACEB ou Brefe

A partir de uma conjungdo B A €, pode-se concluir alternativamente qualquer
um de seus conjuntos, ou B ou C. De forma intuitiva, se duas informagdes sio

verdadeiras juntas, pode-se afirmar a ocorréncia de cada uma delas.

d) Dilema Construtivo (DC)

B=OND=E,BVD Feve

Esta regra pode ser interpretada como uma generalizacdo da regra modus
ponens. A partir de uma conjunc¢do entre duas implicagdes, caso ocorra uma disjung¢ao
entre os antecedentes das mesmas, podemos concluir a disjuncdo entre seus

consequentes.
e) Dilema Destrutivo (DD)

B=COAND=E,~CV-EL-BV-D

N

Similar a regra anterior, esta regra pode ser interpretada como uma
generalizacdo da regra modus tollens. A partir de uma conjuncdo entre duas
implicacdes, caso ocorra uma disjuncdo entre as negagdes dos consequentes das

mesmas, podemos concluir a disjun¢do entre as negacdes dos antecedentes.
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f) Conjuncdo (Conj.)
B.CLBAC

Aqui temos o inverso da regra de simplificacdo. Caso uma fbf B e uma fbf C

sejam ambas premissas de um raciocinio, podemos concluir a conjung¢ao entre B e C.
g) Silogismo Hipotético (SH)
B=CC=DB=D

Se uma férmula $B implica em uma férmula C, e, por sua vez, € implica em
uma férmula 9, conclui-se que $B implica D. Ou seja, se temos duas implicagdes em
série, nas quais a fbf consequente da primeira ocorre como antecedente da segunda,
entdo temos como conclusdo uma implicagdo composta pelo antecedente da primeira e

pelo consequente da segunda.
h) Silogismo Disjuntivo (SD)
BVe-BFCou BVe,-C|B

Caso tenhamos como uma das premissas em um raciocinio uma disjuncao, e
como outra a negacdo de um dos disjuntos anteriores, entdo pode-se concluir a

afirmacdo do outro disjunto.
1) Adig¢do (Ad.)
BEBvVE ou efBVeE

Tomando uma fbf qualquer como premissa, podemos concluir sua disjungdo
com qualquer outra férmula. Dito de outro modo, se uma sentenga € verdadeira, também

€ verdadeiro afirmar que ou ela ocorre ou ocorre qualquer outra sentenca.
J) Absor¢do (Abs.)
B=CFB=(BAC

Dado um condicional 8 = €, obtém-se como conclusdo que a férmula B

implica na conjun¢do entre B e €. Esta regra afirma uma nocdo que ja estava presente
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na regra modus ponens, a saber, se B € condi¢do para €, entdo, uma vez que ocorra 3,

teremos além de B, a férmula C.

Como exemplo de aplicacdo deste primeiro conjunto de regras, vamos
demonstrar que a formula = B V = F € consequéncia logica das féormulas B = (€ =9),

BANC=D))=>BVEF e ~(BY )

1. B = (C=D) hipétese
2.BANC=D)=>BVE hipdtese
3.-(BVE hipétese
4. B= (BN (C=9)) 1 Abs.
5=>BVEF 2,4 SH
6.7 3B 3,5MT
7.-BV-F 6 Ad.
QLD.

2.1.2.2. Regras de Equivaléncia Légica

As regras de equivaléncia légica asserem uma equivaléncia entre a premissa da
regra e sua conclusdo. Enquanto que nas regras anteriores as premissas acarretavam
logicamente suas conclusdes sem que o inverso ocorresse, neste novo conjunto de
regras, se tomarmos suas conclusdes como premissas, teremos logicamente as premissas
originais como conclusdes. Para expressar a relagdo de dedutibilidade caracteristica
deste novo conjunto de regras, utilizaremos a notacao “-| |—”. Assim, se temos 5B -| |— e,
entﬁofl3|—€e€|—fl3.

Em nossa exposi¢do, também faremos uso da expressdo “vice-versa” quando

designarmos a dupla direcdo da relacio de dedutibilidade.

a) Dupla Negagdo (DN)
-3 }3

Também identificada por alguns autores como eliminacdo da negagdo, assere
que, da negacdo da negacdo de uma fbf, podemos concluir a afirmac¢do da mesma fbf, e

vice-versa.
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b) Comutatividade (Com.)
sredfers
Bsvedlevs

Dada uma fbf 8 em conjuncdo com uma fbf €, pode-se concluir a conjung¢do
de C com $B, e vice-versa. De modo similar, de uma disjun¢do entre B e €, podemos
concluir a disjungdo € V 8B, e vice-versa. Observamos assim que, esta regra assere que a
ordem dos conjuntos em uma conjun¢do ou dos disjuntos em uma disjuncao ndo altera a

funcdo 16gica das referidas operagdes.

¢) Associatividade (Assoc.)
BrErADY] F@BrOAD
BvEevo{t@Bvevo

Esta regra permite que modifiquemos o agrupamento dos parénteses em
férmulas que apresentam conjuncdes ou disjungdes sucessivas. Caso uma fbf B esteja
em conjuncdo com uma fbf € A P, podemos obter como conclusio a conjun¢do entre
uma fbf B A € e uma fbf D, e vice-versa. Do mesmo modo, a partir de uma disjunc¢éo
entre uma fbf B e uma fbf C V D, podemos concluir a disjuncio entre a fbf BV € e a fbf
9. Intuitivamente, a regra nos autoriza a realizar qualquer agrupamento conveniente em
operadores de conjun¢do em série ou disjuncdo em série, para preservar sua

caracteristica bindria(ou seja, de operar exatamente duas férmulas por vez).

d) De Morgan (DM)
-@Bre){ fF-8v-e
-@Bve){f-3r-e

Nomeada em homenagem ao ldgico Auguste De Morgan, esta regra possui
duas formulagdes. Na primeira, afirma que da negacdo de uma conjuncdo, obtém-se a
disjuncdo da negacdo de cada um de seus conjuntos, e vice-versa. A segunda afirma
que, da negacdo de uma disjuncdo, podemos concluir a conjunc¢io da negacdo de seus
disjuntos, e vice-versa. Caracterizando de forma intuitiva a primeira formulagao,
podemos dizer que se ndo ocorre que duas fbf’s B e € estejam em conjungdo, é porque

ou ndo ocorre a fbf B, ou ndo ocorre a fbf C. Na segunda formulagdo, podemos dizer
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que, se nao € possivel uma disjungdo entre B e €, € porque ndo ocorre a fbf B e ndo

ocorre a fbf C.

e) Contraposi¢do (Contrap.)

B=eH{-e=-3

Também chamada de transposicdo, esta regra enuncia que, caso tenhamos um
condicional como premissa, teremos como conclusdo outro condicional, constituido
pela inversao das féormulas antecedente e consequente, ambas acrescidas de operadores
de negacgdo. O contrdrio também € vélido. Esta regra pode ser interpretada como uma
versdo da regra modus tollens, pois, dado um condicional qualquer, uma vez que o

consequente € negado, temos a negacdo do antecedente como consequéncia.

f) Distribuicdo (Distr.)
BAECVDY] FBAC)V (BAD)

BVErADY] F@BVE) A BV D)

A principal aplicacdo desta regra € transformar conjuncdes em disjuncdes e
vice-versa. Se uma fbf B estd em conjun¢do com uma fbf € V P, entdo conclui-se que B
estd em conjun¢do com € ou que estd em conjuncdo com 9. Visualmente, houve uma
distribui¢do da fbf B em conjungdo com as fbf’s que estavam dentro do par de
parénteses. Analogamente, se uma fbf B estd em disjuncdo com uma fbf C A D, a
distribuicdo mencionada funciona de forma similar, ou seja, pode-se concluir que 5 esta

em disjuncdo com € e que estd em disjuncdo com 9.

g) Exportagdo (Exp.)
BrO=>D]|B= (€= D)

A depender do sentido da derivacdo também pode ser chamada de importacdo.
Esta regra permite que uma das férmulas que constituem o antecedente de um
condicional (desde que este antecedente seja uma conjuncdo), seja alocada para o
consequente, bastando eliminar a conjun¢ao e introduzir outro operador condicional na
fbf resultante, e vice-versa. Intuitivamente, se as fbf’s B e € sao simultaneamente
condi¢des para a fbf consequente P, pode-se expressar esta situacdo agrupando-as em

uma conjun¢do que serd o antecedente do referido condicional, ou, alternativamente,
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expressa-las ambas como antecedentes de condicionais em série cujo consequente final

¢ afbf D.

g) Tautologia (Taut.)
B} BrB
B }Bvas

Apresentada por alguns autores também como regra de idempoténcia, esta
regra possui uma versao para a conjuncao e uma para a disjun¢do. Em sua versdo para o
operador de conjuncdo, ela expressa que a partir de uma fbf qualquer, pode-se concluir a
conjuncao desta fbf consigo mesmo, e vice-versa. De forma similar para o operador de
disjuncao, de uma fbf qualquer pode-se concluir a disjuncdo desta fbf consigo mesma, e

vice-versa.

1) Implicagdo Material (IM)
B=e{f-3ve

Esta regra permite que tratemos uma implicacdo em termos dos operadores de
negacdo e disjuncdo, e vice-versa, desde que a estrutura logica seja respeitada. Se uma
fbf $B implica em uma fbf €, pode-se concluir a negacdo da fbf B em disjuncdo com a
fbf €, e vice-versa. Esta regra pode ser intuitivamente associada ao funcionamento da
tabela de verdade da implicacdo, onde se verifica que, para que uma implicacdo se

mantenha, basta que o antecedente seja falso ou que o consequente seja verdadeiro.

j) Equivaléncia Material (EM)
BoCH{F@B=0A(C=B)

Se uma fbf B equivale a uma fbf €, conclui-se que a primeira implica na
segunda, e, a segunda implica na primeira. Por sua vez, dada uma conjuncdo onde os
conjuntos componentes sdo, respectivamente, 8 = C e € = B, conclui-se que as fbf’s

B e € se equivalem.

As regras de inferéncia abordadas nos auxiliam a demonstrar definicdes que
afirmam a equivaléncia entre duas féormulas, as quais normalmente sdo introduzidas sem
demonstracdo em sistemas formais. Ainda que ndo se possa muitas vezes provar estas

defini¢des com recursos do préprio sistema, € util compreender como elas se originam.
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Como exemplo, demonstraremos a equivaléncia entre as férmulas 8= Ce ~ (B A =€),
a qual serd adotada como defini¢do no sistema axiomadtico investigado mais a frente

neste trabalho.

B=eC{ F-@Br-0)

1* parte:
1.8=¢€ hipétese
2.7C=-3B 1 Contrap.
3.aCVa3B 2IM
4.2 (7 CAB) 3 DM
5(BA0) 4 Com.
QED.

2% parte:
1.2(BA-C hipétese
2.9BV-a-EC 1 DM
3.B$=>--C 2IM
4. 8= C 3

DN'

QED.

Constatamos que ao tomar B = € como hipétese, obtemos como conclusao -
(B A= C), e, por sua vez, quando tomamos = (B A = C) como a hipdtese, temos B = C

como resultado. Assim, as férmulas B = € e = (B A = €) se equivalem.

2.2. A SEMANTICA DO CPC

Tradicionalmente, a dimensdao semantica de uma linguagem trata do
significado ou interpretacdo dada aos simbolos desta linguagem e das regras para a

manipulacdo destes significados. Isto também ocorre para uma linguagem artificial

! Estamos pressupondo aqui uma regra de substituicdo de férmulas equivalentes.
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como a do CPC, porém, de forma simplificada em nosso caso: a dimensao semantica do
CPC ¢ baseada somente nas noc¢des de verdade e falsidade. Embora estas no¢des sejam
objeto de debates profundos do ponto de vista filoséfico, para fins de tratamento do
CPC, elas devem ser tomadas como valores logicos, os quais denominaremos de
valores de verdade. Assim, pode-se dizer que a semantica do CPC possui os seguintes
valores 16gicos: o valor verdadeiro(o qual representaremos por V) e o valor falso(o qual
representaremos por F).

Formalmente, a semantica do CPC é uma fung¢ao, a qual denominaremos por
valorag¢do (V), que atribui os valores V ou F as férmulas atdmicas de sua linguagem, e
estabelece regras para calcular o valor de verdade para as férmulas moleculares. Assim,

sendo B e € férmulas quaisquer, temos:

Definicao S(valoracdo): Uma valoracdo V € um funcio do conjunto de todas as
férmulas de uma linguagem proposicional no conjunto de valores de verdade {V, F}, tal

que:

o VB)=VouV(B)=F;

o V(B)=Vsse* V(B)=F;

o VBAC)=Vsse VB)=V(EC)=V,

e VBVEC)=Vsse V(B)=VouV(@ =V,
o V(B=C)=Vsse V(B)=FouV(EC) =V,
V(B < €)=Vsse V(B)= V(C).

Estas clausulas/definicdes podem ser representadas de outra forma, em disposi¢des

conhecidas como tabelas de verdade, as quais exibiremos a seguir:

Negacgdo Conjungdo Disjungdo

B | B B|IC | BAC B |C |BVE

VIF ViVv Vv V |V Vv

F |V VIF F V | F Vv
FlV F F |V Vv
F |F F F | F F
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Bicondicional Implicacdo
B 1€ | BsC B [e [3=e
Vv |V Vv vV |V v
V |F F vV | F F
F |V F F |v v
F |F Vv F | F v

Figura 3: Tabelas de verdade.
Fonte: Elaboragdo prépria.

Abaixo estdo alguns exemplos que mostram como calcular o valor de verdade

de férmulas moleculares com base nas no¢des apresentadas:
Seja V(B)=V, V(€)= F e V(D)= V. Calculemos entdo o valor de
@QBAC)=D,b)(BAC)e(c) B=(C=D).

Para a letra (a), segundo as atribui¢des estipuladas, teriamos:

BANC=>D
VFF VYV

Para a letra (b):

(B ACE)
VVFF

E para (¢):

B=(CC=9)
VV FVV

Férmulas cujo valor de verdade € sempre o verdadeiro para qualquer atribuicao

de valores as suas subféormulas sdo conhecidas como tautologias. Assim:

Definicao 6(Tautologia): Uma formula $B ¢ uma tautologia se, para toda V,

V(B)=V.
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Para denotar que uma formula ¢ tautologia utilizaremos o simbolo '|= ' prefixado a

formula em questdo. Deste modo, |= 3B pode ser lido como "B € uma tautologia".

Férmulas cujo valor de verdade é sempre o falso para qualquer valoraciao de

suas subférmulas sdo denominadas de contradigcoes. Assim:

Definicao 7(Contradi¢cdo): Uma formula B é uma contradicdo se, para toda V,

V(B)=F.

Por sua vez, férmulas que sdo verdadeiras em certas valoracdes mas falsas em

outras, sdo chamadas de contingéncias. Segue a definico:

Definicao 8(Contingéncia): Uma formula B é uma contingéncia se, hd ao
menos uma valoragcdo Vi, tal que V(B)=V, e ao menos uma valoracdo V, tal que

V(®B)=F.

Uma vez estabelecida a nocdo de valoracdo e seus principais conceitos
relacionados, definiremos agora a no¢do de consequéncia légica do ponto de vista

semantico.

Definicao 9(Consequéncia l16gica fraca): Uma formula B implica logicamente
uma formula C (ou € é uma consequéncia logica de B) se, para toda valoragcdo V tal

que V(B) =V, temos que V(€)= V.

Ou seja, uma férmula implica logicamente outra(do ponto de vista semantico) se, para
toda valoracdo que torna a primeira verdadeira, a segunda também € verdadeira.
Observemos que esta definicdo € muito similar a defini¢do intuitiva de argumento
vélido que foi afirmada no capitulo anterior. Para designar o caso em que uma férmula é
consequéncia légica de outra, utilizaremos o simbolo ° |=’, 0 qual usamos anteriormente

para designar uma foérmula tautolégica, da seguinte forma:
B Ee

Esta expressdo pode ser lida como “$B implica logicamente €7, ou “€ € uma

consequéncia légica de $B”.

Podemos estender as defini¢des anteriores para casos em que estejamos lidando

com um conjunto de férmulas como hipéteses. Neste caso precisaremos definir a nogao
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de modelo, e adequar a defini¢do de consequéncia légica para incluir um conjunto de

férmulas. Segue entdo a defini¢do de modelo:

Definicao 10(modelo): Uma valoracdo V é modelo de um conjunto de

formulas T se, para today € T, V(y)=V. (MORTARI, 2001, p.148)

Ou seja, uma valoracao € modelo de um conjunto de férmulas se ela torna verdadeiras
todas as férmulas do conjunto. Para indicar que uma valoragdo V é modelo de um

conjunto I', escrevemos ‘V |=F’.

Definicao 11(consequéncia légica forte): Seja I' um conjunto de formulas, e B
uma formula. Dizemos que B é uma consequéncia logica de I' (ou que I implica

logicamente $B ) se, para toda valoracdo V tal que V |=T, V(®B)=F.

As tautologias, por serem férmulas sempre verdadeiras (e portanto vdlidas no
CPC), sdo consideradas do ponto de vista semantico como "leis ldgicas", e existem
recursos no CPC para identificar ou testar se uma determinada férmula € ou ndo uma
tautologia. Embora haja outros, os principais mecanismos para este fim sdo as proprias
tabelas de verdade, e também os chamados tablos semdnticos. As tabelas de verdade sdo
um procedimento de prova direto, ou seja, constroem passo a passo o resultado que se
deseja obter, e através delas é possivel determinar ndo apenas se uma férmula € uma
tautologia, mas também se € uma contradicdo ou contingéncia. Embora largamente

explanadas em muitas obras sobre 16gica, optaremos por utilizar em nosso trabalho um

procedimento de prova indireto, a saber, os tablos semanticos.

2.2.1. Tablos semanticos

Os tablds semanticos sdo conhecidos também como drvores de refutagdo, em
decorréncia de seu aspecto ramificado e sdo utilizados principalmente como
procedimentos de teste de validade de fbf’s. H4 muitas versdes disponiveis dos tablos, a

depender do tipo de légica a ser tratada. Apresentaremos aqui uma versao para o CPC.

O teste de validade por tablos semanticos é baseada no principio de redugdo
ao absurdo. A reducdo ao absurdo pode ser utilizada como procedimento de prova

indireto, e consiste em supor a negacdo do que se quer demonstrar, calculando em
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seguida as consequéncias desta suposi¢cdo. Caso as consequéncias levem a uma
contradicdo(absurdo 16gico), verifica-se que a suposicdo inicial estava incorreta,

provando-se assim o que realmente se queria demonstrar.

Aplicando este principio ao teste de validade por tablos, iniciamos supondo
primeiramente a falsidade da formula que serd testada. A partir da decomposi¢do dos
valores de verdade de suas férmulas moleculares utilizando as regras de constru¢do dos
tablos, chegamos aos valores de verdade de suas formulas mais elementares. Caso haja
alguma contradicdo entre os valores de verdade de suas formulas atdmicas, conclui-se
que a suposi¢ao inicial de falsidade esta incorreta. Isto quer dizer que nao ha nenhuma
circunstancia em que a férmula em questio seja falsa, ou seja, ela € uma tautologia, e
portanto, védlida no CPC. Por outro lado, caso ndo tenha havido contradi¢des entre os
valores das férmulas atdmicas, encontramos uma circunstancia em que a férmula

realmente pode ser falsa, o que nos diz que ela ndo € vélida.

Os tablos também podem ser utilizados para testar a validade de argumentos.
Para isto, basta que suponhamos inicialmente que o argumento em questdo possa ser
invdlido em alguma circunstancia, ou seja, que sua premissa Ou premissas sejam
verdadeiras, porém levem a uma conclusdo falsa. Dai procedemos do mesmo modo
mencionado anteriormente, decompondo as férmulas moleculares até chegarmos aos
valores de verdade das formulas atomicas. Novamente, a presenca ou auséncia de

contradi¢oes indicardo a validade ou invalidade do argumento.

2.2.1.1. Regras de construcao

a) Negacao:
V-3 F -5
F3 VB
b) Conjuncao:
VBAEC FBANC

& /N

ve F3B Fe
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¢) Disjuncao:

VBvVEe FBVE
/ \ F3B
VR ve Fée
d) Implicagao:
VB =_C FB=2C
/N v
F3B ve Fée

e) Bicondicional:

VB <C FB<C
/\ / N\
VB F3B V3B F3B
Ve Fe Fe Ve

Figura 4: Regras de construcio para tablds semanticos.
Fonte: Mortari, 2001, p.204.

As regras de construcdo dos tablos também sdo chamadas de regras de
expansdo, pois visualmente expandem o tabld de modo a dotd-lo do aspecto de uma
arvore invertida. Cada uma das férmulas que compdem o tabld sdao chamadas de nodos
ou nos, e cada férmula molecular decomposta segundo as regras acima, € dita como
sendo processada. Caso haja mais de uma possibilidade de andlise na decomposi¢cdo de
uma formula molecular, serd aberta uma bifurcacio no tabld conhecida como ramo. Um
ramo serd considerado aberto, caso ndo haja mais férmulas a decompor e nenhuma
contradi¢@o for encontrada entre os valores de verdade das férmulas atdmicas presentes
no ramo. Um ramo serd considerado fechado se for verificada alguma contradi¢do entre
os valores de verdade das formulas atdmicas presentes no mesmo. Quando todas as

férmulas moleculares do tabld sdo decompostas, considera-se o tablo terminado.

Uma vez terminado o tabld, caso ainda haja algum ramo aberto, verifica-se que
a suposicao inicial de falsidade estava correta, e a férmula € de fato invélida. Entretanto,
se todos os ramos estiverem fechados, a férmula em questdo ndo pode ser falsa, sendo

portanto valida. Com poucas adaptagdes, o0 mesmo principio € aplicado a testes de

validade de argumentos, conforme j4 descrito anteriormente.
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Como exemplo, testaremos a validade da formula B8 = (€ = 8), por tablds:

V FB=C=RB)
VB

v FC=93
Ve

F3B

X

Comecamos supondo inicialmente a invalidade da férmula, ou seja, que ha
uma circunstancia em que a férmula B8 = (C = ) € falsa, o que é representado na
primeira linha. Para que isto ocorra, pelas regras de construg¢do, € necessirio que o
antecedente 3B seja V e o consequente € = B seja F, situacdo contemplada na segunda e
terceira linhas do tablo. Assinalamos a férmula da primeira linha, indicando que a
mesma j4 foi processada. Na terceira linha obtivemos que C = $B é F. Pelas regras de
constru¢do do operador de implicacdo, para que isto ocorra, € preciso que o antecedente
€ seja V e o consequente B seja F, condi¢do satisfeita na quarta e quinta linhas.
Assinalamos a férmula € = $, indicando que a mesma foi processada. Nado foi
necessario abrir ramos neste tabld, e encontramos uma contradi¢do entre os valores de
verdade da féormula $B. Assim, assinalamos o final do tablé com um ‘x’, indicando que o

mesmo estd fechado, o que decorre que a férmula em questao € vélida.
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3. SISTEMAS FORMAIS

Um sistema formal € constituido quando trés condi¢des elementares sao
satisfeitas: a especificacdo de sua linguagem formal, a presenca de um conjunto de
férmulas desta linguagem que servirdo como axiomas desta teoria, € um conjunto de
regras de inferéncia.

No sistema formal apresentado, a linguagem formal é especificada do mesmo
modo que especificamos a linguagem do CPC, ou seja, € um conjunto contdvel de
simbolos que inclui simbolos para varidveis proposicionais, simbolos para operadores
l6gicos e sinais auxiliares. No entanto, em um sistema formal normalmente sdo
escolhidos alguns operadores como “primitivos” do sistema, € os outros sdo obtidos

através de definicoes.

Os axiomas sdo formulas escolhidas a partir das quais serdo derivados os
teoremas do sistema. Embora normalmente as férmulas escolhidas como axiomas de um
sistema sejam validas, basta apenas que sejam férmulas da linguagem formal

especificada.

As regras de inferéncia sao relagdes entre tbf’s que ja foram discutidas no
capitulo anterior. Acrescenta-se neste capitulo o fato de que a maioria dos sistemas
formais adota o modus ponens como regra primitiva, obtendo outras regras auxiliares

por defini¢do ou por derivagdo a partir das regras e defini¢cdes primitivas.

Em um sistema formal € necessario estabelecer a definicdo de algumas nogdes
importantes, em particular as nocdes de prova, deducdo, teorema e consequéncia

logica.

Definicao 12(prova): Uma prova(ou demonstracdo) em um sistema formal é
uma sequéncia de fbf’s, na qual, cada fbf é um axioma, ou é obtida a partir dos axiomas

por meio de regras de inferéncia.

Dada uma férmula 8, se B € a dltima férmula da sequéncia mencionada acima, diz-se

que hd uma prova de $ no sistema formal especificado.

Definicao 13(teorema): Um teorema em um sistema formal é uma formula

para a qual existe uma prova no referido sistema.
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Definicao 14(deducdo): Uma deducdo em um sistema formal é uma sequéncia
de fbf’s, na qual, cada fbf é um axioma, ou pertence a um conjunto I" de formulas, ou é

obtida a partir de um dos elementos anteriores por meio de regras de inferéncia.

Se uma férmula $B € obtida a partir de um conjunto I' de férmulas do modo descrito

acima, diz-se que hd uma deduc¢do de #B a partir de I' no sistema formal.

Uma prova também pode ser caracterizada como um subcaso de uma dedugao,
a saber, o caso em que I' = J. Assim uma prova seria uma deducio a partir de um

conjunto vazio de férmulas.

Definicdo 15(consequéncia l6gica sintdtica): Uma formula B é consequéncia
logica em um sistema formal de um conjunto de formulas I', se existe uma deducdo de

B a partir de I neste sistema formal.

Assim, F|— B pode ser lido como “HB é consequéncia légica de I'”, ou “T" acarreta

logicamente 5.

Um teorema também pode ser caracterizado como um caso particular da
definicdo de consequéncia légica, a saber, o caso em que I' = . Assim, um teorema
serd uma consequéncia légica de um conjunto vazio de férmulas. Assim, & |— 3B pode

ser lido como “3B ¢ teorema”, e a notacao pode ser abreviada simplesmente para |— B.

Caso estejamos tratando com sistemas formais distintos, ¢ comum especificar o
sistema com o qual estamos lidando através de um subscrito localizado na base do
simbolo utilizado para a consequéncia légica sintdtica. Assim, se tratamos no momento
de um sistema formal F, a expressao |-F 3B indica que a férmula B € teorema do sistema
F. Por sua vez, a expressdo I' |—p 3B indica que a férmula B é consequéncia l6gica do

conjunto I' de formulas no sistema F.
Outras nog¢des importantes sao as de lema e coroldrio:

a) Lema: proposicdo derivada para facilitar a demonstracio de uma
proposi¢do subsequente e em geral mais importante, como a
demonstracdo de um teorema;

b) Corolério: consequéncia logica ou aplicacdo imediata de um teorema

demonstrado na teoria formal.
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Uma teoria € decidivel se existe um algoritmo, ou procedimento efetivo que
permita determinar se uma férmula ¢ um teorema da teoria formal; caso contririo €
indecidivel. Um procedimento efetivo se constitui de um método mecénico para teste

das tbf’s, como por exemplo tabelas-de-verdade ou tablos semanticos.

Corregdo e completude sdo propriedades importantes de uma teoria formal,
também chamadas de metateoremas. Um metateorema € uma consequéncia que afirma
propriedades importantes para o sistema formal, sendo demonstrada fora do préprio
sistema. O metateorema da correcdo enuncia que, se uma fbf B € um teorema de uma
teoria formal, entdo € também uma férmula valida desta teoria. E o metateorema da
completude enuncia que, se uma fbf #B é uma férmula vélida de uma teoria formal,

entdo é também um teorema desta teoria.
Vejamos agora algumas propriedades da nocdo de consequéncia logica.

Propriedades da nogdo de consequéncia

Pl:Se B eT, entiol | B;

P2: Se EB, entio I' | B;

P3:Sel'cAel |-fB, entéoAl—fB;

P4:T |- 3B se e somente se ha um subconjunto finito A de I tal que A |— B;
P5: Se A |— B, e, paracada Cem A, T |— C,entio I’ |— B.

Abordaremos agora forma mais detalhada o método axiomdtico, exibindo
como exemplo uma axiomatizacdo do cdlculo proposicional cldssico baseada nos

axiomas propostos por Rosser (1953).

3.1 AXIOMATIZACAO DO CPC

A axiomatizacdo que iremos exibir é baseada nos axiomas propostos por
Rosser(1953) para o calculo proposicional, os quais estdo indicados em Mendelson
(1997, p.45-47) e constituem nesta obra o sistema L2. Neste trabalho optamos por

preservar a forma como o sistema é identificado em Mendelson, o referenciando

também como sistema L2.
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Seguem as principais defini¢des do sistema L2.

® A linguagem de £2 utiliza os seguintes simbolos:
* A, B,C,..Z A, B,... como varidveis proposicionais;
= 0s simbolos = e A, como operadores primitivos;

= parénteses como simbolos auxiliares.

® A linguagem de £2 utiliza as seguintes definicdes de férmula bem
formada:
= toda varidvel proposicional é uma fbf;
= se Be Csio fbf’s, entdo também o sdo ~Be (B A C).
[ ]

O operador = € introduzido por definicao:

Def.1: B = € é definido por ~(B A = €). Assim, B = € é uma

abreviacdo para = (B A = C).

Sendo B, € e D fbf’s de L2, entdo temos os seguintes esquemas de

axiomas em £L2:
1): B=>(BANB)
2):(BAC) =B
B):B=C)="CAD)=-(DANRB))

A regra de inferéncia primitiva € o Modus Ponens (MP).

Ilustraremos a aplicacdo das nocdes expostas demonstrando a prova do lema

(a) no sistema £2:

@WB=CC=D fen(-DAB

1.B8=2¢C hipétese
2.6=9 hipétese
3.B=C)=>CCA"D)="(DNRB)) instancia de (3)
4.29CAN" D)= (DB 1,3 MP
5.7 (CA-9D) 2 Def. 1
6.7 (D ARB) 4,5 MP

QED.
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Uma vez demonstrado o lema (a), 0 mesmo pode ser utilizado na demonstragao
de outras consequéncias no sistema £2. A seguir, mais lemas do sistema, dentre

deducdes e teoremas. Suas respectivas demonstracdes encontram-se no apéndice:

(B) |22 (2 B A B)

(c)|-g2-l-lfl3:>fl3
DFeBre)=C=-B)
(e)|-ngl3:>-l-lfl3
Ofe@B=>0)=E-C=-B)
(g)ﬁ:’B:>—|€|—mG:>fB

WB=C DN B=CAD
(HB=CC=D,D=E fuB=E
0 FeB=>3

K FeBre=erB
DB=>CC=>DeB=D
MB=CDELBADECAE
MC=D FBre=>BAD

©0) Fe@B=E€=2)=(BAe) =D
@) Fe(@re)= D) =B=C= )
DB=CB=>C=D) B>
N beB=E@=>3r0

(s) |-zzf/3:(e:>fl3)

3.1.1. Metateorema da deducao (TD)
) Sel’, B I-ﬁze, entdo I’ |-32 B=C

Como caso particular temos que, se B |-£2 C, entdo |- 2B = C (HERBRAND,
1930 apud MENDELSON, 1997, p. 37). De outro modo, se uma férmula € ¢é
demonstrdvel a partir de premissas C ..., €, entdo é possivel demonstrar a férmula €,

= €, a partir de premissas Cy,..., C,;.
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Para demonstrar o Teorema da Deducido, utilizaremos o método da inducdo

matemadtica, cujo esquema simplificado € representado a seguir:

Po ———> caso base
hipotese da inducdo

|
Vx(Px=Px+1)

|_

Vx Px

passo indutivo

Figura 5: Esquema do principio de indugdo matematica.
Fonte: Elaboracdo propria.

Na premissa designada como caso base, demonstra-se que o primeiro elemento
de uma sequéncia apresenta uma determinada propriedade P. Na segunda premissa
demonstra-se que, caso um elemento qualquer da sequéncia apresente a referida
propriedade(hipdtese da indugdo), o seguinte também a apresentard(passo indutivo).
Segue-se dai que todos os elementos da sequéncia apresentardo a propriedade em
questdo. Na prova a seguir, o método de inducdo matemadtica serd aplicado sobre a

sequéncia de passos que constituem a prova de uma férmula € qualquer.

Prova: Seja €y, ..., €, uma prova de € a partir de I' U {$8}, onde €, = C. Por
inducdo matematica sobre i(n° de passos da demonstracdo de €) , serd provado que I’ |-

B=Cparal <i<n.

Base da inducgdo: i = 1.
Como caso base, tomaremos a situacdo de haver apenas um passo na

demonstragdo. Assim, ha trés possibilidades para €;:
a) Cl el
b) G, é axioma

C)e]:fB

No caso (a) temos:



1.T }e

2. Fe=>@=0)
3.rke=@®B=e)
4T FB=¢

Temos no caso (b):
1. e
2.T}e
3. fe=@B=e)
4.T Fe= B =€)
5T F8=¢

Para o caso (c) temos:

L 8>3
2THB=> B
3.rks=e¢
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P1

instancia de (s)
2 P2

3,IMP

axioma de £2
1 P2
instancia de (s)
3P2

4,2 MP

0
1P2

2 caso (¢) (B = C))

Hipétese da indugdo (HI): se I, B |— Cy, entio I' |— B = C (para todo k < i, ou

seja, se trata de qualquer fbf anterior a € na sequéncia).

Passo Indutivo: se I', B |- C,entio I |-fl3 = €, havendo quatro possibilidades

para C;:

a)G el
b) € é axioma

)CéPB

d) € é obtido por Modus Ponens de €; e €y, sendo que C, = (G = €),ej<i

e m < I, ou seja, SAo passos anteriores a i.

(a), (b) e (c) sdo demonstrados como no caso base. Na letra (d), pela hipotese

da induc¢do, assumiremos:

rF8=¢erl |B8=¢,

Assim:
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1.T |— B=C hipétese da inducdo
2.T |- B=Cyn hipétese da indugao
3. FB= (€ =0) 2(€,=¢=0)
4T FB=¢ 1,3 (¢)

O caso no qual i =n é o resultado desejado: I" |- B=C,.
QED.
Seguem outras consequéncias do sistema £2:

W) fee(—-B=>B)=> B
MNB=C -B=Clet

3.1.2. Metateorema da adequacao
(w) |- £2 B se e somente se |= £2B.

O metateorema da adequacdo € uma abreviacdo da conjuncdo de dois outros
metateoremas, a saber:

® se |-22 B entdo |= £2 B (metateorema da corregdo)

® se |= £2 B entdo |— £2 B (metateorema da completude)

Assim, a prova do metateorema da adequacdo implica em obtermos as provas de seus

metateoremas constituintes.
3.1.2.1. Metateorema da corre¢ao

O metateorema da corre¢do enuncia que, se uma férmula 3B € teorema de £2,

entdo é também uma tautologia. Sua prova consiste em:

e demonstrar que os axiomas de £2 sdo tautologias.
e demonstrar que a regra de inferéncia modus ponens leva de tautologias a

outras tautologias.

Segue a prova por tablos semanticos de que os esquemas de axiomas de L2 sao

tautologias.
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(1) B = (BN B):
vV FB=(BNB)

VB

vV FBANB

(3/\

F3B

X X

O esquema de axioma (1) € uma tautologia.

2Q)BNEC= B
vV FBANC=RB
vV VBAC
F3
VB
ve

X

O esquema de axioma (2) € uma tautologia.

BB=2C=-CAD)=>—=(DNB)):

V FB=C0=-CAD)=—-(DNB))
vV V8=¢C
v F~(@AD)=—(DAB)
vV V-(CAD)
vV F- (DB
v FCAND
vV VDONSB
VD
V3B

"
/\
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FB Ve

X X

O esquema de axioma (3) € uma tautologia.

QED.

Proposigio 1: Se FBe FB = € entio €.

Segue a prova por reducdo ao absurdo de que a regra de inferéncia modus

ponens leva de tautologias a outras tautologias.

Prova: Consideremos por suposicdo que as férmulas B e B = € sejam
tautologias, e a féormula C receba o valor F para ao menos uma atribuicdo de valores.
Recebendo a férmula $B sempre o valor V, e a férmula € o valor F, a férmula 8 = €
receberd para aquela atribuicio o valor F. Isto contradiz a afirmacao inicial de que B =
€ seja uma tautologia. Deste modo, nao é possivel que a férmula € assuma o valor F.

Com isto prova-se que a regra de inferéncia modus ponens gera tautologias a partir de

tautologias.
Segue agora o enunciado do metateorema da correcao.
Proposic¢ao 2: Se |-£2:’B , entao |=£2 B.

Prova: Uma vez provado que os axiomas de £2 sdo tautologias, e que a regra
MP preserva tautologias, e por sua vez, se todos os teoremas de £2 sdo obtidos a partir
dos axiomas ou consequéncias destes através da regra MP, segue-se que todos os

teoremas de £2 sdo tautologias.

QED.

3.1.2.2. Metateorema da completude

O metateorema da completude enuncia que, se uma férmula $B é tautologia,
entdo é também teorema de £L2. Para obter sua prova € necessdrio provar primeiramente
uma consequéncia que designaremos como Lema da Relagdo de Dedutibilidade

Correspondente.
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Relacdo de Dedutibilidade Correspondente

Consideremos que:
e B éuma fbf;
e (C, ..., G sdo varidveis proposicionais que ocorrem em B ;
e (C ¢ qualquer varidvel proposicional entre €; e € ;

e (; € uma representacao arbitraria para atribui¢des de valores de verdade

ag;
o 3B’; é uma representagdo arbitrdria para atribuicdes de valores de verdade
as.
Assim, para uma determinada atribuicao de valores de verdade para €, ..., €,

temos:
e seCG=VentioC’; =6 ;
e se G =Fentio C;=-C,.

E também:
e seB=VentioB’ =B ;

e seB=Fentio B’ =-B.
Pela hipétese da indugdo, €y,..., Ck |— 3. Portanto:

Se @i,..., G | B, entio €y,..., € | B

Para exemplificar esta relacdo, assumamos que a fbf B seja —(C;= —C,). Se
aplicarmos o lema a esta férmula, entdo cada linha de sua tabela de verdade pode ser

expressa em uma relacio de dedutibilidade correspondente.

¢ | & | -C=>-0G)

vV IV |VVFFYV

V|F | FVVVF

F|V |FFVFYV
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F | F |FFVVF

Figura 6: Relacdo de dedutibilidade correspondente.
Fonte: Elaboragao prépria.

1°linha: €;, & | — (€, = —€,)
2*linha: €, = € | —— (€ = —€)
3*linha: = €, € | — (€ = — &)

4? linha: — 61, - ez I'—|—| (el e Cz)

Prova: A prova deste lema utilizard o método de indu¢cdo matemdtica sobre o

ndmero n de ocorréncias de operadores — e A em 5.

Base da indugdo: n = 0. Neste caso, ndo hd nenhuma ocorréncia de operadores

em 3B, ou seja, B € s6 uma letra sentencial €;. Assim, o lema assere:
Se (31 = V, entao G'1= 61. Dai 81 |—61
Se (31 =F, entao €’1= - 61. Dai —|€1 I'—| 61.

Hipoétese da inducao (HI): Assumamos que esse lema se mantém para todo j < n.

Caso I: B = — C. Isto significa que C tem menos do que n ocorréncias de — e

Subcaso la: C=V. Entdo $B = F. Nesse caso, €’ = € e $B' = —B. Aplicando a

hipétese da inducdo a €', temos €C’y,..., C |-G'. Assim:

1.C,..., Cx |- cC hipétese da inducao
2.Cq,..., Cx |—C 1 (Subcaso 1a)
3. |—(3 =0 instancia de (e)
4.€4,.,€Fe=--¢ 3 P2
5€,.,C¢F--¢ 2,4 MP
6.€, ... -3 5 (Caso 1)

7.C,..., C |—53' 6 (Subcaso 1a)
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Subcaso 1b: € = F. Entdo B = V. Nesse caso, €’ = - Ce B’ = B. Aplicando

novamente a hipétese da inducdo a €', temos €’y,..., C’k |— €. Assim:

1.€4,..., Ck |—G’ hipétese da inducao
2.€4,..,C F—e 1 (Subcaso 1b)
3.€,.,.C | B 2 (Caso 1)
4.€4,...C B 3 (Subcaso 1b)

Caso 2: B =€ A D. Isto significa que € e D terdo menos ocorréncias de — e A
do que 3.
Subcaso 2a: C=VePD=V.Logo, B=V. Assim, temos que € =C, D’ =De

B’ = PB. Aplicando novamente a hipdtese da indugido a €' e a D’ obtemos €’y,..., C’ |— C

e C,..., C |—.‘D‘. A derivagdo ficard como segue:
1.C,..., C |— e hipétese da inducdo
2.C,..., Cx |—(3 1 (Subcaso 2a)
3.C,..., C |— o hipétese da inducdo
4.Cy,..., Ck |—® (3 Subcaso 2a)
5. Fe=>@=@rD) instancia de (r)
6.C1,.., O FC= (D= (C A D)) 5P2
7.€41,..Ck F (D= (€1 D)) 2,6 MP
8.C...CfFend 4,7 MP
9.€,...Cx| B 8 (Caso 2)
10. C’4,..., Cx |-fl3’ 9 (Subcaso 2a)

Subcaso 2b: € assume o valor F, do que decorre que 8 = F. Portanto, C=—Ce

B’ = — B. Por hipétese da indugio sobre €’, temos €’y,..., C'x |— C’. Assim:

1.C,..., C |— (O hipétese da indugdo
2.€,..,C € 1 (Subcaso 2b)
3.ChD=2¢ instancia de (2)
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4.€4,...¢cferd=e 3 P2
50(CAND)=C)=(—-C=>—-(CND) instancia de (f)
6.€1,... Ck F(CAD)= @)= (€=~ (CAD)) 5P2
7.€4,..,Cc F-C=—(CrD) 4,6 MP
8.€1,...C F=(@AD) 2,7 MP
9.€1,....C -3 8 (Caso 2)
10.€,...,C% | B 9 (Subcaso 2b)

Subcaso 2c: D = F. Portanto, D’ = - D e B = — B. Aplicando a hipdtese da
inducdo a P’, obtemos €y, ... , C’k |-ﬁ)’. Assim:

1.Cy, ..., C% |—f1)’ hipétese da indugao
2.Cq, ..., Cx |——| D 1 (Subcaso 2c¢)
3.9 NC=9 instancia de (2)
4.€4, ... fPre=9 3 P2
5DNC=D)=D=-(DNEC) instancia de (f)
6.€1,...CL F@PNC=D)= (D= (DAE) 5P2
7.€4..,C =D~ (@Dr0) 4,6 MP
8.€,...,¢ F-@nre 2,7 MP
9.CAND=DNC instancia de (k)
10.€y,...,C ferd=D e 9C2
IL.CAND=DNC) = (- (DNC) == (CND)) instancia de (f)

12.C4, ..., C% |-(CA.?):>9)AG):>(—.(ﬁ)AG):>—.(GAfl))) 11 P2

13.€1, ... F=@rC) =~ (€1rD) 10, 12 MP
14.€,..,¢ - @r9D) 8, 13 MP
15.€4,...,C -8B 14 (Caso 2)
16.€1,..,Ck | ® 15 (Subcaso 2¢)

QED.
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Segue agora o enunciado do metateorema da completude.
Proposigdo 3: Se F 228 , entdo | 2 B.

Prova (KALMAR, 1935 apud MENDELSON, 1997): Consideremos que,

e 3B ¢é uma tautologia em £2;
o (..., Csdo varidveis proposicionais em 5.
Pelo lema da rela¢dao de dedutibilidade correspondente, temos que C’y, ... , C’x

| #°. Ainda pelo mesmo lema temos:

o B =B Assim, €y, ..., C | B.

e SeC=V,entio C’y, ..., Cr1, & |'93

e SeC=F,entio Cy, ..., C1, =& |‘33
Pelo teorema da dedugao temos:

(I) 6’1, e s G’k_1 |—Gk =B

(H) (3’1, ey G’k_1 |‘—| (Zk =B

A derivagdo serd como segue:

1.6’1,...,6’](_1 |-Gk:>fB (I)
2. (3’1, ey C’k_l |‘—| (Zk =3B (H)
3. (3’1, e s C’k_l |‘$ 1, 2 (V)

€1 também pode receber como atribui¢do o valor V ou o valor F. Uma nova
aplicacdo do Metateorema da Deducdo, juntamente com a consequéncia (V) nos
permitird eliminar também €’y ;. Apds k passos, eliminaremos todas as premissas do
conjunto e obtemos |— 3B, provando que todas as tautologias de £2 também sdo teoremas

do referido sistema.

QED.
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3.1.3. Metateorema da consisténcia

Proposicdo 4: O sistema £2 € consistente; ou seja, ndo hd nenhuma fbf B

tal que ambas B e — B sejam teoremas de L2.

Prova: Pela proposi¢ao do Teorema da Correcao(1), todo teorema de £2 é
uma tautologia. A negacdo de uma tautologia ndo pode ser uma tautologia, e, desse
modo, € impossivel para qualquer fbf B de £2 , que tanto B como — B sejam a0 mesmo
tempo teoremas de £2.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo do método axiomdtico € indispensdvel para cientistas que desejam
investigar os fundamentos légico-matemadticos de sua drea de conhecimento. As
axiomatizagdes podem ser aplicadas para sistematizar partes de teorias cientificas,
habilitando as teorias a partir de pressupostos fundamentais e extrair as suas leis mais
importantes por meio de inferéncias previamente aceitas. Isto, além de proporcionar
economia de recursos, proporciona um maior rigor tedrico e continua desde sempre a
incentivar a discussdo pela consisténcia dos fundamentos que servem de sustentagdo

para as mais diversas areas de conhecimento.
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Abaixo seguem demonstragdes de consequéncias légicas utilizadas e/ou

mencionadas neste trabalho.

() | 22 (7 B A B)

L.B=2>BAB)=>C((BABYA=B) =10 BAB))
2.B= (BANB)

3.9(BAB)YA=B) = (" BARB)

4. BANB=B

5.9((BAB)AB)

6.7 (" BANB)

(C)|‘32_|_|¢‘B:>¢(B

1__|(_|_|,_(13/\_I$)

2.0 B=>RB

e (BArE)=(EC=-B)

L. B=2B)=>CBAC) = (CAB)
20 B=>B

3aBAC) = (CA-B)

4.2BNC)= (C=PB)

(€)|‘32$:>_|_|$

1.9 BAB) = (B=-B)

instancia de (3)
ey

1,2 MP
instancia de (2)
4 Def. 1

3,5 MP
QLD

instancia de (b)
1 Def. 1
QED.

instancia de (3)
(©)

1,2 MP

3 Def. 1
QED.

instancia de (d)



2.0 (B AB)

3.83=-3

Dle@B=0=-C=>-B

1.-(BAC)=>(C=-B)
2.B=0C)=EC=-RB

(e - B=>-ClpC=>3

l.-B=>-€
2.-B=2-0=(=(=CAC == (CA-B)
3.9(=CAC) == (CA-B)

4.-(=€AQ
5.7 (CAB)

6.C=>B

7. -B=>-CleC=>3

(h) B=>C LoD B=>CAD

1.B=C
2.B=C=>"CAND)=(DNB))
3.9(CAND) = (DNB)

4. DNB=CAD

58=2C DA B=CAD

HB=CC=D,D=EfeB=E

1.B=C

2.6=9

3. =€

4. (DN B
5=28H=-HE=-9D)
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(b)
1,2 MP
@ED.

instancia de (d)
1 Def. 1
QED.

hipétese
instancia de (3)
1,2 MP
instancia de (b)
3,4 MP

5 Def. 1

1-6

QED.

hipotese
3)

1,2 MP
3(9)
1-4
QED.

hipotese
hipétese
hipétese

1,2 (a)

instancia de (f)



de (f)
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3,5MP
6 (h)

B((BAN=E (" DANB)=>-(DPAB)=—-(BA=E) instancia

9. = (= DA B) = — (B A —E)

10. = (BA—E)

11.B=E
R2.B8=2CC=D,D=E eB=E

0 FeB=>3

1.B= (BB
2BANB=(BAB)ANB
3BABAB=B

4. B=>B

K FeBre=erB

1.C=2¢
2.BANC=CAB

DB=CC=>D}eB=9

1.B=2C

2.C=>9

3.=¢

4.8=9D
58=CC=>9}.8=9

MB=CDELBAD=ECAE

1.B8=¢€
2.9=E&

7,8 MP
4,9 MP
10 Def. 1
1-11
QED.

1)

1 (h)

instancia de (2)
1,2,3(@)
ED.

instancia de (j)
1 (h)
QLD

hipétese
hipotese
instancia de (j)
1,2,3 ()

1-4

QED.

hipotese

hipétese
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LEANB=CAE 1 (h)

4L BAD=ENS 2 (h)
5B ND=CAE 43 ()
6.B=CD=E|feBrAD=CAE 1-5

C€ED.

MC=D FuBrC=>BAD

1.C=9D hipétese
2BANC=DNASB 1 (h)
3DNB=>BAND instancia de (k)
4 BANC>BAND 23 )
52D teBACBAD 1-4

QED.

©0) Fe@=C=2)=(BrC)=9D)

1.CA—-D = —-—=(CAN=-9D) instancia de (e)
2$/\e/\—|f!):>fl3/\—|—|(e/\—|f!)) 1(7’[)

—(BANECA-D)) instancia de (f)
4. 2 (BAN—-—=(CAN-D) = —(BANCAN-D) 2,3 MP

5 BAN=(C=D)=((BANC)=D) 4 Def. 1
6.B=>C=D)=>((BNC)=9D) 5Def. 1

cED.

@) Fe(@re)= D)= B= (€= D)

.= (CAN-D)=CAN-9D instancia de (c)
22BN (CAN-D)=BANCA-D 1 (n)
3(BA==(CA=D)=>(BACA-D) = (=(BACA=D)= = (BN
— (€A =D))) instancia de (f)
4. (BACA-D) == (BAN—==(CA-9D)) 2,3 MP

5(BANC)=D)=-(BN(C=D)) 4 Def. 1



6.(BAC)=D)=>B=(C=9)

@B=>CB=>EC=D) FoB=D

1.B=2C

2.B=0C=9D)
3.B=2>C=9)=>((BNC)=9D)
4. BANC) =D
5"B=>CARB
6.CAB=>BANC
T BAB=RBANC

8.BAB=D

0.B=(BNB)

10.B8=9
11.B=CB=C=9) |B=9

" FeB=>EC=310

IL.(BAC)=BANC)=>B=>C=BANE)
2.BANC=>BAC
3B=>C=>BANC

) FeB=EC=8

1.(BAC)=B) = B=(C=B)
2.BNC=>B
3.83=>C=RB)

W) b2~ B=>B)=>B

L2B= (= BA—B)
2.(-B=(—BA-B) = (= (—BA-B) = —— B)
3 (mBA-B) =~ B
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5 Def. 1
QED.

hipétese
hipétese
(0)

2,3 MP
1(h)
instancia de (k)
5,6 ()
7.4 (D)
()

9,8 (1)
1-10
cED.

instancia de (p)
instancia de (j)
1,2 MP
QED.

instancia de (p)
2)

1,2 MP
cED.

instancia de (1)
instancia de (f)

1,2 MP
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4, - -B=>B (c)
5EBAN-B) =B 3,4
6.(-B=B)=B 5 Def. 1

CED.

(NB=C,—~B=Clet

1.B=E€ hipdtese
2.-B=20C hipétese
3.B=C)=>-C=-B (3]
4. -C=>-3B 3,1 MP
5.-€=¢ 2,4 ()
6.(-C=0=¢C instancia de (i)
7.€ 5,6 MP
8.B8=C —~B=Clet 1-7

QED.



