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RESUMO

Neste trabalho sao apresentadas duas aplicacoes da fase de Berry: o efeito Aharonov-
Bohm e o caso da particula com spin em uma regiao com campo magnético. Antes de se
discutir o efeito Aharonov-Bohm, encontra-se a equacao de Schrédinger para o potencial
eletromagnético e se tece comentérios acerca da invariancia de gauge. Logo em seguida se
aplica a equagao de Schrodinger para evidenciar efeitos de interferéncia quantica e efeitos
sobre as autoenergias de particulas carregadas sob a acao de potenciais vetor. A seguir se
faz uma demonstragao grosseira do teorema adiabéatico e uma prova mais formal da fase de
Berry. Apoés isso, mostra-se que o efeito Aharonov-Bohm pode ser explicado em termos da
fase de Berry. Evidencia-se, também, que ha fase de Berry associada para uma particula sob

a acao de um campo magnético nao constante no tempo.

Palavras-chave: fase de Berry, Aharonov-Bohm, teorema adiabatico, spin, interferéncia

quantica.



ABSTRACT

This work involves two applications of Berry’s phase: the Aharonov-Bohm effect and the
case of a particle with spin in a region with a magnetic field. Before discussing the Aharonov-
Bohm effect itself, the Schrodinger equation for the electromagnetic field is obtained and
comments on gauge invariance are made. The Schrodinger equation is then applied to a
particle in a region with a vector potential and quantum interference effects as well as effects
on the eigenenergies are evidenced. Following that, a rough demonstration of the adiabatic
theorem and a more formal proof of the Berry’s phase are made. After this, it is shown that
the Aharonov-Bohm effect can be explained in terms of the Berry’s phase. The Berry’s phase

is also evidenced for a particle with spin in a region with a time-dependent magnetic field.

Keywords: Berry’s phase, Aharonov-Bohm effect, adiabatic theorem, spin, quantum in-

terference.
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Introducao

Na mecénica classica, o movimento dos corpos é completamente descrito por uma fungao
horaria real que é solugdo da segunda lei de Newton, (), enquanto na mecanica quéntica,
tudo que é possivel saber estd embutido na fun¢ao de onda da particula, U(r,t), que é com-
plexa. Pela experiéncia cotidiana, lidar com ntmeros reais é bastante familiar; o mesmo
nao vale para os numeros complexos, que possuem duas partes, uma real e uma imaginéria.
Essa dificuldade é sanada com a interpretacao probabilistica, postulada por Max Born. Se-
gundo essa proposta, a quantidade ¥*(r,t) - W(r,t) = |[¥(r,t)|* representa a probabilidade
de encontrar a particula na redondeza imediata de r no instante t. Entretanto, a fungao de
onda ¥(r, t), como qualquer nimero complexo, pode ser escrita em termos de seu modulo e
fase, U(r,t) = [U(r,t)| exp [if(r,t)], 0 que leva frequentemente & ingénua ideia de que a fase
da funcao de onda nao é importante, tendo em vista que a funcao densidade de probabili-
dade independe da fase. Todavia, ignorar a fase quantica equivale ignorar em boa parte, ou
completamente, o carater ondulatério da matéria - o que nao é uma decisao muito sensata.
Para mostrar que essa suposicao esta incorreta, seria razoével propor experimentos que en-
volvessem fenomenologia ondulatoéria, como o experimento de Young, também chamado de
experimento da dupla fenda.

De fato, os experimentos de interferéncia quantica! endorsam que a fase da funcao de

onda pode ser observavel. Essas verificagoes experimentais ressaltam a importancia da fase

!Dentre esses experimentos temos: interferéncia de néutrons induzida pela gravidade, verificada por R.
Colella, A. Overhauser e S. A. Werner em 1975; interferéncia de néutrons causada por um campo magnético,
verificada por H. Rauch e outros também em 1975; e o efeito Aharonov-Bohm (que sera discutido em breve)
verificado em 1960 por R. G. Chambers.



da funcao de onda e fornecem razoes para uma analise mais aprofundada. Vale atentar que
efeitos de interferéncia tém origem na superposicao de fungoes de onda que representam a
mesma particula. Classicamente, nao é esperado que a afirmacao anterior soe factivel; pelo
contrario, nao faz sentido algum representar uma particula pontual por duas fungoes de
posicao; é bastante comum, entretanto, descrever uma onda como a superposicao de duas
outras.

Pode-se realizar o experimento da dupla fenda com elétrons, néutrons ou proétons, visto
que esses também apresentam natureza ondulatoria. O padrao de interferéncia observado no
anteparo sugere que, depois das fendas, a funcao de onda do elétron é composta por duas
partes: uma que representa o elétron 'passando’ pela primeira fenda e outra que representa
o elétron 'passando’ pela segunda fenda, de modo tal que a func¢ao de onda do elétron no
anteparo é uma mistura das duas possibilidades; a superposicao das duas partes da funcao de
onda fornece a distribuicao de probabilidade de receber um elétron em a determinada regiao
do anteparo, que representa o padrao de interferéncia observado. O padrao de interferéncia,
ou melhor, a posicao de seu centro, depende inteiramente da relagao entre as fases das
componentes da funcao de onda da particula. Essa observacao, a primeira vista trivial,
¢ o ponto de partida das observagoes experimentais de efeitos de fase quantica. Em outras
palavras, se for possivel alterar a fase das componentes da funcao de onda de maneira desigual,
ter-se-4 um deslocamento do centro do padrao de interferéncia. Embora o escopo desse
trabalho seja, de maneira resumida, discutir o efeito Aharonov-Bohm e relacionar o teorema
adiabatico com as fases de Berry, observagoes no que concerne a verificagao experimental
desses fenomenos sao de extrema importancia.

Discutir-se-a4 o efeito Aharonov-Bohm inicialmente, tendo em vista que este explicita a
realidade fisica do potencial vetor, antes considerado apenas uma entidade matematica. Em
seguida, uma digressao acerca do teorema adiabatico faz-se indispensavel para reproduzir
o resultado encontrado por M. Berry em 1985. Esse resultado importantissimo permite

explicar intimeros efeitos de fase quantica, dentre eles, o efeito Aharonov-Bohm, que ha de



ser revisitado a luz daquele resultado.
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Capitulo 1

A equacao de Schrodinger para o

potencial eletromagnético

Embora o efeito Aharonov-Bohm possa ser explicado em termos das fases de Berry, é bas-
tante instrutivo discuti-lo previamente. O efeito proposto por Y. Aharonov e D. Bohm! em
1959, além de estar intimamente relacionado com as fases de Berry, fornece evidéncias conclu-
sivas da realidade fisica ao potencial vetor. Todavia, antes de se enveredar pela descri¢ao do
efeito Aharonov-Bohm, é necessario entender algumas nuances do eletromagnetismo cléssico,

uma vez que o potencial envolvido da equacao de Schrodinger tem natureza eletromagnética.

1.1 O potencial generalizado

O primeiro passo para a compreensao do efeito em questao é escrever a equagao de Schro-
dinger para uma particula carregada em uma regiao em que atua um campo eletromagnético.

Para tanto, precisamos de um potencial que reproduza a forca de Lorentz, a saber

F=g¢(E+vxB). (1.1.1)

! Algumas referéncias alegam que W. Ehrenberg e R. E. Siday discutiram o mesmo efeito 10 anos antes.
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E possivel mostrar que o seguinte potencial generalizado satisfaz esse requerimento (vide
Apéndice A)
U(r,t) = q[cﬁ(’r, t)—wv- A(r,t)] , (1.1.2)

onde ¢, ¢ e A correspondem & carga da particula, ao potencial escalar e ao potencial vetor,
respectivamente. As componentes da forca generalizada sao encontradas da seguinte forma
ou d (oU
Fj:___|__ — 1, (1.1.3)
8(]]' dt 8(]j
onde g; e ¢; correspondem as coordenadas e velocidades genelarizadas, respectivamente -
usar-se-a coordenadas cartesianas.
Agora ¢é possivel escrever a Lagrangeana do problema. Da definicao L = K — U, tem-se

que

L= %m(x'Q + 97 + 2% — qlo(r,t) — v x A(r,t)]. (1.1.4)

O hamiltoniano ¢ encontrado a partir da transformada de Legendre de L nas variaveis ¢;, de
forma que as variaveis relevantes passam a ser os g; e os p; - os ultimos sao os momentos

generalizados ou momentos candnicos

3
H = Zpiq'i—L. (1.1.5)
=1

Os momentos canonicos p; sao obtidos da seguinte maneira

oL
pi=—, 1.1.6
J 8%‘ ( )
de modo que, para a componente x, temos
pr = mid + qA, = (mv + qA), , (1.1.7)

12



0 que permite escrever a v em termos de p

1

V= —
m

(p—qA). (1.1.8)

Com essas informacao em maos, podemos obter o hamiltoniano de maneira trivial

1
H = ™ sz(pz qA;) — om Z(Pz — qA)? +qp — %Z(pZ — qA)A; (1.1.9)
=1 =1 =1
- 1
=— > (pi —qA)|pi — 5(pi — qAi) — qAi| +q¢ (1.1.10)
2
=1
1 3
— L ) 2
= om 2 (pi = qA)" + g0 (1.1.11)
1
=5-(P—qA) +49. (1.1.12)

Supondo que A e ¢ independem do tempo, vale afirmar que o hamiltoniano (1.1.2) representa

a energia total do sistema - que é conservada.

1.2 Equacao de Schrodinger para o potencial eletromag-
nético

Em um cenério quantico, faz-se necessario o uso da prescrigao operatorial. Escrevamos a

equacao de Schrodinger independente do tempo e explicitemos os efeitos das operagoes como
2

H(r) = | - (—ihV - —qA)(—ihV — qA) + qo|v(r) = Bo(r),  (1.2.1)

| 2m

2No presente cenério, efeitos de spin nao serdao levados em conta, porque B é nulo na regido permitida a
particula.
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onde o operador momento p é dado por
p = —1hV . (1.2.2)

Observe que o operador momento, no primeiro termo entre parénteses da (1.2.1), gera uma
divergéncia, enquanto usualmente produz um gradiente. O operador A equivale ao produto

escalar usual. Aplicando as derivadas do operador hamiltoniano, obtemos

H= [i(—h2v2+z’hqv-A+2ith-v+q2A2> + qo

2m

. (1.2.3)

Uma vez que consideramos A e ¢ independentes do tempo, podemos escrever finalmente a

equacao de Schrodinger dependente do tempo

1 ov
HV(r,t) = [%(p — qA)? +qp |V (r,t) = zh# : (1.2.4)
Observe que a eq. (1.2.4) reproduz a (1.2.1) caso tomemos
E
U(r,t) = Y(r)f(t), com f(t) = exp ( - iﬁt) . (1.2.5)

Note que a independéncia do hamiltoniano no tempo permite a separacao das depedéncias
temporal e espacial. Uma vez obtida a equacao de Schrodinger dependente do tempo, é

indispensavel uma breve discussao com respeito as transformacoes de gauge.

1.3 Comentarios acerca das transformacoes de gauge

Vimos que o hamiltoniano depende explicitamente dos potenciais ¢ e A; contudo, mos-
traremos que existem infinitos potenciais que geram os campos E e B. Tal conclusao é
bastante ameacadora, visto que, para os mesmos campos, devemos ter iniimeros potenciais

que os geram e, consequentemente, inimeros hamiltonianos diferentes para o mesmo cenéario

14



3. Para que possamos prosseguir legitimamente, comentemos sobre as transformagoes

fisico
de gauge, também conhecidas como transformacoes de calibre.
Primeiramente, considere uma fungao escalar I'(7, t), para qual vale o teorema de Schwartz,

e os potenciais transformados ¢’ e A’ dados por

r
A =A+VD | ¢':¢—Z—t. (1.3.1)

As equagdes de Maxwell para os campos E e B, gerados por ¢ e A, sao

Efetuando essas operacoes para E' e B’, a partir de ¢’ e A’, obtemos

DA’ DA

I oy _ oy _0A 9 opy_ _y,_ 024
B = -V - = v¢+v(8t) 5 (VD) =—Ve- "2 —F.  (133)
B =VxA=Vx(A+VI)=VxA=B, (1.3.4)

que é sempre possivel para potenciais-vetor bem comportados. Logo, existem infinitos po-
tenciais ¢’ e A" que reproduzem os campos E e B - isso prova a proposicao. Essa liberdade
de escolha para os potenciais é chamada de liberdade de gauge, e a indiferenga dos campos
no que diz respeito as transformagoes (1.3.1) é chamada de invaridncia de gauge.

Vale ressaltar que podemos escolher A’ de modo que tenhamos®

V-A=V-A+VT=0, (1.3.5)

que é satisfeita quando

V-A=-VT. (1.3.6)

30ras, diferentes hamiltonianos, em geral, levam a diferentes situacdes fisicas, autoenergias e autofuncoes,
o que de maneira alguma é desejavel.
4A escolha V - A = 0 caracteriza o calibre de Coulompb.
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Agora podemos estudar o efeito dessas transformagoes sobre as autofungoes e autoenergias
do hamiltoniano transformado H’. Para tanto, consideremos que I' ¢ independente do tempo,
de modo que possamos definir a seguinte funcao @, tal que

®(r) = exp (i%w))w) , (1.3.7)

onde 1(r) é solu¢ao da equagao de Schrodinger independente do tempo para os potenciais
¢ e A. A aplicacdo do hamiltoniano modificado H' sobre a fungao ®, ap6s um trabalho

algébrico tedioso presente no Apéndice B, fornece

H'® = exp (%r) {% { V2 4 ihgV - A + 2iligA -V + qQAZ} + ng};z} (1.3.8)

H'® = exp @%r) Hy = E® (1.3.9)

ou seja, as transformacoes de gauge apenas conferem um fator de fase exp (z’%f‘) as auto-
funcoes 1) do operador H®, escrito em termos dos potenciais nao transformados ¢ e A, de
modo que as autoenergias permanecem inalteradas. As transformacoes de gauge também
nao alteram a funcao densidade de probabilidade P = ||¢||* = ||®]|?, de modo que os valores

esperados relevantes® permanecem inalterados.

5Observe que pelas (1.3.5-6) podemos escolher A de modo a termos V- A = 0, simplificando o hamiltoniano
(1.2.3).

60s valores esperados sdo calculados a partir de médias ponderadas, onde P assume o papel do peso.
Além disso, a fase adicional é igual para todos os novos autoestados, ou seja, nao hé efeitos de interferéncia.
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Capitulo 2

O efeito Aharonov-Bohm

Até recentemente!, os potenciais ¢ e A eram considerados apenas ferramentas matema-
ticas que facilitavam o manuseio das equacoes do eletromagnetismo. Classicamente, tal ideia
nos levaria a crer que, se E e B fossem nulos, os potenciais nao deveriam influenciar o sistema
em questao, visto que apenas campos sao diretamente observaveis. Entretanto, tal suposigao
é incorreta: o potencial vetor pode alterar o comportamento quantico do sistema mesmo em
uma regiao onde B ¢ nulo? , como mostraram Y. Aharonov e D. Bohm.

O experimento consiste em dividir um feixe de particulas carregadas em dois, fazé-los
passar um por cada lado de um solendide e entao recombinéa-los. Como ¢é sabido dos cursos
de Fisica basica, quando um solendide é suficientemente longo, o campo magnético é uniforme
e confinado em seu interior, ou seja, B = V x A = 0 na regiao externa do solendide. A
figura 2.1 mostra um esquema do experimento de maneira simplificada. O potencial vetor

A, para essa Conﬁguragao, é
271 P ’ ’ o

onde ® = 7b?’B é o fluxo de B ao longo do solendide. Observe que o potencial vetor é

Y. Aharonov e D. Bohm publicaram o resultado em 1959.
2F possivel mostrar que o potencial escalar ¢ também é capaz de alterar o comportamento de sistemas
fisicos mesmo quando E é nulo.

17



tangencial, o que tem relacao com a simetria axial do sistema.

Figura 2.1: Vista superior simplificada dos caminhos percorridos pelos feixes. O campo B
esté confinado dentro do solendide, cuja segao é representada pela circunferéncia central em
negrito.

2.1 Efeitos de interferéncia

De acordo com a Fig. 2.1, supondo que o solendide seja neutro, pode-se escrever a equacao
de Schrodinger dependente do tempo para uma particula de carga ¢ na regiao externa do

solenéide? como

HU = L R*V? + 2ighA -V + ¢?A* | U = iha—‘ll , (2.1.1)
2m ot

onde usamos que iAV - A = 0 porque A, = A, =0e Ay = Ay(p). A eq. (2.1.1) pode ser

simplificada caso facamos a seguinte transformacao

U = exp (ig(r)) ¥, (2.1.2)

3Por pura economia, omitimos deliberadamente o termo de potencial escalar da equacido de Schrédinger
(2.1.1). Entretanto, esse termo vai ser inserido quando revisitarmos o efeito Aharonov-Bohm no contexto das
fases de Berry.

18



com g dado por

g(r) = %/TCA(T’) dr', (2.1.3)

onde r e rg podem ser escolhidos arbitrariamente. Escolhamos rg e 7 de modo a coincidirem

com [ e I, respectivamente, e apliquemos o hamiltoniano sobre ¥. Isso fornece

1
HU = %{ — B2V - Viexp(ig) V'] + 2ighA - V]exp(ig) V'] + ¢*A> exp(ig)\li'} L (2.1.4)
ou
HYU = L{ — R’V - [exp(ig)(@'\If’Vg + V\IJ')]
2m

+ 2ighA - [exp(ig)(i\If’Vg + V\IJ’)] + > A? exp(ig)\I/'} . (2.1.5)

Sabendo que

=-A 2.1.6
Vg= 1A, (2.1.6)
a (2.1.5) fornece
_L B2 . g / g g / / 2.1/ g /
H = o { — 1| exp(ig) (iT0'V - A+ LA (1WA + V) + V2V +i14. V)|

+ 2ighA - [exp(ig) (i%\I/'A + V\II’)] + > A? exp(ig)lll'} , (2.1.7)
que pode ser escrita como

HU = exp(ig)21 {quﬂA2 —ighA - VU — B*V20/

m

—ighA - V' + 2ighA -V — q2A2\I/’} . (2.1.8)

ou
/

ot

h? v
HVU = exp(ig)%VQ\If' = ihﬁ— = ihexp(ig)

= . (2.1.9)
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Em outras palavras, se conseguirmos resolver a equagao diferencial (2.1.10), para V', basta

que multipliquemos a solucao obtida por exp (zg('r)) que obteremos ¥ da (2.1.2)

n_, , oV
—%V U’ =ih T (2.1.10)
Suponhamos que ¥’ tenha a forma
V(p,6,t) = W' (p, @) f(t) , onde v'~R(p)g(6). (2.1.11)

O método de separacdo de variaveis, ja bastante conhecido, permite identificar f(¢) imedia~

tamente com

F(t) = exp ( _ i%t) , (2.1.12)

de modo que temos a seguinte equagao de Schréodinger independente do tempo a ser resolvida

2

(0, 8) = B/ (p,0) (2.1.13)

2m

Aplicando o laplaciano sobre a funcao de onda, obtemos

2|10 ad)/ 1 82@/)/ ,
2m [;6_p<p 8p> T 2 0% | L (2.1.14)
ou
h? d dR R 2
—%l%@d—p(ﬁ )+ BOLIO  Erieigto) (21.15)

que apoés a separacao de varidveis fornece

9(¢) de¢?

1 d%g(o) 9 2mE 1 dy/ dR(p)
-7 [_ h? pR(p)d,o(p )

20



onde k deve ser determinado pelas condigoes de contorno a serem satisfeitas por ¢'. A parte

angular fornece

d*g(¢)
do?

= —k%g(9) , (2.1.17)

ou seja

9(¢) = exp(ikg) , (2.1.18)

que deve ser normalizada por um fator (27)~2. Contudo, g(¢) deve satisfazer a condigdo

geométrica

9(¢) = g(¢ + 2n7) (2.1.19)

para garantir a unicidade de ¢, o que imediatamente exige que k = [, com [ inteiro. Essa
condicao influencia na parte radial da funcao de onda, que é obtida a partir da equacao

diferencial ordinaria restante

CR(p)  1dR(p) [, P
- — —= |R(p) =0 2.1.20
o T\ )R =0, (2.1.20)
onde a? = 27;‘2E . Fazendo p = ar, temos que dip — ad% e a equacao diferencial se torna
d2R1 (T’) 1 de(T) 12
- 1-—=|R =0 2.1.21
a o a Tt 5 | Balr) =0, (2.1.21)

onde R;(r) = R(ap). Esta é a famosa equagao de Bessel do primeiro tipo, cujas solugdes sao

as fungoes de Bessel, denotadas por

R(p) = Ji(ap) = Z %(amzw : (2.1.22)

Uma vez que o solendide é impenetravel, a continuidade de W deve ser satisfeita, de modo

que devemos ter

R(b) = 0 = J,,(ba) , (2.1.23)
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ou seja, as autoenergias sao determinadas pelas raizes reais da funcao de Bessel. Vale notar
que as autoenergias nao dependem do fluxo magnético ® e, consequentemente, sao indife-
rentes ao potencial vetor. Tem-se, portanto, apenas efeitos de interferéncia. A solucao base

para a equacao diferencial (2.1.1) é dada por

En,
W, = exp(ig(r))¥ = J,,(ap)exp [z (g(r) +mo — ?t>] : (2.1.24)
na qual
g(r) = g/ A(r') - dr’ . (2.1.25)
b S
Observemos que a condigao W,,(b) = 0 exige que ponhamos indices no «, uma vez que

U, (amib) = 0, ou seja, aib é a k-ésima raiz da m-ésima fungdo de Bessel. Dessa forma, a

solugao geral da (2.1.1) é uma combinagao linear das fungoes ¥,

U=> "> e Vm(amep) , (2.1.26)

)
k=1

m=0
onde 0s a,,. sao encontrados a partir das relagdoes de ortogonalidade entre as funcoes de
Bessel e as exponenciais complexas. Atentemos, por outro lado, que g(7) depende da escolha
do caminho de integragao, como veremos a seguir. Caso independesse, a circulagao de A em
torno do solendde deveria ser nula, o que claramente nao acontece. Consideremos o caminho

de integracao ilustrado na Fig. 2.2. Calculando a circulagao do potencial vetor a partir do

teorema de Stokes, obtemos que

%A(r/).drfzyévxA(r’)-dA:ygB-dS:éyéO. (2.1.27)

Isso mostra que o dominio em questdo nao ¢ simplesmente conexo*, de modo que a integral

de I a II depende de fato do caminho escolhido, mas mostremos que essa dependéncia é bem

4A grosso modo, um dominio simplesmente conexo é uma regido do espaco sem buracos. Nesse caso, a
regiao interna ao solendide é impenetravel, de modo que essa regiao é inacessivel aos elétrons, constituindo
assim um buraco no dominio da fungao g. Esse fato por si s6 altera a topologia do sistema.
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Figura 2.2: Um caminho de integragao qualquer que envolve o solendide.

menos complicada do que em geral se espera de uma integral desse tipo. Para mostrar isso,

escrevamos os produtos A - dr; e A - dry

. . - ) P
A . drl = (A¢¢) . (dplp + p1d¢1¢) = p1d¢1 = —dqbl 5 (2128)
2mpq 2m
A -dry = ¢ do (2.1.29)
2= o 2 o
Observemos, todavia, que d¢; = —d¢s, o que implica diretamente em termos apenas dois

valores possiveis para a fase ¢ adquirida nos trajetos

+42%  para o feixe no mesmo sentido de A
i1 = (2.1.30)

, para o feixe no sentido contrario a A

De maneira similar ao que acontece no experimento da dupla fenda, a funcao de onda de
cada elétron ao chegar em I é a superposicao das autofuncoes Wy e Wy, Essas fungoes de
onda, em [/, diferem entre si apenas por um fator exp(z’%). De fato, o arranjo da figura 2.3

permite observacao direta de efeitos de interferéncia induzidos pela fase adicional g.

23



Média de articulas detectadas
por unidade de tempo

Figura 2.3: A fase adicional desloca o perfil da distribui¢do original (linha tracejada) para
baixo (linha continua). Caso o campo B apontasse na direcdo —Z, as franjas seriam des-
locadas para cima. Para obter a distribuicao das particulas detectadas no anteparo sao
necessarios muitos portadores de carga.

2.2 Efeito sobre as autoenergias

Para as configuragoes das figuras (2.1) e (2.3), o tnico efeito do potencial vetor sobre as
autofungoes de onda é o fator de fase g. Com isso em mente, torna-se claro (vide equagoes
(2.1.23 € 2.1.24)) que o potencial vetor nao tem efeito algum sobre as autoenergias do sistema.
Todavia, o cenério fisico é alterado caso os portadores de carga estejam confinados a uma
distancia fixa do solenéide, como na figura (2.4). Com p = R fixo, a fun¢ao de onda possui
dependéncia em ¢ e t, apenas, e a transformagao (2.1.2) é desnecessaria. De acordo com

essas consideragoes, a equagao de Schrodinger (2.1.1), assume a forma

1

HU(o,t) = %(—h2v2—|—2ith.V_|_q2A2>\Ij<¢’t) V(9,1

Novamente, supomos ¥ = () f(t), onde o fator f(t) é dado pela (2.1.12). Resta-nos entao

a seguinte equacao diferencial

H(6) = — ( — W’V? 1 2ighA -V + qw) ¥(9) = B(9) . (2.2.2)

:2m
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Figura 2.4: Portadores de carga confinados em um anel em torno do solendide.

Usando o laplaciano em coordenadas cilindricas e o campo A, dado pela (2.0.1), temos

Hog) - L[ R EU) | 2iahA di(o)

o | T g T R TEA@)| = Bu@). (229

Com a ajuda da (2.0.1), fagcamos as seguintes redefini¢oes

_q® B 2mE R? 9
usando-as na (2.2.3), temos
Y(¢) . dv(d) _
gz W @) =0, (2.2.5)

A equagao diferencial (2.2.5) é linear e com coeficientes constantes, portanto sua solugao tem

a seguinte forma

¥(p) = Aexp(iag) , (2.2.6)
onde os « sao dados por
2
ioy = i(ﬁ + zng ) . (2.2.7)
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Podemos agora escrever a solugao geral da equagao (2.2.3)

Y(¢) = Aexp(iay @) + Bexp(ia_o) . (2.2.8)

Contudo, é necessario garantir a unicidade da fungao de onda. Para tanto, ¥(¢) deve satis-

fazer a condigao (2.1.19)
¥(¢) = v(¢+ 2nm) , (2.2.9)

ou seja, a4 deve ser inteiro.
A exigéncia a4 = n tem influéncia direta na quantizacgao da energia, cujos valores possiveis

sao dados por
2

h? q®

E, = o 2.2.10
omRz\ " 2rh (22.10)
com n = 0,+1,+2, 43, .... Logo, qualquer combinagao linear da forma (2.2.8) é solugao da

(2.2.3). De acordo com a (2.2.7), podemos escrever a solu¢ao base
U, (p,t) = [A exp(iai @) + Bexp(za,@] exp ( — z?t> , (2.2.11)

bem como a solucao geral, que é dada por®

V= > c0,. (2.2.12)

n=—oo

Uma vez que o movimento ¢ confinado em um plano®, podemos calcular o momento angular
na direcao z para cada autoestado. Em coordenadas cilindricas, o operador que fornece essa

informacao é
L d
L,=—ih— . (2.2.13)
do

50s coeficientes ¢, sdo encontrados de maneira similar a (2.1.26).

60 confinamento da particula em um plano é, a rigor, irrealizavel, visto que, pela relacio de incerteza
2Ap,Az > h, ter-se-ia uma incerteza muito grande no momento p,, que violaria a hipétese de confinamento
em um plano. Portanto, deve-se permitir que a particula mova-se bem pouco na diregao Z, o que pode ser
feito assumindo um potencial restaurador que dependa de z, como o do oscilador harmonico.
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Aplicando-o na (2.1.24) ou na (2.2.11), obtemos uma equagao da forma

L.V, = nhV, (2.2.14)

que esta de acordo com as regras de quantizagao do momento angular.

E bastante claro que, na auséncia de fluxo, as autofuncoes W,, sdo degeneradas” aos pares,
exceto o estado fundamental (n = 0), dada a dependéncia das autoenergias em n?. A inclusao
do potencial vetor tao somente é capaz de quebrar essa degenerescéncia, o que fornece meios
diretos de verificacao experimental. A quantizacao da energia ocorre simplesmente porque se
tomou p = R fixo. Quando fixamos p, nao foi necessario eliminar A do hamiltoniano, situagao
que é bem diferente daquela em que p é variavel independente, que exige a eliminagao de A
do hamiltoniano por meio da (2.1.2) para facilitar o manuseio da equagao diferencial parcial.

Em ambos os casos é dificil superestimar o significado fisico dos resultados; é deveras
impressionante que as particulas saibam que existe um potencial vetor, muito embora em
momento algum sintam qualquer campo magnético - outrora o tltimo era considerado a
unica influéncia fisica sobre a particla. Esse experimento evidencia que o potencial vetor
possui uma realidade fisica, pois gera efeitos observaveis sobre as func¢oes de onda. Trata-se
de um efeito puramente topoldgico, visto que é possivel distinguir elétrons por suas fases
adquiridas ao longo do caminho que percorrem. A descoberta desses efeitos, bem como
o estudo de fases geométricas, que tém inimeras aplicagoes na Fisica, renderam ao Fisico

israelense Yakir Aharonov e ao Fisico inglés Michael Berry o prémio Wolf de Fisica® de 1998.

" Autofuncdes sao ditas degeneradas quando estdo associadas ao mesmo autovalor, no caso a energia E,,.

8T entrega do prémio Wolf é realizada anualmente em Israel, pela Wolf Foundation, fundada por Ricardo
Wolf, que veio a ser embaixador de Cuba em Israel. O prémio engloba seis categorias, a saber, Agricultura,
Quimica, Matematica, Medicina, Fisica e Artes. O tltimo inclui Arquitetura,Musica, Pintura e Escultura.
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Capitulo 3

O teorema adiabatico na mecanica

quantica

Por puro acaso, nos capitulos anteriores, lidamos com um hamiltoniano independente do
tempo. Quando o hamiltoniano depende do tempo, pouquissimos casos podem ser resolvi-
dos analiticamente!, de maneira tal que métodos aproximativos tornam-se uma ferramenta
valiosa. Uma das mais elementares, contudo de valor inestimavel, é o teorema adiabdtico.

As aplicacoes do teorema sao intimeras, mas nesse trabalho tentaremos nos resumir a
estudar a relacao entre o teorema adiabatico e as fases geométricas, introduzidas por M.
Berry em 1984. TIlustraremos relagoes com o efeito Aharonov-Bohm e mostraremos que se
trata apenas de um caso particular das fases de Berry. Nesse capitulo inicial o objetivo é
demonstrar o teorema adiabético.

O teorema adiabético envolve situagoes em que os hamiltonianos evoluem muito lenta-
mente no tempo. Dessa maneira, precisamos entender como os kets de estado evoluem no
tempo e como podemos escrevé-los em termos dos autokets conhecidos. Para tanto, todavia,

precisamos de resultados importantes vindos da teoria de perturbacao dependente do tempo.

10 poco de potencial que expande com velocidade constante, por exemplo. Vide D. Griffiths em Intro-
duction to Quantum Mechanics.
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3.1 Alguns resultados da teoria de perturbacao depen-
dente do tempo

A evolucao temporal de kets sob a acao de hamiltonianos dependentes do tempo é muito
dispar do caso independente do tempo: enquanto naquele os autokets apenas ganham um
fator de fase —i%t, nesse ha a possibilidade de transigao para outros autokets (do hamiltoni-
ano inicial). Tal fato é consequéncia direta da mudanga do Hamiltoniano com o tempo - mas
claro! se o hamiltoniano muda com o tempo, o mesmo vale para seus autokets instantaneos,
que devem ser escritos como combinacoes lineares instantaneas dos kets do hamiltoniano nao
perturbado?’3.

A pergunta que precisa ser respondida é: dado que em ty = 0 o sistema se encontra com
certeza no estado n do hamiltoniano H(ty = 0), qual combinagéo linear (das autofung¢oes do
hamiltoniano nao-perturbado) o descreve apés um tempo ¢?

O primeiro passo é escrever o hamiltoniano que, nesse caso, apresenta dependéncia tem-

poral da forma

H(t) = Hy+ H'(t) (3.1.1)

com H'(t) < Hy V t e Hy dependente da posi¢do apenas, para que caiba uma teoria de
perturbagao (para o teorema adiabatico, essa hipotese nao é de fato necesséria, o crucial é
que o hamiltoniano mude de maneira extremamente lenta com o tempo).

Sabemos que as autofunc¢oes do hamiltoniano nao perturbado satisfazem

onde WY(r,t) = ¥?(r) exp ( — i%t), bem como a equagao de Schrodinger independente do
tempo, que é

Hou(r, 1) = EX00(r.1) (3.1.3)

2As autofuncdes do hamiltoniano nao perturbado obviamente devem ser bem conhecidas.
3Isso & 6bvio, visto que a base do hamiltoniano nio perturbado é completa.
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Por outro lado, a equacao de Schrodinger é valida para qualquer hamiltoniano, de modo que

temos
oV (r,t)

H(t)V(r,t) =ih T

(3.1.4)

A funcao de onda ¥(r,t) pode ser escrita como uma combinagao linear das autofungdes do

hamiltoniano nao perturbado*

Wi, t) = Y e 1) = 3 etpudir)exp (- z%t) | (3.1.5)

% 7

Inserindo as (3.1.1), (3.1.3) e (3.1.5) na (3.1.4), obtemos

[Ho + H'(t)] > ) B(rt) = m% D ) ¥(rt) (3.1.6)

% )

que pode ser reescrita como
ZEOQ )w(r +ZH’ ()W (r,t) =
Y w1 —i e Wr.n)] (.07
- 1 ? FL ) )

ou

ZH/ ()P0 (r —thcl £ (r (3.1.8)

Podemos usar a ortonormalidade entre as autofungoes W9(r, ¢). Caso apliquemos o produto

interno pela direita por uma certa \Ilg(r, t), obtemos

Gt)=—-32 ci(t) (W5 (r, )| H' (1) 03 (7, 1)) - (3.1.9)

4Observe que nesse caso os coeficientes da combinacdo linear dependem do tempo.
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Por outro lado, o operador H'(t) é hermitiano, o que nos permite escrever
(W, )| (1) W0 ) = H,(1) = [HY ()] (3.1.10)
Consequentemente, a (3.1.9) assume a forma
¢(t) = —= ci(t)H(t) . (3.1.11)

Caso explicitemos as dependéncias temporais das fungoes de onda W9 (r, t), podemos escrever®

) = —= 5" ci(t)H ji(t) exp [z@t} , (3.1.12)

onde

H'ji(t) = (2(r) | H' (1) 42(7)) - (3.1.13)

A (3.1.12) representa intmeras equagoes diferenciais acopladas - o caminho para solugao
analitica, se existir, ¢ uma via cructs. Uma saida possivel é abrir mao de uma solugao analitica

e usar aproximacoes em primeira ordem pelo menos®

. De acordo com o método padrao, a
aproximacao em ordem zero consiste em simplesmente ignorar a dependéncia temporal do

hamiltoniano, de modo que os coeficientes da expansao se tornam

c;(t)y=1 , paraj=n
! (3.1.14)

cj(t)=0 , paraj#n.

Uma aproximagao em primeira ordem adota os resultados da aproximacao em ordem zero,

®Desde que H'(t) comute consigo em tempos diferentes.
6Esse tipo de procedimento é usado muito frequentemente por John R. Taylor no livro Classical Mechanics
publicado pela University Science Books.
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de modo que obtemos

Cj<t> = — H/jj(t> s paraj =N (3 | 15)
;=0 , para j #mn .

A integracao da (3.1.15) fornece imediatamente o coeficiente ¢, (t), sob a condicao ¢;(0) = 4,

. tN
) =11 / ¥Vt (3.1.16)
0

Para os outros coeficientes ¢,,, com m # n, podemos substituir a (3.1.16) na (3.1.12), o que

permite escrever

. . _i"’, (Em — En)
im(t) = = Hlpn (1) exp [z—h t] , (3.1.17)
que d4, sob a condicao ¢;(0) = J,,,
—
_ i (B = En) ]
cm(t) = h/o H' () exp [z z t]dt : (3.1.18)

As aproximagoes em ordens superiores utilizam as (3.1.16) e (3.1.18) de volta na (3.1.12),
e assim sucessivamente. Esses resultados representam o conhecimento minimo que se deve
ter (sobre a teoria de perturbagao dependente do tempo) para que se possa enveredar pela

demonstracao do teorema adiabético.

3.2 O teorema adiabatico

E inevitavel se perguntar em que sentido a palavra adiabdtico esta sendo empregada
nesse contexto. Nos textos usuais de Termodinamica, a palavra é usada para descrever um
processo em que nao ha troca de calor entre o sistema e suas redondezas. Aqui, entretanto,
essa palavra apenas serve para designar um processo que ocorre muito lentamente; no presente
caso, representa a variacdo extremamente lenta de um hamiltoniano Hy = H(t = 0) até um

hamiltoniano H(T) = H(t =T > 0).
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[lustremos esse cenéario com um sistema bastante familiar: o oscilador harmonico quantico
no estado fundamental”. A distribuicio de probabilidades ¢ uma gaussiana centrada na
origem. Caso permitamos a agdo de um campo elétrico uniforme (na dire¢ao +), que

cresce muito lentamente com o tempo de E(0) =0 até E(T > 0) = E > 0, a distribuigdo de

el

probabilidades possui a mesma forma da anterior, mas se encontraré deslocada d = — =
0

com
respeito a origem - que corresponde & distribuicao do estado fundamental do hamiltoniano
final. Ou seja, desde que o campo elétrico varie muito lentamente com o tempo, o sistema
sai do estado fundamental do hamiltoniano H(0) e, depois de um tempo T, encontrar-se-a
no estado fundamental do hamiltoniano H(T'). Se a mudanga for stbita, o estado final sera
composto por uma combinagao linear (complicada) das autofungdes do hamiltoniano H(T').

A figura 3.1 ilustra essas situagoes. A figura 3.1 e as discussOes anteriores sugerem que o

Figura 3.1: De (a) para (b) ha um processo adiabético, enquanto de (a) para (c¢) a mudanga no
hamiltoniano é brusca. Observe que no primeiro processo a particula permanece no estado
fundamental, enquanto no segundo o estado final deve ser escrito como uma combinacao
linear nao trivial das autofungdes do hamiltoniano H (7).

teorema adiabatico pode ser enunciado como

“Se uma particula encontra-se com certeza no n-ésimo autoestado de um hamiltoniano
H(0) = Hy, essa hé de ser levada até o n-ésimo estado do hamiltoniano H(T) = H,®, sob a
condicao de que a mudanca no hamiltoniano ocorra adiabaticamente.”

A demonstragao do teorema é mais complexa do que a simplicidade que seu enunciado

"Escolhamos um elétron como a massa do sistema massa-mola.

8 Assumiremos que o espectro do hamiltoniano é discreto e ndo degenerado, mas essas condicdes nao sao
de fato necessarias: o teorema vale mesmo sob essas condigoes, basta que escolhamos os autoestados bons
para o uso da teoria de perturbagao.
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sugere. Vejamos. Para que tenhamos certeza de que o n-ésimo autoestado de H, vai ser

levado ao autoestado correspondente de Hy, temos de mostrar que

.
1 , param=n

<¢7{1|\I’(T)> = ou que (3-2-1>

0 , param #n,
\

onde ¥ é o m-ésimo autoestado do hamiltoniano final H;, enquanto ¥(T) ¢ a fungao de
onda que evolui sob o efeito do hamiltoniano H(t) até ¢t = T. TIsso significa dizer que
(4 |¥(T)) ¢ ndo nulo apenas quando 12, coincidir com !, ou seja, quando a autofuncio
final corresponder a n-ésima autofun¢ao do hamiltoniano H(T).

Antes de avancarmos, suponhamos que a parcela do hamiltoniano com dependéncia tem-

poral é
H'(t)=H(t)— Hy =V f(t), (3.2.2)
na qual f(0) =0, f(T)=1e
%<1tho<t<T. (3.2.3)

Suponhamos também que o sistema inicialmente esta no estado ¢¥° e que V é pequeno'’;
a ultima suposicao sugere que usemos teoria de perturbacao independente do tempo para

calcular a correcao em primeira ordem da autofuncao ¢ !, dada por

Vim
Ul =D ey (3.2.4)
j#Em " J
onde Vj,, = (@ZJ?\VW%). Agora precisamos invocar os resultados da secdo anterior para

9A rigor, o autoestado 1/}71;, representa apenas a parte espacial da funcao de onda completa. Contudo, os
hamiltonianos iniciais e finais sdo supostamente conhecidos, bem como suas solucoes, de modo que podemos
omitir o fator de fase sem comprometer a relacao de ortonormalidade.

10Essa condicao vai ser aliviada posteriormente.

1 Aqui infelizmente ndo cabe um estudo de teoria de perturbacio independente do tempo, por isso apenas
citamos o resultado.
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calcular como estado WY evolui no tempo. Aproximagoes em primeira ordem, de acordo com

as (3.1.16) e (3.1.18), fornecem
E
U(t) =3 es(1)0 exp ( - @#1&) , (3.2.5)

onde

ca(t) 21— LV, ft f(&Hdt , para j =n
S (3.2.6)

ci(t) = —%V}n fot f(t') exp [i(E";hE”)t’} dt’ | para j #n.
Observe que identificamos H’ n(t) com Vi, f(t).
A primeira integral na (3.2.6) pode ser reescrita em termos da area S sob a curva de f(t)

entre O et

enlt) = 1— %VmS(t) | (3.2.7)

enquanto a segunda pode ser simplificada por meio de uma integracao por partes

=t
¢;(t) = —ﬁ{ F(t) exp [i@t’] »
. /Ot % exp [i@t’] dt’} . (3.2.8)
A hipotese (3.2.3), bem como os valores extremos de f(t), permitem estimar os termos dados
pela (3.2.8)
¢(t) = —(Ejv_#n)f(t) exp [@@t] j#n. (3.2.9)

Podemos, entdao, escrever a (3.2.5) da seguinte forma
Z' an En
W(T) = { 1= VST = 30 = ul bexp (= i2T) . 3.2.10

Visto que a (3.2.10) e a (3.2.4) estao em termos das autofun¢oes do hamiltoniano nao per-

turbado, podemos fazer uso das relagoes de ortonormalidade. A partir da (3.2.1), fazendo
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uso da (3.2.4), temos

(WhIw(T) = (v, + Z v [1- %V,mS

k#n

que, para m = n, equivale a

Z |Jn|>

(W3 (T)) = [ VnnS
J#n

enquanto o caso em que m #* n fornece

an

(WLIv(T)) = { B —FE) + [1 - ﬁVnnS(T)] E _E

()]s

oo (i),

-2 ﬁ@@ exp ( - z%T) . (3.2.11)

(3.2.12)

que por sua vez vale

(WL |19(T)) = —{ims(T)

V’FL
T

o } exp ( - Z%T) . (3.2.14)

Oras, ja deixamos de levar em conta termos de ordem superior (proporcionais a V2 ou me-

nores), logo, devemos desconsidera-los novamente. Isso nos leva a escrever

1—4V,,5(T)

(W[ W(T)) =

36

exp(—z’%"T) , param=n

(3.2.15)

, param #mn ,



que implica imediatamente em

(5,19 (T))* = G (3.2.16)

onde ignoramos novamente contribui¢oes em segunda ordem. Em outras palavras, a funcao
de onda ¥(T) corresponde ao estado ¥. Isso mostra o teorema adiabético.

Alguns pontos da demonstragao sao dignos de nota. O primeiro deles é a importancia
da hipotese da mudanca extremamente lenta do hamiltoniano: apenas sob essa condigao é
possivel desprezar correcoes de ordens superiores nas expressoes das amplitudes de transicao
(3.2.15-16). O segundo: observemos que o aumento V' do hamiltoniano H, pode ser executado
em N processos, de modo que o teorema adiabatico valha em todos eles; uma vez aceito isso,
podemos aliviar a restricio de que V' é pequeno. Finalmente, note que a (3.2.15) (no que
diz repeito aos casos em que m # n) garante que a probabilidade de transi¢do (3.2.16)
para outros estados, que nao o n-ésimo de H(T), é de quarta ordem em V - porque a
amplitude de transicao é de segunda ordem na perturbacao. Dessa forma, torna-se claro
que a probabilidade de transmissdo ¢ negligivel. E a (3.2.15), com m # n, que fornece a
informacao fundamental contida no teorema adiabéatico.

O teorema adiabético é de fundamental importancia no estudo das fases de Berry, que

compoem o proximo capitulo.
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Capitulo 4

A fase de Berry

A fase de Berry é o analogo quéntico das fases de Hannay, cujo caso mais conhecido se
refere a um péndulo simples na superficie do globo terrestre. Nesse cenério, caso movamos
o péndulo muito lentamente ao longo de um caminho fechado na superficie do globo terres-
tre, o angulo relativo dos planos inicial e final de oscilagao equivale ao angulo sélido que o
caminho fechado compreende (com respeito ao centro do planeta). Como no caso cléssico, o
hamiltoniano deve satisfazer a condigao H(to+71) = H(ty) e deve variar adiabaticamente no
tempo.

Nesse capitulo, a pergunta que devemos responder é: o que acontece com a funcao de

onda da particula em um processo dessa natureza? Algumas digressdes sao necessarias.

4.1 A fase de Berry

Antes de definir a fase de Berry, facamos uma digressao acerca da evolugao temporal
dos kets de estado. O primeiro passo é estender a dependéncia temporal nao apenas aos
hamiltonianos e autokets, mas as autoenergias, que passam a ser ademais instantdneas.

Uma maneira de englobar essa e outras situacoes mais complexas é permitir que a depen-

déncia temporal do hamiltoniano, dos autokets e das autoenergias seja paramétrica em t, ou
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seja, que esses assumam as formas: H(R(t)), |n(R(t))> e E, (R(t))l, o penultimo representa
o n-ésimo autoket de energia.
Em um determinado instante ¢ fizo, a equacao Schrédinger independente do tempo® deve

ser satisfeita

H(R®)In(RO)) = B, (R®)[n(R(©) - (.1

Por outro lado, a equacao de Schrodinger dependente do tempo para o ket |n(R(O) =
R,), to=0;1t))%¢

H(RO)n(Ro). to =0+ 1)) = ih - jn(Ry), to =0+ 1)) (4.1.2)

Caso permitamos que o hamiltoniano mude muito lentamente com o tempo, a particula ha
de permanecer no n-ésimo autoestado do hamiltoniano H (R(t)) Isso sugere que a evolucao

do ket presente na (4.1.2) seja’

In(R,), to=10;t)) ocexp (— %/0 H(R(t/))dt’) In(R(t))) =

exp (- % /O En(R(t’))dt’> n(R()) . (4.13)

onde usamos o fato de que o hamiltoniano deve, ao ser aplicado sobre o ket [n(R(t))), fornecer
a n-ésima energia (daquele hamiltoniano em t) como fun¢do do tempo. Em outras palavras, a
exponencial da (4.1.3) conta por todas as evolugoes temporais infinitesimais®. Observe que a

(4.1.3) representa uma relagao de proporcionalidade. Para transformé-la em uma igualdade,

'Esse caso engloba o mais simples: R(t) = t. Observe que R(t) representa um vetor com quantas
componentes forem necessérias - cada componente é uma fungao de ¢.

2Isso apenas & vélido porque t foi fixado. Portanto, a (4.1.1) apenas vale para aquele t.

3Esse ket corresponde ao ket presente na (4.1.1), depois de calculado em ¢y = 0 e entdao evoluido tempo-
ralmente até ¢.

4A (4.1.3) inclui o operador evolugao temporal para o caso em que o hamiltoniano apresenta dependéncia
temporal e comuta consigo em tempos diferentes.

SEm uma evolucdo temporal infinitesimal, o hamiltoniano é quase constante no tempo, de modo que a
evolugao temporal ao longo de um ¢ finito deve ser dada pela integral presente na (4.1.3).
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nota-se que todos os kets em questao sao normalizados, logo, devemos escrever

In(R,), to=0; 1)) =exp (— %/o En(R(t/))dt’> exp (i7.(1))[n(R(1))) (4.1.4)

onde o fator de fase exp (z*y(t)) foi incluso apenas para estabelecer a igualdade. Esse fator
pode conter informacgoes fisicas ou nao: de uma maneira ou doutra, o teorema adiabatico nao
exclui a possibilidade de um fator dessa natureza, visto que a particula ainda se encontra no
n-ésimo estado do hamiltoniano final. No decorrer do desenvolvimento, a relevancia desse

fator pode ser evidenciada ou descartada. Da (4.1.4) na (4.1.2), tem-se que

H(R(t))[n(Ro), to=0; 1)) =

i ! / / .
E.(R(1)) [exp (_ : / En(R(t))dt) exp (wn(t))] n(R(1))), (4.15)
0
onde usamos a (4.1.1). O lado direito da (4.1.1), calculado para o ket (4.1.4), fornece®

ihIn(Ro), to =03 1)) = m{ (- 3 (r0) + 20 ) n(ra)

+ |[Varn(R())) - %t(t)} exp (— 72_1/0 En(R(t’))dt’> exp (iv.(t)) . (4.1.6)

Considerando a (4.1.1), nota-se que os lados direitos das (4.1.5) e (4.1.6) sao iguais, o que

permite escrever

dyn(t)
dt

n(R(©)) +Van(R() - T (4.1.7)

0=1
que é simplificada caso apliquemos o bra (n(R(t))| pela esquerda

dv,(t) dR(t)
dt dat -’
6A rigor, o operador Vg age sobre a funcio de onda (r|n(R)), que é um escalar. Por economia, traba-
lharemos apenas com os kets de estado durante essa demonstragao.

=i(n(R(t))|Vrn(R(t))) (4.1.8)

40



onde foi usado que (n(R(t))|n(R(t))) = 1.

Percebe-se imediatamente que 7,(t) é dado pela integral de linha

R(t)
Tu(t) = z/ (n(R(t)’) |VRn(R(t’))> ~dR(t') (4.1.9)

Ry

cujo integrando é complexo, visto que

+ (Ven(R(t))|n(R())) =0, (4.1.10)

o que s6 ¢ possivel se (n(R(t)')|[Van(R(t'))) for imaginario. Agora teremos de lancar méo
da periodicidade do hamiltoniano. Essa hipotese consiste em supor que R(t) retorne a Ry
ap6s um tempo 7', ou equivalentemente, que o hamiltoniano H(t) retorne a Hy em t = T.

Sob essas condigoes, a integral (4.1.9) se torna uma integral de caminho fechado C7

M (C) = z‘§é<n(R)|VRn(R)> -dR , (4.1.11)

que, pelo teorema de Stokes, pode ser escrita como o fluxo

(C) = i/g(c) VR X [(n(R)yVRn(R»] -dS . (4.1.12)

Agora ¢é possivel escrever a (4.1.4), com ¢t = T, da seguinte forma

?

In(R,), to=0; T)) =exp (— 7_i/o En(R(t'))dt’> exp (17.(C)) In(Ryo)) ,  (4.1.13)

onde

M(C) = 2'yé(vz(R)IVl:m(R)) -dR (4.1.14)

"Observe que a dependéncia deixa de ser temporal e passa a ser puramente geométrica: -y, depende do
caminho C' percorrido no espago das coordenadas paramétricas.
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é conhecida como a fase de Berry, que depende do caminho percorrido no espaco das coor-
denadas paramétricas® e que, em geral nao € nula®.
H& outra maneira de expressar a (4.1.14). De acordo com o teorema de Stokes, pode-se

escrever
(€)= [((RIVan(R) iR == [ 1n[Trx (o(R)Van(R))] -dS . (4.115)
onde se explicitou que (n(R)|Vgn(R)) é imaginario puro. Definamos
V,.(R)=Im[Vg x ((n(R)|Vrn(R)))], (4.1.16)
que, fazendo uso da identidade V x (fVg) = Vf x Vg, pode ser escrita da seguinte forma
V,.(R) =Im[(Vrn(R)| x |[Vrn(R))] , (4.1.17)

ou ainda, fazendo uso da relagao de completeza,

Y Im)(m| =1,

como

V. (R) =Im[ > (Van(R)|m(R)) x (m(R)|Vrn(R))] , (4.1.18)

m#n
onde se omitiu o termo com n = m, tendo em vista que (n(R)|Vgn(R)) ¢ imaginario puro.
A tarefa agora ¢ calcular o termo (m(R)|Vgn(R)), o que é possivel a partir aplicagdo de

Vr em ambos os lados da (4.1.1), ou seja

[VeH(R)][n(R)) + H(R)|Van(R)) = [VaE,(R)][n(R)) + E(R)Van(R)) . (4.1.19)

8Por isso essa fase também recebe o nome de fase geométrica.
9Caso as autofuncdes sejam puramente reais, a fase de Berry é nula.
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Fazendo o produto interno da 4.1.19 com o bra (m/|, obtemos

(m(R)|[VrH(R)||n(R)) + En(R)(m(R)|Vrn(R)) = E,(R)(m(R)|Vrn(R)) , (4.1.20)

que equivale a

(m(R)|V gn(R)) = . (4.1.21)

A hermiticidade de H(R) garante que

(Vrn(R)|m(R)) = . (4.1.22)

Logo, V,(R) assume a forma

(n(R)|[VrH(R)]|m(R)) x (m(R)|[VrH(R)]|n(R)) } C(4123)

[En(R) — En(R))’

V.(R) = Im{ >

m#n

Com essas conclusoes, estamos em condi¢oes de revisitar o efeito Aharonov-Bohm a luz do

discutido acerca das fases de Berry.

4.2 O efeito Aharonov-Bohm: um caso particular da fase
de Berry

E possivel mostrar que a fase envolvida no efeito Aharonov-Bohm (e em muitos outros) é
apenas um caso particular de fase de Berry. Para isso, precisamos escolher R(t) de modo a
satisfazer as condigbes requeridas na segao anterior. A suspeita é que R(t) esteja relacionada
com a posicao da particula com respeito ao solenodide.

No capitulo 2, vimos que o aparato experimental divide o feixe de elétrons e os faz
percorrer os caminhos de I a I, conforme figura (2.1). Podemos dizer que cada elétron se

encontra confinado em uma caixa ctibica que se move em volta do solen6ide!® (fig. 4.1) -

100 potencial escalar ignorado na (2.1.1) é responsavel por confinar as particulas nessas caixas, ou melhor,
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adotemos um loop qualquer que envolva o solendide. Caso adotemos R(t) como a posigao do
centro da caixa e o caminho fechado como um loop em volta do solendide, aquelas condig¢oes
sao satisfeitas. Dito isso, podemos escrever a fase de Berry adquirida durante o processo.

A funcdo de onda para essa configuragao é dada pela (2.1.2), ou seja

<r|n(R(t))) = exp(ig(r))¥V!, , (4.2.1)

onde ¥’ satisfaz a equacao de schrodinger para a particula na caixa na auséncia do potencial

vetor e g(r) ¢ dada pela (2.1.3).

A

B

\O

R(t) // P

N\

Figura 4.1: Particula em uma caixa ctibica em volta de um solendide muito longo.

Contudo, estamos interessados em calcular a quantidade <n(R)|V RN (R)) Mas isso é
facil: basta que usemos a relacao de completeza para autokets de observaveis com espectros

continuos, fazendo

(n(R)|Ven(R)) = / (n(R) |7} (r'|V gn(R))d*’ = / <n(R)yr'>vR[<r'\n(R)>}d3r',
(4.2.2)

por manter o feixe de particulas coeso, no contexto experimental.
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que fornece

(n(R)|Van(R)) = / q:( — i%A(R)\IJ; + VR\IJ;L) d*r’ . (4.2.3)

Aqui cabe uma consideracao importantissima: a particula esta confinada em uma caiza®! .
Sob essa condicdo, deve-se incluir um potencial V =V (r — R)'? na (2.1.1) ou na (2.1.10), de
modo que a func¢do de onda W’ é, na verdade, ¥'(r — R), o que permite escrever o segundo
termo da integral como

VeV (r— R)=-VV (r—R), (4.2.4)
onde o gradiente V atua sobre as coordenadas de r. Essas consideragoes permitem obter

(n(R)|Ven(R)) = —z’%A(R) —/qf;vqf;d%’. (4.2.5)

O 1ltimo termo ¢é proporcional ao valor esperado do momento da particula dentro da caixa,

que ¢ nulo, logo,

e
(n(R)|Vrn(R)) = —ZﬁA(R) : (4.2.6)
de modo que a fase de Berry acumulada no ciclo é
1u(C) = z’§£<n(R)|an(R)> -dR = %yﬁ A(R) - dR . (4.2.7)
c c

Por outro lado, o teorema de Stokes permite dizer que a integral no lado direito da (4.2.7)
vale o fluxo do campo magnético pelo solenéide (C' contém a se¢ao transversal do solendide),
logo,

W (C) = —, (4.2.8)

o que nos diz que a fase de Berry adquirida no processo é a mesma para qualquer autofuncao

e ¢ independente do caminho percorrido em volta do solendide, contanto que o caminho o

A caixa nessa situacdo significa apenas uma regido onde a particula esta confinada. A caixa ndo precisa
ser ctbica, basta que confine a particula.

12]ss0 significa dizer que o potencial V, que confina a particula na caixa, deve depender apenas da posicao
da particula com respeito ao centro da caixa.
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envolva. Esse resultado é completamente compativel com a discussao realizada no capitulo
2, o que é congruente com o fato da fase adquirida pela func¢do de onda (2.1.24) ser uma fase

de Berry.

4.3 Elétron sob a acao de um campo magnético em pre-
cessao

O teorema adiabético e a fase de Berry sao bem ilustrados na descrigao de um elétron

sob a agdo de um campo magnético em precessao, vide figura (4.2).

2
B
81
~~~~~~~~~~~~~~ J
S=t "

Figura 4.2: Campo magnético em precessao.

O campo magnético precessa em torno do eixo z e a particula interage apenas com este.

O campo B(t) é dado por

B(t) = Bo( sinacoswt , sinasinwt , coswt) , (4.3.1)

na qual By ¢ o moédulo do campo magnético, que é constante.
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O hamiltoniano da interagao é dado por

H:fBﬂ:—B-G$>S, (4.3.2)

onde g é a razao giromagnética do elétron, que é muito proxima de 2. Com essa consideracao,
é possivel escrever

H=-B-S. (4.3.3)

m

E sabido que o produto escalar B - S pode ser escrito em termos das matrizes de Pauli. Para

tanto, escreve-se S como

h, . .
S = 3 (02 + 0,y + 0.2) | (4.3.4)
em que
1 0 01 0 —
o, = , Op = e oy = , (4.3.5)
0 —1 10 t 0

de modo que o hamiltoniano é escrito como

wih [ cosa e ™sina
2

3
eh

H=2N"Bo, = : 4.3.6
m;;a (4.3.6)

e“sinae  —cosa

onde se identificou w; = % com a frequéncia de Larmor.

Observe que o hamiltoniano da interagao ¢ dependente do tempo, de modo que a evolugao
temporal nao é tao simples quanto a do caso independente do tempo. Com respeito ao ultimo
caso, o sistema permanece no mesmo autoestado em que comegou, apenas ganhando um fator
de fase dependente do tempo - a fase dinamica da evolugao temporal. No cenario em questao,
entretanto, o estado evoluido, |x(t)), deve satisfazer a equacdo de Schrédinger dependente
do tempo e, em geral, transita entre os autoestados com o passar do tempo.

Embora |x (%)) nao seja necessariamente um autoestado de H, é possivel definir autoestados

istantdneos cujos spins estao alinhados com o campo magnético num instante ¢. Fixemos ¢,
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facamos wt — ¢ e diagonalizemos H.

O hamiltoniano a ser diagonalizado é

cosa e ®sina

e?sina —cosa

que, no instante ¢ deve apresentar autovalores £ = :|:h2ﬂ.

Proponhamos autoestados instantaneos

|X+> =

para os quais valem as relagoes de autovalor

Para o autovalor F,, tem-se que

wih cos o

2

ou seja

x cosa + ye ¥ sina

re'® sin av — 1 cos a

cuja primeira componente leva a

e

€' sin «v

v
e [x-)= ,
y w
Hl|x+) = Ex|x+) -
~i9sin o x wih
T2
— oS v Yy
X
Yy
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Ao se escolher z = cos 5, tem-se que

(] —
e cos a , o
Yy = % cos — = e sin — | (4.3.13)
28in § cos § 2 2
onde se usou que sin’ g = H%
Isso permite escrever
cos § oS §
)= | - . (4.3.14)
€'’ sin § e sin §
De modo semelhante, para o autovalor £_, temos
vecosa 4+ we ? sin o v
‘ =— , (4.3.15)
ve'? sina — w cos a w
cuja segunda componente leva a
e + Cos &
v = ( , )w . (4.3.16)
sin «
Escolhendo w = cos 5, tem-se que
o .
v = —sin Ee_“b : (4.3.17)
que leva a
—sin §e~ !
Ix_(t)) = . (4.3.18)
cos §

2
Os autoestados instantaneos |y (t) sao equivalentes aos |n(R(t))) na (4.1.1).

Observe que esses estados nao sao solugoes da equacao de Schrodinger dependente do
tempo. E necessario resolvé-la exatamente (sim, é possivel) para relacionarmos sua solucao

com os autoestados e entao aplicar o teorema adiabatico e o que foi discutido acerca da fase
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de Berry. Para resolvé-la, consideremos um spinor qualquer cujas componentes dependam

do tempo

IX(t)) = : (4.3.19)

A equagao de Schrodinger dependente do tempo fornece

0 wih [ cosa e ®sina) [a(t) d [a(®)
HIX(1) = i Ix() = 5~ | = ih . (4.3.20)
e“'sina —cosa b(t) b(t)

que gera o seguinte par de equagoes diferenciais acopladas

w, [acosa +be “sina |a
“1 =i , (4.3.21)
2 iwt : 1
ae™’sina — bcos a b
cuja derivada no tempo fornece
w; [ @cosa —iwbe ™" sin o 4 be ™" sin v a
“1 = . (4.3.22)
iwae™ sin o + ae™? sin ae — b cos a b

O objetivo por ora é encontrar uma equagao diferencial para a componente a(t) - mas poderia
ser para b(t). Comecemos por substituir a segunda componente na primeira da (4.3.21) para

eliminar b(t) e b(t)

21 ) .
%{a cos o — iw(—ld — acos a> + e " sin a( - z%) (ae™*sina — beos a) } =id . (4.3.23)
w1

Cabe agora substituir novamente b(t) da primeira componente da (4.3.21) na (4.3.23), o que

fornece

9
21 (L(cosa + 2£> tiwacosa — iast sin? a + it cosa(—Za — acos a) =1id, (4.3.24)
2 1 2 2 1
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que, ap6s um leve exercicio algébrico, torna-se

a(t) + iwa(t) — %(w cosa — ﬂ)oz(t) =0, (4.3.25)

cuja solucao é encontrada a partir da proposta

a(t) = e, (4.3.26)
que leva a
B2 +iwp — %(w cos o — %)6 =0, (4.3.27)
cujas solugoes sao
—iw £l
f=_—=0 (4.3.28)
2
onde I' = \/w? + w? — 2ww; cos o .
A solugao geral de a(t) é, portanto
r r
a(t) = [A exp <Z§t) + Bexp ( — z§t>] exp ( — zgt> . (4.3.29)

A fungao b(t) ¢é facilmente encontrada devido ao acoplamento com a(t). Da (4.3.29) na

primeira componente da (4.3.21) tem-se

r T A
%{ [A exXp <Z§t> + Bexp ( — Z§t>:| exp <Z%t> cos o + be—zwt Sina} _

z{zg [A exp (%t) _ Bexp ( _ zgt)}

. zg [A exp (zgt) + Bexp ( . zgt)] } exp (zgt) . (4.3.30)

o1



que, depois de se reagrupar os termos, ¢ equivalente a

b(t) = { [cosa + (= w)]Aexp (2%1&)

w1
(I'+w)
w1

|Bexp <zgt> } exp (z%t) . (4.3.31)

+ [cosa—

As constantes A e B sdo determinadas a partir de condig¢Ges iniciais. Para determiné-las,

suponhamos que o sistema comega no autoestado |y (0)), isso equivale a

a(0) cos §
X(0)) = = [x+(0)) = , (4.3.32)
b(0) sin §
ou seja
A+ B cos 5
) ) = , (4.3.33)
1 —w +w SNeY
—sina{[cosozjtw—l}/l—l—[cosa—w—l]B} sin §
cuja segunda componente permite escrever
.a r w
—sin—sina = cosa(A+ B)+ —(A—-B) - —(A+ B), (4.3.34)
2 w1 w1
que, fazendo uso da primeira componente, equivale a
. a a+F(2A a) w o (4.3.35)
—sin — sina = cosacos — + — — C0S—) — — COS — 3.
2 2 W1 2 w1 2 ’
ou a
r
—(cos % cos a + sin % sina) + wil cos = = w_l(QA — COS %) . (4.3.36)

O primeiro termo entre parénteses da (4.3.36) corresponde a cos §, de modo que esta se torna

w1 w « «
-1 —) S =924 —cos— 4.3.
F< +w1 cos 5 cos 5 (4.3.37)
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que leva a

1« (w—wy)
A= eos (1 + T) . (4.3.38)

O coeficiente B vem imediatamente da primeira componente da (4.3.33)

B = %cos % (1 — @) . (4.3.39)

Os coeficientes A e B permitem entdo escrever os coeficientes a(t) e b(t). Calculemos a(t).

A aplicacao desses valores em a(t) fornece imediatamente

r — r
a(t) = cos % Cos §t + zw sin §t] exp < - th) . (4.3.40)

Encontrar b(¢) é um pouco mais trabalhoso, embora trivial. A aplicagdo dos valores de A e

B na (4.3.31) fornece, a principio

b(t) = _4811?0%8(?05 g { [cosa * <F(;1w)} <1 = }w1)> eXP <th>
+ [Cosa — (F;}l—lw)} <1 — (w }w1)> exp <zgt> } exp (z%t) , (4.3.41)

na qual a aplicagao dos produtos fornece

1 r —
b(t) = ~ o 5 {2 COS (¢ COS §t + 21 w le) cos o sin §t+
(T' —w)exp (@%25) — (I'+w)exp ( - zgt)
Wi
(I' —w)exp (z%t) + (I' + w) exp < - z%t) W
+ (w—wy) [ ] } exp (z—t) , (4.3.42)
le 2
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que por sua vez equivale a

1 r - L L
b(t) = —— {2 cos o cos —t + 2i (W =) cos asin —t + 2i— sin —t¢
4sin $ 2 Wi
r — r L
— 2% cos §t + —(wrij) 2I" cos 52& — 24w sin §t] } exp (th> . (4.3.43)

Apos agrupar os termos de cosenos e senos e um leve trabalho geométrico, temos

.« L (w+w) . F] (w>
b(t) = sin [COSQt I 81n2t exp ZQt , (4.3.44)

0 que permite escrever finalmente a solugao exata (4.3.19) da equagao de Schrodinger depen-

dente do tempo

«a r c(w—w1) o T W
cos 5 [cos 5l +1=F—sin 575} exp ( — z§t>
(1)) = . (4.3.45)

o T c(witw) T )
sin 5 [COS 5t — ZIT sin gt] exp <z§t>

Observe que o spinor |x(t)) ja estd normalizado, o que é consequéncia da condigao inicial
(4.3.32).
E interessante neste momento escrever |y(¢)) como uma combinacio linear dos autoesta-

dos instaneos. Isso é realizado com o uso da relagao de completeza

I= Z X)) {(xi ()], (4.3.46)

onde |x;(t)) s@o os autoestados instantaneos.
Em consequéncia da anterior, o spinor |x(¢)), assim como qualquer outro spinor de duas

componentes, satisfaz

) = 32 0O N®) = (e O ) s 0) + (O h®) ) x-0) - (43.47)

que requer o célculo dos coeficientes (x+(t)|x(t)). A projegao do spinor |x(¢)) na dire¢do
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Ix+(1)) ¢

a(t
X+ @)x(®)) = (cos% sin %e‘i“t) bEt; ; (4.3.48)

que equivale a

r — r
(x4 (®)|x(t)) = cos® % cos 52& + ’Lw sin Et} exp ( - z%t)
r r
+ sin? % [cos §t — zw sin 54 exp (zgt) ., (4.3.49)

que pode ser reescrita como

(x+(t)|x(t) = { cos gt + iSir;gt [w( cos® % — sin? %) — wi) } exp ( - z%t) . (4.3.50)

ou ainda como

e (Oh(®) = [cos gt + iwm gt} exp (—i%t) (4.3.51)

O coeficiente (x_(t)|x(t)) é calculado de maneira semelhante

e (OO e ( t) oz[ L, (w—w) . Ft] < .wt)
_ = —sin —exp (iwt ) cos — | cos =t + i—————=sin —t| exp | —i—
X=X g P 2“9 T 2" Py
r r
+ sin % cos % [cos 515 — z@ sin Et} exp (Z%t) , (4.3.52)

que equivale a

r r
(x_()|x() = —22’% sin % cos % sin §t exp (z%t) = —i% sin asin §t exp (z%t) . (4.3.53)
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Isso permite escrever o spinor |x(t)) como

r — r
X(®)) = | cos 5t + zw sin 54 exp ( - z%’t) s (£)

r
- z% sin o sin §texp (z%t) Ix-(t)) . (4.3.54)

Agora que o problema foi resolvido completamente, é possivel discutir o regime adiabatico e

a fase de Berry.

4.3.1 O regime adiabatico e a fase de Berry

E interessante analisar o regime adiabatico deste sistema. Para tanto, é preciso "traduzir",
em termos de caracteristicas do sistema, a hipotese adiabatica.

A hipotese adiabatica consiste, antes de tudo, em determinar a relacao entre a velocidade
de evolucao do sistema e a taxa de alteracao do hamiltoniano. Para os casos em que o
hamiltoniano se altera muito lentamente com respeito a evolucao interna do sistema, vale a
hipotese adiabatica. Isso permite identificar a frequéncia de precessao w do campo magnético
B com a taxa de alteragao do hamiltoniano. Por outro lado, sabe-se que o spin precessa em
torno de B com a frequéncia de Larmor w;, o que permite a identificacao de w; com a
velocidade de evolucao interna do sistema. Dessa forma, fica claro que, quando w < wq, o
teorema adiabatico deve valer.

Uma hipoétese utilizada foi a de que o sistema comega no autoestado |y (0)). Sob a luz
do teorema adiabatico, é de se esperar que com o passar do tempo, o sistema permanega
no autoestado |y (t)). Para verificar essa afirmagao, devemos calcular a probabilidade de
transigao do spinor |x(t)) para o autoestado |x_(t)), isto &, |{x(¢)|x_(£)}]?.

Esse calculo ja foi feito, basta tomar o modulo quadrético da (4.3.53), o que fornece

ORO)F = |2 sinasin 5] (4.3.55)
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onde I' = \/w? + w? — 2ww cos a.

No regime adiabatico, I' é aproximadamente igual a w;, de modo que

T 2
[(x ()| x—(t))* ~ w%sinozsin§t , (4.3.56)

ou seja, a probabilidade de transmissao é quadrética em -, ou seja, pode ser desprezada no
limite wil — 0. Dessa forma, é possivel afirmar que, ao longo do tempo, no regime adiabético,

o spinor |x(t)) assume a forma

IXx(t)) = [COS Et + i(w cosa = wi) sin Et} exp ( - Z%t) IX+(t)) (4.3.57)

2 r 2
o que esté inteiramente de acordo com o teorema adiabatico, porque o spinor permanece no
autoestado |y (1)), isto é, a probabilidade de transi¢ao para o outro autoestado é desprezivel.
No que diz respeito a fase de Berry, todas as exigéncias sao satisfeitas para calculé-la, a
saber: o regime adiabéatico é bem estabelecido e o hamiltoniano, ap6s uma precessao completa
de B, retorna a sua forma inicial em t =T = 27” H&a mais de uma maneira de calcular a fase
de Berry para esse caso, a mais geral delas é mostrada na se¢ao (4.5). No cenario presente,
contudo, convém ilustrar um método alternativo.
Da discussao inicial sobre a fase de Berry, vide a (4.1.4), sabemos que é possivel escrever
o spinor |x(t)) como

X (1)) = e e Oy (1)), (4.3.58)

onde 0, (t) é a fase dinAmica, cuja origem estd relacionada & evolugdo temporal do spinor
Ix(t)), e v (t) corresponde & fase geométrica adquirida apés um tempo ¢t. Do estudo da

evolugao temporal, sabe-se que 0, (t) vale

o(t) —% /0 "B (0t (4.3.59)
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Observe que, depois de um ciclo, t = T e |x+(T)) = |x+(0)), ou seja, de acordo com a (4.3.57)

X(T)) = e+ DDy (7)) = 7+ DDy, (0)) = DDy (0))

(4.3.60)

E facil ver que, caso consigamos calcular a fase total adquirida durante o ciclo, ®sppq, €

soubermos qual parte é fase dindmica, a fase de Berry sera dada pela diferenca v, (7)) =

Dyo1a(T) — 0, (T). Antes de calcular esses termos, é preciso aplicar a hipotese adiabatica a

expressao (4.3.57). Sob essa condigao

w w? w
'=wiy/1l—2—cosa+ —=~w;(l——cosa)=w —wcosa,
w1 w1 w1

0 que permite entao escrever o spinor |x(t)), dado pela (4.3.57), como

W COS ¥

|x(t)) = exp ( - Z%t) exp <Z

W
) exp (= ist) [ (1)
que, calculadoem t =T = 27”, fornece

() = exp (= i) exp (= (1 = cosa)) [+ (1))

onde se identifica claramente
w1 .
Doy = ——m —i(l — cosa)m .
w

Por outro lado, podemos calcular a fase dinamica 6, (7')

o que implica em

VT) = @uoar(T) = 04(T) = =(1 = cosa)m,

o8
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(4.3.65)
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que corresponde a fase de Berry adquirida no processo.
Observe que o termo (1 — cos a)7 corresponde a metade do angulo solido €2 descrito pelo
campo magnético B em precessao, vide fig. 4.3. Verifiquemos essa afirmacao, a partir da

definicao de angulo sélido, que, para o presente problema é

Q&Y

/

Figura 4.3: Angulo solido Q descrito pela precessao do campo magnético B.

Y
x

2m o
Q= / d(b/ sinfdf = 2(1 — cosa)m (4.3.67)
0 0

Esse procedimento é condizente com a metodologia experimental, uma vez que, em geral, o
que se mede é a fase total ®,,,. Dessa forma, uma vez sabida a parcela devida & evolucao
temporal, 0, (T'), é possivel extrair a fase geométrica v, (7).

Observe, por outro lado, que v, (7') vem imediatamente da integragao da (4.1.8) no tempo,

a saber

d

@n(R(t))Mt’ (4.3.68)

() = i / (n(R(1))|V rn(R(1)))dR(t) = i / (n(R(1))
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A (4.3.68) permite escrever

T
, d
1) =i [ ) b )t (43.69)
0
que é igual a
[E | 0 :
’}q_(T) = l/ (COS% e~ Wtgin %) ‘ dt’ = —(]_ — COS Oé)’ﬂ' s (4370)
0 iwe™t sin 2

2

que esta de acordo com o calculo prévio.

4.4 Fase geométrica para uma particula com spin: o caso
geral

Consideremos uma particula de spin S sob a agao de um campo magnético B de médulo

constante e dire¢ao muito lentamente variavel. O hamiltoniano da interagao é

H(B(t)) = —p-B = —%s "B(t), (4.4.1)

onde g é a razao giromagnética da particula, i é o momento dipolo magnético e S é o operador
spin.

As autoenergias sao dadas por
E, =—gumB (4.4.2)

onde m é em geral semi inteiro e limitado inferior e superiormente por —S e +S1?, respecti-

vamente.

135 que é inteiro (ou semi inteiro) e positivo, é o ntimero quantico relacionado aos autovalores da magnitude
do spin; m esté relacionado com a componente do spin na dire¢ao z’.
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A cada instante o campo magnético aponta em uma direcao levemente diferente, o que nos
permite definir um eixo z/(t) que aponta na dire¢ao de B para cada t (definimos também os
eixos 2/(t) e y/(t)). A partir da (4.4.1), ¢ evidente que devemos tomar B(t) como o parametro
R(t). Além disso, uma vez que o campo magnético apenas muda de dire¢do, os caminhos
e superficies de integracao das (4.1.14) e (4.1.15) devem estar contidos na superficie esférica

que contém B(t) no espago dos parametros, como ilustrado na fig. 4.2.

Figura 4.4: Caminho percorrido pela extremidade do vetor B no espaco dos parametros.

Observemos que apenas no centro daquela esfera, obviamente inacessivel a qualquer ca-
minho na superficie, as autoenergias sdo degeneradas, de modo que a (4.1.23) pode ser usada
sem cautelas adicionais.

Para calcular V,,(B), observamos que

VpH(B) = —%S , (4.4.3)

que permite escrever

Vo(B) ~nf 3 BISIE) < (U BISIEY, y

hQBQ (m _ m/)?

m#m/

onde foi feiton - mem — m'.

Observagoes muito importantes devem ser feitas para simplificar a (4.4.4). A primeira
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delas ¢ observar que § = S,/ + 85,/ + S./; a segunda ¢ notar que os dois termos do numerador
da (4.4.4) sdo elementos de matriz do operador S escritos na base que diagonaliza S.,. E
necessario, portanto, escrever as representacoes matriciais dos operadores Sy, Sy e S

O operador 5,/ ja esta diagonalizado e sua base ¢ usada na representacao dos operadores
Sy e Sy, que nao sao diagonais com respeito aquela base. Os operadores S, e S,/ tém todos
seus elementos nulos, exceto apenas os elementos imediatamente acima e imediatamente

abaixo da diagonal principal (m’ = m £ 1). Isso é representado por
p p

[Sz’]mn = hmdm,m’ , (445)
(m £ 1(B)|Sy|m(B)) = hn/(S Fm)(S £m+ 1), (4.4.6)
(m £ 1(B)|Sy|m(B)) = Fih\/(SFm)(S+m+ 1), (4.4.7)

onde S é o mesmo para todos os kets, visto que a magnitude do spin é fixa.

Para m’ =m + 1, as (4.4.6) e (4.4.7) fornecem

2

(m(B)|S|m + 1(B)) x (m +1(B)|S|m(B)) = —%(s —m)(S+m+1)2,  (448)

enquanto para m’ = m — 1 temos

2

(m(B)|S|m — 1(B)) x (m — 1(B)|S|m(B)) = i%(S +m)(S—m+1)2 . (4.4.9)

Sob a luz da (4.4.8) e da (4.4.9), a (4.4.4) passa a valer

m .,

Vin(B) = 5%, (4.4.10)

148, ¢ trivial, enquanto o calculo de Sy 4 € realizado a partir dos ladder operators, também chamados de
operadores criacdo e aniquilacao.
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onde 2’ = B ¢ o versor que indica a direcao do campo B a cada instante.
Com a 4.4.10, é simples calcular a fase de Berry adquirida pelo ket da particula caso o

campo magnético descreva um ciclo

(€)= —/ V.B)dS=-m [ L .as. (4.4.11)
S(C) si) B

onde identificamos o termo
B
o dS (4.4.12)
s B

com o angulo solido 2(C') compreendido por C' no espago dos parametros, de modo que
Ym(C) = —mQ(C) . (4.4.13)

Observe que a fase adquirida independe da magnitude do campo magnético e do valor
de S; a dependéncia é apenas no numero quantico m e do caminho C', percorrido pela
extremidade de B no espaco dos parametros. No efeito Aharonov-Bohm a dependéncia é
ainda mais simples: basta que a trajetéria da particula envolva o solenéide!® - a fase nem
sequer depende do estado n. A demonstracao feita vale tanto para férmions quanto para
bosons, bem como para o caso em que B precessa em torno de um eixo fixo (se¢ao 4.3).
A verificagao experimental foi feita a partir da polarizagao de néutrons por T. Bitter e D.
Dubbers em 19876,

E notével a semelhanca desse exemplo com o anéalogo classico, exposto no inicio do ca-
pitulo. Isso sugere que as fases geométricas surgem em fendmenos tanto classico quanto
quanticos - o que é de fato o caso. Um exemplo disso ¢ a mudanca do plano de polarizacao

da luz (descrita pela mecanica quéntica relativistica) ao atravessar uma fibra o6tica torcida. A

5Naquele caso, a variavel R(t) é tomada como a posigao da caixa que confina a particula ao longo do
trajeto.

16Bem como os elétrons, néutrons tém spin e, portanto, podem ser polarizados. No experimento em questéo,
a fase geométrica e a fase dindmica sdo responsaveis por alterar a polarizagao dos néutrons. Esse processo
altera os valores esperados do spin dos néutrons, o que permite a verificagao experimental. As medidas estao
em acordo bastante aceitavel com a teoria.
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mudanca no plano de polarizacao é corretamente descrita tanto em termos da fase de Berry

quanto em termos do angulo de Hannay!”.

ITA confirmacdo experimental dessa equivaléncia foi feita por Chiao, Wu e Tomita em 1986.
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Conclusoes

O efeito Aharonov-Bohm foi primeiramente apresentado em um cenario sem restrigoes a
nenhuma coordenada, de modo que a energia mostrou-se independente do fluxo do campo
magnético. Viu-se que, caso a coordenada radial da funcao de onda fosse fixada, p = R, a
energia seria quantizada e dependente do fluxo do campo magnético pelo solendide. Esses
aspectos sao consequéncia direta do potencial vetor fazer parte da equagao de Schrodinger.

No capitulo sobre o teorema adiabéatico uma digressao foi feita sobre teoria de perturbacao
dependente do tempo. Os resultados obtidos foram entao usados para demonstrar de maneira
grosseira o teorema adiabético, que é peca fundamental na prova da fase de Berry. A partir
disso, a fase de Berry foi demonstrada e o efeito Aharonov-Bohm foi revisitado. Uma outra
aplicacao foi feita para o caso da fase adquirida por uma particula com spin em uma regiao
com campo magnético. Algumas observacoes acerca da relacao entre as propriedades do

espaco dos parametros e os efeitos de fase foram feitas.
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Apéndice A

Sobre o potencial generalizado e a forca

de Lorentz

E necessario mostrar que o potencial

U(r,t) =q|o(r,t) —v(t) - A(r,t) (A.0.1)

reproduz a forca de Lorentz.
A componente de forca generalizada Fj é dada pela equagao que abre a secao 1.5 do

Goldstein (referéncia [1])

oU d (oU
[N A A0.2
! dq; +dt(dq'j) (84.02)

Escolhendo as coordenadas cartesianas como os ¢;, obtém-se a componente x da forca

generalizada

0¢ 0A 0A L0A, dAm) ' (A.0.3)

g - 99, ;04 04 _
<dx+xdx T Tl T @

O ultimo termo entre os parénteses da (A.0.3) vale

dA, 0A, 0A, 0A, 0A
I:- T . €T . ui I‘ A. ‘4
it Tar Ve T T a (A.04)
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Inserindo a (A.0.4) na (A.0.3) e agrupando os termos relativos as velocidades, obtemos

op 0A, .[(0A, O0A, [(0A, O0A,

=q|——— — — — — ) A.0.

Fe q[ dr i “’(dx dy) z( i dx) (8.0.5)
Examinemos os resultados paralelos
0A, 0A,\— 0A, 0A,\— 0A, 0A;\—

= = - — — — — A.0.

B=VxA <dy dz>z+(dz dx> +(da: dy)k (A.0.6)
e

vx B=(§B.—iB,) 7 + (:B, —iB.) j + (B, — yB.) % . (A.0.7)

Note que os tultimos dois termos de F, na (A.0.5) correspondem & componente x do

produto v x B. Dessa forma, podemos escrever

B dp  0A,
F,=q|— T dr + (v x B)z] (A.0.8)

A forma de U permite afirmar que resultados inteiramente analogos valem para as com-

ponentes F, e I,. Esse resultado pode ser expresso na forma vetorial como

F:q(—v¢—2—‘?+vx3>, (A.0.9)

que ¢é a forca de Lorentz.
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Apéndice B

Sobre a invariancia de gauge da equacao

de Schrodinger

O objetivo é mostrar a (1.3.9)

H'S = exp Q%r) Hi = E® (B.0.1)
na qual
O(r) = exp (i%r@-))w) (B.0.2)

e ¥ (r) é solucao da equacao de Schrodinger independente do tempo para os potenciais nao

transformados ¢ e A. Apliquemos o hamiltoniano modificado H' sobre a funcao ®

H'® = {QL(—Z'W - —=qA — qVI)(—ihV — gA — ¢VT') + Q¢} exp (igf('f‘))w(r) (B.0.3)

m h

— ﬁ(_mv - —qA — qu){ —ihv [exp (Z%F> w]

— gexp <Z%F) A — qexp Q%r) wvr} + exp Q%r) g (B.0.4)
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= 5 (~inV - —~gA — VD) [exp (447) (— inV — v a) +exp (i8T)a0p] (B3

nas quais se usou a regra da cadeia e a identidade V(fg) = fVg+ gV f. O proximo passo é

calcular

1
=~ _inv.
Qm{ 1hV

exp (z%r) ( — iRV — quA)]

+ z% exp (Z%F) (A + VD) (ihV + qu)} +exp (Z%F) g, (B.0.6)

o que ¢ feito a partir da identidade V - (fg) = Vf-g+ fV - g e da regra da cadeia. Isso

fornece

= L{ — ihexp (z%f‘) [ —ihV*) — )V - A

2m

+qA-v¢+z‘%(—mvr-w—q¢A-vr)]

+ q(mAw F A% +iRVT -V + g A - vr) } + exp (%r) g0, (B.0.7)
que, apos os devidos cancelamentos, gera

1
— exp (Z%r) {% [—52v2¢+mqw-A+7;hqA-w+z'hqu+q2¢A2

+q¢¢} , (B.0.8)

ou
1
= exp (i%r> {% { — W*V? 4+ ihgV - A + 2ihigA - V + q2A2] + qqﬁ}w , (B.0.9)

que equivale a

H'® = exp @%r) Hip = Ed . (B.0.10)

Isso prova a (1.3.9).
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