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Resumo: Analisar estruturas apresenta-se como um passo primordial para o desenvolvimento básico de qualquer projeto,

uma vez que, as condições inerentes ao mesmo implicam em alterações no seu comportamento. Tratando-se de estruturas,

a variabilidade com a qual as mesmas se apresentam impulsiona diversos ramos de pesquisa. Deste modo, diversos tipos

de análises foram surgindo ao longo dos anos: analítica, numérica, estática, dinâmica, transiente, harmônica, modal,

dentre outras. Este trabalho é baseado na análise analítica de uma viga sujeita a ação de cargas móveis. Neste caso em

especial, o carregamento do tipo pontual tem posição variável ao longo do tempo, enquanto sua intensidade permanece

constante. Exemplos práticos nos quais pode-se observar este tipo de situação são: pontes rolantes, passarelas, pontes.
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1. INTRODUÇÃO

Estruturas que, em um âmbito geral, lidam com grandes cargas são amplamente empregadas em projetos de engenha-

ria. Nesses projetos, os carregamentos não possuem a característica de estado estático permanente, ou seja, em alguns

casos a estrutura é submetida a uma carga que tem intensidade variável e pontos de aplicação diferentes ao longo da es-

trutura. Este fenômeno, geralmente, é verificado em estruturas como pontes, sendo estas dos mais diversificados modelos

e materiais, utilizadas por veículos ferroviários, automóveis ou pessoas (caso de passarelas), exemplos de aplicações po-

dem ser observados na Fig. 1. Assim, a compreensão do comportamento da estrutura quando sujeita a este tipo de cargas

dinâmicas permite a identificação dos pontos críticos e os possíveis efeitos devido às correlações vibratórias. Problemas

envolvendo análise dinâmica transiente de estruturas sob a ação de forças móveis estão em uma variedade de estudos

de projetos de engenharia (Santos, 2016). Análises do comportamento de vigas sob a ação de cargas móveis, há alguns

anos vêm sendo uma área de pesquisa com grande relevância, visto que garantir a estabilidade estrutural é uma preocu-

pação constante dos engenheiros e projetistas de pontes, principalmente quando estas são exigidas por carregamentos que

apresentam velocidades elevadas (Kumar et al., 2015).

Figura 1: Exemplos de estruturas sujeitas a cargas móveis: (a) ponte rolante - DEMAG Cranes; (b) ponte metálica - A2P

Estudos e Projectos
Fonte: Adaptado de DEMAG (2018) e A2P (2018)

O trabalho de Frýba (2009) citado por Ouyang (2011) apresenta uma discussão acerca dos diversos estudos de casos e

problemas, juntamente com algumas soluções, que envolvem estruturas sujeitas à ação de cargas que estão em movimento.

O mesmo também apresenta o tratamento analítico em meios contínuos para barras, vigas, placas e cascas. Para estruturas

de caráter mais complexo, o método dos elementos finitos é uma excelente alternativa.

A validação e constatação das análises de comportamento estrutural de estruturas deste tipo também é objeto de

muitas pesquisas. Os métodos analíticos constituem de modo simplificado um rol de possíveis soluções para resolver os

problemas de carga móvel. Entretanto, com o avanço tecnológico e as melhorias nos softwares e hardware de análises, os

métodos numéricos apresentam-se de também como uma alternativa satisfatória (Olsson, 1991).

O problema vislumbrado por este trabalho é modelado em função da teoria de Euler-Bernoulli para deflexão de vigas.
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Portanto, este problema será resolvido de forma analítica. Sabe-se que a literatura apresenta diversos métodos para

resolução do problema e a determinação da(s) solução(ões), em vista disso, o método abordado para a solução da equação

diferencial parcial será a separação de variáveis.

2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Para entender o tratamento matemático do problema e apreciar os efeitos causados à estrutura em decorrência do

movimento da carga, este trabalho tratará apenas de um problema simples para carga móvel. A determinação da solução

é viabilizada e melhor representada a partir visualização dos deslocamentos transversais da viga em função da carga em

movimento. A caracterização é embasada a partir de um “corpo”, de massa m que, consequentemente, exerce uma força

(carga) P sobre a viga, deslocando-se em uma “ponte” a velocidade constante v (Ouyang, 2011).

Pela teoria de Euler-Bernoulli para viga, tem-se como condições de contorno geral a situação de uma viga simples-

mente apoiada. Para o carregamento definiu-se que é uma carga concentrada de intensidade constante P , movimentando-

se com velocidade constante v, o amortecimento estrutural é proporcional a função de vibração devido à velocidade de

deslocamento da carga sobre a viga, conforme as reafirmações de Ismail (2011), o diagrama de corpo livre do problema

em questão está representado na Fig. 2.

Figura 2: Representação do diagrama de corpo livre da viga sob a ação de carga móvel.

A Equação de movimento de Laplace para a viga é dada pela Eq. 1, com deslocamento transversal, u(z), distribuído

na direção do eixo-z, determinando-se as primeiras condições uz = uz(x, t), para 0 ≤ x ≤ l e 0 ≤ t ≤ l
v

.

EIy
∂4uz(x, t)

∂x
+ ρ

∂2uz(x, t)

∂t2
+ 2ρωb

∂uz(x, t)

∂t
= δ(x− ct)P (1)

Onde: L representa o comprimento total da viga, ρ é densidade específica do material da viga, aço, A é a área

equivalente da seção transversal, E é o módulo de elasticidade, Iy é o momento de inércia da seção transversal da viga

em relação ao eixo y, t é o tempo percorrido pela carga e ωb é a frequência circular amortecida.

A partir da Fig. 2, a solução do problema necessita de algumas hipóteses que serão assumidas, sendo elas (Frýba,

2009):

1. O comportamento descrito pela viga é regido pela teoria de Euler-Bernoulii, conforme mencionado anteriormente,

e a equação diferencial deduzida, Eq. (1), é convencionada para pequenos valores de deformação pela lei de Hooke,

o principio de Saint-Venant também é aplicado ao caso;

2. A viga possui massa e seção transversal constante em todo seu comprimento;

3. A carga concentrada se movimenta apenas na direção do eixo x, portanto, desloca-se para direita e esquerda;

4. Para efeitos de cálculos será considerada a condição de viga simplesmente apoiada, isto é, com valores de momento

e deflexão nulos nas extremidades (x = 0 e x = L)

5. O amortecimento estrutural é proporcional à vibração provocada pela velocidade de deslocamento da carga sobre a

viga;

A carga se move de x = 0 em t = 0, posição e tempo iniciais, respectivamente, até x = L que é a condição final para

o deslocamento longitudinal. Portanto, as condições de contorno, representadas na Eq. (2), são:

uz(0, t) = 0; uz(L, t) = 0;
∂2uz(0, t)

∂x2
= 0;

∂2uz(L, t)

∂x2
= 0; (2)

E as condições iniciais, Eq. (3), são:

uz(x, 0) = 0;
∂uz(x, 0)

∂t
= 0; (3)
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A máxima deflexão apresentada no caso estático pela viga pode ser determinada pela Eq. (4), a técnica para resolução

utilizada foi o método de integração de Macaulay. Sabe-se que o ponto crítico é situado no ponto médio de coordenada

x = L
2 , portanto, tem-se:

uo(L/2) =
PL3

48EIy
(4)

A solução para determinar a deflexão para o caso de uma carga dinâmica atuando sobre uma viga, Eq. (6), é derivada a

partir da resolução da equação diferencial de movimento de Laplace, Eq. (1), aplicando as condições iniciais e de contorno

Eq. (2) e (3) e utilizando-se do método de separação de variáveis, obtém-se representativamente a Eq. (5) (Frýba, 2009).

u(x, t) = U(x)T (t) (5)

u(x, t) = uo

∞
∑

n=1

X[n2(n2 − α2)sin(nωt)− Y sin(ω
′

(n)t)− Z]sin(
nπx

L
) (6)

X , Y e Z são dados em termos de:

X =
1

n2[n2(n2 − α2)2 + 4(αβ)2]
(7)

Y =
nα[n2(n2 − α)− 2β2]

√

n4 − β2
e−ωbt (8)

Z = 2nαβ(cos(nωt)− e−ωbtcos(ω
′

(n)t) (9)

Onde: α é um parâmetro adimensional da razão de velocidades, velocidade normal desenvolvida pela carga, v, sobre

a velocidade crítica, c, β é o coeficiente de amortecimento e ω é a frequência natural.

Para o caso onde o coeficiente de amortecimento é desprezado, tem-se α 6= 0 e β = 0, portanto a Eq. (6) fica:

u(x, t) = uo

∞
∑

n=1

sin(
nπx

L
)

1

n2(n2 − α2)
(sin(nωt)−

α

n
sin(ω(n)t)) (10)

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO

Diversos tipos de problemas envolvendo carga em movimento são estudados e revisados com afinco por muitos pes-

quisadores (Clark, 1986; Lin and Trethewey, 1990; Olsson, 1991; Ismail, 2011; Ouyang, 2011; Sudhansu, 2012; Frýba,

2009; Kumar et al., 2015; Santos, 2016), estas são referências úteis para cada tipo de problema. A resolução compu-

tacional associada a problemas de carga em movimento e alguns métodos numéricos para validar essas questões são

implementados em softwares dedicados como MIDAS Gen (2018), BEDAS (2018), MIDAS Civil (2018), dentre outros,

onde o problema pode ser simulado com variações nas condições iniciais e de contorno.

Os dados de entrada do problema com relação as condições de material e geométricas da viga são: Aço estrutural

ASTM A572, um aço de alta resistência mecânica e baixa liga, com limite de resistência última de 450 MPa, limite

de escoamento de 345 MPa, módulo de elasticidade 77 GPa, densidade específica de 7850 kg/m3. Seção transversal

retangular com altura h = 0,20 m e largura b = 0,10 m. Viga com comprimento L = 10 m. Carga com intensidade P =

7,5 kN e velocidade de deslocamento v = 1,0 m/s.

A Tab. 1 representa os valores de deflexão da linha elástica para cada instante de tempo analisado. Sendo estes os

valores anteriormente plotados na Fig. 3, a relação entre o posicionamento da carga P e o instante de tempo é dada por

xc = v · t, onde xc é a posição de atuação na viga, v é a velocidade desenvolvida pela carga e t é o tempo. Tf equivale

ao tempo final, ou seja, o tempo que a carga levou para se deslocar da origem (x = 0) até a extremidade final (x = L).

A viga foi discretizada em cinco (5) pontos de amostragem para a deflexão, estes caracterizados em função do tempo de

passagem da carga móvel.

Tabela 1: Deflexões apresentadas para cada posição de aplicação da carga.

Tempo Pto 1 (xc = 2m) Pto 2 (xc = 4m) Pto 3 (xc = 6m) Pto 4 (xc = 8m) Pto 5 (xc = 10m)

0 0 0 0 0 0

0,2·Tf -0,00113 -0,00358 -0,00381 -0,00278 -0,00101

0,4·Tf -0,00154 -0,00641 -0,00763 -0,00583 -0,00216

0,6·Tf -0,00214 -0,00551 -0,00722 -0,00605 -0,00230

0,8·Tf -0,00244 -0,00274 -0,00381 -0,00359 -0,00156

Tf -0,00204 -0,00036 -0,00044 -0,00034 -0,00013
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Figura 3: Representação da deflexão da viga para v = 1,0 m/s

Da Tab. 1 pode-se inferir que os maiores valores apresentados para a deflexão da viga foram na região mais próxima

do ponto médio, deixando claro que o sistema é regido pela condição de viga simplesmente apoiada.

Para fins de análise da viga, os parâmetros são delimitados com relação ao deslocamento da viga para quaisquer

instantes de tempo obtidos por meio da Eq. (10), o comportamento da viga está representado na Fig. 3. Para o caso da

viga simplesmente apoiada, na medida que a velocidade da carga móvel aumenta, a deflexão máxima da linha elástica da

viga sofre influência da velocidade e também aumenta, por conseguinte, a posição do máximo valor de deflexão se desvia

para ponto médio. Tal fenômeno acontece por causa da inércia desenvolvida pela carga móvel (Sudhansu, 2012).

4. CONCLUSÕES

Analisar o comportamento de estruturas de tipologia mais simplificada quando sujeitas a cargas móveis permite uma

compreensão inicial das variáveis envolvidas, estimula novas pesquisas em engenharia e implica diretamente em melhorias

na etapa de concepção do projeto. Tal fato, também corrobora para o desenvolvimento de trabalhos que auxiliam e

implementam novas modelagens e, ocasionalmente, melhores técnicas para resolução de problemas reais. Notou-se que,

para o valor de velocidade (v = 1, 0m/s), os efeitos dinâmicos do problema são causados, apenas, em função da condição

da posição variável do carregamento, uma vez que sua magnitude, por hipótese inicial, é assumida como constante.

Outro fator de extrema relevância apresenta-se justamente nos deslocamentos observados, cada ponto de aplicação da

carga discretizado implica na determinação de um conjunto de esforços, visto que o método para agrupamento das solução

torna-se um procedimento de baixa praticidade e eficiência, no entanto, como este problema mostrou-se simplificado, não

houve ônus no tempo computacional. No entanto, encontra-se obstáculo quando o problema envolve condições e contorno

mais complexas e múltiplos carregamentos combinados. Deste modo, as posições de atuação da carga provocam valores

extremos para os instantes de tempo 0, 4 · Tf e 0, 6 · Tf s, estes responsáveis pela discretização nos extremos do intervalo

referente ao ponto médio da viga (x = L
2 ), verificou-se que o ponto de máximo descolamento da linha elástica da viga

não é exatamente sobre o ponto intermediário.

O próximo passo deste trabalho é reanalisar vigas de diferentes seções transversais e condições de contorno genéricas

e abrangido maiores situações usando o método de elementos finitos, assim como, a comparação com o modelo resolvido

analiticamente e implementação posterior em um software.
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