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Resumo

Neste trabalho, através da Teoria da Relatividade Restrita, investigamos as Colisões Rela-

tiv́ısticas entre part́ıculas subatômicas. Tais colisões ocorrem no regime de altas energias, onde

somente a Dinâmica Relativ́ıstica fornece uma descrição adequada do processo ainda no ńıvel

clássico. Muito do que conhecemos sobre os entes que constituem a matéria vem do estudo das

colisões entre part́ıculas elementares.

PALAVRAS-CHAVE: Colisões Relativ́ısticas; Dinâmica Relativ́ıstica; Part́ıculas Elementa-

res.
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Abstract

In this manuscript, the Special Relativity theory is used to investigate the Relativistic

Collisions between subatomic particles. Such collisions occuring at high energies, where only

the Relativistic Dynamics provides (still at classical level) an adequated description of the

process. Almost all the knowledge about the entities composing matter comes from the study

of collisions between elementary particles.

KEYWORDS: relativistic collisions; high energies; relativistic dynamics; elementary parti-

cles.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No primeiro caṕıtulo trataremos de descrever como surgiu na comunidade cient́ıfica, a ne-

cessidade de reformular a f́ısica afim de estender o prinćıpio da relatividade para toda a f́ısica.

Uma vez que até esse ponto ( final do século XIX e ińıcio do século XX) a Mecânica Clássica

reinava absoluta como uma teoria sólida e incontestável. Ela parecia ser a única mecânica que

descrevia todos os posśıveis tipos de movimento, desde o movimento de part́ıculas até o de pla-

netas Outra teoria já bem estabelecida na época era a Eletromagnetismo Clássico, formulado

por James Clerk Maxwell (1831-1879), que através de quatro equações unificou os fenômenos

elétricos e magnéticos em um só: os fenômenos eletromagnéticos. As equações mostraram que

os campos elétricos variáveis geram campos magnéticos variáveis e vice-versa. Tais campos e

podem se sustentar mutuamente formando uma onda eletromagnética que se propaga no espaço.

Uma onda eletromagnética se propaga no vácuo com uma velocidade c = 1√
ǫ0µ0

, e é constante.

Porém, com a não-invariância do eletromagnetismo clássico perante as transformações de

Galileu, que eram a lei que descreve o movimento dos corpos, ou seja, as equações do eletromag-

netismo não preservavam sua forma padrão quando mudamos de referencial. Logo, o prinćıpio

da relatividade de Galileu não valia o eletromagnetismo. Foi nesse contexto que a Teoria da

Relatividade Restrita lançada em 1905 por Albert Einstein nasceu, ela solucionou o problema

da não invariância do eletromagnetismo clássico perante as transformações de Galileu, através

da introdução de novas equações de transformação, as Transformações de Lorentz que resolveu

o problema da não-invariância das equações da eletrodinâmica. Trataremos também de anali-

sar alguns efeitos cinemáticos ocasionados pela imposição das transformações de Lorentz como
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novas equações de transformação.

No segundo caṕıtulo estudaremos o espaço f́ısico no qual a Teoria da relatividade foi esta-

belecida e desenvolvida. O espaço-tempo de Minkowski, que tem natureza distinta do espaço

Euclidiano possui caracteŕısticas que o fazem ser o espaço no qual os fenômenos relativ́ısticos

ocorrem.

No terceiro caṕıtulo trataremos de estudar a Dinâmica Relativ́ıstica, que foi a nova Mecânica

desenvolvida a partir dos postulados da teoria da relatividade e assim descrever todos os

fenômenos dinâmicos-relativ́ısticos.

No ultimo caṕıtulo aplicaremos os conceitos de conservação de Energia e Momento rela-

tiv́ıstico, desenvolvidos no terceiro caṕıtulo, para o estudo dos processos de Colisões Rela-

tiv́ısticas.
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Caṕıtulo 2

Origens da Teoria da Relatividade

Restrita

2.1 Prinćıpio da Relatividade de Galileu: Definição de

um referencial inercial

Para descrever um fenômeno f́ısico. Por exemplo, uma part́ıcula P movendo-se livremente

o espaço. A primeiro ato a ser tomado é adotar um sistema de referência, pois a descrição do

movimento será realizada sempre em relação a ele. Esse sistema deve obedecer uma premissa

fundamental: tem que ser um referencial é inercial, ou seja, não esteja acelerado nem rotacio-

nado ( nele vale a lei da inércia), garantindo assim que nele as leis f́ısicas preservem sua forma

padrão.
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Figura 2.1: Part́ıcula movendo-se no espaço

Como a lei da inércia afirma que o estado de repouso e o de movimento retiĺıneo uniforme são

equivalentes, os dois são referenciais inerciais e podemos descrever o movimento da part́ıcula

relacionando as coordenadas entre os dois referenciais, uma vez que neles dois as leis f́ısicas

devem preservar a sua forma.

Um questão importante é: como garantir a invariância das Leis f́ısicas em todos os referen-

ciais? Bom, o que garante a invariância são as Transformações de Galileu.

x′ = x− ut (2.1)

y′ = y

z′ = z

Esse conjunto de equações relacionam as coordenadas entre os referenciais escolhidos. A

invariância das Leis f́ısicas são obtidas quando elas são submetidas as Transformações de Galileu,

e verifica-se que elas preservam sua forma padrão. O resultado obtido em cada um dos sistemas

é válido, ou seja, os fornece dois pontos de vista equivalentes do mesmo fenômeno. Na Mecânica

Clássica o tempo é uma grandeza absoluta, tendo assim o mesmo valor em todos os referenciais.

Esse é um dos pontos cruciais da mecânica clássica, o tempo absoluto.

Considerando dois sistemas inerciais S em repouso e S ′movendo-se com velocidade relativa
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−→u constante em relação ao primeiro Num dado instante de tempo a part́ıcula, no referencial

S ocupa uma posição dada por (x, y, z). Aplicando as transformações de Galileu , obtemos as

coordenadas da part́ıcula em S ′ que são (x′, y′, z′), ou seja, escrevemos a posição da part́ıcula

M nos dois referenciais.

Podemos também obter, derivando em relação ao tempo a equação 2.1, as transformações

para a velocidade

v′x = vx − u (2.2)

v′y = vy

v′z = vz

e aceleração. da part́ıcula.

a′x = ax (2.3)

a′y = ay

a′z = az

A equação 2.3 nos fornece um resultado importante: a aceleração da part́ıcula não é afetada

pelo movimento relativo entre os referenciais inerciais , ou seja, ela é a mesma em todos. Por

não sofrer alteração sob uma mudança de referencial, a aceleração é uma grandeza absoluta na

mecânica newtoniana. Este resultado é fundamental para estabelecer o prinćıpio da relatividade

de Galileu.

Na Mecânica Clássica a massa também não é alterada por conta do movimento relativo. A

exemplo da aceleração, o seu valor é o mesmo para todos os referenciais inerciais. Essas duas

grandezas são invariantes perante as transformações de Galileu, o que nos leva a concluir que a

Segunda Lei de Newton é mesma em todos os referenciais, evidenciando que todos compartilham

da mesma f́ısica.

m′−→a′ = m−→a →
−→
F ′ =

−→
F (2.4)

Examinando a equação anterior, confirmamos matematicamente que as leis f́ısicas são as

mesmas em todos os referenciais inerciais. Não existe um referencial privilegiado, pois todos

são colocados em par de igualdade. Como todos são equivalentes, é imposśıvel discernir através
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de experimentos mecânicos, entre o estado de repouso ou movimento retiĺıneo uniforme. Esta

afirmação corresponde ao prinćıpio da relatividade de Galileu.
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2.2 O eletromagnetismo e as Transformações de Galileu

Através de suas quatro equações, James Clerk Maxwell (1831-1879) unificou eletricidade

e magnetismo em uma nova teoria a Teoria do Eletromagnetismo Clássico. As equações de

Maxwell, como ficaram conhecidas, descrevem todos os fenômenos eletromagnéticos, desde a

interação entre part́ıculas, até a geração de correntes induzidas em circuitos elétricos.

Uma das previsões mais significativas da Teoria do Eletromagnética foi a existência das

ondas eletromagnéticas, que são perturbações que ocorrem por conta da variação dos campos
−→
E e

−→
B que podem se propagar no espaço mesmo sem a presença de matéria, com velocidade

constante e em qualquer direção. O problema era que as equações da teoria eletromagnética

não se mantinham invariantes quando mudamos de referencial.

Vamos analisar a seguinte questão: dois referenciais, S em repouso e outro S ′ movendo-se

com uma velocidade relativa −→u na direção do eixo x,em relação ao primeiro. Um pulso de luz

viajando na mesma direção que S ′ tem velocidade igual a c no referencial S. Em S ′ o mesmo

pulso terá velocidade c′ = c − u, obtida através da transformação de velocidades. De modo

análogo, um pulso de luz se propagando na direção oposta (esquerda) tem velocidade igual a c′

em S ′, que varia no intervalo de c−u a c+u. Portanto, fica claro que os observadores mediriam

em seus respectivos sistemas dois valores distintos da velocidade da luz.

Este resultado mostra que sendo válido o prinćıpio da relatividade de Galileu para a Ele-

trodinâmica, implicaria numa divergência no valor da velocidade da luz, quando medida por

observadores em referencias diferentes e em movimento relativo entre si. Uma vez que já havia

um consenso com respeito ao valor de c a solução encontrada foi impor que há um referencial

no a velocidade da luz é c e só nele as equações Maxwell se tornam invariantes perante as

transformações de Galileu. Esse referencial é o do éter.

Visto que a validade das equações de Maxwell estavam restritas a um referencial privilegiado,

onde somente nele a velocidade da luz é c. O prinćıpio da relatividade não abrangeu toda a

f́ısica, sendo válido somente para a mecânica clássica. A sáıda encontrada foi a partir de

experimentos comprovar ou desmentir a existência do éter como referencial privilegiado.

O que fazer? Estender o prinćıpio da relatividade para toda a f́ısica ou somente para a

Mecânica Clássica, deixando de fora o Eletromagnetismo? A resposta para esse questionamento
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foi apresentada através de três possibilidades, são elas:

1. O prinćıpio da relatividade aplica-se somente na Mecânica Clássica, mas não para o

Eletromagnetismo. Na Eletrodinâmica existe somente um referencial (do éter) onde a

velocidade da luz tem valor c e suas equações preservam sua forma padrão;

2. O prinćıpio da relatividade aplica-se tanto para a Mecânica quanto para o Eletromagne-

tismo, porém as equações do Eletromagnetismo teriam que ser reformuladas para ficarem

de acordo com as Transformações de Galileu;

3. Existe um prinćıpio da relatividade para toda a f́ısica e as equações de Maxwell estão

corretas. Neste caso, as Leis da Mecânica Clássica não estão corretas, exigindo assim

uma nova Mecânica compat́ıvel com o novo prinćıpio da relatividade. As transformações

de Galileu também estavam incorretas, sendo substitúıdas por outras, que mantém as leis

f́ısicas invariantes.

Das três opções a última, que parecia a menos provável, após a publicação da Teoria da

Relatividade Restrita, mostrou-se a mais correta.
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2.3 Experimento de Michelson e Morley

2.3.1 Introdução

Em sua Teoria Ondulatória da Luz, Christiaan Huygens sustentava a hipótese de que o éter

era o meio no qual a luz se propagava. O éter estaria em repouso em relação as suas partes

e por isso seria o referencial absoluto e nele a velocidade da luz seria c. Em todos os outros

referencias essa velocidade seria diferente.

Uma maneira de localizar o éter seria medir a velocidade da luz em uma infinidade de

referenciais inerciais. Ao realizar essas medidas, verificaŕıamos que o valor da velocidade da

luz mudaria de um referencial para outro e isso sugere que somente no referencial do éter, a

velocidade da luz tem valor c, resultado que está de acordo com a teoria do Eletromagnetismo

Clássico.

Porém, como medir a velocidade da luz em diferentes diferenciais? Usou-se a Terra como

suporte, pois podemos considerá-la como um referencial inercial que possui uma velocidade

orbital de 30 km/s em relação ao Sol, e que em cada época do ano aponta numa direção

diferente. De acordo com a teoria, o éter se encontra fixo em relação ao Sol. Portanto, as

medições poderiam ser realizadas em cada época distinta.

2.3.2 A experiência

A experiência foi realizada pelo f́ısico alemão Albert Abraham Michelson (1852-1931) e

Edward William Morley (1838-1923) que teve como objetivo detectar a existência do éter e

através da análise de padrões de interferência, forneceu de maneira indireta informações sobre

a velocidade da luz em relação ao referencial do éter. O aparelho utilizado para a realização

da experiência foi o interferômetro óptico, inventado por Michelson em 1880 e utilizado no ano

seguinte para a primeira das duas experiências.

A primeira experiência foi realizada em 1881, no laboratório de Astrof́ısica de Postdam,

com o objetivo de detectar algum movimento da Terra em relação ao éter. A ideia era com-

parar o tempo que dois feixes de luz levariam para percorrer a mesma distância paralela ou

transversalmente à direção do movimento da Terra em relação ao éter. Esta primeira versão
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forneceu resultados não muito precisos. A previsão era encontra um determinado deslocamento

de franja, porém o resultado encontrado foi considerado incorreto.

Michelson em 1887, junto com Morley, realizaram em Cleveland no Estados Unidos, a

segunda versão do experimento, onde a precisão e confiabilidade do equipamento fez com que

o resultado obtido tivesse relevância. O objetivo era medir pequenos variações da velocidade

da luz em relação a um observador no referencial da Terra, que funciona como um referencial

inercial que se move com uma velocidade de −→v em relação ao referencial do éter, onde o valor

da velocidade é c.

Uma visão esquemática do experimento é a seguinte: um feixe de luz é emitido de uma fonte

e incide sobre um espelho semi-transparente S inclinado 45o em relação a direção de propagação

do feixe. Ao incidir sobre espelho, o feixe é separado em dois, o feixe 01 que é transmitido e o

feixe 02 que é refletido. O feixe 01 é refletido de volta pelo espelho 01, e o feixe 02 pelo espelho

02. Ao serem refletidos os dois feixes retornam para S, o feixe 01 refletido pelo espelho 01 é

parcialmente refletido, e o feixe 02 refletido pelo espelho 02 é parcialmente transmitido de volta

por S para um anteparo , onde eles se interferem.

Figura 2.2: Interferômetro

A Terra e o interferômetro estão se movendo com uma velocidade −→v em relação ao éter.

O experimento foi montado de modo que a velocidade −→v fosse alinhada na direção do feixe

transmitido. O tempo total que o feixe leva para ir de S para o espelho 01 e retornar será
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medido por um observador fixo no referencial da Terra, que vê a velocidade de ida do pulso

sendo c − u , e na volta c + u. Logo o valor do tempo de ida e volta sobre o braço L1 do

interferômetro é

tI =
L1

c− u
(2.5)

tV =
L1

c+ u
(2.6)

O tempo total do percurso de ida e volta é

t1 = tI + tV

t1 =
2L1

c
(
1− u2

c2

) (2.7)

Para calcular o tempo de percurso do feixe refletido, vamos considerar um observador pa-

rado no referencial do éter. O caminho percorrido pelo feixe é agora transversal à direção do

movimento do interferômetro. Neste caso, os espelhos movem-se juntos através do éter com

velocidade −→v , e a velocidade do feixe nesse referencial é c.

Figura 2.3: Interferômetro2

O observador vê a luz seguindo a hipotenusa dos triângulos da figura e o tempo de percurso

é. (
ct2
2

)2

= L2
2 +

(
ut2
2

)2

t2 =
2L2

c
√
1− u2

c2

(2.8)
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E a diferença nos tempos de percurso.

∆t = t2 − t1

∆t =
2

c


 L2√

1− u2

c2

−
L1(

1− u2

c2

)


 (2.9)

Como a Terra realiza o movimento de translação ao redor do Sol, sua velocidade orbital

varia diariamente. A variação velocidade −→v em relação ao éter ocasiona pequenas mudanças

na velocidade da luz c em relação ao aparelho. Isso resultaria em pequenas variações diárias

no caminho óptico e consequentemente alteração no padrão de interferência,ou seja, grandes

variações −→v resultam em grandes alterações no padrão de interferência. Um peŕıodo como três

meses seria perfeito para percepção da variação de −→v .

Porém, esperar até meses para obter uma mudança significativa de −→v não era muito viável,

para contornar isso Michelson e Morley rodaram o experimento em 90o e assim simularam a

variação de −→v equivalente a três meses. Desse modo, puderam repetir o experimento a dim de

encontrar as variações no padrão de interferência dos feixes.

Ocorreu que o ao final das experiências, o deslocamento das franjas de interferência não foi

observado, implicando que não há alteração no valor da velocidade da luz entre nas medidas

entre os referenciais. Se não há mudança no valor da velocidade da luz, então não existe só um

referencial para o qual a velocidade da luz é c.

A não detecção do éter era totalmente contrária a visão dos f́ısicos da época. Para eles todas

as ondas precisavam de um meio para se propagar, e a não existência do éter contradizia essa

afirmação , além de não está também de acordo com as Transformações de Galileu. Tendo em

vista a alta precisão do experimento, o seu resultado era incontestável e estava de fato correto.
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2.4 Os postulados da Teoria da Relatividade Restrita

Com a não detecção do éter pelo experimento de Michelson-Morley, concluiu-se que a velo-

cidade da luz não era afetada pelo movimento relativo da Terra, sendo a mesma em qualquer

referencial inerciais e em qualquer direção.

Para os f́ısicos da época a existência do éter era incontestável, pois para eles um meio para

a propagação da luz deveria que existir. Mesmo com o alto grau de precisão do experimento

de Michelson-Morley foi capaz de derrubar essa visão. Com isso, foram propostas teorias para

explicar a não detecção do éter.

Essas teorias buscavam justificar o porque da não detecção do éter no experimento de

Michelson-Morley. Porém elas falharam, tornando a hipótese de existência do éter insustentável.

Assim, o único caminho a se seguir era estender o prinćıpio da relatividade para toda a f́ısica,

considerando as Leis da Eletrodinâmica corretas e a necessidade de modificação na Mecânica

Clássica e nas equações de transformação de Galileu.

Em 1905, Albert Einstein (1879-1955) em seu trabalho sobre a Teoria da Relatividade,

chamado de “Sobre a Eletrodinâmica dos corpos em movimento” propôs a velocidade da luz

é constante em todos os referenciais inerciais. Ao propor isso, Einstein modificou os conceitos

clássicos de espaço e tempo.Toda a Teoria da relatividade restrita é baseada nos dois postulados

abaixo:

1. Prinćıpio da relatividade, afirma que as Leis f́ısicas possuem a mesma forma em todos os

referenciais inerciais, ou seja, o prinćıpio da relatividade é válido para toda a f́ısica;

2. Constância da velocidade da luz, afirma que a luz (ondas magnéticas em geral) possui

uma velocidade c constante, que é independente do estado de movimento da fonte e do

observador.

O primeiro postulado define a inexistência do éter como referencial privilegiado e garante

a equivalência entre todos os referenciais inerciais. O segundo, impõe o valor c para a

velocidade da luz, contradizendo as transformações de Galileu e de forma indireta explica

o resultado nulo do experimento de Michelson-Morley.
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2.5 Transformações de Lorentz: Significado e suas as

consequências.

Quando tratamos fenômenos relativ́ısticos as Transformações de Galileu já não são mais

adequadas para descrever os fenômenos, logo precisamos recorrer a novas equações de trans-

formação que venham a fornecer resultados satisfatórios.

Em 1904 o f́ısico holandês Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) obteve um conjunto de

equações que levaram seu nome, as chamadas de Transformações de Lorentz. Apesar de ter

desenvolvido as equações ele não foi capaz de dar uma interpretação f́ısica para suas equações.

O responsável por interpretar fisicamente as Transformações de Lorentz foi Einstein, que as

deduziu a partir dos dois postulados que baseiam sua teoria: o da isotropia e homogeneidade

do espaço. Einstein elevou as Transformações de Lorentz à condição de novas equações de

simetria da natureza ([1]), substituindo as transformações de Galileu, para a serem as novas

leis de transformação entre sistemas de coordenadas.

Imaginando dois referenciais S e S ′, com S ′movendo-se em relação a S com velocidade

relativa −→u paralela ao eixo x − x′e definir t = t′ no instante que as origens dos dois sistemas

coincidem. Um evento ocorrendo no referencial S num tempo t possui coordenadas (x, y, z).

Qual será as coordenadas (x′, y′, z′) em um tempo t′ no referencial S ′. Tais coordenadas são

fornecidas pelas Transformações de Lorentz, que são,

x′ = γ (x− ut) (2.10)

y′ = y

z′ = z

t′ = γ
(
t− x

u

c2

)

onde γ = 1
√

1−(u

c
)
2
é o fator de Lorentz.
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As transformações inversas são,

x = γ (x′ + ut′)

y = y′ (2.11)

z = z′

t = γ
(
t′ +

u

c2
x′
)

A partir das transformações de Lorentz surgem algumas consequências que possuem um

grande significado para a teoria, que são expressas na forma de efeitos cinemáticos-relativ́ısticos

que envolvem as medidas de tempo e espaço quando medidas em referenciais distintos. Discu-

tiremos a seguir tais consequências, dando a cada uma visão mais particular.

2.5.1 Dilatação temporal

Esse efeito está relacionado com a medida do intervalo de ocorrência de dois eventos, rea-

lizadas por dois observadores que estão em referenciais diferentes. Supondo que na origem do

referencial S há um relógio, que marca os tempos tA e tB associados à ocorrência de um evento

no mesmo ponto (xA = xB), cujo intervalo ∆τ = tB − tA . Este intervalo é chamado de tempo

próprio ( intervalo medido no referencial em repouso em relação ao eventos). A pergunta é,

qual será o intervalo medido no referencial S ′ que se move com uma velocidade relativa −→u em

relação a S ? A resposta é fornecida a partir das transformações de Lorentz.

t′A = γ
(
tA −

u

c2
xA

)
(2.12)

t′B = γ
(
tB −

u

c2
xB

)
(2.13)

o intervalo de tempo que será medido no referencial S é.

∆t′BA = t′B − t′A (2.14)

substituindo as equações (2.12) e (2.13) em (2.14) temos.

∆t′BA = γ
(
tB −

u

c2
xB

)
− γ

(
tA −

u

c2
xA

)

como xA = xB, temos.

∆t′BA = γ (tB − tA)
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∆t′BA = γ∆tBA (2.15)

Como o fator γ > 1, então ∆t′BA > ∆tBA. Temos demonstrado que um observador que vê o

fenômeno em movimento relativo, a duração do fenômeno é sempre maior do que a a duração

do mesmo fenômeno medido por um observador no referencial em repouso em relação a ele,

esse acréscimo esta associado ao fator γ.

2.5.2 Contração de comprimento

.Esse efeito está associado a com a medida de comprimento de um corpo quando efetuada

em referenciais inerciais distintos e que possuem uma velocidade relativa entre si. Quando

medimos o comprimento de um corpo em um referencial fixo e comparamos com a medida

feita em um outro referencial que se move com velocidade relativa −→u em relação ao primeiro,

observamos que seu comprimento é contráıdo por um fator γ na direção do movimento.

Figura 2.4: Contração de comprimento

Para demonstrar o efeito da contração, usaremos um exemplo simples de uma barra ŕıgida.

No referencial S ′ um observador mede o comprimento da barra L′ , que é denominado compri-

mento próprio, pois é medido no referencial que se encontra em repouso em relação a barra, e

suas extremidades coincidem com os pontos x′
B e x′

A. No referencial S, que possui uma veloci-

dade relativa −→u em relação a S ′,as extremidades da barra coincidem com os pontos xA e xB e
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tempos tA e tB respectivamente Para determinar o comprimento da barra em S ,usaremos as

transformações de Lorentz para relacionarmos as medidas de S e S ′.

Da equação 2.10, temos,

x′
B = γ (xB − utB) e x′

A = γ (xA − utA)

O comprimento da barra no referencial S é dado pela distância entre os pontos xA e xB (

extremidades da barra) quando medidas ao mesmo instante, ou seja, quando tA = tB.

∆x′
BA = x′

B − x′
A

x′
B − x′

A = γ[(xB − utB)]− [γ (xA − utA)]

x′
B − x′

A = γ[(xB − xA)− u (tB − tA)]

temos que em S a barra mede um comprimento L = xB − xA e tA = tB, então.

x′
B − x′

A = γ (xB − xA)

L =
L′

γ
(2.16)

Este resultado comprova a previsão anterior, um observador medirá o comprimento da

barra em relação ao referencial que a vê em movimento relativo menor do que o comprimento

da mesma barra, medida no referencial em repouso.

2.5.3 Adição de velocidades

Na mecânica clássica, a soma de velocidades para corpos que se encontravam em movimento

relativo era obtida a partir das transformações de Galileu (2.1). Porém com a aceitação da teoria

da relatividade de Einstein, surgiu a necessidade de se reformular toda a mecânica. A mecânica

clássica cedeu seu lugar para Mecânica Relativ́ıstica, que estendeu os conceitos da mecânica

newtoniana para um cenário onde os corpos possuem velocidades elevadas.

Tornou-se também necessário obter novas equações de transformação entre as coordenadas

dos referenciais, uma vez que as transformações de Galileu, no contexto relativ́ıstico, apresenta-

vam inconsistências nos seus resultados. Coube a Einstein definir as transformação de Lorentz

(2.10) como as novas equações transformação entre os referenciais.
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A partir das transformações de Lorentz, podemos relacionar as coordenadas de uma part́ıcula

em um referencial S , com as coordenadas da mesma part́ıcula em outro referencial S ′ que se en-

contra em movimento relativo em relação ao primeiro. Se esse corpo está se movendo, podemos

então obter as equações que relacionam a velocidade do corpo nos dois sistema de referência, e

assim definir as novas equações e transformação de velocidade.

Sendo S um sistema inercial fixo e S ′ um sistema movendo-se com velocidade −→u em relação

a S. Uma part́ıcula movendo-se em S ′ possui velocidade −→v ′,então a velocidade da mesma

part́ıcula vista do referencial S é determinada a partir das transformação de Lorentz.

Vamos analisar dois situações, a primeira quando a part́ıcula está se movendo na mesma

direção do movimento relativo entre S e S ′. A segunda, quando a velocidade da part́ıcula é

perpendicular ao movimento relativo.

Figura 2.5: Adição de velocidades :part́ıcula na direção do movimento relativo

Considerando somente as transformações para x e t das equações (2.11), temos

x = γ (x′ + ut′)

t = γ
(
t′ +

u

c2
x′
)

Diferenciado essas expressões, temos.

dx = γ (dx′ + udt′) (2.17)

dt = γ
(
dt′ +

u

c2
dx′
)

(2.18)
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E dividindo a equação (2.17) pela (2.18), temos.

vx =
dx

dt
=

v′x + u

1 + u
c2
v′x

(2.19)

A equação (2.19) nos fornece a velocidade da part́ıcula do ponto de vista do referencial S e

assumindo que ela move-se na direção positiva do eixo x.

Figura 2.6: Adição de velocidades :part́ıcula na direção perpendicular ao movimento relativo

Considerando a segunda situação, onde a part́ıcula está se movendo em uma direção per-

pendicular ao movimento relativo entre os referenciais (2.6). Vamos supor que a part́ıcula se

move na direção do eixo-y. Considerando somente as transformações para y e t, e diferenciando

as duas equações, temos

dy = dy′ (2.20)

dt = γ
(
dt′ +

u

c2
dx′
)

(2.21)

Agora, vamos dividir a equação (2.20) pela equação (2.21), que resulta em

vy =
dy

dt
=

v′y

√
1−

(
u
c

)2

1 + u
c2
v′x

(2.22)

A equação (2.22) é a expressão para a velocidade da part́ıcula, a mesa caso esteja movendo-

se perpendicularmente a direção do movimento relativo. Este resultado também é válido para

a componente z da velocidade, que nesse caso teria a forma:

vz =
v′z

√
1−

(
u
c

)2

1 + u
c2
v′x

(2.23)

28



Caṕıtulo 3

Espaço de Minkowski

Como foi visto em seções anteriores, as Leis de Newton têm a mesma forma em todos os

referenciais inerciais (isso é verificado através das transformações de Galileu), ou seja todos

os referenciais inerciais são equivalentes. Ao publicar a teoria da relatividade restrita Einstein

impôs algumas mudanças nos conceitos da mecânica clássica. Uma das modificações mais

marcantes foi o estabelecimento de um velocidade limite para os corpos, a velocidade da luz c.

Outro conceito novo foi a introdução do conceito de espaço – tempo. Na relatividade restrita

essas duas grandezas estão intimamente interligadas, o tempo perde seu caráter absoluto e

passa a ser relativo. Em resumo, a teoria da relatividade mostrou que algumas previsões da

teoria de Newton só eram válidas quando a velocidade dos fenômenos é baixa, quando passamos

a analisar fenômenos com velocidades elevadas, a teoria de Newton não era capaz de fornecer

um resultado correto. Houve portanto, a necessidade de se formular uma nova mecânica, que

satisfizesse os postulados a teoria da relatividade.

Visto que a teoria da relatividade promoveu diversas mudanças no ambiente f́ısico. Foi

necessário também propor um novo espaço geométrico que a exemplo do espaço euclidiano na

mecânica clássica, servisse base para a descrição matemática dos fenômenos.

Hermann Minkowski (1864–1909) que em 1908 ao proferir uma palestra com o t́ıtulo “

Espaço e tempo” apresentou suas ideias a respeito da teoria da relatividade. Minkowski mostrou

em seu trabalho, que a teoria da relatividade poderia ser tratada geometricamente através da

sua teoria do espaço tempo quadridimensional.
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3.0.1 O espaço-tempo de Minkowski

O espaço-tempo de Minkowski é um espaço quadridimensional, pseudo-euclidiano e plano.

Ele é o palco de ocorrência de todos os eventos f́ısicos . Ao defini-lo Minkowski deu uma inter-

pretação geométrica a teoria da relatividade. A ideia de um espaço-tempo quadridimensional

surge naturalmente quando Einstein define que o tempo, ao contrário do que se pensava, de-

pende de qual referencial está sendo medido, logo passa a ser considerado uma grandeza relativa,

e ser considerado como uma dimensão do espaço Desse modo, qualquer evento que ocorre no

espaço-tempo é especificado através das coordenadas referentes ao quatro eixos coordenados.

3.0.2 Quadrivetores, Métrica e Tensores

Tendo em vista que estamos trabalhando em um espaço quadridimensional, temos que

definir os elementos matemáticos que represente as grandezas f́ısicas. O primeiro a ser definido

são os Quadrivetores, que no espaço-tempo de Minkowski são definidos objetos matemáticos

que possuem quatro componentes que os definem.

Em relação as suas coordenadas, os quadrivetores são definidos como covariantes e contra-

variantes. A diferença entres essas coordenadas esta na forma em que elas se transformam

quando o quadrivetor é submetido a uma transformação de coordenadas.

As componentes de um quadrivetor em um sistema inercial qualquer podem ser escritas de

duas formas: a primeira como sendo xµ, onde µ = 0, 1, 2, 3,escritas da seguinte forma.

(
x0, x1, x2, x3

)

onde:

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z (3.1)

que chamamos de componentes contravariantes do quadrivetor. A segunda é da forma xµ, com

µ = 0, 1, 2, 3 e expressas na forma.

(x0, x1, x2, x3)

com

x0 = ct, x1 = −x, x2 = −y, x3 = −z (3.2)

A seguir daremos mais detalhes a respeito das componentes dos quadrivetores.
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Componentes Contravariantes.

As componentes xα de quadrivetor são ditas contravariantes, quando submetidas a uma

transformação de coordenadas entre os sistemas S e S ′, transformam-se da seguinte forma.

xµ =
3∑

ν=0

Λµ
νx

ν (3.3)

onde xµ e xν representam as componentes contravariantes do quadrivetor
−→
R nos sistemas

S ′ e S.O termo Λµ
ν = ∂xµ

∂xν é a matriz de transformação 4x4 entre os referenciais considerados,

xµ e xν representam as coordenadas dos sistemas S ′ e S respectivamente.

Escrevendo as transformações de Lorentz em termos de xµ, temos.

x0 = γ
(
x0 −

u

c
x1
)

x1 = γ
(
x1 −

u

c
x0
)

x2 = x2

x3 = x3

a partir dessas transformações obtemos a matriz de transformação entre o sistema de coorde-

nadas.

Λµ
ν =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x0

∂x0

∂x0

∂x1

∂x0

∂x2

∂x0

∂x3

∂x1

∂x0

∂x1

∂x1

∂x1

∂x2

∂x1

∂x3

∂x2

∂x0

∂x2

∂x1

∂x2

∂x2

∂x2

∂x3

∂x3

∂x0

∂x3

∂x1

∂x3

∂x2

∂x3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ou

Λµ
ν =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Componentes Covariantes

As componentes covariantes de um quadrivetor são escritas matematicamente, após uma

transformação de coordenadas da seguinte forma,

xµ =
3∑

ν=0

Λν
µxν

onde xµ e xν são as componentes covariantes do quadrivetor representado nos sistemas S ′ e S.

Nota-se que as componentes covariantes transformam-se de A matriz de transformação Λν
µ é

inversa a matriz de transformação das componentes contravariantes, sendo escrita da forma.

Λν
µ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x0

∂x
0

∂x0

∂x
0

∂x0

∂x2

∂x0

∂x3

∂x1

∂x0

∂x1

∂x1

∂x1

∂x2

∂x1

∂x3

∂x2

∂x0

∂x2

∂x1

∂x2

∂x2

∂x2

∂x3

∂x3

∂x0

∂x3

∂x1

∂x3

∂x2

∂x3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Λν
µ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ γβ 0 0

γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Vale destacar que os conceitos de contravariante e covariantes aplicam-se somente as com-

ponentes dos quadrivetores. Um quadrivetor é possui o mesmo significado em qualquer sistema

de coordenadas onde é escrito.

3.0.3 Métrica

Uma descrição intŕınseca de um espaço é feita a partir das medidas de intervalo de distância

realizadas no próprio espaço, com o objetivo de encontrar uma descrição do mesmo. Para

mensurar essa descrição definimos a Métrica do espaço, como sendo a função que fornece a

natureza do espaço em que é definida.

No espaço de Minkowski podemos definir a métrica a partir da medida de distância entre dois

eventos vizinhos, que é invariante perante uma transformação de coordenadas no espaço-tempo

de Minkowski, a métrica é definida como segue:
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Considerando dois eventos vizinhos no espaço de Minkowski, definimos o quadrivetor posição

xµ = (ct, x, y, z) dos eventos com sendo aquele que localiza os respectivos eventos no espaço.

Um quadrivetor possui quatro coordenadas, três espaciais e uma temporal representadas da

seguinte forma.

Sendo −→x µ
1 = (x0, x1, x2, x3) e −→x µ

2 = (x0 + dx0, x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3) ,os quadrive-

tores posição que localizam os eventos 1 e 2 respectivamente. Supondo que eles sejam bem

próximos, o intervalo infinitesimal de distância entre ambos é escrito como sendo

d−→x µ = −→x µ
2 −

−→x µ
1

cujo módulo quadrado é

ds2 = d−→x µ · d−→x µ

ds2 =
(
dx0
)
−
(
dx1
)2

−
(
dx2
)2

−
(
dx3
)3

Usando (3.1), o elemento de arco é reescrito da forma

ds2 = cdt2 − dx2 − dy2 − dz2 (3.4)

que é invariante por uma transformação de Lorentz. Porém, podemos reescrever a equação

anterior na forma mais geral.

ds2 =
3∑

µ=0

3∑

ν=0

gµνdx
µdxν (3.5)

onde o termo gµν é o tensor métrico do espaço-tempo de Minkowski. Para simplificar a

notação, adotamos a convenção da soma de Einstein, que é uma operação tensorial sobre os

ı́ndices repetidos, sendo assim, a soma vamos considerar apenas os termos onde os ı́ndices se

repetem. Adotando a convenção da soma, podemos reescrever a equação (3.5) de uma forma

mais compacta.

ds2 = gµνdx
µdxν

Para que reproduza o resultado da equação (3.4) os elementos do tensor métrico devem

satisfazer as seguintes condições:

g00 = 1, gij = 0, gii = −1
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O espaço-tempo de Minkowski possui uma métrica indefinida, pois ds2 pode ser positivo,

negativo ou nulo ([2]). É essa caracteŕıstica da métrica que diferencia o espaço de Minkowski

do espaço euclidiano.

A o tensor métrico do espaço também pode ser definida em termos do produto escalar entre

os vetores de base

gµν = g (êµ, êν) = êµ · êν (3.6)

onde

g00 = 1, gij = 0, gii = −1 (3.7)

O tensor métrico é um tensor de segunda ordem e pode ser representado na forma matricial.

gµν =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ao definimos os quadrivetores, dizemos que eles são entes matemáticos definidos no espaço

de Minkowski que possuindo quatro componentes, uma temporal e três espaciais. Suas com-

ponentes, dependendo da lei de transformação que obedecem podem ser contravariantes ou

covariantes.

Classificação dos quadrivetores

Sendo
−→
A um quadrivetor no espaço de Minkowski, podemos escrevê-lo na forma.

−→
A = Aµêµ

e suas componentes de acordo com a equação (3.3). Tendo definido os quadrivetores, podemos

introduzir a operação de produto escalar entre eles, cujo resultado é mostrado a seguir.

Sendo
−→
A e

−→
B dois quadrivetores definidos no espaço de Minkowski, o produto escalar entre

eles é uma operação da forma:
−→
A ·

−→
B = Aµêµ · B

ν êν

−→
A ·

−→
B = Aµ · Bν (êµ · êν)
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usando a equação (3.6), podemos escrever

−→
A ·

−→
B = Aµ · Bνgµν

−→
A ·

−→
B = A0 · B0g00 + A1 · B1g11 + A2 · B2g22 + A3 · B3g33

usando os resultados da equação (3.7)

−→
A ·

−→
B = A0 · B0 − A1 · B1 − A2 · B2 − A3 · B3. (3.8)

O resultado acima mostra que a operação de produto escalar entre dois quadrivetores gera

uma grandeza escalar chamado de invariante. A invariância se deve ao fato de que em qualquer

sistema de referencia adotado essa grandeza possui o mesmo valor. Temos que ter em mente

que o produto escalar tensorial é diferente do produto escalar usual que trabalhamos ao longo

do estudo dos vetores. Para diferenciá-los vamos adotar um tipo e notação que venha a tornar

mais clara essa distinção.

Desse modo, podemos reescrever a equação (3.8) da seguinte maneira

−→
A ·

−→
B = A0 · B0 −A ·B (3.9)

onde A0 ·B0 representa o correspondente ao eixo temporal e A ·B representa a parte espacial

do quadrivetor.

O produto escalar de um quadrivetor por ele mesmo é escrito na forma.

−→
A 2 = A · A =

(
A0
)
−A2 (3.10)

Um olhar mais atento para a ultima equação, percebemos que diferentemente do que ocorre

no produto escalar usual, o módulo quadrado de um quadrivetor não é necessariamente positivo.

É justamente o valor de
−→
A 2 que nos fornece a classificação do quadrivetores.

• Se
−→
A 2 > 0 , então

−→
A é um quadrivetor tipo tempo;

• Se
−→
A 2 < 0 , então

−→
A é um quadrivetor tipo espaço;

• Se
−→
A 2 = 0 , então

−→
A é um quadrivetor tipo luz.
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3.0.4 Tensores

Um tensor é a generalização do conceito de quadrivetores. As componentes de um tensor

se classificam como: contravariantes, covariantes e mistas.

Por exemplo, sendo T um tensor de segunda ordem, as suas componentes são ditas contra-

variantes, quando submetidas a uma mudança de coordenadas seguem a seguinte lei.

T µν = Λµ
αΛ

ν
βT

αβ (3.11)

As componentes covariantes de um tensor, transformam-se de maneira contraria as compo-

nentes contravariantes e são escritas da seguinte forma.

Tµν = Λα
µΛ

β
νTαβ (3.12)

E por fim o tensor misto que é um tensor que possui tanto componentes contravariantes e

covariantes.

T µ
ν = Λµ

αΛ
β
νT

α
β (3.13)
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Caṕıtulo 4

Dinâmica Relativ́ıstica.

4.1 Introdução

Com a aceitação da Teoria da relatividade, surgiu a necessidade de desenvolver uma nova

mecânica, que descrevesse de modo satisfatório o movimento dos corpos e estivesse de acordo

com os postulados bases da teoria da relatividade. Muitos conceitos clássicos se mostraram

incompat́ıveis com os postulados da TRR, e sanar essa inconsistência nasceu a Dinâmica rela-

tiv́ıstica, uma teoria mais geral e satisfatória para descrever o movimento dos corpos.

A dinâmica relativ́ıstica estuda as relações entre, massa, energia, momento e outras gran-

dezas dinâmicas, no contexto relativ́ıstico quando medidas em referenciais inerciais distintos.

4.2 Quadrivetor Energia-Momento.

Na Mecânica Clássica o momento linear é uma grandeza vetorial definida pelo produto da

massa do corpo e sua velocidade linear, matematicamente é escrito na forma:

−→p = m−→v

Na Teoria da relatividade o momento é definido levando em consideração os postulados da

TRR. O espaço no qual estamos trabalhando é de quatro dimensões e por isso o momento é

um quadrivetor nesse espaço, cuja representação matemática é:

−→
P µ = m0

−→
U µ (4.1)
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onde m0 é a massa de repouso do corpo, ou seja, sua massa no referencial de repouso em relação

à medida. Já
−→
U µ é o quadrivetor velocidade, cujo o módulo é igual a.

Uµ =
dxµ

dτ
. (4.2)

As componentes do quadrivetor momento são escritas como:

−→
P µ = (γm0c,

−→p )

ou
−→
P µ =

(
E

c
,−→p

)
. (4.3)

As componentes espaciais pµ do quadrivetor momento correspondem ao momento rela-

tiv́ıstico

−→p = γm0
−→v (4.4)

E sua componente temporal p0

p0 =
E

c
(4.5)

onde:

E = γm0c
2 (4.6)

é a energia relativ́ıstica.

E efetuando a contração tensorial de
−→
P µ por ele mesmo, temos o seguinte resultado.

−→
P µ−→P µ =

E2

c2
−−→p 2 (4.7)

temos que E2 = −→p 2c2 +m2
0c

4, substituindo esse resultado na equação anterior, temos.

−→
P µ−→P µ = m2

0c
2 (4.8)

que é um invariante relativ́ıstico.

Ao usarmos
−→
U µ = γ−→v na equação (4.4), resulta em

−→p = m0

−→v√
1− u2

c2

(4.9)

e em seguida, expandindo o termo
√

1− u2

c2
em série de Taylor,

√
1−

u2

c2
=

(
1 +

1

2

u2

c2
+

3

8

u4

c4
+ ...

)
(4.10)
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Substituindo (4.10) na equação (4.9) , temos.

−→p = m0
−→v

(
1 +

1

2

u2

c2
+

3

8

u4

c4
+ ...

)
(4.11)

Ao tomarmos o limite v << c, a equação torna-se.

−→p = m0
−→v

que é justamente a expressão do momento linear clássico. Conclúımos que ao aplicarmos o

limite não relativ́ıstico na expressão do momento relativ́ıstico, ele se reduz a expressão clássica

do momento.

Porém, o mesmo não se aplica a energia relativ́ıstica ([3]). Expandindo o denominador da

equação (4.6) da energia relativ́ıstica em uma série de Taylor, temos,

√
1−

u2

c2
=

(
1 +

1

2

u2

c2
+

3

8

u4

c4
+ ...

)

e substituindo em (4.6), temos.

E = m0c
2

(
1 +

1

2

u2

c2
+

3

8

u4

c4
+ ...

)
(4.12)

O primeiro termo da expressão corresponde a energia de repouso da part́ıcula. A energia

de repouso corresponde a energia da part́ıcula quando ela se encontra parada, ou seja, quando

v = 0. O segundo termo é a energia cinética clássica, logo ao tomarmos o limite v << c , a

energia relativ́ıstica consiste na energia cinética da mecânica clássica.

Podemos reescrever (4.12) explicitando os termos.

E = E0 +
1

2
m0u

2 +
3

8
m0

u4

c2
+ ... (4.13)

onde E0 = m0c
2 corresponde a energia de repouso da part́ıcula, os demais termos que estão

associados a energia de movimento da part́ıcula.compondo a energia cinética relativ́ıstica.

K =
1

2
m0u

2 +
3

8
m0

u4

c2
+ ... = m0c

2 (γ − 1) (4.14)

Podemos então reescrever (4.13) de uma forma mais compacta:

E = E0 +K (4.15)
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A energia relativ́ıstica pode ser reescrita usando a equação (4.14) e usando E0 = m0c
2.

E = m0c
2 −m0c

2 (γ − 1)

E = m0c
2 − γm0c

2 −m0c
2

E = mc2 (4.16)

onde, m = γm0.

A equação (4.16) é a equação que expressa a equivalência entre a massa e a energia re-

lativ́ıstica, sendo o resultado mais significativo de toda a Teoria da Relatividade formulada.

([1]).
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Caṕıtulo 5

Colisões Relativ́ısticas

5.1 Introdução

O estudo das colisões relativ́ısticas trouxe importantes contribuições para a f́ısica mo-

derna. Atualmente só conhecemos as part́ıculas constituintes da matéria porque investiga-

mos os processos resultantes de colisões entre part́ıculas. As reações resultantes da colisão de

part́ıculas relativ́ısticas proporcionaram o avanço no entendimento das interações fundamentais

das part́ıculas elementares([6]).

As colisões relativ́ısticas são regidas por dois prinćıpios fundamentais dentro da Dinâmica

Relativ́ıstica: conservação de momento e da energia total. Assim, todo o formalismo descrito no

caṕıtulo anterior, sobre Energia e momento relativ́ıstico, será usado na descrição dos processos

de colisão.

Os processos de colisão são classificadas em três tipos, onde diferem no comportamento da

energia cinética e da massa de repouso, são elas.

1. Colisões Inelásticas: Nesse tipo de colisão as part́ıculas com energia cinética inicial

colidem, e após o choque geram uma única part́ıcula, com massa maior que a soma das

massas das part́ıculas iniciais. A energia cinética sofre uma diminuição e é convertida em

Energia de repouso. Tal fenômeno ocorre por conta da conversão da energia de cinética

em massa de repouso.

2. Colisões Explosivas: As colisões explosivas ocorrem quando há um decaimento de
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part́ıculas, onde novas part́ıculas são geradas a partir de uma única. Nesse caso há

conversão de massa de repouso em energia cinética. Após o processo a energia cinética

final maior que a inicial e uma massa de repouso menor, pois parte dela foi convertida

em energia cinética.

3. Colisões Elásticas: Por fim as colisões Elásticas, que são as únicas onde temos a con-

versação de massa de repouso, massa relativ́ıstica e energia cinética. As part́ıculas são as

mesmas e possuem as mesmas massas antes de depois da colisão.

5.2 Aplicações

Nesta seção estudaremos alguns casos de colisões entre part́ıculas subatômicas.

5.2.1 Part́ıculas geradas através das colisões.

1. Uma part́ıcula de massa A (com energia E) atinge a part́ıcula B (em repouso), produzindo

part́ıculas C1 + C2 + ...+ Cn. Ou seja, A+ B 7−→ C1 + C2 + ...+ Cn.Calcule o limiar (a

energia mı́nima) necessária para que ocorra esta reação, em termos das diferentes massas

das part́ıculas.

Resolução

Usaremos a conservação de energia total e do momento. E analisaremos o problema tanto

do referencial do laboratório quanto do centro de massa do sistema.

No referencial do laboratório temos a seguinte configuração do sistema:
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Figura 5.1: Colisão de duas part́ıculas vistas do referencial do laboratório

Usaremos a equação (4.3) para calcular as componentes do quadrivetor energia-momento

antes da colisão. Podeŕıamos calculá-lo também após o choque, uma vez que no referencial do

laboratório ele é conservado.
−→
P µ

tot =

(
Etot

c
,−→p tot

)
(5.1)

onde:

−→p tot =
−→p A +−→p B

como a part́ıcula B encontra-se inicialmente em repouso, então −→p B = 0 e consequentemente:

−→p tot =
−→p A

e a Etot = EA + EB, onde EB é a energia de repouso da part́ıcula B.

Substituindo a energia total e o momento relativ́ıstico total na equação (5.1), encontramos.

−→
P µ

tot =

(
EA

c
+mBc,

−→p A

)
(5.2)

Porém no referencial do laboratório não é tão fácil verificar a condição mas no referencial

do centro de massa sim.

No referencial do centro de massa:
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Figura 5.2: Colisão de duas part́ıculas vistas do referencial do centro de massa

Quando visto do referencial do centro de massa o quadrivetor energia-momento também é

conservado, para esta configuração vamos calcula-lo após a colisão.

−→
P µ

tot =

(
Etot

c
,−→p tot

)
(5.3)

Como estamos no referencial do centro de massa e o quadrivetor energia- momento é tipo

tempo, sua parte espacial é nula, ou seja, −→p tot = 0.O que implica em:

−→
P µ

tot =

(
Etot

c
, 0

)
(5.4)

onde Etot = Ec1 + Ec2 + Ec3 + ...+ Ecn .

Como no limiar todas as part́ıculas encontram-se em repouso, elas terão somente a sua

correspondente energia de repouso. Podemos reescrever a equação (5.4).

−→
P µ

tot =

(
Ec1 + Ec2 + Ec3 + ...+ Ecn

c
, 0

)

−→
P µ

tot = ((m1 +m2 + ...+mn) c, 0)

−→
P µ

tot = (Mc, 0) (5.5)

sendo M = m1 +m2 + ...+mn.

O quadrivetor energia-momento calculados no referencial do laboratório e do centro de

massa são obviamente diferentes. Porém usando a equação (4.7) nas equações (5.3) e (5.5),

obtemos.
−→
P µ

tot

−→
P µtot =

(
EA

c
+mBc

)2

+−→p 2
A
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−→
P µ

tot

−→
P µtot =

(
EA

c

)2

+ 2mBEA +mBc
2 − P 2

A

usando a equação (4.8).

−→
P µ

tot

−→
P µtot = 2mBEA + c2

(
m2

A +m2
B

)
(5.6)

e para a o quadrivetor no referencial do centro de massa.

−→
P µ

tot

−→
P µtot = M2c2 (5.7)

Os resultados das equações (5.6) e (5.7) , são grandezas invariantes e portanto iguais em qual-

quer sistema. Assim igualando estes resultados temos.

−→
P µ

tot

−→
P µtot =

−→
P µ

tot

−→
P µtot

2mBEA + c2
(
m2

A +m2
B

)
= M2c2

EA =

(
M2 −m2

B −m2
A

2mB

)
c2 (5.8)

A equação (5.8) é a expressão para a energia mı́nima necessária para que ocorra a reação.

5.2.2 Cálculo do Limiar de Energia

Usando os resultados do exemplo anterior para encontrar os limiares de energia para as

seguintes reações, assumindo que o próton está parado.

Limiar de Energia do Próton incidente

• p+ p −→ p + p + π0

A Energia é dada pela equação (5.8)

EA =

(
M2 −m2

B −m2
A

2mB

)
c2

Temos que:

mA = mB = mp = 938.27MeV
c2

mπ0 = 134, 98MeV
c2

M = 2mp +mπ0 = 2011.52MeV
c2
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A energia é então.

Ep =

(
(2011.52MeV

c2
)2 − 2(938.27MeV

c2
)2

2(938.27MeV
c2

)

)
c2

Ep = 1218MeV (5.9)

Limiar de Energia do Próton incidente

• p+ p −→ p + p+ π+ + π−

Temos:

mA = mB = mp = 938.27MeV
c2

mπ+ = 139.57MeV
c2

mπ− = 139.57MeV
c2

M = 2mp +mπ+ +mπ− = 2155.68MeV
c2

E a energia é

Ep =

((
2155.68MeV

c2

)2
− 2

(
938.27MeV

c2

)2

2(938.27MeV
c2

)

)
c2

Ep = 1538MeV (5.10)

Limiar de Energia para o π− incidente

• π− + p → p+ p+ n

Temos:

mA = mπ− = 139.57MeV
c2

mB = mp = 938.27MeV
c2

mn = 939.57MeV
c2

M = 2mp +mn = 2816.11MeV
c2

E portanto a energia do Ṕıon incidente é

Eπ− =

(
(2816.11MeV

c2
)2 − (139.57MeV

c2
)2 − (938.27MeV

c2
)2

2(938.27MeV
c2

)

)
c2

Eπ− = 3747MeV (5.11)
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Limiar de Energia para o π− incidente

• π− + p → K0 + Σ0

Temos:

mA = mπ− = 139.57MeV
c2

mB = mp = 938.27MeV
c2

mK0 = 497.65MeV
c2

mΣ0 = 1192.6MeV
c2

M = mK0 +mΣ0 = 1690.3MeV
c2

E assim , a energia do Pión é

Eπ− =

(
(1690.3MeV

c2
)2 − (139.57MeV

c2
)2 − (938.27MeV

c2
)2

2(938.27MeV
c2

)

)
c2

Eπ− = 1043MeV (5.12)

Limiar de Energia para próton incidente

• p+ p → p+ Σ+ +K0

mp = 938.27MeV
c2

mΣ+ = 1189.4MeV
c2

mK0 = 497.65MeV
c2

M = mp +mΣ+ +mK0 = 2625.3MeV
c2

E a energia do próton incidente é

Ep =

(
(2625.3MeV

c2
)2 − 2

(
938.27MeV

c2

)2

2(938.27MeV
c2

)

)
c2

Ep = 2735MeV (5.13)
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5.2.3 Decaimento e criação de novas part́ıculas.

Uma part́ıcula A , em repouso, decai em duas part́ıculas B e C (A → B + C)

• Encontre as energias das part́ıculas B e C , em termos das massas das part́ıculas.

Usando a conservação de momento relativ́ıstico podemos escrever:

−→
P µ

A =
−→
P µ

B +
−→
P µ

C

ou
−→
P µ

C =
−→
P µ

A −
−→
P µ

B (5.14)

Agora, elevando a equação (5.14) ao quadrado, tem-se.

(−→
P µ

C

)2
=
(−→
P µ

A

)
+
(−→
P µ

B

)2
− 2

−→
P µ

A ·
−→
P µ

B (5.15)

onde: (−→
P µ

A

)2
= m2

Ac
2 (5.16)

(−→
P µ

B

)2
= m2

Bc
2 (5.17)

(−→
P µ

C

)2
= m2

Cc
2 (5.18)

−→
P µ

A ·
−→
P µ

B =
EA

c

EB

c
−−→p A · −→p B (5.19)

O momento relativ́ıstico −→p A = 0, pois a part́ıcula A encontra-se inicialmente parada. Subs-

titúımos as equações (5.16) a (5.19) em (5.15) para encontrar a energia.

m2
Cc

2 = m2
Ac

2 +m2
Bc

2 − 2

(
mAc

2EB

c2

)
−−→p A · −→p B

(m2
C −m2

A −m2
B)c

2 = −2mAEB

EB = −
(m2

C −m2
A −m2

B) c
2

2mA

(5.20)

Usando a conservação de energia, encontramos a energia da part́ıcula C.

EA = EB + EC
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onde EA = mAc
2 é a energia de repouso da part́ıcula A e EB é dado por (5.20). Assim,

temos:

EC = EA − EB

EC = mAc
2 +

(m2
C −m2

A −m2
B) c

2

2mA

EC =
(m2

C +m2
A −m2

B) c
2

2mA

(5.21)

• Encontre as magnitudes dos momentos das part́ıculas B e C.

Usando a equação (4.7), temos:

−→
P µ

B

−→
P µB =

E2
B

c2
−−→p B = m2

Bc
2

−→p 2
B =

E2
B

c2
−m2

Bc
2

usando a equação (5.20), tem-se:

−→p 2
B =

(−m2
C +m2

A +m2
B)

2
c4

4m2
Ac

2
−m2

Bc
2

−→p 2
B =

(−m2
C +m2

A +m2
B)

2
c2

4m2
A

−
4m2

Am
2
Bc

2

4m2
A

−→p 2
B =

c2

4m2
A

[(
m2

A +m2
B −m2

C

)2
−m2

Bc
2
]

−→p 2
B =

c2

4m2
A

[
m4

A +m4
B +m4

C + 2m2
Am

2
B − 2m2

Am
2
C − 2m2

Bm
2
C − 4m2

Am
2
B

]

|−→p B| =
c

2mA

√
m4

A +m4
B +m4

C + 2m2
Am

2
B − 2m2

Am
2
C − 2m2

Bm
2
C − 4m2

Am
2
B (5.22)

Podemos reescrever todo o termo dentro de radical como λ(m2
A,m

2
B,m

2
C) = m4

A + m4
B +

m4
C + 2m2

Am
2
B − 2m2

Am
2
C − 2m2

Bm
2
C − 4m2

Am
2
B.

|−→p B| =
c

2mA

√
λ(m2

A,m
2
B,m

2
C) (5.23)

Para encontrar |−→p C | recorremos a conservação do momento.

−→p A = −→p B +−→p C

Como −→p A = 0.

−→p B = −−→p C
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O que implica em

|−→p B| = |−→p C |

Então.

|−→p C | =
c

2mA

√
λ(m2

A,m
2
B,m

2
C) (5.24)

As part́ıculas B e C se movem com momentos iguais, porém com direções opostas.

• Observe que o fator λ(a2, b2, c2) = (a+ b+ c) (a+ b− c) (a− b+ c) (a− b− c) .Assim

|−→p B| vai pra zero quandomA = mB+mC , e torna-se imaginário semA < (mB +mC).Explique.

Como se trata de uma colisão do tipo explosiva, a energia de repouso é convertida em

energia cinética. Assim, a massa das part́ıculas B e C é menor que a massa da part́ıcula A.

Fazendo mA < (mB + mC) não ocorre o decaimento, pois não haveria uma energia suficiente

para produzir as part́ıculas no referencial do centro de massa.

5.2.4 Decaimento e cálculo da energia das novas part́ıculas.

Use o resultado da subseção anterior para encontrar a energia, no referencial do centro de

massa, de cada part́ıcula originada do decaimento nas seguintes reações.

Decaimento do π−

• π− → µ− + νµ

Temos:

EB = Eµ−

EC = Eνµ

mA = mπ− = 139.570MeV
c2

mB = mµ− = 105.65MeV
c2

mC = mνµ = 0MeV
c2

E as energias de µ− e vµ são:

Eµ− = −

(
m2

νµ
−m2

π−
−m2

µ−

)
c2

2 (mπ−)
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Eµ− = −

(
02MeV

c2
−
(
139.570MeV

c2

)2
−
(
105.65MeV

c2

)2)
c2

2
(
139.570MeV

c2

)

Eµ− = 109.77MeV (5.25)

Evµ =

(
m2

νµ
+m2

π−
−m2

µ−

)
c2

2 (mπ−)

Evµ =

(
02MeV

c2
+
(
139.570MeV

c2

)2
−
(
105.65MeV

c2

)2)
c2

2
(
139.570MeV

c2

)

Evµ = 29.79MeV (5.26)

Decaimento do π0

• π0 → γ + γ

Temos:

EB = EC = Eγ

mA = mπ0 = 139.57MeV
c2

mB = mC = mγ = 0MeV
c2

Eγ = −

(
m2

γ −m2
π0 −m2

γ

)
c2

2 (mπ0)

Eγ = −

(
−139.57MeV

c2

)2
c2

2
(
139.57MeV

c2

)

Eγ = 69.78MeV (5.27)

Decaimento do K+.

• K+ → π+ + π0

Temos:

EB = Eπ+

EC = Eπ0

mA = mk+ = 493.7MeV
c2

mB = mπ+ = 139.57MeV
c2
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mC = mπ0 = 134.98MeV
c2

Eπ+ = −

(
m2

π0 −m2
k+ −m2

π+

)
c2

2 (mk+)

Eπ+ = −

((
134.98MeV

c2

)2
−
(
493.7MeV

c2

)2
−
(
139.57MeV

c2

)2)
c2

2
(
493.7MeV

c2

)

Eπ+ = 248.1MeV (5.28)

Eπ0 =

(
m2

π0 +m2
k+ −m2

π+

)
c2

2 (mk+)

Eπ0 =

((
134.98MeV

c2

)2
+
(
493.7MeV

c2

)2
−
(
139.57MeV

c2

)2)
c2

2
(
493.7MeV

c2

)

Eπ0 = 245.57MeV (5.29)

Decaimento da part́ıcula Λ

• Λ → p+ π−

Temos:

EB = Ep

EC = Eπ−

mA = mΛ = 1.115, 683MeV
c2

mB = mp = 938.27MeV
c2

mC = mπ− = 139.57MeV
c2

Ep = −

(
m2

π−
−m2

Λ −m2
p

)
c2

2mΛ

Ep = −

((
139.57MeV

c2

)2
−
(
1.115, 683MeV

c2

)2
−
(
938.27MeV

c2

)2)
c2

2
(
1.115, 683MeV

c2

)

Ep = 943.64MeV (5.30)

Eπ− =

(
m2

π−
+m2

Λ −m2
p

)
c2

2mΛ

Eπ− =

((
139.57MeV

c2

)2
+
(
1.115, 683MeV

c2

)2
−
(
938.27MeV

c2

)2)
c2

2
(
1.115, 683MeV

c2

)

Eπ− = 172.03MeV (5.31)
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Decaimento da part́ıcula Ω−

• Ω− → Λ +K−

Temos:

EB = EΛ

EC = EK−

mA = mΩ− = 1672.45MeV
c2

mB = mΛ = 1.115, 683MeV
c2

mC = mK− = 493.7MeV
c2

EΛ = −

(
m2

K−
−m2

Ω−
−m2

Λ

)
c2

2mΩ−

EΛ = −

((
493.7MeV

c2

)2
−
(
1672.45MeV

c2

)2
−
(
1.115.683MeV

c2

)2)
c2

2
(
1672.45MeV

c2

)

EΛ = 1135MeV (5.32)

EK− =

(((
493.7MeV

c2

)2
+
(
1672.45MeV

c2

)2
−
(
1.115.683MeV

c2

)2)
c2
)

2
(
1672.45MeV

c2

)

EK− = 536.6MeV (5.33)
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Caṕıtulo 6

Conclusões

A Teoria da Relatividade Restrita foi desenvolvida para fornecer uma solução para o pro-

blema da não invariância do Eletromagnetismo perante as Transformações de Galileu. Porém,

seu campo de atuação é amplo, incluindo diversos fenômenos, dentre eles a Teoria das Colisões

Relativ́ısticas, que é nosso objeto de estudo.

Colisões entre part́ıculas são importantes, pois do que conhecemos sobre os entes que cons-

tituem a matéria vêm do estudo das colisões relativ́ısticas. Através Teoria da Relatividade

Restrita, obtermos uma descrição completa desses fenômenos. Assim, podemos investigar como

as part́ıculas são criadas e principalmente , do que a matéria é constitúıda.
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[1] Resnick, Robert. Introduction to Special Relativity. John Wiley & Sons, Inc. New York,

1968.
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