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Resumo

O presente trabalho visa um estudo introdutério ao calculo tensorial e relatividade geral. A
partir dessa fundamentacgao tedrica podemos estudar as estruturas estelares. O estudo dessas
estruturas é justificado quando falamos da evolucao estelar. Estrelas de néutrons sao objetos
astrofisicos de grande proporgoes em: gravidade, forca do campo magnético, densidade e tem-
peratura. Para uma analise do equilibrio de uma estrela de néutrons ultilizamos as equacoes de
campo de Einstein, utilizamos a solucao da equacao de Schwarzschild e encontramos a métrica
de Schwarzschild. Com essa métrica podemos encontrar as equacoes de Tolman-Oppenheimer-
Volkof para uma estrela anisotropica com simetria esférica. As ferramentas técnicas do trabalho
sao as seguintes: o cdlculo tensorial, a geometria diferencial e relatividade geral.

PALAVRAS-CHAVE: Relatividade geral, Estrela de Néutrons.



Abstract

The present work intends an introductory study to the tensorial calculus and general relati-
vity. From this theoretical foundation we can study the stellar structures. The study of stellar
structures is justified when we talk about stellar evolution. Neutron stars are astrophysical
objects of great proportions in: gravity, magnetic field strength, density and temperature. For
an equilibrium analysis of a neutron star we use Einstein’s field equations, and we use the
solution of the Schwarzschild equation and find the Schwarzschild metric. With the Schwarzs-
child metric we can find the Tolman-Oppenheimer-Volkof equations for an anisotropic star with
spherical symmetry. The technical tools of the work are the following: tensorial calculus and
differential geometry and general relativity.

KEYWORDS: General Relativity; Neutrons Star.
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Capitulo 1

Introducao

Estrelas de néutrons sao objetos compactos pertencentes a uma classe comumente cha-
mada de “estrelas mortas”, uma vez que elas se originam do “carogo” deixado por uma estrela
com massa entre 10 a 25 massas solares que explodiu numa supernova. Sao compostas prin-
cipalmente por néutrons cuja estabilidade gravitacional deriva do Principio de Exclusao de
Pauli. Embora prevista teoricamente desde a descoberta do néutron em 1932 pelo inglés Ja-
mes Chadwick. Sua primeira observacao foi em 1967, quando a doutoranda da Universidade de
Cambridge Jocelyn Bell Burnell, trabalhando em um experimento proposto por Antony Hewish,
descobriu que certos sinais pulsados de rddio chegavam com enorme precisao a cada 1,33728
segundos, vindos da constelagao de Vulpecula. Essas fontes foram chamadas de pulsares. A
grande importancia de estudar estrelas de néutrons é que elas nos fornecem um laboratorio
unico para testar as leis da fisica sobre condigoes extremas. Por exemplo, a correcao da massa
das estrelas de néutrons por efeitos relativisticos pode ser superior a 50%, mostrando entao
ser um 6timo laboratério para a relatividade geral. Em relacao a teoria de campos temos a
oportunidade tnica de estudar a matéria em campos magnéticos que podem chegar a 102T,
enquanto o campo magnético de “poderosos eletroimas” geralmente nao sao superiores a 10T.
Em relacao a fisica nuclear temos também a possibilidade de conjecturar sob o comportamento
da matéria em densidades altissimas.

A relatividade geral de Einstein tem um papel importante na obtencao das propriedades das
estrelas de néutrons , através da solucao das equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

. Com a TOV derivamos as importantes relacoes de massa e raio de uma estrela. Estas equagoes
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sao deduzidas a partir das equacoes de Einstein considerando a estrela como uma distribuicao
de matéria esfericamente simétrica, estatica e que se comporta como um fluido perfeito.

Entao, ao modelar o interior da estrela de néutrons, somos forcados a fazer certos pressupos-
tos sobre as propriedades da estrela de néutrons. Algumas dessas suposicoes parecem naturais
do ponto de vista fisico, no entanto, ha sempre incertezas e suspeitas de que os pressupostos
podem nao estar totalmente corretos. Como a histéria da ciéncia mostra, ha surpresas as vezes
- A natureza nem sempre compartilha nossas nogoes sobre o que é "natural”. E por isso que
as alternativas também devem ser investigadas.

A suposicao de uma estrela como uma distribuicao de matéria esfericamente simétrica pode
nao ser muito realistica ja que existem certos fatores, como por exemplo a presencia de um
campo magnético ou elétrico muito intenso, que podem provocar alteragoes naestrutura da
estrela. Portanto, o estudo sobre as estrelas de néutrons torna-se muito importante.

Um dos pressupostos amplamente aceitos no estudo das configuracoes de equilibrio das
estrelas de néutrons e suas oscilacoes é que a pressao da estrela de néutrons é isotropica. No
entanto, existem argumentos de que a pressao pode ser anisotropica

Algumas investigagoes tedricas mostram que a matéria nuclear pode ser anisotrépica em
densidades muito altas, onde as interacoes nucleares devem ser tratadas relativisticamente.
A anisotropia pode ser produzida pela existéncia de um nucleo sélido ou pela presenca de
superfliido, por condensacao de pion, por diferentes tipos de transicoes de fase, pela presenca de
campo magnético forte. Do ponto de vista formal, a mistura de dois fluidos é matematicamente
equivalente a um fluido anisotrépico.

Durante as ultimas décadas surgiram trabalhos que estudavam configuragoes estaticas simétricas
esféricas anisotropicas na relatividade geral. Esses estudos mostram que a anisotropia pode ter
efeitos nao negligenciaveis na estrutura e propriedades da estrela de néutrons. Por exemplo, a
anisotropia pode influenciar notavelmente a massa de equilibrio maximo, o deslocamento para
o vermelho maximo e a compacidade maxima das estrelas.

Durante este trabalho, no capitulo 2 serda definida uma quantidade matematica chamada
tensor, o seu conceito, classificacoes e operacoes. No final desse capitulo definiremos um tensor
de grande serventia chamado tensor de curvatura de Riemann que é o método mais comum

usado na relatividade geral.
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A importancia de entender a fisica no interior de uma estrela é apresentada no capitulo 3.
Na evolugao estelar observa-se como as estrelas evoluem pela observacao de numerosas estrelas,
cada uma em um diferente ponto do ciclo da vida, e pela simulacao da estrutura estelar.

O estudo sobre estrelas de néutrons anisotrépicas é abordadado no capitulo 4 com uma
introducao a relatividade geral e definido a gravitagao Newtoniana como seu caso especial. De-
pois usaremos a equagao de Einsten com uma solucao esféricamente simétrica para analisarmos

a equacao de equilibrio de uma ENA.
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Capitulo 2

Analise Tensorial

O conceito de tensor tem sua origem no desenvolvimento na geometria diferencial de Gauss,
Reimann e Christoffel. O estudo das relacoes que permanecem véalidas quando mudamos de
um referencial para o outro é o objetivo principal do calculo tensorial. As leis da fisica devem
ser independentes da escolha de um referencial particular, sendo validas em qualquer sistema
de coordenadas. O estudo do calculo tensorial é de grande uso na relatividade geral, mecanica,

hidrodinamica, eletromagnetismo e outros campos da ciéncia.

2.1 Espaco de N Dimensoes
Em um espago tridimensional um ponto pode ser descrito por um conjunto de 3 ntimeros
r=a' 2% 2° (2.1)

chamados de coordenadas, que sao especificados por um referencial. J4 um ponto na N-

dimensao, por analogia, é descrito por um conjunto de N-nimeros:
r =zt 22 32N, (2.2)

o qual os numeros acima sao chamados de superscritos.
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2.2 Transformacao de Coordenadas

Sendo

r = 2 2%.x (2.3)

i = &' 2.a", (2.4)

coordenadas de dois pontos em dois referenciais diferentes. Supondo que existe N relagoes entre

as coordenadas dos 2 sistemas tendo a forma:

it = (a2 ) (2.5)
it = (ah 2?2 (2.6)
o= 2Nt 2t a), (2.7)

~ _k _k ,
podemos reescrever essas relacoes na forma - = z" (2!, 2%...2"), onde k=1,2...N. E suposto que

essas fungoes sao: de valor uinico continuas e possuem derivadas continuas. Da mesma forma,
1 _2 _N

F=ab(z ,x .2 ).

¢é possivel obter uma transformacao de x para x, x

2.3 Vetores Covariantes e Contravariantes

N) sao realaciona-

Se uma quantidade A, A%2... A" em um sistema de coordenadas (z!, z°...x
das a outra quantidades (A", A”?...A’N) em outro sistema de coordenadas (z'*, z?...2"V) pela

transformacao:
N oo,
B oz’

- S
p— ox

AT (2.8)

)

que por convencao de soma de Einstein! pode ser escrita com:

LA convencao do somatério foi elaborada uma notacio mais simples e curta. Ao invés de escrever a expressao
N

a1zt + asz?...anz? temos E ajx’ .
Jj=1

14



/T78$/T S
AT = oA

Estes, sao chamadas de componentes de um vetor contravariante ou tensor contravariante

de primeira ordem.

Se uma quantidade A;, Ay...Ay em um sistema de coordenadas (x!,z2...2"V) sdo relaciona-

das a outra quantidades (A4}, AS...A%y) em outro sistema de coordenadas (z'*,2%..2"V) pela
transformacao:
N
o Ox®
Py
s=1
ou:

ox?®

= ax/r

Estes, sao chamadas de componentes de um vetor covariante ou tensor covariante de primeira

A, A,

ordem.

2.4 Escalares ou Invariantes

Uma funcdo ¢ de coordenadas x* pode ser descrita em outro sistema, ¢ sendo o valor
. ~ -k ~ , . . .
funcional, perante uma transformacao coordenadas x°. Entao é dito escalar ou invariante se

com respeito a uma transformacao de coordenadas ¢ = ¢ .

2.5 Tensores

Vetores contravariantes, escalares e vetores covariantes sao todos casos especiais de uma
classes de quantidades que se transformam com uma linear ,homogénea, lei de transformacao.
Tais quantidades sao chamadas de tensores. De acordo com esta descricao um escalar é um

tensor de ordem 0 ,um vetor de ordem 1.
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2.5.1 Operacoes Fundamentais com Tensores

1. Adicao: A soma de dois ou mais tensores da mesma ordem e tipo (mesmo numero de

indices contravaiantes e covariantes) é também um tensor.
mp _ AMp mp
Cr = A"+ B"™. (2.9)

2. Subtracgao: A diferenca entre dois ou mais tensores da mesma ordem e tipo é também
um tensor.

D = AP — B, (2.10)

3. Produto Externo: O produto entre dois ou mais tensores de mesma ordem e tipo é
também um tensor. Este produto involve a multiplicacao ordinaria das componentes do tensor,
chamado de produto externo.

OB = AP B, (2.11)

Observe que todo tensor pode ser escrito como a multiplicacao de tensores de ordem mais
baixas. Por isso, a divisao entre tensores nao é sempre possivel.

4. Contragao: Se os indices contravariantes e covariantes de um tensor forem iguais .Uma
soma sobre é dada de acordo com a convecao do somatério. O resultado é um tensor de ordem

duas vezes menor

A — B, (2.12)

Agora se p=gq

B =™, (2.13)

5. Produto Interno: Pelo processo do produto externo entre dois tensores seguido de
uma contragao, obtemos um novo tensor por meio de um produto interno. Dados os seguintes
tensores A7 e By, o produto externo ¢ dado por Ay - By,. Fazendo ¢ = r obtemos o produto

interno A" - Bf,. E se ¢ =1 e p = s obtemos outro produto interno AT? - B},

2.5.2 Tensor Métrico

O comprimento de arco em um espaco Euclidiano é dado por ds? = dx? + dy? + dz>.
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Dado um tensor, podemos derivar outros tensores levantando ou abaixando indices. Ja
para um espago curvo, escrevemos como ds? = g(z),dz"dz”. O tensor métrico, é simétrico
de ordem 2 que depende das coordenadas do espaco. No espaco quadri-dimensional do espaco-

tempo, quando usadas as coordenadas cartesianas
ds* = (dz°)? + (do*)? + (do?)* + (d2®)*. (2.14)

Associacao de Tensores: Dado um tensor, podemos derivar outros tensores apenas por
subir ou descer um indice. Podemos obter essa derivagao de tensor por meio do produto interno

entre um dado tensor e um tensor métrico

Ag = g'"P Ay, AP = g"Pg* Ay, AT = grg ARY (2.15)

2.5.3 Simbolo de Christoffel

Do tensor métrico, definimos duas novas fungoes

1 (g dg dg
Topo = = | oy Floo_ Zdeo 2.16
P72 (3x" T T Dan ) (2.16)
e
T = gPT . (2.17)

Sao chamados de simbolo de Christoffel e primeira e segunda ordem.

Dessas defini¢oes, obtemos a seguinte relacao:

1
Fa — _goé)\ (ag)\p _|_ ag)\(f . agpa) ’ (218)

e 9 o0x° oxP oz

os simbolos de Christoffel de primeira e segunda ordem também sao escristos da forma [, .| €
ga}, respectivamente.
Lei de Transformacao dos Simbolos para os Simbolos de Christoffel
Os Simbolos de Christoffel nao sao tensores, pois, sobre uma mudanca de coordenadas eles

nao se transfomam como tal. Para os simbolos de Christoffel de 1* ordem encontramos

od,, oq., 0
T _ 1 ( Yap + agaa . gPU) (2]_9)

aps = 9 \ Ggo oxr oz

17



B 1 0 ox* Ox” n 0 oz dz” B 0 ozt O0x¥ (2.20)
2 | 9xte \ Ozl (9:6’/’9”” ox'? \ 0x'™ 0x'° Inw ox'™ \ 0z'r ax’“glw ’

1 (8$“ oz” 0g,, Ozt 0¥ 0g,  Oxt Oz 8gu,,)

ox'e Oz’ Oz'e | Ox'e Oz’ dx'e Oz’ Ox'M D'

T2

+1 0 ozt Ox” N 0 ox* o0x” B 0 ox* Ox¥ (2.22)
2 | Oz'e \ Oz’ Ox'e ox'P \ Oz’ Ox'o ox'e \ z'r Ox'o Guw: ’

o primeiro termo do lado direito da equacao acima produz

(2.21)

1 <8x“ ox” 0z  Ox* dx¥ dxF  Oxt Ox” 8x"“) 09 (2.23)

2 \ 9z’ dx'r Ox'e + ox'e Oz'e dr'e  Ox'P Oz’ Oz’ ) Oxr

mudando os indices os quais os indices da deriavada g,, de serao p,v,x

(2.24)

_ 102" 0" 02" (Oguw | 09w O
202 Ox'e D' \ Ozt Oxv oxrs )

Reescrevendo o segundo termo

1[ 0%x* Ox d*zt  Oxv %zt Ox¥ Ozt 0%0xY oxt 0?0x” oxt* 0?0x"

(2.25)
o primeiro com o ultimo termo e o segundo com o terceirro se cancelam devido a simetria do
tensor métrico e a propriedade de comutatividade das derivadas parciais. Com isso obtemos
para o segundo termo da seguinte expressao:
Ozt Ox”

ox'*dx'P Ox'e - (2.26)

Somando os termos acima obtemos a transfomada dos simbolos de Christoffel de primeira

ordem:

, oz" ozt dx¥ ozt O*x”
T gt Jgte Jate MY + D' D d's M

fazendo uso da lei de transfformagao para g" definimos a lei de transformagcao para os simbolos

(2.27)

X" Fix oo

Christoffel de de segunda ordem, F;;}, =g
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oz’ Oz’ or* OxH ot 02
= 7 s+ A G 2.8
e oxB Oz g (8x’a ox'e Oxlo T oz’ dx'PHr'e I > ( )
ox'* or* Ox’ o' 2
o kB - © By
po OxB v9 ox'e Oglo M OB 579 Or'POxo Guv- (229)

n_ dx'* dat dx” 4 N ox" 9P (2.30)
Pe QB Qe Qe M OxP Oxlrdx’e ‘

2.5.4 Derivada Covariante

A derivada de um vetor covariante é um vetor covariante, o vetor gradiente. Este é um
caso especial na qual a derivacao de um tensor produz um novo tensor. A razao disso é que
ao diferencial de um tensor em sistema de coordenadas curvilineas, os vetores tangentes as
curvas coordenadas variam ponto a ponto. Isso significa que mesmo quando o campo vetorial
é constante, em geral as coordenadas da base escolhida nao sao constantes.

Logo, é necessario considerar a variagao da orientacao da base de vetores ao mover-se de um
ponto a outro. Existem algumas expressoes envolvendo primeras derivadas de tensores nas quais
sao componentes de um novo tensor. Seja AM e AY componententes de vetores contravariantes

nos sistemas de coordenadas z"e z”, respectivamente, que sao relacionados pela transformacao

ox”

~ 0"

diferenciando a equacgao acima com respeito a x leva a

Ar A", (2.31)

QA" Ozt 0x'P DAY N 0*xH  Ox'P A
ox® 9z dxz® dz'r  OxOx'P Ore
DA

O primeiro termo do lado direito da equagao acima ¢ o resultado esperado para 5.5, porém,

(2.32)

é o segundo termo que destroi o comportamento tensorial da derivada parcial. E possivel
reescrever esta equacao de forma que tenhamos um tensor ao final. Podemos ser relacionar os

sistemas de coordenadas por uma lei de transformacao linear, chamando a (2.30):

Ot o Ozt Ozt Oz,
ox'Pdz oz dalr Oz N

(2.33)
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substituindo em (2.33)

0AH ozt 0x'P (0A" N o O )
dz® Oz Oxe (ﬁx’P + F;’VA/ ) o 3:17’VF5‘)‘A/ . (2.34)
Entao, obtemos:
0AH N Ot Ox'P [ HAY o
<aﬂ7°‘ A ) ~ 0a™ O (8x’ﬂ + oA ) ' (2.35)
onde 3;2 Fg WA = pg)\ AN

Entao, podemos definir uma derivada covariante de um tensor contravariante como

Ozt Ox'?
AN = — A 2.
v ox' oxe " P (2:36)
definindo como
DA+
oA = —— +Th AN 2.
\% 5z T Loa (2.37)
Se multiplicamos a equacdo acima por (9z®/0z"%) (0" /9z*) obtemos
dz® 0z
A" = —V A" 2.
Vs 0z'? Ozt Va (2.38)

2.5.5 Tensor de Curvatura de Riemann

Um importante conceito conceito em um espaco curvado é o tensor de curvatura. Sua
importancia vem do fato de ser constituido de outros tensores de grande importancia na rela-
tividade.

Diferenciando covariantemente o tensor V,A? usando a (2.37)

VAP = (V, V5 —V;sV,) AP (2.39)

obtemos a seguinte relacao:

(V,Vjs— VsV,) A% = —R?

afy

AP, (2.40)

p ’
onde o tensor R, ¢ dado por

20



o ore, ort,

P L
Ragy = Jzr ox?

ou podemos reescrevelo como

o P o
FTE TG, —T0T%,

Raﬁ’YU = gaPnga )

(2.41)

(2.42)

R.p € o tensor de Ricci, que é um tensor simétrico de segunda ordem definido como uma

contracao do tensor de curvatura de Riemann da seguinte forma:

Rap = Ry = 97 Roapy-

o, ore,
Roc[j: axp —W—*—Faﬁrpo_—ral)rﬂa.

Contraindo o tensor de Ricci obtemos o escalar de Ricei.

R = R% go‘ﬁRag — gaﬁgWRa,BW-

o —
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Capitulo 3

Evolucao Estelar

A teoria da estrutura estelar é extremamente complexa, necessitando para o desenvolvimento
do resultados da termodinamica, fisica atomica, nuclear e da teoria da gravitacao. Assim, o
estudo de tais sistemas possibilita o desenvolvimento dessas areas. Um exemplo é o impulso
ao estudo da fisica nuclear como fonte da energia no interior das estrelas. O estudo do estagio
final de estrelas massivas tem ajudado no desenvolvimento da teoria da gravitagao de objetos
compactos, como estrelas de néutrons e buracos negros. A estrutura de uma estrela pode ser
descrita por um conjunto de equagoes contendo varidveis como pressao P, a densidade p(r). A

partir de umas ideias béasicas é possivel obter propriedades importantes no interior das estrelas.

3.1 Equacao de Continuidade da Massa

Considerando uma estrela esférica, onde r é a distancia ao centro. Chamando M (r) a massa
contida na esfera de raio r edensidade p(r), podemos escrever para a massa elementardM

contida na casca de espessura de dr

dM(r) = dnrip(r)dr (3.1)
d]\gr) = 4mr?p(r) (3.2)

Essa equacao exprime a continuidade da massa, isto é, a diferenca entre a esfera de raio
r 4+ dr e de raio r, é a massa da casca esférica de espessura dr

A partir de (3.1) notamos que é necessario conhecer a variagao da densidade p com a posi¢ao
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r para que a equacao de continuidade possa ser integrada, sendo possivel obter a variagao da

massa M (r) em funcdo de r,conhecer ou a massa de uma estrela de raio R

R
M(r) :/0 4rr?p(r)dr (3.3)

3.2 Equacao de Equilibrio Hidrostatico

Consideremos uma estrela em equilibrio hidrostatico, isto é, um elemento de volume no inte-
rior da estrela estara em equilibrio sob a acao das forgas gravitacionais e de pressao. Considere
um elemento de gas de altura dr e area A a uma distancia r do centro da estrela, onde a
densidade é p(r). A pressao na parte inferor do elemento, exerce uma forga para cima e uma
forca para baixo devido a pressao em cima do elemento. A forga resultante devido a diferenga
de pressao, dP = Py — P;' é:

F, = -AdP (3.4)

Escolhendo o eixo positvo na direcao da parte superior, r aumenta e consequentemente

a pressao diminui, a forca resultante estd na direcao positiva. A condicao para o equilibrio
hidrostético é:

F,+Fe=0 (3.5)

GM (r)dm
Rl

Logo, se Fg = —— Jdm o dm = p(r) Adr entio:

dP  GM(r)p(r)

dr r2
3.3 Etapas Evolutivas das Estrelas

O nascimento de uma estrelas se da em meio a nuvens moleculares imersas em nebulosas
gasosas existentes nas galdxias como o da nebulosa Carina (como podemos ver na figura 3.1).
Assim como as galdxias em geral, as nuvens moleculares sao feitas quase que inteiramente

de hidrogénio e hélio. Turbuléncias, como as causadas por uma explosao de supernova nas

1Onde S é superior e I inferior
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proximidades, provocam crescentes adensamentos em algumas regides da nebulosa, formando
glébulos de gas frio, que acabam colapsando sob seu préprio peso. Cada globulo dara origem
a uma estrela. Até aqui, consideramos estrelas em equilibrio estatico, porém, elas nao podem
existir, pois, reagoes nucleares no interior da estrela sintetizam hidrogénio em hélio e com o

passar do tempo a composicao inicial se altera..

Figura 3.1: Imagem capturada pelo telescépio Hubble.
http://eternosaprendizes.com/2010/04/24/hubble-celebra-seu-20% C2%BA-aniversario-

revelando-fantasticas-imagens-de-epicas-montanhas-espaciais-na-nebulosa-carina/

A medida que o glébulo colapsa, forma-se um disco em rotacao com a protoestrela no centro;
jatos bipolares de gas e poeira sao gerados pelo disco rotante e pelo vento estelar da protoestrela.
No interior da protoestrela, o nicleo continua a acrescentar matéria das camadas externas
a ela, ficando mais denso e mais quente. Quando a temperatura do nicleo fica alta o suficiente
(8 milhdes K) para iniciar as reagoes termonucleares, a protoestrela passa a ser chamada de

estrela, iniciando a fase de sua vida chamada ”sequéncia principal”.

24



A massa minima que a protoestrela precisa ter para seu nicleo atingir a temperatura sufi-
ciente para acender as reacoes nucleares e formar uma estrela é de aproximadamente 10% da
massa do Sol (o valor tedrico é 0,08 massas solares), correspondendo a aproximadamente 70
vezes a massa de Jupiter. Se a massa for menor do que isso ela serd uma ana marrom.

Sequéncia principal

A sequéncia principal (SP) é etapa mais longa da vida da estrela, quando ela esta fundindo
hidrogénio em hélio no nicleo e brilhando estavelmente, em equilibrio hidrostatico. Durante
esse tempo as estrelas mantém uma relagao univoca entre a luminosidade e a temperatura,
determinada pela sua massa, formando uma faixa diagonal no diagrama HR, com as estrelas
mais quentes (mais massivas), sendo as mais luminosas e as mais frias (as menos massivas) as
menos luminosas.

A massa com que uma estrela se forma define a sua temperatura, a sua cor, o seu tamanho,
a sua luminosidade e o seu tempo de vida da estrela na sequéncia principal. Quanto maior a
massa, mais quente, mais azul e mais luminosa serd a estrela, e menor serda o seu tempo de
vida.

Anas Brancas

O estudo sobre as anas brancas iniciou-se em 1850 com a descoberta da estrela secundaria
de Sirius, chamada Sirius B. Observou-se ser uma estrela 10.000 vezes menos luminosa do que
Sirius A, mas com uma massa de 0.98 massa solar. Sua temperatura, sendo da ordem de
10,000K, seu raio deveria ser extremamente pequeno. Como estrelas com essa temperatura
externa sao brancas, esse tipo de estrela passou a ser chamado de ana branca.

Logo constatou-se que o material no interior de uma ana branca era muito denso para se
comportar como um gas ideal. Ao invés disso, o gas estava degenerado. Em estrelas normais,
um aumento de massa levaria ao aumento de seu tamanho, aumentando portanto seu diametro.
Para anas brancas, todavia, o contrario é verdadeiro; as de massa maior sao menores. Portanto,
ha um limite superior para a massa de uma ana branca, para o qual o seu raio tende a zero.
Este limite é chamado de limite de Chandrasekhar.

Anas brancas sao, portanto, de massa comparavel a do Sol, mas de tamanho apenas ligei-
ramente maior do que o da Terra.

Uma ana branca ¢ uma estrela que ja esgotou seu combustivel nuclear. Nao possui, portanto,
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uma fonte de energia nuclear que a mantenha luminosa por muito tempo. Entretanto, uma ana
branca, por ser originalmente a regiao central de uma estrela, ¢ inicialmente um objeto bastante
quente. Em conseqiiéncia, ela mantém-se irradiando luz pela conversao de seu manancial de
energia interna em radiacao. Uma estrela normal também o faz, mas tem sua energia térmica
reposta pelas reacoes nucleares. No caso de uma ana branca, a inexisténcia de um processo de
reposicao de sua energia interna implica que a estrela lentamente se resfria. Estrelas de maior
massa se resfriam mais rapidamente do que as de menor massa.

Estrela de Néutrons

A idéia de uma estrela de néutrons foi desenvolvida em 1939 quando os primeiros calculos
sobre suas propriedades foram feitos. Uma estrela de néutrons possuiu uma massa inicial por
volta de 8My ou mais. Estrelas com essa magnitude queimam além do hidrogénio e hélio
queimam o carbono e produzem elementos mais pesados . Se a massa de uma estrela normal
fosse comprimida em um volume suficientemente pequeno, os prétons e elétrons seriam forgados
a se combinar e formar neutrons. Por exemplo, uma estrela de 0.7 massa solar produziria uma
estrela de neutrons de apenas uns 10 km de raio. Mesmo com uma temperatura superficial de
50,000 K, seu raio é tao pequeno que sua luminosidade total seria um milhao de vezes menor
do que a do Sol.

Como as anas brancas, estrelas de néutrons apresentam uma relagao de proporgao inversa
entre massa e raio. Quanto maior a massa da estrela de néutrons, menor seu raio. Seu tamanho
extremamente pequeno implica que elas giram muito rapido, devido a conservacao de momento
angular. A matéria que anteriormente estava sob a forma de hidrogénio, hélio, etc; agora
perde suas caracteristicas de carga e seus elétrons devido aos efeitos de pressoes enormes e
tudo é puxado para o ntuicleo dos atomos e sao convertidos em néutrons. Estes néutrons estao
tao comprimidos devido a pressao que a estrela de néutrons se converte praticamente em um
néutron gigantesco.

E dificil calcular como é o interior de uma estrela de néutrons, pois a ele se aplica uma
Fisica de condigoes extremas, nao reprodutivel em nossos laboratorios. Modelos sugerem que
os neutrons comprimidos em uma configuracao tao densa formam um ”mar superfluido”. Nor-
malmente, superfluidos, como o hélio liquido, ocorrem a temperaturas muito baixas. As baixas

temperaturas sdo necessarias em fungao da presenca de cargas elétricas (prétons e elétrons);
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uma mistura densa de néutrons (com carga elétrica nula) pode se tornar superfluida mesmo a
altas temperaturas.

Muitas estrelas de néutrons foram descobertas gracas aos pulsares 3.2. Os pulsares foram
descobertos e 1960 através de telescopio de radio como fontes de pulsos peridédicos. Toda
estrela possui um campo magnético, em geral fraco. Contudo, quando o nicleo de uma estrela
¢ comprimido até atingir o estdgio de uma estrela de néutrons (apds uma explosao de supernova,
por exemplo), o campo magnético fraco também é comprimido. As linhas de campo se adensam,
tornando o campo magnético muito intenso. Um campo magnético forte, combinado com alta

rotacao produz fortes correntes elétricas na superficie da estrela de néutrons.

Axis of rotation

Manetic field lines

Figura 3.2: Esquema do pulsar. http://www.if.ufrgs.br/oei/stars/neutron_st/neutrst.htm

Prétons e elétrons fracamente ligados a superficie da estrela sao projetados para fora e
fluem ao longo das linhas do campo magnético, em diregao aos seus pdlos norte e sul. O eixo

magnético da estrela de neutrons nao esta necessariamente alinhado com o eixo de rotacao.
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Capitulo 4

Estudo de uma estrela de Neutrons

4.1 Relatividade Geral

Corolario do Principio de Equivaléncia (PE): Campos gravitacionais devem provocar
deflexao num feixe de luz. Para deduzir os efeitos da gravidade, temos os procedimentos a
seguir:

° Considerar a descri¢ao de um observador em queda livre. De acordo com a PE (prin-
cipio de equivaléncia) nao hé efeito gravitacional e este referencial ¢é inercial e a relatividade
especial se aplica a este referencial.

° O observador que esta em um referencial inercial, em relacao ao que esta em queda
livre, vé o movimento do primeiro observador acelerado no campo gravitacional devido a uma
forca F = m? :

° O efeito de aceleracao e gravidade, percebido pelo segundo observador, deve obedecer
aos postulados da relatividade geral. “ A fisica deve ser independente do sistema de coordena-
das”.

Vamos estudar este efeito usando a luz de uma lanterna. Um astronauta esta em uma
espagonave em queda livre e aponta uma lanterna e emitir um feixe de luz perpendicularmente
a direcao da aceleracao. Segundo o PE, nao hé efeito da gravidade e o feixe de luz segue um
caminho reto com velocidade ¢ até o nariz da espagonave. Para o segundo observador ha um
campo gravitacional 7 e a espaco nave esta em queda livre e o feixe de luz parece se curvar.

Outra situagao é quando o feixe de luz é emitido paralelamente ao dire¢ao do campo gra-
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vitacional. Para o astronauta, que esta em queda livre, nao ha efeitos fisicos associados a
gravidade. Ja para o observador do lado de fora, pelo fato do emissor esta em movimento ,
percebe o efeito doppler sobre a luz.

Assumindo que a nave comece a cair no momento da emissao, At = % e Au = gAtt . A

formula do efeito doppler é:

Aw _ Au (4.1)

A frequéncia percebida pelo observador do lado de fora é menor do que a emitida, havendo

um desvio para o vermelho.

A —-A
e — (4.2)
w c
Podemos expressar o em termos do potencial gravitacional:
h
Au = gAt = g—, (4.3)
c
AP
c
Logo:
A —Ad - (I)rec - (I)emi
2w _ =l ). (4.5)

Mas, da equacao acima, surge a pergunta: o efeito doppler acontece mesmo se nao houver
movimento relativo entre o receptor e o emissor e estao sujeitos somente a uma diferenca de

potencial?

A resposta esta no modo como o tempo passa nesses dois pontos. Como % = w , podemos

rescrever esta equacao como:

(4.6)

Lu é a velocidade do receptor e h a altura da queda

2
Wiemissor
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Substituindo (4.6) em (4.5), temos:

D — Dy

=1+ —=—")m (4.7)

c
Com isso, concluimos que para um ponto com um potencial gravitacional maior o relégio corre
mais rapido em relagao a outro em um ponto com potencial menor. Isso da pelo fato de a
gravidade esta distorcendo o espago-tempo.

Na relatividade especial, os espaco-tempo ¢é plano. Mas a presenca da gravidade, curva o
espago-tempo. Agora o intervalo espago-tempo (ds) é curvo, e usaremos o tensor métrico para
descrever a geometria do espaco-tempo.

A métrica descreve a medida do comprimento de um determinado sistema de coordenadas:
ds® = guwdz®dz’ = gi1(dz")? + goo(da?)? + 2g10datda’. (4.8)

Qualquer curva pode ser descrita por um sistema de coordenadas 2%(0)? dependente do parametro

0. Podemos determinar o comprimento s:

ds = \/ gapdx®dzb. (4.9)

Fazendo uma integral de linha, temos:

Y KV O v w10

Para determinar a linha na no espaco curvado, podemos impor a condicao de extremo:

ds = 5/L(x,$)da = 0. (4.11)

[ dao dx® :
L= gab%% —L(SE,I’) (412)

Usando o calculo variacional na equacao de Euler-Lagrange, temos:

Onde L é a Lagrangiana:

d 0L, 0L
do " §re ox®

= 0. (4.13)

Wareceptor
3esse parametro para a relatividade é o tempo préprio, T
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Podemos reescrever a lagrangiana como:

L(z, 1) = gupi"d’. (4.14)

Agora a equacao de Euler-Lagrange pode ser mais facilmente escrita:

oL\ .y OL  09ed .c.a
(893,(1) = 2¢upT e~ Pl T (4.15)

i< :.Cb) _ lagcdi%d _
do Jab 2 Ox°

A ultima equacao é chamada de equacao geodésica que informa a menor curva possivel.

0. (4.16)

4.2 A Geodésica como equacao de movimento da Rela-
tividade Geral e o limite Newtoniano

Podemos reescrever a equacgao geodésica diferenciando o primeiro termo, pois, ha dependéncia
da métrica em relacao ao parametro o:

d b da*  Ogay O Dt

——(9abT") = ga : 4.17
da(gbx> gbdajLa:c’\ do Oo (4.17)
Substituindo em (4.16):
d?z®  0g, dx*dx 1 gy, da¥ dxf

— = — =0. 4.18
IX g2 i Oz* do do  20z¥ do do (4.18)

Podemos reescrever o segundo termo da equ. (4.18) como:
8gu,,d_a:)‘dx” B lagu,, laglm dx da” (4.19)

or* do do  \20x*  20zv ) do do’ '

Reorganizando, podemos simplificar a equagao (4.16) usando uma combinagao particular das

derivadas de 1* ordem, no qual temos simbolo de Christoffel '}, = £9* [0, 9,1 + Ougvr — Orgpuv]

d?x? % (89;0\ o Yre > da? da? (4.20)

Guux do? B do do

oxP orr  Oxv
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A2z dz* dx”
_ v 22 7T . 4.21
do? Tl do do 0 ( )

Esta ultima equagao nos é a menor curva que uma particula percorre no espago-tempo.

4.2.1 Limite Newtoniano

A equagao da geodésica pode ser escrita como a equacao de movimento no “limite Newtoni-
ano” de uma particula se movendo com velocidade nao relativistica em um campo gravitacional
estatico e fraco.

Usando o fato de v = dd—:”ti << c,1=1,2,3, temos que:

da’ dt B dx®

<< — = —. 4.22
do cdo do ( )
Portanto, iremos considerar no somatdrio, %
d?a* dx? dx°
— +Ijg—— =0. 4.23
do? Y do do ( )
. Campo estético(aag:()” = O) :
Significa que o simbolo Christoffel tomam a forma:
1 dgoo
e (4.24)
) Campo fraco h,, << 1: Em uma curva podemos encontrar um plano tangente a um

ponto p na curva. Neste ponto podemos, somente neste ponto, a métrica de uma curva é dada
em coordenadas cartesianas, gu = gaup(P) = diag(1,1,1,1). Podemos escrever a métrica da

superficie da curva como g,,, =7, + hu onde n,, = (=1,1,1,1) e h,, é a corregao de campo.

Lembrando que um espago plano tem uma métrica 7, constante , temos que 8619;; = adf;‘;” e o
simbolo de Christoffel é:
1 8h00
o
UMVFOO = —§W (425)

No qual as componentes sao, onde 7, = (—1,1,1,1) , para hgo estético, devido a estamos

tratando da superficie do espago-tempo:
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10h - 10h
oo 5 a0 0; 'y 5 dpi (4.26)
Da equagao acima podemos concluir que ‘Z—f = const e a parte 1 = u = 1,,2,3 na equagao
(4.23)
d*aH da® da® d*aH dz®\”
—— + Iy ———= —— + T — ] . 4.27
do? + 0 15 do ((dx0)2+ 00)(d0) ( )
d%at i dz®\”
— + T — ) . 4.28
((cdt)2 " 00) (d0> 2
d’r __

Comprando com a equacao de movimento de Newton —V®, , temos, por fim, usando

dat?

a definigao de que g, =1, +

oo = — (1 + Q(I)(x)) . (4.29)

c2

Assim, podemos caracterizar um campo gravitacional fraco, onde hgy << 177y = [;% << 1}.

4.3 Equacao de Campo de Einstein

A relatividade geral diz que o espaco de Minkowiski é alterado pela gravidade. Einstein
usou este fato para generalizar a teoria da gravitacao Newtoniana. O conteido central da
relatividade geral é que a matéria produz uma curvatura no espaca tempo.

(Quantidade de curvatura local) = (Quantidade de densidade de matéria)
Esta relacao, é chamada de Equacao de campo de Einstein. Fazendo a relacao com a teoria

gravitacional Newtoniana, sua equacao admite uma equacao de um unico potencial

V20(x) = 4nGp(z)*. (4.30)

enquanto na relatividade geral sao 10 componentes. Essas componentes sao referentes ao
tensor métrico g(z) de Riemannian do espago curvo, tratando a curvatura do espago-tempo.

Do lado esquerdo da igualdade, p(x) é a fonte do campo gravitacional, para facilitar a analise, é

“onde G é a constante gravitacional Newtoniana(6,67-10"8cm?.g¢=1-s72 no CGS)
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um fluido ideal. Na relatividade restrita, usamos o tensor energia-momento 17" para descrever

a matéria no espaco-tempo:
THV = (pC2 —|—p/c2)u#ul, — Guwp- (431)

Onde p densidade escalar, p é a pressao escalar e u* a quadrivelocidade obedece a condigao
Juutu” = u,u” = 1.

Por fim, podemos definir um tensor que descreva a relagao da curvatura com a massa-
energia, G,,,. Possuindo um carater geométrico dependendo de g, , G = Ry — %QWR , e
uma relagao com o tensor momento-energia, G, = k1), ou seja ,a equagao na relatividade

que governa a gravitacao ¢ dada por:

1
R, — §QWR = KT },. (4.32)

Resta agora determinar a constante x. Com o intuito de determina-la impomos usando a

teoria geral da gravitacao de Einstein reduzindo a teoria de Newton. Lembrando que:

10hgy 1 0gno

M, =—--——= =, 4.33
00 2 dzt 2 dxt ( )
e reescrevendo (4.23), contraindo os indices
R = —kT (4.34)
1
R, + ég,ﬂ,/iT =rT,, (4.35)
1
R, =k <TW — §gWT> ) (4.36)
Agora, podemos encontrar a componente Rqg, onde T' = T4 = g"'T,, :
1
Roo = £ | Too — §gooT (4.37)
1
~ k| To — §n00T (4.38)
1
= Q/QTOO (439)
L
= Srep. (4.40)
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Onde p é a densidade de distribuicao de matéria que produz o campo gravitacional. Pode-
mos usar a expressao do tensor de Ricci para encontrar Ry, negligenciando os termos que tem

derivada temporal e nao lineares:

ory,  org U
Roo = 893(;0 ~ axop + T, =T, T6, (4.41)
ory,  or:
~ 8:BOPO = %00 (4.42)

Com os resultados obtidos em (4.26), encontramos:

ori, 1 gy 1 1
Rog~ —X0 ~ =~ I8 — “\24,, ~ — V2. 4.43
00 ot 2 0zt Oxt 2V goo c? v ( )

Onde V? é o operador laplaciano tri-dimensional. Reorganizando (4.40) , (4.30) e (4.43)
temos:
_ 8rG

K= (4.44)

Com a determinacao do , completamos a ”derivacao”da equacao de Einstein:

1 87
ij — §9uvR = C—4Tuy. (445)

4.4 Solucao de Schwarzschild

A equacao de Einstein possui varias solugoes exatas. Além das solugoes exatas, existem
as solucgoes inexatas para essas equacoes que descrevem sistemas fisicos. Muitas das solucoes
exatas na relatividade geral sao de dificil obtencao. E suas interpretagoes fisicas sao mais dificeis
ainda.

Provavelmente, uma das solugoes exatas mais simples é a solucao de Schwarzschild. A
métrica obtida descreve a solucao no vacuo devido a uma distribuicao esfericamente simétrica,
campo gravitacional estético, espago-tempo vazio (exceto em um tnico ponto), espago-tempo
assintéticamente plano. Com isso, o elemento de linha infinitesimal no sistema de coordenadas

esféricas na qual a métrica depende de r e t:

ds® = A(r,t)dt* + B(r,t)dr* + r*(d6* 4 sin® 0d?¢). (4.46)
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Observamos que existem dois termos desconhecidas, A(r,t) e B(r,t) . Como o espago-tempo
¢ plano, exceto em um unico ponto, devemos recuperar o espaco de Minkowski, logo quando

T — 00, temos:

Alr,t) = —c% B(r,t) — 1 (4.47)
ds* = Adt* + dr® + 1r*(d0” + sin® 0d°¢). (4.48)

Sem perca de informacao, vamos fazer uma pequena mudanga de coordenada. Vamos cha-

mar A(r,t) = —e?® e B(r,t) = ¢*
ds® = —e**2dt? + e*dr? + r?(d6® + sin® 0d%¢). (4.49)

Vamos denotar o tensor métrico covariante como

—e2® 0
o2A
Guv = . (450)
r2
0 rZsin® 6
e como tensor métrico contravariante
_6—2<I> 0
e—2A
gt = : (4.51)
P2
0 r~2sin"246

Podemos agora calcular os simbolos de Christoffel usando (2.18)

[0 = ®; 1Y, = &L = @@, (4.52)
TL = AT = Ae2@ 7L = N/, (4.53)
rt, = %; gy = —e 2hr, (4.54)

I'2, = —sinfcosf;Ti, = —e 2 rsin 6, (4.55)
I3, = %; I3, = cot 6. (4.56)
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Nas equagoes acima os pontos sao a diferenciacao em relacao ao tempo t, e a linha a
diferenciacao em relagao a r. Conhecendo os simbolos de Christoffel calculamos o tensor de
Ricci

ory, oI}
= 0= 40 (Too + To) +T00 (U1 + Ty + T3y + T51) =To0T60—LooL o1 —Toa Lon —To1 oy,

00 or ot
[ " (& / 29’ 2(®-A) A \ \ '
Ry = <I>+<I>(<I>—A)+T e +A-—A(A-D). (4.57)
Usando o mesmo processo::

[ \ \ : —2(®—A) " / / / 2/

Ri=[A—A[(A-D)]e —" - (P - A)+ — (4.58)
r

Roy = [-1—®'r+ ANrje ™ +1, (4.59)
Ryy = {[-1—®r+Arje® + 1} sin0. (4.60)

O escalar de Ricci é:

R:z”-@”-@’(@’—/\’)—gjt%] e 2h [A—A(A—é)] 6_2(1)4—7%}. (4.61)

r r

Podemos encontrar a parte geometrica das equacoes de campo de Einstein para a simetria

esfericas.
1 2N 1
Roo - igooR = |:76_2A - ﬁ (6_2A - 1):| 6_2(1) (462)
1 20/ 1 e
RH — §g11R = ﬁ — 2 (463)
1 " INFN / P — N A A A : —2& 2 —2A
R22—5922R: (I)+(I)((I)—A)+ , + A—A[A-D € re (464)
Como Rs3 = Ryssin’ 6 |, temos:
1 . 1
R33 — 5933R = R22 sin® 0 — 5 S1n 9922R (465)
1 L 1
R33 - §gg3R =sin“ 0 R22 - 5922}% s (466)

A solugao de Schwarzschild propoe uma solucao no vacuo e para uma estrela estatica, entao
,08 termos com derivada em relagao ao tempo sao nulos e o tensor momento energia é 0. Assim,

obtemos a seguintes equacoes independentes:

ey =0 (4.67)



!/
2% e 2N — ) (1—e?) =0. (4.68)

r 72

Uma terceira equagao independente da equacao de Einstein surge para y =0ev =1

Adicionando (4.67) e (4.68), encontramos

® + A =0. (4.69)

Com isso podemos completar a métrica de Schwarzschild. Lembrando que ggg corresponde

a —e?® e usando a (4.29) logo:

- (1 -4 0
(1 20)”
Ju = e ) . (470)
r
0 r?sin” 6
Notando que ¢ = —@ . A solugdo de Schwarzschild é a tnica solucao da TRG que foi

inteiramente comprovada experimentalmente.

4.5 Equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkof para uma
Estrela Anisotrépica

Para o caso de uma estrela anisotrépica, o tensor momento energia é dado por:

T = euyu, + Pokyky + P9 + wuu, — kuky). (4.71)

Onde u* ¢é o fluido de 4 velocidades, € é a densidade de energia do fluido, P, e P, pressao

radial e tangencial respectivamente e k* é um vetor radial da unidade (k*k, = 1) com u*k, = 0.

Fazendo u, = g, u® e k, = ¢"°k%, onde ug = 4% = “ ¢ Jembrando que 2 (dr)* = —c?¢*® (cdt)’
2
2 —C

(uo)” = —=5 (4.72)

as demais componentes da quadrivelocidade sao nulas, u; = 0 para ¢ = 1,2, 3, pois, esta estatica

sendo assim no plano espaco-tempo sé se locomove no tempo.
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Assim podemos reescrever como (4.71)

Ty = €Gangsu®u’ + Prg"k7ky + Py(gu + Gapgaru®u’ — ¢"k7k,),

(4.73)

logo, encontramos as componnentes do tensor momento-energia para o caso de uma estrela ani-

sotrépica para

p=v=>0

Too = €g"* g™ uu” + P.g" k7ko + P, (goo + 9°° g’ —

lembrando k7 s6 possui componente em r, temos:

Too = c*egoo = c*ee 22,

para p=v =1

T = eglo‘gmuauﬁ + Pg k% + P(g11 + glo‘gmuo‘uﬁ —

Ty = Prgn = P'r62A;

para p =v =2

Ty = €g°* 97 uu” + P.g* kky + Pi(gos + ¢** g™ uu’® —

Ty = Prge = PtTQ,

T33 = TQQ SiIl2 = Pt’/’2 SiIl2,

goak"ko),

glcrkokl),

920]{:0]{:2)’

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

Com o tensor energia-momento definido, estamos aptos a calcular as equacoes de campo

para descrever a matéria no interior de uma estrela anisotropica, as equagoes encontradas na

solugao de Schwarzschild podem ser escritas como

20" 5y 1 —2A
Te + ) (1 —e ) = K€
20" o,y 1 —2A
" e 2 (1 —e ) = kP,
O — A
{cb“ + ' (9 — A) } e N = kP,
r
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(4.82)

(4.83)



a partir daqui escolhemos G = ¢ = 1, onde k = 87, definindo-os como nossa unidade.

Podemos definir m(r) a massa gravitacional contida em uma esfera de raio, pela (4.81)

[r(1- e_ZA)}/ = rre, (4.84)
usando (4.51)
(1—e2) =2 (4.85)
r
podemos definir
M) =" /0 C ey (4.86)

As equagoes (4.81), (4.82) e (4.83) formam um sistema o qual podemos manipular algebri-

camente. De (4.81), temos:

20\'r = (kr’e — 1) e* + 1, (4.87)

de (4.82) temos:
20'r = (kr’P, +1) e — 1, (4.88)

derivando a relagao acima e multiplicando por 7:
2r°®" + 2r®’ = (261 P, + 2k1° P)) e 2Ny (k1P + 1) oA (4.89)
2r°®" = (261’ P, 4 267 P)) ** + (kr?e — 1) (kr? P, + 1) ' + 1, (4.90)
elevando (4.88) ao quadrado, temos:

20”r% = = [(kr’P, + 1) " — 2 (kr? P, + 1) " 4+ 1], (4.91)

N | —

Podemos reescrever (4.83) como:

—(c+P) ¥, (4.92)

ou

;20 (e+DB) (@arP +m(r))
b= r r(r—2m(r)) ’ (4.93)

onde ¢ = P, — P,. Sendo a equagao de equilibrio hidroestatico de uma estrela anisotrépica.

Esse termo desempenha um papel fundamental na estrutura do objeto , pois pode favorecer o

equilibrio da estrutura ou a sua destruicao, dependendo se ele é positivo ou negativo:
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° o > 0 age como um gradiente de uma forga repulsiva.
° o < 0 age como um gradiente de uma forca atrativa.

° o = 0 caso isotrdpico 77).
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Capitulo 5

Conclusao

Nosso objetivo com esse trabalho foi fazer um estudo sobre a estrutura de uma estrela ani-
sotropica decorrente seja de um campo elétrico ou magnético que surge no interior da estrela.
Para isso fizemos um uso do calculo tensorial e da relatividade geral. Pelo principio de equiva-
lencia, verificou-se que a gravidade e energia produzem uma curvatura no espaco-tempo. Logo,
corpos da magnitude de uma estrela provocam uma curvatura nao desprezivel no espago-tempo,
o estudo deste fenomeno é chamado de relatividade geral

Dessa relagao massa-energia podemos obter um tensor chamado tensor momento-energia
o qual utilizamos para encontrar as equacoes de Einstein. Para resolver a equacao de campo
de Einstein usamos a solucao de Schwarzschild e depois encontrmaos as equacoes de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff para uma estrela anisotropica.

A partir da TOV definimos ¢ = P, — P, como uma espécie de forca gerada pela anisotropia.
Essa forca pode ser direcionada para fora ou para dentro, dependendo do sinal de o. Portanto,
podemos ter uma configuracao maior se o for negativo e menos macico se o for positivo. A
forca e a distribuicao da forca dependem da magnitude de ¢ e do seu perfil. Com base neste
mecanismo, podemos suportar maiores massas e raios de estrelas de néutrons ajustando o.
Teremos uma configuracao mais massiva se for negativo ¢ e menos massiva se o for positivo.
Com essas equagoes, (4.86) (4.92) (4.93) , e uma equacao de estado que relaciona € com P, e

P, podemos obter mais detalhes sobre um estrela anisotépica .
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