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Resumo

Faremos uma breve abordagem dos aspectos mais importantes das aproximacoes de Hartree,
Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac que levaram ao desenvolvimento da Teoria
do Funcional da Densidade (DFT), além de sua extensao para sistemas com dependéncia temporal

conhecida como Teoria do Funcional da Densidade Dependente do Tempo (TDDFT).

Palavras Chave: Aproximacoes de Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-

Dirac; DFT; TDDFT.



Abstract

We will briefly address the most important aspects of Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi
and Thomas-Fermi-Dirac approximations that lead to the development of Density Functional
Theory (DFT) and its extension to systems with time dependence, known as Time-Dependent
Density Functional Theory (TDDFT).

Keywords: Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi and Thomas-Fermi-Dirac approximations;
DFT; TDDFT.
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Capitulo 1

Introducao

O interesse em compreender a estrutura da méteria levou muitos cientistas do século XX ao
desenvolvimento de modelos que pudessem fornecer explicagoes para os experimentos da época.
Essa motivacao culminou no desenvolvimento da mecanica quantica. O formalismo que ganhou
notoriedade nesta época e, até hoje é usado, foi desenvolvido por Erwin Schédinger em 1926.
Schrédinger desenvolveu uma equacao que permite calcular a forma das ondas de de Broglie. O
grande sucesso dessa teoria em explicar o &tomo de hidrogénio levou os cientistas da época a aplicar
esse formalismo a 4tomos cada vez maiores. No entanto, constatou-se que o nivel de dificudade em
resolver tal equacgao crescia espantosamente 4 medida que o niimero de elétrons crescia. Para se
ter ideia, apenas o atomo de Hidrogénio possui solugao analitica, o que nao é o caso, por exemplo,
do atomo de Hélio, que possui apenas dois elétrons.

Apesar de conseguir descrever o carater quantico da matéria, se nao pudermos resolver a
equacao de Schrodinger, nao teremos o conhecimento das propriedades dos atomos, moléculas e
solidos. Portanto, a procura de métodos que pudessem solucionar essa equagao para um sistema
constituido de muitos corpos moveu grandes cientistas. Modelos bastante conhecidos, por usar
“técnicas baseadas em funcao de onda” [1|, foram muito utilizados. Tal técnica baseia-se em
escrever as funcoes de onda em termos de um determinate de Slater; essa escolha é razoével,
pois assegura que o principio de exclusao de Pauli nao serd violado. Dois modelos notoérios que
empregam essa técnica sao conhecidos na literatura como aproximacoes de Hartree e Hartree-Fock.
Apesar de conseguir solucionar a equagao de Schrédinger, essa metodologia acaba nao sendo muito
util, pois se estivermos tratando de um sistema de N-elétrons, precisaremos de N func¢oes de onda
(ou orbitais) que, na pratica, acaba nao sendo tao viavel quando lidamos com sistemas extensos.
Uma forma de contornar esse problema surgiu em 1927 com os trabalhos de Thomas e Fermi,
onde eles passaram a descrever um sistema multieletronico através da densidade eletronica, a qual
foi aproximada pela de um gas homogénio de elétrons. Esse método tem a vantagem de poder
caracterizar todo o sistema conhecendo-se apenas a funcao densidade e é muito ttil, pois nao
nos limita ao tamanho do sistema. Porém, por se tratar de uma aproximacao de elétrons nao
interagentes acaba nao sendo tao precisa. Uma extensao desse trabalho foi proposta por Dirac
em 1930, levando-se em consideragao a interacao elétron-elétron e, portanto, obtendo um modelo
que descrevia melhor as propriedades fisicas. Contudo, o modelo de Dirac ainda trata os elétrons

como um gas homogénio e sabemos que esta aproximagao s6 é valida se considerarmos pequenas
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regioes. Assim, mesmo preciso, temos um formalismo longe de descrever sistemas reais.

As ideias de Thomas-Fermi-Dirac tornam o problema multieletronico fundamentalmente mais
simples, mas nao garantem validade genérica. Os primeiros a demonstrar o carater geral dessa
teoria foram P. Hohenberg e W. Kohn (HK) em 1964. No artigo intitulado Inhomogeneous electron
gas |2], eles legitimaram o uso da densidade eletrénica como uma variavel fundamental, permitindo,
a partir de entao, a construcao de funcionais. Mostraram também que o estado fundamental do
modelo de Thomas-Fermi pode ser considarado como uma aproximacao de uma teoria mais geral e
exata conhecida como Teoria do Funcional da Densidade (DFT) [3]. Essa teoria foi construida sob
dois teoremas; o primeiro assegura a unicidade da densidade eletronica e o segundo, a existéncia
de um funcional para a energia total, além de um principio variacional exato. Apesar de estruturar
toda a DFT, HK nao estabeleceram um modo de determinar esses funcionais. Essa tarefa ficou
a cargo de W. Kohn e L. J. Sham (KS) [4] que, em 1965, propuseram um método bastante
eficiente para determinar a densidade eletronica. Para resolver o problema, eles trocaram o sistema,
original por um sistema auxiliar cuja interacao eletronica seria desprezada, porém a densidade
eletronica deveria ser equivalente. Essa astticia em construir tais sistemas tornou a DFT uma teoria
completa, pois, juntamente com os teoremas de HK, pode-se resolver de modo geral problemas
multieletronicos. Desse modo, tendo a densidade eletronica em maos podemos determinar todas as
propriedades do estado fundamental como tamanho e forma das moléculas, estruturas cristalinas
dos solidos, energias de ligacao etc.

A DFT diz respeito apenas as propriedades do estado fundamental e a fenomenos independentes
do tempo. No entanto, temos interesse também em determinar energias de excitacao, espectros
opticos entre outras propriedades que dependem explicitamente do tempo. Isso s6 foi possivel
com o advento da Teoria do Funcional da Densidade Dependente do Tempo (TDDFT). Essa
teoria foi formalizada em 1983 por Erich Runge e E. K. U. Gross (RG) no artigo intitulado
Density-Functional Theory for Time-Dependent Systems [5]. Nesse artigo RG generalizaram os
dois teoremas de HK para sistemas com dependéncia temporal.

Ao longo deste trabalho, faremos uma revisao bibliografica dos principais resultados que cul-
minaram no desenvolvimento da TDDFT e uma de suas principais aplicagoes. Para isso, este
trabalho esté dividido da seguinte maneira: no capitulo 1 apresentamos a definicdo de sistemas
multieletronicos, os principais resultados das aproximacoes de Hartree, Hartree-Fock, Tomas-Fermi
e Tomas-Fermi-Dirac e os principais conceitos relacionados a DFT; no capitulo 2 veremos os novos
conceitos que emergem no cenario da TDDFT, a extensao dos teoremas de HK e das equacgoes de
KS para sistemas depentendes do tempo, além de um estudo sucinto em teoria da resposta linear

e sua aplicacao no calculo das energias de excitacao de sistemas multieletronicos.



Capitulo 2

Introducao a Teoria do Funcional da
Densidade

2.1 Sistemas multieletrénicos

Sistemas constituidos de muitos corpos sao comuns na natureza. Um sistema de grande im-
portancia na Fisica sao os sistemas multieletronicos. O entendimento da estrutura dos atomos,
moléculas, solidos etc esta intimamente ligado ao entendimento desses sistemas. Para estudarmos
estes sistemas recorremos & Mecanica Quantica. A equacgao de Schrodinger é o ponto crucial, pois
toda a informacao de qualquer sistema quantico pode ser obtida conhecendo-se apenas a funcao

de onda. A equacao de Schrodinger independente do tempo é dada por:
Hy (r) = Ey (7). (2.1)

Como queremos modelar sistemas moleculares, entao o hamiltoniano de um sistema constituido

de N elétrons e M ntcleos, na auséncia de quaisquer campos externos, sera dado por:

f{ - Te+‘>en+‘236+fn+vnn' (22)

Onde o primeiro termo é a energia cinética dos elétrons, Te; o segundo termo é a interagao
coulombiana entre os elétrons e os niicleos, a qual é atrativa, ‘A/en; o terceiro termo é a interacao
coulombiana elétron-elétron, a qual é repulsiva, Vee; o quarto termo é a energia cinética dos nticleos,
Tn; e por fim o quinto termo se refere a interagao repulsiva dos nicleos, Vin. De maneira explicita,

o hamiltoniano (2.2) é escrito como:

ZA(E ZAZB6
Zh2 Z\r "R Z|’r —7'1,] ZhQZMA Z|RA—RBy (2:3)

onde m é a massa do elétron, M4 e Z4 sao a massa e a carga do A-ésimo nicleo, respectivamente.
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Podemos reescrever a equagao (2.3) de maneira mais compéacta fazendo a seguinte substituigao:

1 1
= 2.4
rp e Ral 0 24
1 1
_ b 2.5
L I B (25)
1 1
= ) 2.6
|Ry — Rp| RAB (2.6)
Com isso, a equagao (2.3) assume a seguinte forma:
N 2 M
- \Y% Zae® | I € Vi 1 ZaZpe’
H=-S"Rm2t e NI N e ETE ) N et 2,
Z 2m Z rhA + 2 rHY Z 2M 4 + 2 RAB (2.7)
=i . R ]

Devemos proceder resolvendo a equagao de Schrédinger para o hamiltoniano dado. No en-
tando, esta equacao da forma como estd nao possui solucao analitica. Um forma de simplificar
o problema é considerar a aproximacdo de Born-Oppenheimer (BO) ou aproximagio adiabatica.
Nesta aproximacao despreza-se quaisquer efeitos relativisticos além de levar em consideracao o
fato dos ntcleos possuirem uma massa muitas ordens de grandeza maior que a dos elétrons. Com
isso, constitui-se uma boa aproximacao considerar os nucleos parados. Portanto, reduzimos nosso
hamiltoniano para trés termos ja que T, = 0 e V,, se torna uma constante. Dessa forma, a equacao
(2.2) se torna:

H - Te + vven + ‘A/eea (28)

ou seja, depende apenas do movimento dos elétrons.

Podemos observar que, mesmo apods a aproximacao de BO, continuamos com um problema
insoluvel do ponto de vista analitico, pois o termo causador de toda a dificuldade, Vee, continua
presente na equagao (2.8). Precisamos entdo desenvolver outros métodos que nos permitam resol-
ver a equagao de Schrodinger para o hamiltoniano (2.8). Discutiremos na segdo 2.2 os primeiros
métodos desenvolvidos na tentativa de resolver este problema e, por fim, na secao 2.3 desenvolve-
mos a Teoria do Funcional da Densidade que, como veremos, propoe uma maneira simples para

tratar os sistemas multieletronicos.

2.2 Meétodos Basicos

2.2.1 Aproximacao de Hartree

A aproximacao de Hartree, proposta por Douglas Rayner Hartree, consiste em tentar resol-
ver a equagao de Schrodinger para o hamiltoniano (2.8) propondo uma forma bastante simples
para a funcao de onda, ou orbitais, dos N-elétrons presentes no sistema em questao. Neste mé-
todo, a fun¢ao de onda dos N-elétrons, ¥(1,..., N), é suposta ser um produto de N autofun¢oes

independentes para cada elétron. Ou seja, ela assume a seguinte forma:
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U(L,..,N) =[] e(r"). (2.9)

Onde gpu(r“) sao os orbitais de elétron independente e r* é a posicao do p-ésimo elétron.
Vemos, no entanto, que ¥(1, ..., N) ndo é antisimétrical. e, para levar em conta o principio de
exclusao de Pauli, os estados de particula tnica, 90“(7““), devem ser distintos e ortonormalizadas.

Portanto a seguinte relacao deve ser satisfeita:

/d37‘“”g0“(r“)goy(r”) = 0. (2.10)

O hamiltoniano eletrénico dado pela equacao (2.8), escrito explicitamente, é dado por:
N 2
~ \Y% ZA€2 1 e?
H= —R? £ -y — 2.11
; { 2m ; rid i 2 v,p T”V’ ( )

n#V

e a equacao de Schrodinger independente do tempo para a funcao de onda dos N-elétrons,
U(1,...N), dada pela equagao (2.9) sera:

ﬁH%@"Z) = EH %‘(ri)- (2.12)

Para determinar as func¢oes de onda, que é o que desejamos, usaremos o pricipio variacional

de Ritz, onde a normalizagao
/d?’r“ |<,0“(7"“)‘2 =1, (2.13)

constitui um vinculo. Usando o formalismo dos multiplicadores de Lagrange teremos a seguinte

expressao:

éau (/ d'r [, ()| 1) =0, (2.14)

onde €, é o multiplicador de Lagrange.
Calculando o valor esperado do hamiltoniano (2.11) com respeito aos estados de Hartree,

equagao (2.9), teremos:

. N v? Zac? 1 2
<H>:<;{_h2ﬁ_%: T’zi }+§;%>. (2.15)
B pFv

Agora, definindo o valor esperado de um hamiltoniano, designado por <I:I’>, como sendo a sub-

tracao das equagoes (2.15) e (2.14), teremos:

LA antisimetrizacdo da funcio de onda é necesséaria, pois nfo permitira que as funcoes de onda de elétrons com
0s mesmo ntmeros quanticos sejam nao nula. Isso estd de acordo com o pricipio de exclusao de Pauli.
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(i) = <§: {—h2% = EA: erjg} + % Z f72> - i% (/ &rt |, ()] — 1) . (216

p=1 ik, p=1

No6s devemos minimizar a equagao (2.16) em relagdo nao apenas a variagdo dos parametros,
mas também com respeito a variacao das funcoes de onda de particula tnica com o intuito de
procurar estados estacionarios. Isso pode ser feito usando a defini¢do de derivada funcional [6], a
saber:

0G [0, ()] _ Gl (") + 0 d(r — )] = G [, ()] (2.17)

5o, (rv) 0 €

que, como caso particular resulta:

dipy, ()
dip,, ()
Na equagdo (2.17) G [, (r*)] designa um funcional das fungdes ¢, (r*) onde = 1,.., N.

= 0,,0(r" —r"). (2.18)
Reescrevendo a equagao (2.16) explicitamente em termos da fun¢ao de onda (2.9), encontramos:

(i) - f: /d3 Lty NHso, DA [—FP%] [Tei()e, )

i

175# iFEp

N
7 2
_Z /dS 1 d3,r,u d3 NHQDz (zplu(ru) Z ij H‘Pz (pu 7"“
T

z;ﬁu A - wfu

1 , e’ ]

+§Z /d3 L dBrrdPry AN H e () (1) er (1) [TT H Pi(r)p, (1), (1)

:;Zt’ z;éut/ l##V

- éfu (/ &t o, ()| - 1) , (2.19)
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agrupando as funcoes de onda cujo indice difere de p ou v, obtemos:

— Zeﬂ </ d>r# !gpu(r“)f - 1) : (2.20)
a condi¢ao de normalizagao (2.13) nos leva a seguinte expressao:

N

(ay =3 { / it (r)

pu=1

V2 ZA€2
—h2ﬁ - ZW—A —eu| pu(r’) +eu
A
2

5 > { / dr (g () L%} soumm(r")} - (221)

n#V

Usaremos agora o principio variacional descrito anteriormente na expressao (2.21). Efetuando

a derivada funcional com respeito & ¢} (1) teremos:

6<HI> 0 - 3ol oy (afh 2V3 ZA62 L
0G0 () (Z{/ et [_h 2 e _%] Pulr >+6u}>




CAPITULO 2. INTRODUCAO A TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE 8

O(H' N ,
5<P<§(7’A>) :;{/d?’r“&p;(r)\) [0 (r")] hQQV—rZ gou(r“)}

32 { / d*r 590;(7“) [, (r™)] @5 (r") [%} @u(r")gpy(r”)}

n#V

ry S { [ s el | S ate (223

(%)
ﬁ*
<
<
I
=
1[V]=

v? Z p€?
{/dgr“éu,\é(r“ — ) [—h2ﬁ — Z r‘z—A — 5u] gpu(r”)}
A
2

w3 S { [ rates - e [5] e}

pFV

*% Z { / 0,00 = 7)) () [—} %(r“)%(w)} . (2.24)

uFv

A condi¢ao de extremo nos diz que a equagao (2.24) deve ser nula. Efetuando a integacao e a soma,
respectivamente, sob os termos da equagao (2.24) e percebendo que as duas tltimas expressoes,

apos efetuar estas operagoes, serao iguais, encontraremos a seguinte expressao:

V2 A62 N 3 e?
{_hzz% -y A, w} (1) = ), (220
A

onde

2

v =S [ | Sl iee) (2.07)
v

A equagao (2.26) pode ser facilmente interpretada. Os dois primeiros termos sdo, respecti-

vamente, a energia cinética dos elétrons e a energia potencial nuclear. Ja o terceiro termo é

o potencial devido a distribuicao de carga dos elétrons restantes. Observemos também que a

equagao (2.26) é uma equagao tipo Schrodinger, no entanto com algumas sutilezas. A equagao

de Hartree para o, (r"), como é conhecida a equagao (2.26), contém, na expressdo para o po-
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tencial V), (r*), todas as outras autofuncées. Estas equagdes nao-lineares podem ser resolvidas
auto-consistentemente para atomos apenas por métodos numéricos. Para resolvé-las, escolhemos
uma configuracio inicial para as autofungoes (ou orbitais) ¢, (r'), oo(r?), ..., on(rY). A partir
dessa escolha, calcula-se V), (r*) usando a equagao (2.27); substituimos o potencial encontrado na
equagao (2.26); por fim, resolve-se uma equagao tipo Schrodinger. Apos a resolucao dessa equa-
¢a0, obtém-se novas autofungoes; com essa autofuncoes calcula-se novamente o V,, (7). Com esse
novo potencial encontrado, resolvemos novamente a equacao (2.26) e continuamos este processo
auto-consistente até que ndo ocorram variagoes significativas tanto em V), (r*) quanto em ¢, (r*).

A constante €, que entrou na equagao (2.16) como um multiplicador de Lagrange tem um
significado Fisico interessante. Para ver claramente qual o seu significado, multipliquemos a

equagao (2.26) pelo complexo conjugado de ¢, (r*) e integremos sobre 7*, fazendo estas operagoes

teremos:
; v, Zae? ;
(‘OH(TM) {_EQﬁ - Z T“A + VM (TM) qu(Tu) = ('0“<TM)8M(,DM(T‘M>, (228)
A

[ {—h& -y A, <r“>} el = [ @iz, (229
A

3,0 N
] T ez | @ leuter)
/ &t (1) {—h2 Loy TV (r“)} (") = g, . (2.30)
A

=1

34, % (ol 2V Zac’ p n
A A CORES L o V) e (), (2.31)
A

2m

ou seja, como £, contém apenas os termos do <ﬁ> com respeito ao autoestado (ou orbital) ¢, (1),
entao a quantidade —e, é interpretada como sendo a energia de ionizacao do p-ésimo elétron do
sistema sob a suposicao de que todos os outros autoestados nao mudam quando o elétron do orbital
¢, (r") é retirado. Este resultado é conhecido como Teorema de Koopmans [6] [7] [8]. Usando as

equagoes (2.21), (2.27) e (2.31) podemos escrever a energia total como,

E= ()~ igu -y {/d%«w L%T o, ()] |¢,,(7~V)|2}. (2.32)

p<v
O segundo termo na equagao acima aparece, pois temos que subtrair os termos repetidos na
primeira soma.
Este método nos permite calcular a energia total, as energias de ionizacao e a forma dos
orbitais, porém acaba nao sendo uma aproximacao muito precisa, pois cada orbital é ocupado por
apenas um elétron. Um modelo mais preciso pode ser desenvolvido construindo-se uma funcao de

onda que seja antissimétrica. Dessa forma, o principio de exclusao de Pauli é automaticamente
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satisfeito. Este modelo é conhecido como aproximagao de Hartree-Fock.

2.2.2 Aproximagao de Hartree-Fock

Um método padrao utilizado na solucao de sistema constituidos de muitos corpos interagentes
é conhecido como aproximagao de Hartree-Fock (H-F). Esse método foi aplicado pela primeira vez
a atomos em 1930 por Vladimir Aleksandrovich Fock [8]. Na aproximagao de H-F escrevemos a
funcao de onda para um nimero fixo de elétrons na forma de um determinante de Slater. Esta
escolha é conveniente, pois ja inclui na sua estrutura a forma antissimétrica desejada para a funcao
de onda total. Se nao considerarmos as interacoes spin-orbita, entao podemos escrever a func¢ao

de onda dos N-elétrons em termos do seguinte determinante de Slater a saber:

(1) o (€)oo pr(N)
VM=ol e© e, 233
on(1) - on(Q) o pn(V)
onde
©:(¢) = %‘(TC)f(SC)- (2.34)

Pudemos escrever a funcao ¢,(¢) como um produto da autofuncio espacial, ;(r¢), pela autofuncio

de spin, £(S¢), porque ndo hé interacdo spin-érbita. A autofuncio de spin possui a seguinte forma:

¢y — a ()1
£(S%) {5(C)¢ } (2.35)

onde « (¢) indica spin up e 8 (¢) spin down. A fun¢io ¢;(¢) é chamada fungiao Spin-Orbital (S.O.).
Os S.0. devem ser linearmente independentes e ortonormais. A exigéncia dessas propriedades estéi
no fato de querermos, ao final, um conjunto completo de solucoes. Veremos que a escolha da funcao
de onda (2.33) trard implicagbes interessantes.

A aproximacao de H-F consite, assim como na aproximacao de Hartree, em minimizar a ener-
gia, <ﬁ>, com respeito a todos os graus de liberdade da funcao de onda com a restricao de que
U(1,..., N) matenha a forma (2.33). Como exigimos que as fun¢oes de onda sejam ortonorma-
lizadas, podemos entao usar essa exigéncia como um vinculo adicional, assim como fizemos na
aproximacao de Hartree.

Iniciaremos calculando o valor esperado do hamitoniano (2.11), a saber:

N

<ﬁ> :/d3r1...d3rN\I/*(1,...,N) Z

pu=1

TR (2.36)
32 LN, (2
n#V

2
2 Vi _

ZA€2
—h
2m 2,4: THA

substituindo a forma explicita da funcao de onda, teremos:
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pr1) o el€) o e(N)

<H>:%/ 901-?(1) 3 %i(g) cpi(iN) g 412%— ) iATj? +%Zf72
SON:(U QON:(C) goN:(N) M
o) o eQ) (V)
901-.(1) ‘ %.'(c) %(‘N) Brl Bt B BN (2.37)
@N.(l) @N'(g) wN&N)

Calculando o determinante de Slater contido na equagao (2.37) encontraremos uma soma de pro-
dutos da seguinte forma: {¢;(1)...¢;(2)...0;_1 (1)@;(¥)...on(N) }. Apos o calculo do determinante,
efetuamos a integracao sobre a posicao de todos os elétrons com excecao dos elétrons de indice
i e v, pois o hamiltoniano depende desse indice e a integracao nao resulta igual a 1. Efetuando

todas essa operagoes encontramos o seguinte resultado:

N

<H> Z;{/dg?”“@?(u)ﬁm } Z I{Z/d?’r“d?’ Y o, (1) |5 (v)] }
- Z {Z/d?’?“”d?’ r Hyu} (10):(v) 25 (v )soj(u)} (2.38)

7,7=1

de maneira mais compacta a equagao (2.38) se reescreve como:

(1) -3 {/ dg”s@f(u)ﬁu%(u)}

i=1

+Z {Z/d?’?"“d?’ r’ Hy, !soz ) o;0)]° = er(u)en(v )@?(V)soj(u)]}- (2.39)

i,7=1

Lembrando-se da equagcdo (2.34), que diz respeito a forma dos orbitais, a expressao (2.39) se torna:
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(i) = i { / dg?"“sof(T“)S*(S“)ﬁu%(r“)é(s“)}

i=1

+Z {Z/d3r“d3 “Hu i (r)E(SM)* [ (r)E(S”)| }

4,7=1

_ Z {Z/d3r/*d3r’/f{uygo;k(r“)€*(S“)@i(TV)g(Su)w;(ry)g*(Su)(pj(ru)g(sﬂ)}_ (2_40)

i,j=1

Usando a ortonormalidade das autofuncgoes de spin, teremos:

(i) = Z {[ermaioneim)

+ Z {Z/d?’r“di’) VH;W [|901 (r*) ‘ |90] ‘ — i (rt) e (r )90]( )%(7’“)59 Su]}. (2.41)

7,7=1

Devemos lembrar que H, e H,, possuem a seguinte forma:

R A% Z €2
— 2 'K 2 : A
N 1 e?
H, =-— 2.43
H 2 v ( )

Como sabemos o valor de <H > devemos proceder como na aproximacao de Hartree, ou seja,
minimizar a energia. Para isso, definiremos um novo <H’ >, analogamente a equagao (2.16).

Porém, o valor <ﬁ> nessa expressao deve ser substituido pela equagao (2.41) e o vinculo a ser

considerado possui a seguinte forma:

iei (/ P |, (r) [ — 1) . (2.44)

=1

Substituindo a expressao (2.44), teremos:

() = i {/ drigr () [ Hy = =i () + 52}

=1

+ Z {Z/di”r“dwﬁw [’%’(r“)\Q |gpj(TV)‘2 _ @(ru)%(w)sp;(rvm(Tu)(sS&SV] } . (2.45)

7,7=1
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Aplicando o principio variacional & equagao (2.45), teremos
6 (") 5 X
— d37’“g0 r*) | H ; (" +5Z}
) wzw;{/ ) [ == "
5 N N
o [ o
) Z{Z A Lot
5 N (N
S0 2 {Z / A dr 0] () o: ()5 () gy () } (2.46)
i,j=1 (v=1

o1 (1) - [ﬁ/\ - 54 @k(T/\>

+Z {Z / d*r” Hy, [05 (") on(r)ep; () — %(T”)s@j(r”)soj(“)%asw}}
+3 {Z [ B L))o - e o) s ] }

(2.47)
As duas tltimas somas sdo iguais, dessa forma podemos reescrever a equ¢ao (2.47) como
ACON A
” = H)\ — €ki| (2 (7’ )

@r(r) [ ’

+2 Z {Z / P f | [o,0) [ 0u™) = )95 ()i, () 0gn 51 } - (249

Como esta tltima expressao deve ser um extremo, obtemos:
Hypy(r +2Z{Z/d3 “H |p;(r)] }9% ")
= {Z / d*r” Hy o1 (")} (T”)ésx,su} p; (1) = erpr (). (2.49)
j=1 v=1

Substituindo explicitamente o valor de Hy e H,, pelas equacoes (2.42) e (2.43), respectivamente,
teremos:
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hQQV_T;; -2 Z,ﬁi AOEDY {Z/d3r” { M] }@J(r”)f} o)
A j=1 \v=1
B Z {Z/d%” {%} SOk(TV)QO;(TV)fSSA,Sv} () = erpr(r). (2.50)

Definindo os seguintes potenciais,

N o2 )
= Z/dSTV [W] lo; (P, (2.51)
S

N 2
€ x( UV
= Z/dgry LW} 1 (1) (r)dsn v, (2.52)
v=1

a equacao (2.50) se tornam mais compacta, a saber:

V2 ZAG
2 YV by
_hgm Zr,\A +Z (")

J#k

N

=D B () o) = enpr (). (2.53)

=1

A equagao (2.53) é conhecida como equagao de Hartree-Fock.

Algumas consideragoes acerca da equacao (2.53) podem ser feitas. Os trés primeiros termos
podem ser interpretados como na equacao de Hartree, ou seja, como o hamiltoniano de um elétron
em um potencial coulombiano blindado pelos outros elétrons. O quarto termo é conhecido como
termo de troca ou exchange. Este € um termo nao local, ja que ¢, (r*) pode ocorrer com argumento

r* # 1Y, O termo de troca é nao nulo apenas para S* = S,

Calcularemos agora o valor de ¢, da mesma forma como fizemos na aproximacao de Hartree
a saber:

/d37‘A902(7‘A)90k(7‘A) 2
. 3 A w0 ZV)\ ZAe
ex< ~ . = /d rop(r?) [—h 2 E A E Vi ( )

»3 [ E () 0,0 (250
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— | B 12 Vi Zse® | V. (7 A
Sk = m(r) | = %_ZTAA +Z 5 ()] enr?)
A j=1
N
A *
—Z/d3r (M) E; (1) ¢, (). (2.55)
j=1

Assim como nas equacoes de Hartree, o valor de —¢, é interpretado como a energia necessaria para
remover o elétron do orbital ¢, (r*) sob a suposicao de que os outros elétrons ndo se reorganizam,
ou seja, suas fung¢oes de onda ndo mudam |6] |7] |8].

Observamos que a aproximacao de H-F se torna muito mais precisa quando comparada ao
método de Hartree, pois cada orbital contém dois elétrons, um com spin up e outro com spin
down. Dessa forma a energia total obtida serd menor e mais proxima da real. Porém, um problema
adicional surge neste modelo: o aparecimento do potencial de troca. Esse termo nao é facilmente
resolvivel. Torna-se, entao, mais complicado encontra os orbitais via método auto-consistente.
Tentar uma nova abordagem para resolver este problema é necessario. Uma forma de tentar
contornar este problema é substituir a abordagem via orbitais pela densidade eletronica e, a partir

desta, definir todas as propriedades de interesse.

2.2.3 Aproximacao de Thomas-Fermi

A primeira teoria do funcional da densidade de sistemas quanticos é conhecida como apro-
ximagao de Thomas-Fermi. Esse método foi proposto em 1927 [7] [8] . Apesar de nao ser uma
aproximacao muito precisa para os céalculos de estrutura eletronica atuais, este método ilustra
como se trabalhar usando funcionais da densidade em vez de funcoes de onda. Nos trabalhos
originais de Thomas e Fermi a energia cinética do sistema de elétrons é aproximada por um funci-
onal da densidade, idealizado a partir do modelo do gas de elétrons homogéneo e nao interagente.
Pelo fato de terem se baseado em um modelo de elétrons nao interagentes, claramente efeitos
de troca e correlagao entre os elétrons nao sao considerados. Antes de falarmos sobre o método
de Thoma-Fermi, abordaremos sucintamente os resultados obtidos no modelo do gas de elétrons
livres, pois estes serao uteis na construcao do modelo em questao.

Considere N elétrons livres nao interagentes enclausurados dentro de uma caixa de volume
V = L3. Ao resolver a equacao de Schrodinger para uma particula livre encontramos o seguinte

resultado:

W, o (2.56)

onde p é o momento e x é a posicao dos elétrons.
A energia total dos N-elétrons livres é dada pela soma da energia cinética de todos os elétrons,

ou seja
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P?
Etot - Z L . (257)

Escolhendo condic¢oes de contorno periddicas e impondo-as a soluc¢ao da equagao de Schrodinger
para a particula livre, obtemos valores discretos para o momento. A expressao para o momento

torna-se:

27
P = hf (Ngy My M) (2.58)
onde n; € Z.

Sabemos que, por estar tratando de elétrons, o principio de exclusao de Pauli deve ser levado
em consideracao ao se calcular a energia do estado fundamental. Com isso em mente, sabemos
que cada estado de momento pode ser duplamente ocupado (S, = ig) Apbs preencher todos os
niveis, haverd um estado com a maior energia permitida, dessa forma todos os estados ocupados

estarao dentro de uma esfera no espago dos momentos cujo raio ¢ dado por:

|P| < Py (2.59)

Esta esfera é conhecida como esfera de Fermi.
Precisamos calcular o nimero de estados dentro da esfera de Fermi. Para isso, basta lembramos
que o numero total de estados é dado pela razao entre o volume total da esfera de fermi Qy, e o

volume ocupado por um estado 2. Calculando teremos:

4m (Pf)?’ 1
2 3 \hn/) (2
N3 \N) (&) (2.60)
Spin Q; Q“_l
1 [(Pr\°
I e 3
N_37T2(h) L. (2.61)

Consequentemente, a densidade do nimero de particulas é dada por:

N
n=T3 (2.62)
1 [P\’

Portanto, o estado fundamental é obtido somando a energia de todos os elétrons, ou seja:

P2
B =2 D (2.64)
p

Para poder calcular o valor da energia total, podemos passar de uma soma para uma integral no

espaco dos momentos e com esse artificio obtemos:
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L\ (¥ P?
Eip =2 — 47 P? dP— 2.65
ot (27771) /0 ( i ) 2m’ ( )
L \’4r P}
By =2(-—) ==L, 2.
tot <27rh) 5 2m (2.66)
como P} = ?”TL#N, teremos:
L 3m2h3N Arx Pf
By =2 2,
tot (%h) L* 5 2m’ (2.67)
3N P}
= 2.68
or = 55 (2.68)
3N
Etot = ?Ef, (269)

2
onde definimos €; = 2f a qual é conhecida como energia de Fermi.

Tendo todos esses resultados em maos, mostraremos como proceder para obter a aproximacao
de Thomas-Fermi. Para atomos com muitos elétrons, calcular as funcoes de onda de Hartree,
equagao (2.26), ou Hartree-Fock, equagao (2.53), é muito tedioso [6]. Por outro lado, algumas
consideracoes fisicas podem nos dar algumas simplificacoes. Por causa do grande ntmero de
elétrons, cada um destes sente apenas um potencial efetivo devido aos outros elétrons e ao ntcleo.
Além disso, muitos destes elétrons estao em um estado de alta energia, ou seja com um nimero
quantico principal grande. Portanto, o comprimento de onda destes elétrons é pequeno e as
mudancas do potencial sentido por estes elétrons é pequena. Dessa forma, podemos assumir que
existem muitos elétrons em um pequeno elemento de volume no qual o potencial, localmente, nao
varia. Outra consideragao é que os estados dos elétrons sejam, localmente, ondas planas.

Comegaremos tratando o potencial de Hartree V), (), equagao (2.27), juntamente com o termo

de interacao elétron-nicleo, a saber:

EEIARE o (2.70)
v =S far | S]eer} - S A @7

A

V() = /d“[w]D o |—ij;j2, (2.72)
V(w):/dsu[ }ZQU Zzﬁj (2.73)

V() = / v [;72} oy iﬁfﬁ. (2.74)
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Onde g, = |¢,(r)|* é a densidade de probabilidade do v — ésimo elétron e 1 () = Doy 0y 2
densidade do niimero de particulas no ponto r”. Reduziremos o nosso problema para o caso de

um atomo apenas, ou seja, a soma sobre o indice A assume apenas um valor, ou seja

V(r*) = /d3r” [i] n(r’) — Z—eQ. (2.75)

rHv rH

. o .P(x).x ,
Como supomos anteriormente, localmente os estados sao ondas planas e¢' % , onde %e

pequeno comparado com a variagao espacial de V' (r#). A conexao entre energia e momento local
¢ dada pela seguinte expressao:
P2 (rt)
€= +V(rt). 2.76
v ) (2.76)

A cada ponto r*, os estados com momento local entre 0 e o méaximo valor | Py (r*)| estao ocupados.

Para o estado de maior energia, energia de Fermi €¢, teremos o valor do momento igual ao momento

de Fermi, a saber:

Pr(r) = v2m ey — V (r")]? . (2.77)

A densidade do ntiimero de particulas se torna, usando a equagao (2.63):

372 h

O proximo passo é determinar a energia de Fermi €;. O raio atomico é obtido fazendo-se

n(r*) = L {M} : : (2.78)

V (r*) = €y, pois neste caso estamos analizando o elétron mais externo ao atomo. Agora, para
simplificar o nosso problema consideraremos um atomo neutro, de tal forma que o efeito blindagem
faz com que V (r*) seja nulo para r > R (R raio do atomo), o que implica e; = 0. A Fig. 2.1
ilustra o potencial efetivo, os estados ocupados e a energia de Fermi. Assim, substituindo e¢; = 0

na equagao (2.77) e este resultado na equacao (2.78), obtemos:

1

0 (") = 5 [-2mV (r))? . (2.79)
R,
E7 i/'.—
occupied
V(r)

Figura 2.1: O potencial efetivo, a energia de Fermi e os estados ocupados
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Portanto, a densidade ou o potencial podem ser determinados alto-consistentemente. Para
tanto, precisamos resolver a equacao-integral dada pela equagdo (2.74) juntamente com a equagao

(??). Aplicando o operador V? na equacio (2.74), teremos:

V2V (r) = V? {/d3r” {i] n(r’) — fTej} (2.80)

TrHY
2 2
2 _ 3 ve2 | € v 5 | Ze
VV(r“)—/drV [W]n(r)—v LM—A}, (2.81)
V3V (rt) = —/d3T”6247T5(r“ — 1) (r’) + Ze247T53(7“”), (2.82)
V2V (rt) = —e*4mn (r*) + Ze24md® (rt). (2.83)

Esta ultima equagao nos d, juntamente com a equacao (??), n (r*) ou V' (r#). Assumindo simetria

radial e analizando a regiao r # 0, podemos reescrever a equagao de Poisson da seguinte forma:
190|,0 —e*n 3
— |2y = —[—2mV (r)]=2. 2.84
r2 or lr or (T>] 3m2h3 [=2mV (r)] ( )

Para resolvé-la precisamos impor as seguintes condi¢oes de contorno:

Ze?
li = 2.
V() = === (2:85)
isto é, o potencial na origem deve ser igual ao potencial gerado pelo nicleo. Podemos reescrever

a equacao (2.84) fazendo as seguintes mudancas de variaveis, a saber:

Ze?
V() =—-——x(2), (2.86)
bx
onde ,
1 /3m\3
b= = 2.
() e (2.89)
ea= h22 é o raio de Bohr. A equacao em questao se transforma na seguinte expressao:

me

dx(z) 1
dx? - X

Esta equacao é conhecida como rela¢ao de Thomas-Fermi [6] [7], cujas novas condic¢oes de contorno

(z). (2.89)

sao: x (0) =1e x(c0) =0.
As solugGes numéricas para a equagao (2.89), juntamente com as condigoes de contorno des-

cristas anteriormente sao as seguintes [6]:

\ (@) = {1 —141.59% x—>0}‘ (2.90)

o) T — OO

A Fig. 2.2 nos mostra o comportamento da soluc¢ao (2.90).
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5 10 T

Figura 2.2: Solucao da equacao de Thomas-Fermi para atomos neutros.

A densidade dada pela equagao (2.79), pode ser reescrita em termos da equacao (2.86). Fazendo

essa substituicao teremos:

n(r) = gﬂi - {mzf2 X(@] (2.91)
n(r) = @”?f# HX (@/3%)} % , (2.92)

Esta ultima equacao nos da a densidade eletronica do sistema.
Podemos agora calcular tanto o potencial quanto a densidade eletronica usando o resultado

obtido numericamente. Para pequenas distancias, o potencial se escreve como:

Ze?
Vi(r)= —TX (),
7 2 Z4/3 2
V(r)= 2% 1159 ¢ : (2.93)
r b
substituindo o valor de b dado pela equacao (2.88),
72 Z4/3 2
Vi) =-22 41822 (2.94)
r a
A densidade para pequenas distancias assume a seguinte forma:
/2 3
(2mZe?)*? 1 13T\ ]2
1) = |y (7 E) ’ (295)
/2 1/3 :
(2mZe?)*” 1 Z P
/2 1/37 2
(2mZe?)*” 1 Z

Algumas consideragoes acerca destes resultados podem ser feitas. Vemos que a extensao do
aAtomo nesta aproximacao é infinita, pois as condi¢oes de contorno e as solugoes sao validadas para
todo o espaco, ou seja temos solucoes que, em sua totalidade, nao tem validade Fisica. Vemos
também que a forma para V (r) e n(r) é a mesma para todos os dtomos, pois a forma da fungao

X (x) é universal. Podemos ainda estimar a validade da aproximagao de Thoma-Fermi. O raio do
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atomo é oc Z~1/3

, encontramos esse resultado anulando a equagao (2.94); observa-se também o
decréscimo do raio com o aumento de Z. O potencial em um ponto fixo é o« Z*/3 e, portanto, a
partir da equacdo (2.77), o comprimento de onda tipico oc Z=2/3. O comprimento caracteristico
sobre o qual o potencial muda significantemete é oc Z~/3. Consequentemente a razio entre estas

1/3

duas ultimas quantidades é o« Z~/° e, portanto, quanto maior Z, menor a razao entre estas

duas quantidades. Portanto, neste limite o tratamento estatistico como um gas de elétrons é
justificado. Vemos entao que a aproximacao de Thomas-Fermi se torna exata quando Z — oo.
A funcao distribuicao radial para a aproximacao de Thoma-Fermi D (r) = 47 () é mostrada na

Fig. 2.3 e comparada com a aproximacao de Hartree.

1404 &
4rin(r)q | LIN

100

60 -

20 1

Figura 2.3: Funcao distribuicao radial para o d4tomo de Hg. A linha continua representa a apro-
ximacao de Thomas-Fermi e a linha tracejada representa a aproximacao de Hartree.

Podemos obter agora a energia total deste sistema, a saber:
E = Exin + Epot, (2.98)
a expressao acima se reescreve como:
E="Trrn+ /d3r'V (ryn(r'). (2.99)
A cinética Trp [n], agora na forma de um funcional, é dada por [7] [§] :
E = / d%%%n (r) + / &'V (r)yn (1), (2.100)

substituindo a forma explicita Py (r), equacao (2.78), e a forma do potencial V (1), equagao (2.75),

teremos:

Elp(r) = 2 (3 )2/3 [t -z | 2 | 2 [ [ a0 )ntr) 5 101)

=T
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onde a primeira integral corresponde a energia cinética dos elétrons, a segunda corresponde a
interacao elétron-niicleo e a terceira é a expressao cléssica da energia de interacao elétron-elétron
ou termo de Hartree.

Uma forma de verificar o funcional da energia construido, equacao (2.101), pode ser feita
usando o principio variacional. Usando tal principio, devemos recuperar todas as equacoes até

agora obtidas; para tanto, basta resolvermos seguinte equagao:

S -r ([ ean-w)} o (2:102)

onde identificamos o termo entre parenteses como um vinculo (constancia do niimero de particulas)

e I' é o multiplicador de Lagrange. Ao resolver esta equacao encontramos todas as equacoes ja
calculadas.
Ao longo de todo o desenvolvimento pudemos constatar que a aproximacao de Thomas-Fermi

possui as seguintes falhas: nao possui precisio para valores muito menores que ~ Z~1/3

, J& que para
esses valores o potencial varia muito rapidamente e a suposigao de que V (r) é aproximadamente
0 mesmo para todos os elétrons falha; Também nao possui precisao suficiente para descrever
grandes distancia, ja que nessa regiao o comprimento de onda nao esta na faixa de energia na qual
a aproximacao é valida, ou seja o comprimento de onda é muito pequeno. Além disso, nessa regiao
a densidade se torna muito pequena e o tratamento estatistico feito nao é mais valido. No entanto,
a maioria dos elétrons estao na regiao 7 < r < a, e nesta regiao a aproximagao de Thomas-Fermi
¢ valida [6].

Como mencionamos inicialmente, nesta aproximacao nao se leva em consideracao efeitos de
troca e correlacao entre os elétrons e, portanto, menos eficiente se torna este método. Porém,
podemos estender essa teoria de modo a levar em conta os termos de troca, este modelo sera

abordado na proxima segao.

2.2.4 Aproximacao de Thomas-Fermi-Dirac

O fato da aproximagao de Thoma-fermi nao ser tao precisa levou, em 1930, Dirac a tentar corrigir
este modelo [7] [8]. Para tornar esta aproximagio mais precisa, Dirac levou em consideragio os
termos de troca que, no modelo Thomas e Fermi, tinham sido negligenciados. Isso o guiou a um
novo funcional da energia e por consequéncia & novas equagoes. Trataremos aqui, sucintamente,
a aproximagao de Thomas-Fermi-Dirac (TFD).

A diferenca bésica entre a teoria de Thomas-Fermi e TFD se da no tratamento das interagoes
entre os elétrons. Tratando entao o termo F; (7")‘), que diz respeito a interacao elétron-elétron,
presente nas equacoes de H-F, equagdo (2.53), encontraremos a corre¢ao proposta por Dirac. O
tratamento do termo de exchange em geral nao ¢ simples, exceto para o gis de elétrons lives.
Faremos entao o tratamento do gas de elétrons lives, assim como no caso da aproximacao de
Tomas-Fermi. No entanto, daremos énfase ao termo de exchange, pois o restante dos termos

presentes sao iguais ao modelo de Thomas-Fermi.
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Consideremos entao um conjunto de ondas planas para representar os elétron livres, a saber:

eikﬂ““

pi(rt) = ﬁ&, (2.103)

ou )
elkﬂ””

Soi(TM) = ﬁf@

onde k; deve ocorrer duas vezes para vetores de onda menores que k¢ devido aos valores possiveis

(2.104)

de spin ser igual a dois.

O termo de exchange, explicitamente, é dado pela equacao (2.52),
A 3 e?
E; (T ) = /d r {W] o (r )SOj(T )05 gv,

substituindo a equagao (2.103), teremos

N - 62 eikkr” efikjr”
E;(r) = [ d&r | E VD S5 v, (2.105)

1 v 62 i —k)r?
B, () = ﬁ/di”r {W} pill—k,)r? (2.106)

Resolvendo esta equagao, encontraremos que a energia de troca (ezchange) [7]:

2

1 4dme
Con (k) = — T (2.107)
D 2 - ip
fazendo a troca »_ — f, teremos:
1 d®k  4me?
€0n () = _3/ L (2.108)
I Juck, @ I =y
Resolvendo esta integral teremos [7]:
2¢?
€ex (l{?) = ?kff (CC') s (2109)
onde x = % e f(z) é dado por:
1 1—2? 1+2
f(x) =3 . In 1—x" (2.110)

Precisamos da energia média de troca, ou seja (€. (k)). O valor desta média é dada por [7]:

e iy = 225, L (2.111)

T 3
1
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portanto,
3e?
(€ex (K)) = gkfy (2.112)

substituindo o valor de ky, equagao (2.78), podemos reescrever a equagao (2.112) como:

(e () = 5 [ (1] 2.113)

A energia total de troca serd a soma sobre todos os estados k' < ky,

Eew =2 ) e (k) (2.114)
k' <kg
By =2 —kff ( ) : (2.115)
k' <kjg
26 ?. - k/2 k/ + kf
Eew = —ky > {1+ o el (2.116)

transformando a soma da dltima equacao em uma integral, teremos

E%:ik/ [1+ L,
m K <kg Qkfk

Resolvendo esta integral teremos |7, enfim, a energia de troca, dada por:

/{?I—l—k?f
/{Jf—k'

] . (2.117)

3 62]{}f
E.,=N- 2.11
4 7 ( 8)
E a energia por unidade de volume seréa:
Ee:n N3 62]€f
ex (k) = = ———. 2.119
k) =3 =y (2.119)
Substituindo ky, equacao (2.78), e identificando % =1 (r), equacdo (2.62), teremos
3 2 3 1/3
€ex (1) = < (—) n*3 (r) . (2.120)
4 \

Portanto, a energia total dada pela equagdo (2.101) com a corre¢do devido as interagoes de

Eln(r)] = f’oi; (%)2/3 / &Pl (r) = Z¢? / d%@

+€2//d3Td3T/% — /d?’reex (r), (2.121)

troca sera:
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ou de forma mais explicita:

()] = 2 ( ’ )2/3 / Bripl (r) — Z¢? / 21

" 10m \ 87 T

M) 3¢ /3\Y?
+e2//d37“d3r’n|(r )_77T(I| ) - (%) /d3m4/3 (r),

25

(2.122)

Apos todo este desenvolvimento temos em maos a energia total do sistema. Queremos entao

encontrar a densidade e a energia do estado fundamental; para isso podemos aplicar o principio

variacional na expressao E [n (r)]. Para tanto, o seguinte vinculo deve ser satisfeito:

/ d*rn (r) = N.

(2.123)

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, devemos minimizar o funcional {rpp, que

é definido como:

e = Ely ()] =1 { [ () = v},

onde I é um multiplicador de Lagrange. Para pequenas variagoes de 7 (r), teremos:

5 5 5 .
EREQMDzEREEmwn—&Nmr{/dmo» N},

5 5 .0
S = Bl =T [ dretsn ).

Como esta expressao deve ser um extremo, entao %(T)QTFD = 0, assim:

3 0 —
Bl =T [ ar=tn () =0

Substituindo a expressao E [n(r)], obtemos:

R HONELIRI LSS
(2] fartr22 55 (2)" f o)

3. 0 _
—F/d TWU(T)—O.

+

5
on (r)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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Calculando as variagoes:

h2 2/3 1

3 3 /d3r§7]2/3 (r) — ZeQ/d37“—
10m \ 87 3 r

/3
n (r 3¢ 3\ 4

e //d3 d3 /|7’—T/| 4 (%) d37’§771/3 (7’)
— r =20, 2.129

I [d&#r=0

como esta tltima equacao independe de como d®r varia, entdo a soma de todos os termos de cada

uma das integrais acima deve ser nulo, ou seja

n (i)w 2 — 28 1 /d3 LGOS (§)1/3 N3 (r) =T = 0. (2.130)

2m \ 87 r |r — 7| T

A equacao acima pode ser resolvida para a densidade.

Verifica-se entao que nos trabalhos de Thomas-Fermi e Thomas-fermi-Dirac ha uma vantagem
muito grande em se trocar os orbitais pela densidade eletronica. Verificaremos mais a diante que
esta substituicao nos levara ao nascimento de uma das teorias de maior sucesso no que diz respeito

ao tratamento de estruturas eletronicas.

2.3 Teoria do Funcional da Densidade

2.3.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn

O principal desafio da Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é tentar descrever todas as pro-
priedades de um sistema multieletronico em termos da densidade eletronica. Essa mudanca de
perspectiva se torna muito tutil, pois trocamos uma funcao de onda que depende de 3N coor-
denadas, onde N é o numero total de elétrons, por uma funcao escalar que depende apenas da
posicao r. Ficou claro nas teorias de Thoma-Fermi e Thoma-Fermi-Dirac que abordar problemas
de sistemas multieletronicos substituindo os orbitais por uma densidade eletrénica era muito mais
conveniente. Devido a esta facilidade, a DFT tornou-se uma ferramenta imprescindivel nos calcu-
los de estruturas eletronicas em matéria condensada. Esta formulacao aplica-se a qualquer sistema
de particulas interagentes submetidadas a um potencial externo V., (7). Um caso particular deste
potencial externo V. (r) é aquele gerado por um conjunto de niucleos estaticos. Consideremos,

entao, um conjunto de N-elétrons submetidos a esse potencial. O hamiltoniano desse sistema se

h? 1 e?
—%ZVZZ‘FZ%H('M)‘Fﬁz‘T—T‘ (2131)
i i it ! J

Os primeiros a legitimar o uso da densidade eletronica 7 (r) como uma variavel fundamental
foram P. Hohenberg e W. Kohn [3]. Publicado em 1964, a aproximagao de Hohenberg-Kohn (HK)

|2] é uma formulagdo da DFT como uma teoria exata de sistemas de muitos corpos. A relagao

escreve CoImo.

estabelecida por HK esté ilustrada na Fig. 2.4 e pode ser traduzida nos seguintes teoremas [8|:
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V@ &=  no(®)

4 ()
v;(fr) = Wo(ry

Figura 2.4: Representacao esquematica do teorema de Hohenberg-Kohn. As setas pequenas de-
notam a solucao usual da equacao de Schrodinger onde o potencial externo determina todos os
estados do sistema, inclusive o estado fundamental e sua densidade. A seta grande, rotulada com
HK, indica o contetido do teorema de Hohenberg-Kohn, o qual completa o ciclo.

Teorema I Para qualquer sistema de particulas interagentes em um potencial externo
Vewt (1), 0 potencial Vo (r) € determinado unicamente, exceto por uma constante, pela densidade
do estado fundamental 1y (1).

Corolario I Jd que o hamiltoniano € inteiramente determinado, exceto por uma constante
que desloca a energia total, seque-se que as fungoes de onda dos muitos corpos, para todos os estados
(fundamental ou excitado), estao determinadas. Portanto, todas as propriedades do sistema estao
completamente determinadas dado apenas a densidade do estado fundamental 1, (7).

Prova Suponha que existam dois potenciais externos diferentes Ve(mlt) (r) e V;(;t) (r)
os quais diferem por mais que uma constante. Suponha também que esses potenciais levam-
nos a mesma densidade do estado fundamental 7, (r). Os dois potenciais externos levam-nos
a hamiltonianos distintos, HY ¢ A (2 0s quais geram funcdes de onda diferente para o estado
fundamental, ou seja \Il(()l) e \1182), porém, por hipotese, geram a mesma densidade para o estado
fundamental. Ja que \1'82) nao é o autoestado fundamental de lf](l), segue-se que:

‘1’81)> - <\I,(<)2) O

O — <q;él) g

11132)> . (2.132)

A inequacao acima s6 é valida se o estado fundamental é nao degenerado; assumiremos que nosso

estado fundamental ¢ nao degenerado. O tltimo termo da equagao (2.132) pode ser reescrito

o (o | a0 o)y = (o A 9} + (o |10 — 1@ v, (2.133)
como os hamiltonianos diferem apenas pelo potencial externo, teremos
(o A0 o) = B+ (0 [vE) () - v ()] o) (2.134)
(o |A ) = E@ + / dr VS () = VE (0] WP e, (2.135)
como 1), (1) = \IJS(Q)\IJ(()Q), entao
(w [0 w) =B+ [ [V ) v )] mo (). (2.136)
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Substituindo (2.136) em (2.132), teremos
B0 < B [ [m&iﬁ (1) =V ()] o (). (2137)

Por outro lado, se considerarmos E® ao inves E, da mesma forma como fizemos acima, encon-

traremos o mesmo resultado diferindo apenas nos indices, pois 1 — 2 e 2 — 1, assim
E® < BV [ @ V8 () =V 1) my ). (2138)
Portanto, se adicionarmos (2.138) a (2.137), encontraremos a seguinte contradi¢ao
EW + E® <« E® 1 O, (2.139)

Esse é o resultado desejado, pois indica que nao pode haver dois potenciais externos diferentes
que nos dé a mesma densidade de carga do estado fundamental. A densidade determina de
forma tnica o potencial externo. O corolario segue-se do fato do hamiltoniano ser unicamente
determinado pela densidade do estado fundamental. Portanto, em principio, as fungoes de onda
para quaisquer estados serao determinadas resolvendo-se a equacao de Schrodinger. As solucoes
da equagao de Schrodinger, compativeis com a densidade dada, s6 ira gerar a fungao de onda do
estado fundamental, que é tinica, se a energia fornecida por ela for a menor. H

Teorema I1 Um funcional universal para a energia E[n] em termos da densidade
n(r) pode ser definida, vdlido para qualquer potencial externo Veu (r). Para qualquer potencial
particular Vey (1), a energia exata do estado fundamenta do sistema € o minimo global deste
funcional. Portanto, a densidade que minimiza o funcional da energia, E[n]|, é justamente a
densidade exata do estado fundamental, 1y (7).

Corolario II O funcional E [n] sozinho € suficiente para determinar a energia do estado
fundamental e sua densidade.

Prova Suponha que as densidades 7™ (r) sdo as densidades do estado fundamental dos
elétrons do hamiltoniano com algum potencial externo. Tais densidades sao ditas V-representdveis.
Essas definem um espaco de densidades possiveis dentro do qual podemos construir funcionais.
Ja que todas as propriedades, tais como energia cinética, energia interna, etc. sao unicamente
determinadas se 7 () for especificado, entdo cada uma dessas propriedades pode ser vista como
um funcional de 7 (r), inclusive a energia total pode ser expressa em termos de um funcional, a

saber
Enxe ) = T [n] + Eune [1] + / Vi () (r) (2.140)

Euknl = Fux ] + /d%Vemt (r)yn(r). (2.141)

O funcional Fyg [n], definido na equagao acima, contém toda a infomagao relativa a energia

cinética, energia potencial e toda energia interna do sistema de elétrons interagentes,

Fux [ =T+ Ewn] - (2.142)
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Essa expressao deve ser universal, pois ao construi-la levamos em conta apenas a energia cinética
dos elétrons e as interagoes internas entre os mesmos, o que independe do potencial externo
adotado.

Consideremos agora um sistema com a densidade do estado fundamental dada por 77(()1) (r)
correspondente ao potencial externo Ve(xlt) (r). Levando em consideracao a discussdo acima, o
funcional de HK, Ey g, é igual ao valor esperado do hamiltoniano com respeito ao tnico estado

. 1 . 4 .
fundamental, ou seja \Ilé ). De forma explicita, o valor esperado é escrito como:

ED = By [nM] = <q,<1>

Fl(l)‘ \1/<1>> . (2.143)

Considerando agora uma densidade n® (r), a qual corresponde a uma fungao de onda diferente,
neste caso U, segue-se que a energia E® deste estado é maior que E™), portanto:
oo

B — <\I,gl> 7w

qu1>> < <\1f<2>

\11(2)> — E®, (2.144)

Assim, a energia dada pela equacdo (2.141), em termos do funcional de HK, avaliada para a
densidade do estado fundamental correto, 1, (), é consequentemente menor que o valor obtido
para qualquer outra densidade 7 (7).

Portanto, se o funcional Fiyk [n] é conhecido, entao pelo processo de minimizag¢ao da energia to-
tal do sistema, equagao (2.141), encontramos a densidade e a energia exata do estado fundamental.
O conteudo desta afirmacao confirma o nosso corolario. B

Pudemos verificar ao longo desta se¢ao todo o formalismo em que a DFT esta baseada. No
entanto, nosso problema ainda nao foi resolvido. Nao obtivemos um método para determinar a
densidade 7, (r) nem a energia Fy do estado fundamental, apenas mostramos formalmente que
podemos expressar qualquer observavel em termos da densidade eletronica. Portanto, do ponto

de vista pratico, um observavel fisico pode ser determinado por:
0= <\p‘o(\y> —0n(r)], (2.145)

onde O é um observavel arbitrario. Mostramos também que o potencial externo V., (r) é unica-

mente determinado pela densidade eletronica e, dessa forma, a seguinte relacao é valida:
Mo (r) = Veat (r) = H — {T; (1)} . (2.146)

Precisamos agora estabelecer um método para determinar tanto 7, (r) quanto Ey, no entanto,

o resultado desejado s6 foi possivel com o advento das equagoes de Kohn-Sham.

2.3.2 Equacgoes de Kohn-Sham

Para tentar resolver o problema de muitos corpos interagentes levando em conta todo o arcaboucgo
teorico desenvolvido por HK, Kohn-Sham (KS), em 1965 [4], propuseram resolver o problema da
seguinte forma: troca-se o problema original de muitos corpos interagentes por um sistema auxiliar.

Essa troca leva, em principio, a célculos exatos das propriedades dos sistemas interagentes.
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O Ansatz de KS define um sistema nao interagente (sistema auxiliar) de tal forma que repro-
duza a densidade do estado fundamental do sistema interagente. Essa escolha nos leva a equacoes
de particulas independentes, que por sua vez sao mais simples de se resolver. Toda a dificuldade no
tratamento das interagoes entre as particulas esté incorporada em um ente definido como funcional
de troca e correlacao.

A construcao do sistema auxiliar mencionado anteriormente se baseia nas seguintes hipdteses:

Hipdtese 1 A densidade exata do estado fundamental pode ser representada pela densi-
dade do estado fundamental de um sistema auziliar formado por particulas nao interagentes. Essa
configuracao para o sistema auziliar € chamada "V -representabilidade nao interagente”. Contudo,
nao hd prova rigorosa para a validade geral deste método para os sistemas reais de interesse. Pro-
cedemos assumindo a validade geral e verificamos ao final os resultados. Isto nos leva a uma
relacao entre o sistema real e o auxiliar mostrado na Fig. 2.5.

Hipotese I1 O hamiltoniano auxiliar € escolhido de forma a ter um potencial local efetivo
Vs (r) agindo no elétron de spin o no ponto r. A forma local deste potencial, em principio, nao
€ essencial. Aqui, como nas outras aprorimacoes desenvolvidas até o momento, a intera¢ao spin-
drbita € ignorada, exceto no caso de simetria de spin onde o potencial efetivo auziliar V7, (r) pode
depender explicitamente da varidvel de spin. Neste caso, portanto, temos uma densidade correta

para cada Spin.

V) P A IS Ry R )

U ) i) Y
wi({r) = Yo{r}) iz N @) <= Pi(D)

Figura 2.5: Representacao esquematica do ansatz de Kohn-Sham. A notacao H K, indica o
teorema de Hohenberg-Kohn aplicado ao problema nao interagente. As setas rotuladas com K S
fornece a conexao entre ambos os sistemas de muitos corpos e o nao interagente. Assim, a seta
rotuladas KS indica uma rela¢ao univoca entre os sistemas. Portanto, em principio, a solucao do
problema de particulas independentes nos fornece todas as propriedades do sistema interagente
original.

Sob estas hipoteses, os célculos reais sao executados no sistema auxiliar definido pelo hamil-

toniano auxiliar dado por (usando unidades atomicas):
rTo 1 2 o
1, = =5V + V7 (1), (2.147)

Neste ponto, a forma de V7 (r) nao é especificada e a expressao pode ser aplicada para todo V7 (r)
em algum intervalo, a fim de definir funcionais para um intervalo de densidades. Para um sistema
de N = NT+4 N¥ elétrons independentes obedecendo esse hamiltoniano, o estado fundamental tem

um elétron em cada um dos N7 orbitais ¢7 () com o menor autovalor dado por €/. A densidade
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do sistema auxiliar é dada pela soma dos quadrados dos orbitais para cada spin, ou seja:

n(r) =Y nlro)=Y > [ @) (2.148)

o 1=

A energia cinética das particulas independentes, T, é dada por:

DM CAGI LA (2:149)

[

T, = 5 33 (VU ()96 (). (2.150)

o

-
T, - %Z;/d% Ve ()2 (2.151)

g

Definimos a energia de interagao coulombiana classica da densidade eletrénica 7 (r) como:

1 /
Ettartree = 5 / gty ) 0 (2.152)

=T

A aproximacao de Kohn-Sham para a interagao completa do problema de muitos corpos é feito
reescrevendo a expressao de H-K para o funcional da energia do estado fundamental, equacao

(2.141), da seguinte forma:

Ers = T [n] + / BV (1)1 (1) + Eptariree 1] + e [1]. (2.153)

Aqui V. (r) € o potencial externo devido aos nicleos e a qualquer campo externo. A energia
cinética das particulas independentes T é dada explicitamente como um funcional dos orbitais
Y7 (r); no entanto, Ty, para cada spin, deve ser um funcional tinico da densidade 7 (r,0). Isso é
garantido pelo segundo teorema de HK.

Como mencionado anteriormente, todos os efeitos de troca e correlacao sao combinados em
um ente definido como energia de troca e correlagao F,.[n]. Se comparamos as expressoes de HK,
equagao (2.141), e KS, equacao (2.153), que definem a energia do estado fundamental, podemos
encontrar uma relagao explicita para F,.[n]. Em termos do funcional de HK, Fy [n] dado pela

equagao (2.142), teremos:

EKS [7]] = Ts [77] + /dsr‘/emt (T> n (T) + EHartree [n] + E;tc [7]] )

Fuk 0l = Fuk [n] + /dSTVemt (r)n(r),

subtraindo estas duas equacoes teremos:

Enk [n] — Eks [7]] = Fuk [77] - (Ts [77] + Enartree [77] + By [7]]) ) (2-154)
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como Eyk [n] e Exs [n] sdo iguais, pois descrevem a energia do mesmo sistema, entao
0= Fuk [7]] - (Ts [77] + EHartree [77] + Exc [77]) ) (2155)

Eve 0] = Frux 0] — (Ts 0] + Enartree 1)) 5 (2.156)

usando a forma explicita de Fx [n], equagao (2.142),
Eye[n) =T n] + Eint [n] — (Ts 0] + Erartree M) , (2.157)

Ea:c [77] =T [7]] - Ts [77] + Eint [77] - EHartree [77] ) (2158)

aqui [n] denota um funcional da densidade 7 (r, o) que depende da posi¢ao r e do spin 0. A tabela

2.1 mostra o valor de T'[n] — T [n] para alguns atomos.

Atomo T [n] —T,[n] (eV)
7=

He
Li*
Be2t
)
Be

8
.0
1
1
7
0

)

N = === O

Y

Tabela 2.1: Diferenga entre as energias cinéticas do sistema interagente e nao interagente [3|.

Podemos concluir a partir da equagao (2.158) que E,.[n] deve ser um funcional da densidade,
pois as expressoes do membro direito desta equagao sao todos funcionais da densidade eletro-
nica.Vemos claramente a partir dessa equacao que o funcional de troca e correlagao é composto
pela diferenga entre a energia cinética do sistema real, T [n], pela energia cinética do sistema auxi-
liar e pela diferenca entre a energia de interacao interna do sistema real pela energia de interacao
elétron-elétron do sistema auxiliar, que neste caso é representada pela energia de Hartree.

Se o funcional universal E.,.[n] definido por (2.158) for conhecido, entdo a energia exata do
estado fundamental e a densidade do sistema multieletronico podem ser encontradas. Como
mencionado no inicio desta se¢ao, quanto mais precisa for a aproximagao feita para E,. [n], melhor
serao os resultados obtidos pelo método de K-S.

A solugao para o sistema auxiliar proposto por K-S pode ser resolvido via minimizacao do
funcional da energia com respeito a densidade n (r, 0). Ja que T, equagao (2.151), é explicitamente
expresso como um funcional dos orbitais, porém todos os outros termos presentes no funcional
sao funcionais de n (r, o), entdo podemos aplicar o principio variacional com respeito aos orbitais

¥ (r). Definindo uma energia de K-S, E¢, dada por:

Eyes = Exs - zies { [ oz ey - 1} . (2.159)

o i=

Onde €] é um multiplicador de lagrange e o termo entre chaves é um vinculo a ser satisfeito. Outra
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condicao a ser satisfeita ¢ a ortogonalidade entre as autofuncgoes, ou seja:

(47 () 105 (1)) = 000

Aplicando o método descrito acima na equagao (2.159), teremos:

0Bys _ 0Bks o ) (0
ST () ST () 6T ZZ {/d V7 (r)v] (r) 1}, (2.160)

o =1

52?(5)_52%5 ZZ {W* / A 0/()}’ (216

S, SE .
52/;;’5(5) - &b"*KS {ZZ 70100005 ( )} (2.162)

o =1

§Exs  OEks
o7 (r) o7t (r)

substituindo a forma explicita de Eg:

— Y7 (r),

ST (1)~ 507 (1)
{[@vet1no)+ Bl + Buclil} - vt 00, 2169

L0
op7* (r)

usando a regra da cadeia no segundo termo do membro esquerdo, obtemos:

SUT () 807 (1)

{ / BP1Vewt (1)1 (1,0) + Erartree 1] + Exe [n]}

J

on (r,o)
+(577 (r,o)

oy (r)

— €7 (r). (2.164)

Como estamos tentando encontrar um extremos (neste caso um minimo), entao esta tltima equa-

¢ao deve se anular, assim:

5E;(S _ 5Ts [77]
o7 (r) 697 (r)

{09000+ B b+ Buclil | SHED — iz () =0, (2169)

. B
on (r,o)

Calcularemos separadamente os seguintes termos: Jf;;i[?i) e 539 ETT)) a saber:

T [n] _—
50T (1) ¢”* {—‘ZZW )\V\wj(r»}, (2.166)

o j=1

5TS[77] 3 o' * 2
S = w* { Zz/drw r) V2 <>} (2.167)

o/ j=1
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)
&Z;T———ZZ/J” U*:vw (v,

usando o resultado obtido na equagao (2.17), temos que:

(;Z;T:__ZZ/CZ?’M b8 — )V (1),

o/ j=1

)
Mj;—*:__zzéwéoa’VQ )

o j=1
0T [1]

__1 2 .0
STy~ 2

Calculando o proximo termo:

on(r,o)
507 (1) 30 {ZZW }

o =1

on(r,o) o o/
ST (r) 597 {ZZ‘” }

o/ j=1

N7 5¢a* )

=S s 5 )

577 r,0)
o 8100
RN
on (r, 0)

Wzlﬂf(”’)-
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(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

Substituindo os resultados obtidos, equagoes (2.171) e (2.176), na equagdo (2.165), teremos

1

- §V2¢? (r) +

)
on (r,o)
_Eg¢g (T) =0,

on (r, o) on (r,o)

5EHartree [77] + 6Eﬂcc [77]
on(r,a)  on(r,o)

vt )+ (V) + bor ) - vt ) -

L] @17 01000200+ B )+ Bl } 0

_EVng (7") + { 0 /dgr‘/ext( ) (7“ O') + 5EHartree [77] + 6Ea:c [77] }wzr (7,)

(2.177)
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Definindo
5EHartree [77] 5Ezc [7]]
o () on (r, o) on (r,0)
Vg (r) = Vew (1) + — e + 2, (2.180)
= Viartree (T) = chz; (T)
‘ 1
ks (r) = =5 Vi + VEs (), (2.181)

podemos reescrever a equagao (2.179) como:

A

ks (r) o] (r) = €747 (r), (2.182)

que sao as famosas equagoes de K-S. Obseve que temos uma equacgao tipo Schrodinger!

Initial guess

nT(r), nl(r)

|
-

Calculate effective potential

V) = Vex(r) + Viaree[n] + VZ[nT, nt)

i

Solve KS equation

12 o - Self-consistent?
—4V2 4 VG0 [ur @) = 2y )

l

Calculate electron density Output quantities

2 .
P ) =Y @) Energy, forces, stresses, eigenvalues, . . .

Figura 2.6: Representacao esquematica do loop auto-consistente para a obtencao da solugao das
equagoes de Kohn-Sham |[8].

As equacoes de K-S tém a forma de equagoes de particula independente cujo potencial deve
ser encontrado via método auto-consistente. A Fig.2.6 representa pictoricamente a forma auto-
consistente para encontrar as solugoes da equacao de K-S. Essas equagoes sao independentes de
qualquer aproximacao proposta para o potencial de troca e correlacao e nos conduz a densidade
do estado fundamental e & energia do sistema interagente se E,.[n] for conhecida para o sistema
em questao. Além disso, segue-se, a partir dos teoremas de H-K, que a densidade do estado
fundamental determina univocamente o potencial, portanto existird um tnico potencial de K-S,
VZs (1), associado ao sistema eletronico interagente dado. A solugao da equagao (2.182) nos dara
toda a informacao Fisica que necessitarmos para quantificar nosso sistema interagente.

Temos, portanto, todas as informacoes que necessitamos para quantificar o estado fundamental.

Porém, podemos nos indagar sobre a seguinte questao: e as energias de excitacao? Serd que essas
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energias sao bem descritas pelos autovalores de K-S?7 A resposta é direta: nao. A justificativa
para a resposta negativa é que os autovalores de K-S nao possuem significado fisico, ou seja, nao
correspondem as energias necessarias para adicionar ou retirar elétron do sistema real. A tnica
excecao diz respeito ao maior autovalor em sistemas finitos, pois nesses casos este autovalor é
interpretado como o negativo da energia de ionizacao, —I [1] [8]. A falha em descrever as energias
de excitacao, assim como todas as propriedades de carater dinamico, que sao propriedades de
interesse fisico, motivaram grandes cientistas, tais como Erich Runge, E. K. U. Gross entre outros,
a formular uma teoria que descrevesse a dinamica dos sistemas eletronicos. No proximo capitulo,
mostraremos os principais resultados de uma teoria alternativa que se mostrou muito atil em

descrever a dinamica desse sistemas.



Capitulo 3

Teoria do Funcional da Densidade

Dependente do Tempo

3.1 Preliminares

A teoria do funcional da densidade dependente do tempo (TDDFT) é uma abordagem teorica
para a dinamica Quantica do problema de muitos corpos. Ela pode ser usada para descrever
sistemas quanticos que nao sao estacionarios. Como consequéncia, a TDDFT fornece um mé-
todo formalmente exato e praticamente conveniente para a descricao dos mais diversos fen6menos
dependentes do tempo.

Novamente, estamos interessado em sistemas constituidos N-elétrons com coordenadas r =
(r1,...,7n), porém obedecendo agora a equacao de Schrodinger dependente do tempo, a saber:

O0V(r,t)
i = H(r, t)V(r,t). (3.1)

O hamiltoniano agora é escrito como:

A

H(r,t) =T(r) + W(r) + Vg (r, 1), (3.2)

onde T'(7) é a energia cinética, W (r) é o potencial coulombiano e V,(r, t) é um potencial qualquer
que depende explicitamente do tempo. O hamiltoniano (3.2) é inteiramente geral e descreve uma
gama de situagoes fisicas e quimicas de interesse, como por exemplo atomos, moléculas ou solidos
em um campo elétrico ou magnético dependente do tempo. Portanto, estd claro que estamos
interessados em como se da a dinamica desse sistema.

Existem, porém, diferentes tipos de evolucao temporal em mecanica quantica que sao de grande
interesse fisico. Muitos deles pertencem a um dos dois seguintes cenarios [1]:

Primeiro cendrio. Considere um sistema que inicia-se em um estado fora do equilibrio e evolui
livremente sob um potencial estatico. Um exemplo unidimencional é ilustrado na Fig.3.1: no
tempo inicial ¢y, a densidade tem uma forma assimétrica a qual, claramente, nao é um autoestado
do potencial poco quadrado. A densidade é entao “liberada” e comeca a oscilar para frente e para

tras, enquanto que o potencial poco quadrado se mantém estatico.

37
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«—>
Figura 3.1: O primeiro cenério da evolugao Figura 3.2: O segundo cenério da evolugao
temporal: o potencial externo é estético, po- temporal: O sistema inicia-se a partir do es-
rém o sistema inicia-se em um estado fora tado fundamental e evolui sob a influéncia de
do equilibrio. A densidade entao oscila para um potencial externo que é ligado no tempo
frente e para tras inicial %.

Sequndo cendrio. Considere agora um sistema que esta inicialmente no estado fundamental,
e esta sujeito a um potencial dependente do tempo que é ligado em ¢3. Esse cenario é ilustrado
na Fig.3.2 para um potencial tipo pogo quadrado que estd “mexendo” sob a imposicao de um
potencial linear dependente do tempo. Esse cenario guia-nos também a uma densidade oscilante.

TDDEFT nos permite descrever ambos os cenarios dindmicos exatamente para qualquer sistema
constituido de muitos corpos. Para procedermos na resolucao do problema em questao, precisamos
derivar uma versao dinamica da equagao de Kohn-Sham. Isso nos permitiréd realizar propagacoes
de sistemas quanticos em tempo real, partindo de um estado inicial arbitrario sob a influéncia de
um potencial externo também arbitrario.

Portanto, como veremos, a TDDFT usard muitos conceitos familiares advindos da DFT, o
mais proeminente sao as idéias de Kohn-Sham, discutidas na Secao 2.3.2, além de uma extensao
depentende do tempo dos teoremas de Hohenberg-kohn, conhecidos como Teoremas de Runge-

Gross.

3.2 O Teorema de Runge-Gross

Os pilares da DFT sao os teoremas de Hohenberg-Kohn, como visto na Secao 2.3.1. A correspon-
déncia univoca entre a densidade do estado fundamental e o potencial externo tornou possivel a
construcao de funcionais. A partir desses funcionais a tarefa de determinar as propriedades do
sistema se tornaram menos arduas. Portanto, procurar generalizacoes para situacoes dependentes
do tempo, em principio, facilitara a obtencao das propriedades desejadas.

O teorema de Runge-Gross, desenvolvido em 1983 por Erich Runge e E. K. U. Gross [5],
consiste em uma generalizagao dependente do tempo dos teoremas de Hohenberg-Kohn. Na me-

canica Quantica “estatica” o estado fundamental de qualquer sistema pode ser determinado via
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minimizagao do funcional da energia total, ou seja:
Blo] = (@ ‘H‘ @), (3.3)

Em sistemas dependentes do tempo, nao ha um principio variacional em termos da energia total
7 )
pois esta quantidade nao é uma grandeza conservada. No entanto, existe uma quantidade analoga

a energia que se conserva. Essa quantidade ¢ conhecida como agao. Neste caso, a acao ¢ dada

A[] = /: dt <<I>(t)

onde ®(t) é uma fungao de N-corpos definida em algum espaco conveniente. A partir da equagao

por:

i% - ﬁ(t)‘ <I>(t)> : (3.4)

(3.4) podemos obter duas propriedades da acdo: i) igualando a derivada funcional em relagao
®*(t) a zero, obtemos a equagao de Schrodinger dependente do tempo. Podemos, no entanto,
resolver o problema dependente do tempo calculando o ponto estacionério do funcional A [®]. A
fungao ¥ (t), que torna o funcional estacionério, serd entao a solu¢ao da equacao de Schorodinger.
Devemos observar que aqui nao ha um "principio minimo", como no caso da DFT, mas sim
um "principio estacionario". i) A agdo é sempre nula quando ®(t) = ¥ (¢), ou seja, a agao é
estacionaria, A [¢(t)] = 0, quando encontramos a solugao.

Tendo as nogoes da TDDFT, mostraremos a extensao dos teoremas de H-K. Seja dois potenciais
V(r,t) e V'(r,t), diferindo por mais que uma fun¢ao que dependa do tempo, c(t), entao eles nao

produzirao a mesma densidade dependente do tempo, isto é:

Vir,t) £ V'(r,t) +c(t) = n(r,t) £ 7' (r,t). (3.5)

Esta afirmacgao implica que existe uma correspondéncia univoca entre o potencial e a densidade.

Supondo que os potenciais em questao possam ser expandidos em série de Taylor, obtemos:

= al(r)(t —to)F, (3.6)
k=0

onde os coeficientes ¢ (r) sao dados por:

1 ok
cx(r) = Hﬁ‘/(ratﬂt:t(y (3.7)
Podemos ainda definir a seguinte funcao:
ok ,
Ue(r) = 75 V() = V(7 )] fi—to- (3-8)

Vemos claramente que se os dois potenciais diferem por mais que uma funcao dependente do
tempo, entao o coeficiente na expansao de Taylor, em torno de ¢y, ird diferir por mais de uma
constante. Portanto,

Fk>o0 1 Ur(T) # constante. (3.9)
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Mostraremos inicialmente que se V' (r,t) # V'(r,t) 4+ ¢(t), entao as densidades de corrente j
e j', gerados por V(r,t) e V'(r,t) sdo também diferentes. A densidade de corrente j pode ser

escrita como o valor esperado do operador densidade de corrente, a saber:

gr,t) = (@) [3(r)[ ¢ (1)), (3.10)

onde o operador j(r) é dado por:

1 ol

i) = = [V )] b - ') [im] ) (3.11)

Usaremos agora a equacao de movimento da mecanica quantica, o qual é valido para qualquer

operador, O(t),

iz (w0 |ow]w) = (s

i=0() + +[ow. i ‘;z) > (3.12)

para escrever as equacoes de movimento para as densidades de corrente j e j', a saber:

et = (v)

3. ] [vm). (3.13)

gt = (0 |[atr), B0 [ ) (3.14)

Como iniciamos a partir de um estado inicial fixo, em %, as funcoes de onda, as densidades e as

densidades de corrente entre os sistemas com e sem linha sao:

[h(to)) = [ (to)) = |ty), (3.15)
n(r,to) = n'(r,to) = no(r), (3.16)
Jj(r,to) = 3'(r,to) = Jo(r). (3.17)

Se fizermos a diferenca entre as equagoes de movimento (3.13) e (3.14), obtemos, em t; a

seguinte expressao:

z% {G(r,t) =3 (r, )} |1ty = <¢0

3(r). H(to) = H'(t0)] [ 04 (3.18)

como os hamiltonianos H(ty) e H'(ty) diferem apenas pelo potencial externo, entdo a wltima

equagéo Se reescreve como.
d . ./ A !
15 () =5 (r )} o = (o lL3(r), Vi(r, to) = VI, 0)][ ¥0) (3.19)

{J("“ t) = 3'(r, )} li=tg = 1o (r)V [V (7, 10) = V'(r,to)] . (3.20)

Vamos assumir que a condi¢ao (3.9) seja satisfeita a partir de k = 0, isto é, os dois potenciais,

V(r,t) e V'(r,t), diferem desde ty. Isto implica que a derivada do lado esquerdo na equagao



CAPITULO 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE DEPENDENTE DO TEMPOA41

(3.20) é diferente de zero, pois V [V (r,ty) — V'(r,to)] # 0. As duas densidades de corrente j(r,t)
e j'(r,t) serdo, consequentemente, diferentes para t > t,. Se k é muito maior que zero, a equagao

de movimento é aplicada k 4 1 vezes produzindo o seguinte resultado:

dk+1
dtk+1

{j(’l“,t) - j/(T',t)} ‘t=t0 = UO(T)VUR(T)' (3'21)

O membro direito da equacao (3.21) é diferente de zero, o que, novamente, implica que j(r,t) #
j'(r,t) para t > to. Isto conclui o primeiro passo da prova do teorema de Runge-Gross.
O segundo passo é provar que j(r,t) # j'(r,t) implica em n(r, to) # (7, ty). Para prosseguir

com esta proposicao, partiremos da equacgao de continuidade, a saber:
0 .
! (r,t) =—=V.j(r,t). (3.22)

Se escrevermos a equagao (3.22) para o sistema com e sem linha e efetuarmos a diferenga entre

eles, teremos:
O (1) ~of(r.0)) = =V {ir1) — 3 (r, 1)} (3.23)

Como antes, queremos uma expressao que envolva a k-ésima derivada do potencial externo. Efe-

tuando (k + 1) vezes a derivada temporal na equacao (3.23), obtemos:

ak+2 . ak—f—l ) .
pres) {n(r,t) = n'(r,t)} 1=, = —Voom {3(r.t) =3 (r, )} li=to (3.24)

substituindo a expressao (3.21), obtemos:

s () =1/} [ty = - (P VU (3.25)

Pela hipotese (3.9) temos que Uy (1) # constante. Consequentemente, se
V. Ano(r)VU(r)} # 0, (3.26)

entao n(r,ty) # n'(r,to) e portanto o teorema de Runge-Gross estaria demonstrado. Para mostrar
que a equacao (3.26) é satisfeita, iremos demonstra este resultado por redugao ao absurdo. Vamos

assumir que V. {n,(r)VU(r)} = 0 com Ui (r) # constante, segue-se entao a seguinte relagao:

/ iy (7). Ao (r)VU(r)} = 0, (3.27)

usando a identidade vetorial V. [a.(3] = B8.Va + aV.(3 para reescrever a equagao (3.27), teremos:

/ dr {5 (U (r)ng (1) VUs(r)] = 1o () [VU(r)]*} = 0 (3.28)
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usando o teorema de Green para reescrever a primeira integral, obtemos a seguinte relacao:

/S Ui (r)no () VU ().dS — / g () VU ()] = 0. (3.29)

A primeira integral anula-se se a densidade e a funcao Uy (r) decaem de maneira rasoavel quanto
r — oo. Essa afirmacao é sempre valida para sistemas finitos. Temos ainda que o integrando
1o(r) [VU(r)]> é sempre positivo. Para que a equacio (3.29) seja entdo satisfeita temos que a
densidade 7, ou Ui (r) devem se anular identicamente. A primeira hipotese é obviamente falsa
enquanto a segunda contradiz nossa hipotese inicial de que Uy(r) # constante. Isto conclui prova
do teorema de Runge-Gross

Temos agora em maos, o ferramental matematico completo que nos permitird desenvolver a
TDDFT. Precisamos agora desenvolver métodos que nos permitam resolver o problema, ou seja,
encontrar todas as propriedades desejadas. Na proxima subsecao mostraremos a extensao das

equacgoes de Kohn-Sham para sistemas dependentes do tempo.

3.3 Equacoes de Kohn-Sham dependentes do tempo

O formalismo desenvolvido por Kohn-Sham tem sido bem sucedido na determinacao das propri-
edades do estado fundamentas na DF'T. Portanto, tentar generaliza-las é o primeiro passo para
a obtencao das propriedades desejadas. Como mencionado na subsecao anterior, o teorema de
Runge-Gross reafirma, de modo geral, que qualquer observavel pode ser calculado se conhecermos
a densidade. Porém, nada nos é falado sobre como calcular esta quantidade. De modo analogo ao
que vimos na Sec¢ao 2.3.2, procuramos as equagoes que nos darao toda a informacao do sistema
em questao, ou seja, estamos a procura de uma generalizacao das equacoes de Kohn-Sham. No

caso dependente do tempo, a extensao natural da equacao Kohn-Sham possui a seguinte forma:

i) = { =T + Vies (r) b, (3.30

onde Vg (r,t) € uma generaliza¢do da expressao (2.180), dada por:

VI?S (T’t) = ‘/emt (Tat) + VHartree (T,t) + V;:c (Tat) ) (331)
onde: (. 10)
_ 3 7 r,lo

VHartree (’I",t) - /d r |’I" — ’l"/| . (332)

O 1ltimo termo da expressao (3.31), o potencial de troca e correlacao, contém todos os efeitos
nao-triviais dos sistemas de muitos corpos. Na DFT, V. (r,t) € normalmente escrito como uma
derivada da energia de troca e correlagao, conforme pode ser observado na equacao (2.180). Esse
resultado foi obtido via minimizagao da energia total, mas no caso da TDDFT isto nao é mais
verdade. Portanto, teremos que encontrar a forma explicita de V. (r,t).

Van Leeuwen, em 1998 [1] |9], usando o formalismo de Keldish, definiu uma nova acao que

contornassem os problemas causais contidos na teoria. Assim, com a nova a¢ao em maos, o
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potencial de troca e correlacao pode ser encontrado. A forma desse potencial é a seguinte:

Vie () = 5 o (3.33)
onde T representa o pseudo-tempo de Keldish. Inevitavelmente, a forma exata de V.. (r,t) como
um funcional da densidade é desconhecida e, portanto, para resolver a equagao (3.30), temos que
recorrer a algumas aproximagoes para V. (r,t).

Apos a resolucao da equacao de Kohn-Sham dependentes do tempo via método auto-consistente,
encontramos as autofungoes o, (r,t). De maneira analoga a DFT, a densidade do sistema intera-

gente pode ser obtida a partir da seguinte combinacao dos orbitais de Kohn-Sham, a saber:

occ

77(”“: t) = Z |90i(’rv t>|2 . (334)

Portanto, todo o sistema interagente original pode ser caracterizado.

De modo geral, resolver a equacao de Kohn-Sham é muito dificil. No entanto, em certas
situagoes, quando o potencial externo ¢é fraco, podemos usar a teoria de pertubacao para obter
de modo direto todas as propriedades de interesse. Na proxima secao, trataremos da Teoria da

Resposta Linear que nos permitirda obter um “atalho” na hora de caracterizar os sistemas.

3.4 Teoria da Resposta Linear

Em muitas situacoes de interesse pratico, sistemas sao submetidos & pequenas pertubacoes e
consequentemente nao desviam muito do estado inicial. Isto acontece em muitas aplicacoes de
espectroscopia, em que a resposta a uma pequena pertubacao é usada para sondar as propriedades
espectrais de um sistema. Nesses casos, nao é necessario resolver completamente a equacao de
Kohn-Sham. Portanto, o objetivo da teoria da resposta linear é calcular diretamente as mudancas
sofridas pelos observaveis, em primeira ordem, usando teoria de pertubacao sem calcular as mu-
dancas ocorridas nas fungoes de onda. Para formalizar o que foi dito, obsevaremos o que acontece
com a densidade quando a pertubacao a qual o sistema esta submetido é pequena.

Vamos assumir que, para t < tg, o potencial dependente do tempo Vrp seja nulo, ou seja,
o sistema esta sob a acdo apenas do potencial nuclear, V(| e, além disso, o sistema esta no
estado fundamental com densidade n®. Em t, noés ligamos a pertubacio V() e, portanto, o
potencial externo total possui a seguinte forma: V., = VO4 v Claramente o termo V(1)
induz uma mudanca na densidade. Se a pertubacao considerada é bem comportada, como na
maioria das situacoes fisicas relevantes, entao podemos expandir a densidade em termos de uma

série pertubativa,a saber [1]:
n(rt) =00 r) + 0 r) + 0P (rt) + .. (3.35)

onde nM(r,t) é a componente de 1(r,t) que depende linearmente em V1, 1) (r,t) é a componente

que depende quadraticamente e assim por diante. Como a pertubacao considerada, por hipotese,
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¢ fraca, iremos consider apenas até o termo linear, n™. O termo n® escrito no espaco das

frequéncias sera [1] 9] :
7 (ryw) = /dgr'x(r,r’,w)v(l)(r’,w). (3.36)

A quantidade x(7,r’,w) é a fungao resposta linear da densidade. De modo geral, avaliar a quan-
tidade x(r,7',w) é uma tarefa muito ardua quando tratada via teoria de pertubagao [9].
entanto, podemos recorrer a métodos de TDDFT para simplificar o processo.

Recorrendo ao método de Kohn-Sham dependente do tempo, podemos calcular a mudanca

linear na densidade usando o sistema ficticio desenvolvido por Kohn-Sham, a saber!:

1) = [ Ersr @V ) 3.7

A funcao resposta x x¢(7, 7", w) é a fungao resposta para o sistema nao interagente e ¢, consequen-
temete, muito mais simples de se calcular. Em termos dos orbitais estacionarios nao-pertubados

de Kohn-Sham, a fungio resposta se escreve como [9]:

xis(ryv,w) = lim D (fi = f5) o ?fj((: )_@:”:; li’;(r), (3.38)
gk J

onde f,, é o nimero de ocupacao do m-ésimo orbital do estado fundamental de Kohn-Sham. O
potencial que aparece na equacao (3.37), VI((IL%, leva em consideracao apenas as mudancas lineares
do potencial original, Vkg. Esta quantidade pode ser escrita da seguinte forma:

VOE ) =VD (rt) + VO (rgt) + VD (1) (3.39)

Hartree

onde a variacao do potencial externo é simplesmente dado por V", enquanto que as outras duas

quantidades sao dadas por:

1
1) n'V(ryt)
Vf(lartree (’l",t) = /d3r/ |,’, _ ,;,/| ) (340)
‘ 5V,
3 e (T5t) (1
(ryt) /dt /d /57] - t,’ n (' t). (3.41)
E util introduzir o Kernel de troca e correlacdo, f,., definido como:
Ve (1)
e = —————. 3.42
J 517(7“’,t') ( )

Combinando os resultados obtidos anteriormente e transformanto-os para o espaco das frequén-

!Todos os passos matemaéticos relevantes encontram-se feitos no apéndice A



CAPITULO 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE DEPENDENTE DO TEMPOA45
cias, obtemos [9]:

Vrw) = [ Eriestr o)V (')

Ui
1
+/d3x/d3r'XKS(r,a:,w) [m + fac (a:,r',w)] (1 w). (3.43)

A partir das equagoes (3.36) e (3.43) tem-se a seguinte expressao [9]:

X(Ta Tl? w) = XKS(T7 Tl? w)

1
+/d3x/d3x/x(r,w,w) [m + fue (2, w’,w)] Xrs(@, 7' w). (3.44)

Esta equacao é uma representacao exata da resposta densidade linear no sentido de que, se pos-
suirmos o potencial exato de Kohn-Sham, entao a solucao via método alto-consistente da equacgao
(3.44) nos dara a fungdo resposta do sistema interagente.

Usaremos todo esse formalismo desenvolvido aqui para descrever uma das propriedades de
maior interesse, a saber: energias de excitagdo. Na préxima secao faremos uso da Teoria da

Resposta Linear para calcular as energias de excitagao de sistemas multieletronicos.

3.5 Energias de Excitacao

3.5.1 Excitacoes via teoria da resposta linear

As energias de excitagao sao definidas como sendo a diferenca de energia entre o estado fundamen-
tal, Ey, e um autoestado de interesse £, por exemplo. No entanto, na TDDFT esta metodologia
nao é muito utilizada, pois para calcular os autoestados precisamos resolver a equacao de Kohn-
Sham. Em TDDFT, portanto, é util descrever excitacoes como sendo um processo dinamico onde
o sistema transita entre dois auto-estados; a energia de excitagao entao corresponde a uma frequén-
cia caracteristica, a qual descreve o rearrajo da densidade de probabilidade durante o processo
de transicao. Em outras palavras, cada excitagao corresponde a um automodo caracteristico do
sistema de NN-elétrons interagentes.

A primeira solugao alto-consistente da resposta linear, equacao (3.44), foi obtida por Zangwill
and Soven em 1980 [9]. Os seus resultados para o espectro de absorc¢ao de fotons pelo Xenon para
as energias abaixo da energia limite de ionizacao ¢ mostrada na Fig.3.3:

Infelizmente, uma solugdo completa da equacao (3.44) ainda é bastante dificil numericamente
[9]. Além do grande esfor¢o requerido para resolver as equagoes integrais, precisamos ainda da
funcao resposta do sistema nao interagente como um input. Para obter esta quantidade é necessério
executar uma soma sob todos os estados, sejam eles ocupados ou nao, conforme equacao (3.38).
Tais somas convergem lentamente e requerem a inclusao de muitos estado desocupados. H&, no
entanto, meios de contornar esse problema. Um desses meios, que sera tratado aqui, foi proposto
por Petersilka et al. |9]
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Figura 3.3: Secao transversal da foto - absorcao total do xenon versus a energia do foton na
vizinhaca limiar 4d. A linha soélida representa os célculos obtidos via TDDFT e os "x"sao os

resultados experimentais [9].

A funcgao resposta densidade pode ser escrita na representacao de Lehmann [9], a saber:

) =l
m

- , (3.45)

3 {(0 [n(r)[m) (m n()[0) — (Ofn(r)[m) (m|n(r)]0)

onde |m) é um conjunto completo de estados com energia E,,. A partir dessa expansao fica claro
que a funcao resposta linear completa tem polos nas frequéncias correspondentes as energias de

excitacao do sistema interagente, ou seja:
Q=FE,—FE. (3.46)

Isso faz sentido, pois se aplicarmos uma pertubacao cuja frequéncia corresponde a uma das energias
de excitac¢do, entao a resposta do sistema serd muito grande (vemos um pico no espectro). Como o
potencial externo ndo possui nenhum poélo, entao a equagao (3.36) implica que 7 (r,w) tem polos
nas energias de excitacgao, 2. Por outro lado, xx¢ tem polos relativos as energias de excitagao
do sistema nao interagente que sao dados pela diferenca de energias dos orbitais de Kohn-Sham
€j — €, conforme equagao (3.38).

Rearranjando os termos na equagao (3.43) obtemos uma equagao bastante sugestiva®, a saber

[1] 9]:

/d37“' [6 (r —7) = E(r, ", 0)] D (r'w) = /dST/XKS(Ta"'/aW)V(l) (r',w), (3.47)

2Todos os passos mateméticos relevantes encontram-se feitos no apéndice B
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onde = (r, 7', w) é definida como:

— 1
E(r,rw) = /d3r”XKS('r, " w) F+fxc (r"yrw)| . (3.48)

|
Como visto anteriormente, no limite em que w —  a densidade linear n™ tem um pélo, enquanto
que o lado direito da equacdo (3.47) se mantém finita. Para a igualdade (3.47) ser satisfeita, é
necessario que o operador multiplicando n" tenha autovalores nulos para a energia de excitacio
Q) . Isto implica que A (w) — 1 quando w — 2, em que A (w) é a solugdo da seguinte equagao de
autovalores:

/d3 = (e, W) € (1 w) = A (W) € (1) (3.49)

Essa ¢ uma afirmacao rigorosa que permite a determinacao das energias de excitacao de um sistema
a partir do conhecimento das expressoes X g € frz.. B possivel transformar essa equagao em uma
outra tendo as verdadeiras energias de excitagdo do sistema, (2, como autovalores |9]. Faremos

isso usando a seguinte quantidade:

/ " * " ]' " / /
/d3 /d3r oo ) | gy e () | €08 (3.50)

Com a ajuda de (;, a equagao (3.49) pode ser reescrita como [9]:

> (fx = f3) @; (r) @5 (1)

w— (& —e) +in G (@) = M@ €, w). (3.51)

ak

Resolvendo esta equagao para £ (r,w) e substituindo na equagao (3.50), chegamos ao seguinte
resultado [1] [9]:

> o (Mjk’j/k/ — i (W) = A (W) G (W), (3.52)

P € — €w) + i

onde definimos o elemento de matrix My, j//, como:

. 1
ka’k’ ( fk fj /d3 /dgr 90] )90] ( /) Pk (Tl) |’l" _,r,l _'_fxc ('I‘, 'rlvw) : (353)
Introduzindo o novo autovalor:
B, = ) (3.54)
ik Q— (Ej/ - Ek/)’ '

no limite n — 0, e usando a condigao A (2) = 1, podemos reformular a equagao (3.52) em termos

de uma nova equacao de autovalor, a saber [1] [9]:

> 18550k (€ — €x) + Mg e (D) By = QB (3.55)
j/7kl

A equagao de autovalor (3.55) pode ser resolvida de muitos modos distintos. Por exempo,
é possivel expandir todas as quantidades em uma base apropriada e resolver numericamente a

equacao de autovalor matricial. Como uma alternativa, podemos realizar uma expansao de Laurent
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ao redor da energia de excita¢do. Fazendo essa expansao teremos [9]:

a0 = Tim P (1) @7 (") gy (77) 05, (1)
KS\'"» " » -

0t w = (€, — €xp) 1)

+ ordens mais altas. (3.56)

Desprezando os termos de ordem superior, a equacao (3.49) torna-se a chamada aproximagao de

polo simples (SPA) que nos fornecem as seguintes energias de excitagao [9]:
Q= Ae+ K (Ae), (3.57)

onde Ae é a diferenga entre os autovalor de Kohn-Sham do orbital desocupado j, e o orbital

ocupado ko,
A€ = €, — €, (3.58)
e K (Ae) é uma corregao dada por:
x . 1
K80 =2 [ @r [ @, ()6, 7)o, ()6, () |+ e lrar 80| (359

Embora a energia de excita¢ao (3.57) nao seja tao precisa quanto a solugao da equagao de
autovalor, essa formula nos fornece uma forma simples e rapida de obter tal propriedade. Para
ver 0 quao precisa essa abordagem é, listamos na Tabela 3.1 as energias de excitacao devido a

transicao 1S —! P para alguns dtomos.

Atomo A, ioa Spajarpa Depxx Qexx/pec QEzperimental
Be 0.129 0.200 0.130 0.196 0.194
Mg 0.125 0.176 0.117 0.164 0.160
Ca 0.088 0.132 0.079 0.117 0.108
Zn 0.176 0.239 0.157 0.211 0.213
Sr 0.082 0.121 0.071 0.105 0.099
Cd 0.152 0.214 0.135 0.188 0.199

Tabela 3.1: Energias de excitacao 'S —! P para alguns atomos. Ezperimental 11dica 0s resultados
experimentais encontrados em [9)].

Surpreendentemente, a diferencas entre os autovalores de Kohn-Sham, Ae, sao da mesma
ordem de grandeza do Qggperimental; para outros sistemas essa diferenca torna-se ainda menor.
Como outro exemplo vide Tabela 3.2.

Pudemos observar nessas tabelas a importancia da correcao K (Ae€) para a obtencdo de um
resultado mais preciso nas energias de excitacao; a escolha mais conveniénte para a aproximagao
do Kernel de troca e correlagao varia de sistema para sistema [1].

Portanto, para sistemas cuja pertubacao externa é pequena as energias de excitacao podem

ser obtidas com muita precisao usando a teoria da resposta linear.
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| exato/ALDA (xc) |  exato/PGG |
Estado ko — 70 A€ks SPA  Completa SPA  completa Exata
235 1s — 2s 0,74600 0,7357  0,7351  0,7232  0,7207  0,7285

218 0,7718  0,7678  0,7687  0,7659  0,7578
335 1s — 3s 0,8392 0,8366  0,8368  0,8337 0,8343  0,8350
319 0,8458  0,8461  0,8448  0,8450  0,8425
438 15 — 4s 0,8688 0,8678  0,8679  0,8667 0,8671  0,8672
48 0,8714  0,8719 08710 0,8713  0,8701
2P 1s — 2p 0,7772 0,7702  0,7698  0,7693  0,7688  0,7706
21p 0,7764 0,764  0,7850  0,7844  0,7799
33P 1s — 3s 0,8476 0,8456  0,8457  0,8453  0,8453  0,8456
3lp 0,8483  0,8483  0,8500  0,8501  0,8486
43P 1s — 4s 08722 0,8714 08715 08712 0,8713  0,8714
41p 0,8726 08726  0,8732  0,8733  0,8727

Desvio abs. Médio  0,0011 0,0010  0,0010  0,0010  0,0010
Erro médio % 0,15%  0,13% 0,13% 0,13% 0,13%

Tabela 3.2: Comparagao da energia de excitacao para o Hélio neutro, calculado a partir do po-
tencial de troca e correlagao exato [9]. SPA significa “single pole approximations”, enquanto
“completa” significa solugao da equagao (3.55) negligenciando estados continuos.



Capitulo 4
Conclusoes e Perspectivas Futuras

Tratamos ao longo deste trabalho sistemas constituidos de muitos elétrons por varios méto-
dos, cujas premissas eram completamente diferentes. No capitulo 2 tratamos, basicamente, os
sistemas multieletronicos via duas grandes teorias, a saber: “métodos baseados em funcgoes de
onda” e Teorias do Funcional da Densidade. Os métodos que mais se destacaram foram as teorias
de Hartre, Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Ferm-Dirac. Essas aproximacoes, como sao
conhecidas, nos permitiram escrever as energias de excitacao e a energia total do sistema, por
exemplo. Permitiram também a criagao de uma teoria muito mais abrangente conhecida como
Teoria do Funcional da Densidade (DFT), cujos fundamentos garantem que quaisquer proprieda-
des podem ser escritas como funcionais. A DFT se mostrou muito util no calculo das propriedades
do estado fundamental, no entanto, propriedades dependentes do tempo nao eram comtepladas. A
extensao natural desta teoria para fendmenos dependentes do tempo foi realizadas por E. Runge
e E. K. U. Gross. Essa teoria ficou cnhecida como Teoria do Funcional da Densidade Dependente
do Tempo (TDDFT).

Vimos ao longo do ultimo capitulo todo o formalismo no qual a TDDFT estd baseada
e 0 quao precisa ela pode ser na determinacao das energias de excitagao. Porém, a TDDFT
mostra-se muito 1til na descricao de muitas outras propriedades e possui aplicabilidade nas mais
diversas areas. Como exemplo, na Biologia tem-se utilizado a TDDFT no estudo de grandes
biomoléculas com o objetivo de entender a estrutura eletronica e as propriedades oOpticas [1].
Outra grande aplicacao dessa teoria consiste em estudar o6ptica linear e nao-linear em matériais.
H&a também estudos que tentam estender essa técnica para sistemas com temperatura finita e
sistemas cujas correcoes relativisticas sejam significantes. A extensao para temperatura finita, por
exemplo, permite estudar fenomenos termodinamicos fora do equilibrio, além de transporte térmico
e propriedades termoelétricas. Como todos os resultados sao obtidos por meios numéricos, foram
desenvolvidos muitos co6digos que contivessem em sua estrutura todo o formalismo da TDDFT.
Um dos codigo mais empregado nessa tarefa é conhecido como Octopus [10]. Tal codigo, ainda
em desenvolvimento, nos permite estudar todos os fenomenos dependentes do tempo citados ao
longo deste trabalho com bastante precisao.
Portanto, temos como objetivo futuro estudar toda a técnica mostrado aqui de maneira pratica

usando o Octopus.

50



Apéndice A
Resposta Linear

Definindo as seguintes quantidades [11], teremos:

0p [Vear (11)]
Vea (1"t

p1(rt) = /dt'/d?’r’x (rt,r't") V(l)(r't')

op [Vis(rt)]
5VK5(T‘/tl)

x (rt, r't") =

Uezt[Po}

XKs (Tt7 T/t/> -

Vet [po]

onde Vi(rt) é dado por:
VKS (Tat) = V;aact (’I",t) + VHartree (Tat) + ‘/xc (Tat)
Reescrevendo a equagao (A.1), teremos:
(rt)] Vs (xT)
t t d3 ext 7" KS
(rt,r / / 5VKS (xT) OVege(r't)

substituindo Vg (7,t), teremos:

Vext [Po] )

X (rt,r't') =
3 3p [Vear (1)) )
d’x dr (SVKs .il,’T (SV t( ,t,) {‘/emt (T.aT) + VHartree (T?T)}

/d3 / mt Tt 5ch (T,t)
5VKS (1) OVewe(r't))

calculando as derivadas:

(rt)] OVt (x,7)
t t d3 ezt 70 ext 9
(rt, / / (5VKS (1) OVege(r't’)
/d3 / emt Tt 5VHartree (Iﬂ—)
(SVKs 137' (5‘/6115 (T’/t/)

/d3 / ewt T‘t 5%0 (JZ,T)
5VKS (x7) OV (r't!)’
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(A.4)

(A.5)

(A.8)
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[Vvext(rt)] 5‘/eaxt (Iﬂ—)
T’t rt/ /d3 /dr 5VKS m— \Mémt(r,t,),

'

Xks ( rt x7) 0 (7 — 1't)

0p [Vear (rt)]
/dg /dT 5VKS (27) VHartree (7,7)
XKS (rt,z) OWVear(r't)
Vm(rt)]
/ . / (WKS (27) Ve (2,7) |
Xks (rt, 2T (Wm(rlt,)

X (rt, 7't) = xpeg (1, 7't)

5VHa7’tree (3j 7-)
/d3 /dTXKS T’t xT 5‘/6”( ’t’),

V( 7)
3
/d /dTXKS (rt,zT) (5Vext(7“t)

X (rt, r't") = x g (rt, 7't

5‘/ artree (37 T) 5p (ZL‘,,T)
3 3 Hart 9
/d /dT/d /dT Xkg (rt,zT) 5p (@ T) V(T
Vae (2,7) 0p (2, 7)
3 3. ? !
—l—/d $/d7‘/d Xz /dTXKS (’I“t,ZL‘T) 5/)(1,/’7_) (5‘/wt(r/t/)’

X (rt, r't") = x g (rt, 7't

op (o, T’)
+/d3x/d7/d3$'/dT’XKS (rt, z7) OVitartree (27) \_5‘/ext(_/t)

-
(SP (.I T ) % (11,/7_/7 T’t’)

op (', 7')
/d3 /dT/d3 ’/dT X (rt, x7) 6%0 (x 7) \_5‘/8”(_/7‘” ,
op (!, 7)
X (I/T/’ T’t’)

X (rt, 7't') = x g (1, r't)

5 artree
+/d3x/d7/d3x’ dr'x kg (rt, x7) Vgp (tx/ </I)’T)X(:U’T’,r't')

Ve (2,7)
3 3./ rc I gl
/d /dT/d /dTXKS (rt,x7) 5p(x T)X(xT,rt),

5VHaT't7‘ee(x’T) VZ‘C(:B’T)
sp(a’ iy © pal)

0s termos sao dados por:

5VHartree (SL’,T) o 9 /) /dSZL‘/p (.T} 77—) o 0 (T e )

Sp(a',7)  op(a,T |z —2/| |z — 2|
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(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Ve (z,7)

5p (2. 77) = fuc (xT,2'7").

Portanto:

X (rt, 7't) = xpeg (1, r't)

S(r—
/d3 /dT/d3 '/dT Xks (rt,xT) |<T 7;|)X(x/7/,r't/) (A.19)
r—x
—|—/d3x/dr/d3x’/d7’xKS (rt, x7) foe (x7,2'7") X (/7' 1"t)) (A.20)

X (rt, 7't = xpeg (1, r't)

/d3 /dT/d3 '/dTXKS (rt, zT) 5|(T_T|)X(x'7’,r't’)

+/d3x/d7'/d3x'/d7"XKS (rt, x7) fue (x7,2'7") x (27", 7"1). (A.21)

Multiplicando a equacdo (A.21) por V) (+'t') e integrando em 7't', teremos:

/d3r'dt'x (rt,r't") VO ('t
N -~ = /dgr’dt'XKS (rt,r"t) VO ('t
= py(rt)

) /dgr’dt x (@7, 7"t ) VO 'Y,

o(r—1)
3 3 ./
/d /dr/d /dTXKS (rt,z7) ————= P —

)
/d?’r'dtlx (', 't ) VO (r't).
—l—/d3ZL‘/dT/d31'//dT/XKS (rt, 27) fre (x7,2'7") < -~ . (A.22)
= py(@'7)

py(rt) = /dgr'dt X (rt,r't") V(l)(r't')

/d3 /dr/d3 ’/dT Xxs (71, 27) {5|(T_T|) + fac (a:r,x/T’)}pl(x’T’), (A.23)

pi(rt) = /dgr'dt’XKS (rt, r't") V(l)(r’t’)

/d3 /dTXKS (rt,xT)

VHartree (l’ T)

+/d3x/d7/d3x’/dT’XKS (rt,x7) foe (27, 2'7") py (2'177), (A.24)
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oy (Tt) _ /dBT/dt/XKS (rt, T,t/) V(l)(T‘,t/)
+/d3$/dTXKS (rt, z7) Viartree (T,7)

+/d31’/dT/d3£L'//dTIXKS (rt, x7) foe (7, 2'7") py (2'77).

A equagao (A.25) é a densidade desejada.

o4

(A.25)



Apéndice B
Energias de Excitacao

Reescrevendo a equagao (A.25) de maneira sugestiva teremos (escrevendo-a no espago das frequén-
cias [11]):

/dgrl [0 (r =) = E(r, 7, W))W (' w) =

/ &Cr'xes(r, W)V (' w), (B.1)

onde = (r, 7", w) é definida como:

— 1
E(r,rw) = /d3r”XKS(r, " w) [r

T + foe (P W) (B.2)

Como visto, no limite em que w — Q a densidade linear n* tem um poélo, enquanto que o lado
direito da equagao (B.1) se mantém finita. Para a igualdade (B.1) ser satisfeita, é necessario que
o operador multiplicando ") tenha autovalores nulos para a energia de excitacao €2 . Isto implica

que A (w) — 1 quando w — €2, em que A (w) é a solugao da seguinte equagao de autovalores:

/d3 "H(r,rw)E(riw) = (w) € (r,w). (B.3)

Substituindo a forma explicita de = (r, 7/, w), teremos:

[ [@rnstrr o) | e )] €00 @), (B

como Xgg(ry ", w) é dado pela expressao

o0

Xrs(r, 7' w) = lim (fu — £3) @;(r)e; (T )pr(r") ()

=0t L w— (e — €) +in

: (B.5)

%)
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temos, substituindo este resultado, a seguinte expressao:
Aw) & (r,

hl’ﬂ i (f f] SDJ /d3 //d3 //gojl,r,//_ ( )g(r/,u))"i_ (BG)

n—0+ o W — GJ—Ek —f—l?? ’l°’|

lim Z(f fi) e(r /d3 ’/d3 "ot () o () fue (P 7 W) € (7 W) (B.7)

n—0+ " w — e]—ek ~|—z77

Definindo a seguinte substituicao de variavel

/d3 '/dgr” j ( ) Lr'/ 1_ 7| + fae (TU,TI’W) §(rl,w), (B.8)

teremos: -
i S e =) 2ir)eilr)

w— (€ —€) +1n

i (W) = A(w) & (r,w). (B.9)

—0Tt
T Gk

Resplvendo a equagao (B.9) para a variavel £ (r,w), obtemos:

o i(fk—fj)soj("‘)ﬁ(r)

-
§(rw) )\(w)ng& - w— (€ —e) +1in

Cir (W), (B.10)

substituindo-a na equacao (B.8), teremos:
Aw) G (w) =
e w5 (") o (r") @5 (r) i (7)
1 G ’
1mzw_ e—ek ‘HT]/ / [ — | C]k(w)—i—

n—0+

'/ k./
. - fk_f] 3 ./ 3//* " N, K] "o
lim d’r’ | d°r o (7 )cpj(r Yor () fae (P y 7 W) Cjrnr (w),
n—0+ j’,k J +Z77
(B.11)
definindo
. 1
Mygir @) = (he= £5) [ @ [ @065 (1) 0 tr) ¢, 07) i () |y o+ e (') (B12)
teremos: I, ( )
l‘ ij/kl w /1.1 — )\ - . Bl
T e o () <A Gl (B.13)

No limite em que n — 07, w — Q e consequentemente A (w) — 1, obtemos:

” A (Q)
>4 J’“g v (0 Ek,)c w0 (@) === (@), (B.14)

lk/
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definindo um novo conjunto de variaveis, a saber:

Gk ()

/Bjk = O — (Ej/ —Ekl)’

podemos reescrever a equagao (B.14) da seguinte forma:

Ci () Cir (Q)
S My () 2~ ) 27 (G 7 g — ),
i B B
> My () By = B [ — (6 — )],
i
> {85500 (e — €x) + M ()} By = QB

j/’k/

Essa equacao de autovalor nos permite calcular as verdadeiras energias de excitacao.

o7

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)



Referéncias Bibliograficas

[1] Carsten A. Ullrich and Zeng-hui Yang; A brief compendium of time-dependent density-
functional theory. arXiv:1305.1388; January 29, 2014.

[2] P. Hohenberg and W. Kohn. Inhomogeneous electron gas. Phys. Rev., 136:B864, Nov 1964.

[3] Robert G. Parr and Weitao Yang. Density-Functional Theory of Atoms and Molecules.Oxford
Science Publications,1994

[4] W. Kohn and L. J. Sham. Self-consistent equations including exchange and correlation. Phys.
Rev., 140:A1133, Nov 1965.

[5] E. Runge and E. K. U. Gross, Phys. Rev. Lett. 52, 997 (1984)
[6] Franz Schwabl. Quantum Mechanics. Springer 4th Edition 2007

[7] José David M. Vianna, Adalberto Fazzio, and Sylvio Canuto. Teoria Quéantica de Moléculas
e Solidos. Livraria da Fisica, 2004.

[8] Richard M. Martin. Electronic Structure: Basic Theory and Practical Methods. Cambidge,
2004.

[9] C. Fiolhais, F. Nogueira, M. Marques. A Prime in Density Functional Theory. Springer, 2003.

[10] A. Castro, H. Appel, Micael Oliveira, C.A. Rozzi, X. Andrade, F. Lorenzen, M.A.L. Marques,
E.K.U. Gross, and A. Rubio, octopus: a tool for the application of time-dependent density
functional theory, Phys. Stat. Sol. B 243 2465-2488 (2006)

[11] C. A. Ullrich, U. Gossmann, and E. K. U. Gross, Phys. Rev. Lett. 74, 872 (1995).

28



