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Resumo

Faremos uma breve abordagem dos aspectos mais importantes das aproximações de Hartree,

Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac que levaram ao desenvolvimento da Teoria

do Funcional da Densidade (DFT), além de sua extensão para sistemas com dependência temporal

conhecida como Teoria do Funcional da Densidade Dependente do Tempo (TDDFT).

Palavras Chave: Aproximações de Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-

Dirac; DFT; TDDFT.
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Abstract

We will brie�y address the most important aspects of Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi

and Thomas-Fermi-Dirac approximations that lead to the development of Density Functional

Theory (DFT) and its extension to systems with time dependence, known as Time-Dependent

Density Functional Theory (TDDFT).

Keywords: Hartree, Hartree-Fock, Thomas-Fermi and Thomas-Fermi-Dirac approximations;

DFT; TDDFT.
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Capítulo 1

Introdução

O interesse em compreender a estrutura da máteria levou muitos cientistas do século XX ao

desenvolvimento de modelos que pudessem fornecer explicações para os experimentos da época.

Essa motivação culminou no desenvolvimento da mecânica quântica. O formalismo que ganhou

notoriedade nesta época e, até hoje é usado, foi desenvolvido por Erwin Schödinger em 1926.

Schrödinger desenvolveu uma equação que permite calcular a forma das ondas de de Broglie. O

grande sucesso dessa teoria em explicar o átomo de hidrogênio levou os cientistas da época a aplicar

esse formalismo a átomos cada vez maiores. No entanto, constatou-se que o nível de di�cudade em

resolver tal equação crescia espantosamente à medida que o número de elétrons crescia. Para se

ter ideia, apenas o átomo de Hidrogênio possui solução analítica, o que não é o caso, por exemplo,

do átomo de Hélio, que possui apenas dois elétrons.

Apesar de conseguir descrever o caráter quântico da matéria, se não pudermos resolver a

equação de Schrödinger, não teremos o conhecimento das propriedades dos átomos, moléculas e

sólidos. Portanto, a procura de métodos que pudessem solucionar essa equação para um sistema

constituído de muitos corpos moveu grandes cientistas. Modelos bastante conhecidos, por usar

�técnicas baseadas em função de onda� [1], foram muito utilizados. Tal técnica baseia-se em

escrever as funções de onda em termos de um determinate de Slater; essa escolha é razoável,

pois assegura que o princípio de exclusão de Pauli não será violado. Dois modelos notórios que

empregam essa técnica são conhecidos na literatura como aproximações de Hartree e Hartree-Fock.

Apesar de conseguir solucionar a equação de Schrödinger, essa metodologia acaba não sendo muito

útil, pois se estivermos tratando de um sistema de N -elétrons, precisaremos de N funções de onda

(ou orbitais) que, na prática, acaba não sendo tão viável quando lidamos com sistemas extensos.

Uma forma de contornar esse problema surgiu em 1927 com os trabalhos de Thomas e Fermi,

onde eles passaram a descrever um sistema multieletrônico através da densidade eletrônica, a qual

foi aproximada pela de um gás homogênio de elétrons. Esse método tem a vantagem de poder

caracterizar todo o sistema conhecendo-se apenas a função densidade e é muito útil, pois não

nos limita ao tamanho do sistema. Porém, por se tratar de uma aproximação de elétrons não

interagentes acaba não sendo tão precisa. Uma extensão desse trabalho foi proposta por Dirac

em 1930, levando-se em consideração a interação elétron-elétron e, portanto, obtendo um modelo

que descrevia melhor as propriedades físicas. Contudo, o modelo de Dirac ainda trata os elétrons

como um gás homogênio e sabemos que esta aproximação só é válida se considerarmos pequenas

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

regiões. Assim, mesmo preciso, temos um formalismo longe de descrever sistemas reais.

As ideias de Thomas-Fermi-Dirac tornam o problema multieletrônico fundamentalmente mais

simples, mas não garantem validade genérica. Os primeiros a demonstrar o caráter geral dessa

teoria foram P. Hohenberg e W. Kohn (HK) em 1964. No artigo intitulado Inhomogeneous electron

gas [2], eles legitimaram o uso da densidade eletrônica como uma variável fundamental, permitindo,

a partir de então, a construção de funcionais. Mostraram também que o estado fundamental do

modelo de Thomas-Fermi pode ser considarado como uma aproximação de uma teoria mais geral e

exata conhecida como Teoria do Funcional da Densidade (DFT) [3]. Essa teoria foi construída sob

dois teoremas; o primeiro assegura a unicidade da densidade eletrônica e o segundo, a existência

de um funcional para a energia total, além de um princípio variacional exato. Apesar de estruturar

toda a DFT, HK não estabeleceram um modo de determinar esses funcionais. Essa tarefa �cou

a cargo de W. Kohn e L. J. Sham (KS) [4] que, em 1965, propuseram um método bastante

e�ciente para determinar a densidade eletrônica. Para resolver o problema, eles trocaram o sistema

original por um sistema auxiliar cuja interação eletrônica seria desprezada, porém a densidade

eletrônica deveria ser equivalente. Essa astúcia em construir tais sistemas tornou a DFT uma teoria

completa, pois, juntamente com os teoremas de HK, pôde-se resolver de modo geral problemas

multieletrônicos. Desse modo, tendo a densidade eletrônica em mãos podemos determinar todas as

propriedades do estado fundamental como tamanho e forma das moléculas, estruturas cristalinas

dos sólidos, energias de ligação etc.

A DFT diz respeito apenas às propriedades do estado fundamental e a fenômenos independentes

do tempo. No entanto, temos interesse também em determinar energias de excitação, espectros

ópticos entre outras propriedades que dependem explicitamente do tempo. Isso só foi possível

com o advento da Teoria do Funcional da Densidade Dependente do Tempo (TDDFT). Essa

teoria foi formalizada em 1983 por Erich Runge e E. K. U. Gross (RG) no artigo intitulado

Density-Functional Theory for Time-Dependent Systems [5]. Nesse artigo RG generalizaram os

dois teoremas de HK para sistemas com dependência temporal.

Ao longo deste trabalho, faremos uma revisão bibliográ�ca dos principais resultados que cul-

minaram no desenvolvimento da TDDFT e uma de suas principais aplicações. Para isso, este

trabalho está dividido da seguinte maneira: no capítulo 1 apresentamos a de�nição de sistemas

multieletrônicos, os principais resultados das aproximações de Hartree, Hartree-Fock, Tomas-Fermi

e Tomas-Fermi-Dirac e os principais conceitos relacionados à DFT; no capítulo 2 veremos os novos

conceitos que emergem no cenário da TDDFT, a extensão dos teoremas de HK e das equações de

KS para sistemas depentendes do tempo, além de um estudo sucinto em teoria da resposta linear

e sua aplicação no cálculo das energias de excitação de sistemas multieletrônicos.



Capítulo 2

Introdução à Teoria do Funcional da

Densidade

2.1 Sistemas multieletrônicos

Sistemas constituídos de muitos corpos são comuns na natureza. Um sistema de grande im-

portância na Física são os sistemas multieletrônicos. O entendimento da estrutura dos átomos,

moléculas, sólidos etc está intimamente ligado ao entendimento desses sistemas. Para estudarmos

estes sistemas recorremos à Mecânica Quântica. A equação de Schrödinger é o ponto crucial, pois

toda a informação de qualquer sistema quântico pode ser obtida conhecendo-se apenas a função

de onda. A equação de Schrödinger independente do tempo é dada por:

Ĥψ (r) = Eψ (r) . (2.1)

Como queremos modelar sistemas moleculares, então o hamiltoniano de um sistema constituído

de N elétrons e M núcleos, na ausência de quaisquer campos externos, será dado por:

Ĥ = T̂e + V̂en + V̂ee + T̂n + V̂nn. (2.2)

Onde o primeiro termo é a energia cinética dos elétrons, T̂e; o segundo termo é a interação

coulombiana entre os elétrons e os núcleos, a qual é atrativa, V̂en; o terceiro termo é a interação

coulombiana elétron-elétron, a qual é repulsiva, V̂ee; o quarto termo é a energia cinética dos núcleos,

T̂n; e por �m o quinto termo se refere a interação repulsiva dos núcleos, V̂nn. De maneira explícita,

o hamiltoniano (2.2) é escrito como:

Ĥ = −
N∑
µ=1

~2
∇2
µ

2m
−
∑
µ,A

ZAe
2

|rµ −RA|
+

1

2

∑
ν,µ
µ ̸=ν

e2

|rµ − rν |
−

M∑
A=1

~2
∇2
A

2MA

+
1

2

∑
A,B
A̸=B

ZAZBe
2

|RA −RB|
, (2.3)

onde m é a massa do elétron, MA e ZA são a massa e a carga do A-ésimo núcleo, respectivamente.

3
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Podemos reescrever a equação (2.3) de maneira mais compácta fazendo a seguinte substituição:

1

|rµ −RA|
=

1

rµA
, (2.4)

1

|rµ − rν |
=

1

rµν
, (2.5)

1

|RA −RB|
=

1

RAB
. (2.6)

Com isso, a equação (2.3) assume a seguinte forma:

Ĥ = −
N∑
µ=1

~2
∇2
µ

2m
−
∑
µ,A

ZAe
2

rµA
+

1

2

∑
ν,µ
µ ̸=ν

e2

rµν
−

M∑
A=1

~2
∇2
A

2MA

+
1

2

∑
A,B
A ̸=B

ZAZBe
2

RAB
. (2.7)

Devemos proceder resolvendo a equação de Schrödinger para o hamiltoniano dado. No en-

tando, esta equação da forma como está não possui solução analítica. Um forma de simpli�car

o problema é considerar a aproximação de Born-Oppenheimer (BO) ou aproximação adiabática.

Nesta aproximação despreza-se quaisquer efeitos relativísticos além de levar em consideração o

fato dos núcleos possuirem uma massa muitas ordens de grandeza maior que a dos elétrons. Com

isso, constitui-se uma boa aproximação considerar os núcleos parados. Portanto, reduzimos nosso

hamiltoniano para três termos já que T̂n = 0 e V̂nn se torna uma constante. Dessa forma, a equação

(2.2) se torna:

Ĥ = T̂e + V̂en + V̂ee, (2.8)

ou seja, depende apenas do movimento dos elétrons.

Podemos observar que, mesmo após a aproximação de BO, continuamos com um problema

insolúvel do ponto de vista analítico, pois o termo causador de toda a di�culdade, V̂ee, continua

presente na equação (2.8). Precisamos então desenvolver outros métodos que nos permitam resol-

ver a equação de Schrödinger para o hamiltoniano (2.8). Discutiremos na seção 2.2 os primeiros

métodos desenvolvidos na tentativa de resolver este problema e, por �m, na seção 2.3 desenvolve-

mos a Teoria do Funcional da Densidade que, como veremos, propõe uma maneira simples para

tratar os sistemas multieletrônicos.

2.2 Métodos Básicos

2.2.1 Aproximação de Hartree

A aproximação de Hartree, proposta por Douglas Rayner Hartree, consiste em tentar resol-

ver a equação de Schrödinger para o hamiltoniano (2.8) propondo uma forma bastante simples

para a função de onda, ou orbitais, dos N -elétrons presentes no sistema em questão. Neste mé-

todo, a função de onda dos N -elétrons, Ψ(1, ..., N), é suposta ser um produto de N autofunções

independentes para cada elétron. Ou seja, ela assume a seguinte forma:
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Ψ(1, ..., N) =
N∏
µ=1

φi(r
µ). (2.9)

Onde φµ(r
µ) são os orbitais de elétron independente e rµ é a posição do µ-ésimo elétron.

Vemos, no entanto, que Ψ(1, ..., N) não é antisimétrica1. e, para levar em conta o princípio de

exclusão de Pauli, os estados de partícula única, φµ(r
µ), devem ser distintos e ortonormalizadas.

Portanto a seguinte relação deve ser satisfeita:∫
d3rµνφµ(r

µ)φν(r
ν) = δµν . (2.10)

O hamiltoniano eletrônico dado pela equação (2.8), escrito explicitamente, é dado por:

Ĥ =
N∑
µ=1

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA

}
+

1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

e2

rµν
, (2.11)

e a equação de Schrödinger independente do tempo para a função de onda dos N -elétrons,

Ψ(1, ...N), dada pela equação (2.9) será:

Ĥ
N∏
i=1

φi(r
i) = E

N∏
i=1

φi(r
i). (2.12)

Para determinar as funções de onda, que é o que desejamos, usaremos o pricípio variacional

de Ritz, onde a normalização ∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2 = 1, (2.13)

constitui um vínculo. Usando o formalismo dos multiplicadores de Lagrange teremos a seguinte

expressão:

N∑
µ=1

εµ

(∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2 − 1

)
= 0, (2.14)

onde εµ é o multiplicador de Lagrange.

Calculando o valor esperado do hamiltoniano (2.11) com respeito aos estados de Hartree,

equação (2.9), teremos:

⟨
Ĥ
⟩
=

⟨
N∑
µ=1

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA

}
+

1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

e2

rµν

⟩
. (2.15)

Agora, de�nindo o valor esperado de um hamiltoniano, designado por
⟨
Ĥ ′
⟩
, como sendo a sub-

tração das equações (2.15) e (2.14), teremos:

1A antisimetrização da função de onda é necessária, pois não permitirá que as funções de onda de elétrons com

os mesmo números quânticos sejam não nula. Isso está de acordo com o pricípio de exclusão de Pauli.
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⟨
Ĥ ′
⟩
=

⟨
N∑
µ=1

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA

}
+

1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

e2

rµν

⟩
−

N∑
µ=1

εµ

(∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2 − 1

)
. (2.16)

Nós devemos minimizar a equação (2.16) em relação não apenas à variação dos parâmetros,

mas também com respeito à variação das funções de onda de partícula única com o intuito de

procurar estados estacionários. Isso pode ser feito usando a de�nição de derivada funcional [6], a

saber:

δG
[
φµ (r

µ)
]

δφν (r
ν)

= lim
ϵ→0

G
[
φµ (r

µ) + ϵδµνδ(r
µ − rν)

]
−G

[
φµ (r

µ)
]

ϵ
, (2.17)

que, como caso particular resulta:

δφµ (r
µ)

δφν (r
ν)

= δµνδ(r
µ − rν). (2.18)

Na equação (2.17) G
[
φµ (r

µ)
]
designa um funcional das funções φµ (r

µ) onde µ = 1, .., N .

Reescrevendo a equação (2.16) explicitamente em termos da função de onda (2.9), encontramos:

⟨
Ĥ ′
⟩
=

N∑
µ=1


∫
d3r1...d3rµ...d3rN

∏
i

i̸=µ

φ∗
i (r

i)φ∗
µ(r

µ)

[
−~2

∇2
µ

2m

]∏
i

i̸=µ

φi(r
i)φµ(r

µ)


−

N∑
µ=1


∫
d3r1...d3rµ...d3rN

∏
i

i ̸=µ

φ∗
i (r

i)φ∗
µ(r

µ)

[∑
A

ZAe
2

rµA

]∏
i

i ̸=µ

φi(r
i)φµ(r

µ)


+
1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν


∫
d3r1...d3rµd3rν ...d3rN

∏
i

i ̸=µ,ν

φ∗
i (r

i)φ∗
µ(r

µ)φ∗
ν(r

ν)

[
e2

rµν

] ∏
i

i̸=µ,ν

φi(r
i)φµ(r

µ)φν(r
ν)


−

N∑
µ=1

εµ

(∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2 − 1

)
, (2.19)
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agrupando as funções de onda cujo índice difere de µ ou ν, obtemos:

⟨
Ĥ ′
⟩
=

N∑
µ=1


∏

i
i ̸=µ

∫
d3rid3rµ

∣∣φi(ri)∣∣2 φ∗
µ(r

µ)

[
−~2

∇2
µ

2m

]
φµ(r

µ)


−

N∑
µ=1


∏

i
i̸=µ

∫
d3rid3rµ

∣∣φi(ri)∣∣2 φ∗
µ(r

µ)

[
−
∑
A

ZAe
2

rµA

]
φµ(r

µ)


+
1

2

∑
ν,µ
µ ̸=ν


∏

i
i̸=µ,ν

∫
d3rid3rµd3rν

∣∣φi(ri)∣∣2 φ∗
µ(r

µ)φ∗
ν(r

ν)

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)


−

N∑
µ=1

εµ

(∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2 − 1

)
, (2.20)

a condição de normalização (2.13) nos leva a seguinte expressão:

⟨
Ĥ ′
⟩

=
N∑
µ=1

{∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)

[
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
− εµ

]
φµ(r

µ) + εµ

}
1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

{∫
d3rµνφ∗

µ(r
µ)φ∗

ν(r
ν)

[
e2

rµν

]
φµ(µ)φν(r

ν)

}
. (2.21)

Usaremos agora o princípio variacional descrito anteriormente na expressão (2.21). Efetuando

a derivada funcional com respeito à φ∗
λ(r

λ) teremos:

δ
⟨
Ĥ ′
⟩

δφ∗
λ(r

λ)
=

δ

δφ∗
λ(r

λ)

(
N∑
µ=1

{∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)

[
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
− εµ

]
φµ(r

µ) + εµ

})

+
δ

δφ∗
λ(r

λ)


1

2

∑
ν,µ
µ ̸=ν

∫
d3rµνφ∗

µ(r
µ)φ∗

ν(r
ν)

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)

 , (2.22)
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δ
⟨
Ĥ ′
⟩

δφ∗
λ(r

λ)
=

N∑
µ=1

{∫
d3rµ

δ

δφ∗
λ(r

λ)

[
φ∗
µ(r

µ)
] [

−~2
∇2
µ

2m

]
φµ(r

µ)

}

+
N∑
µ=1

{∫
d3rµ

δ

δφ∗
λ(r

λ)

[
φ∗
µ(r

µ)
] [

−
∑
A

ZAe
2

rµA
− εµ

]
φµ(r

µ) +
δ

δφ∗
λ(r

λ)
(εµ)

}

+
1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

{∫
d3rµν

δ

δφ∗
λ(r

λ)

[
φ∗
µ(r

µ)
]
φ∗
ν(r

ν)

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)

}

+
1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

{∫
d3rµνφ∗

µ(r
µ)

δ

δφ∗
λ(r

λ)
[φ∗
ν(r

ν)]

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)

}
, (2.23)

a equação (2.18) nos permite reescrever a equação (2.23) como se segue:

δ
⟨
Ĥ ′
⟩

δφ∗
λ(r

λ)
=

N∑
µ=1

{∫
d3rµδµλδ(r

µ − rλ)

[
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
− εµ

]
φµ(r

µ)

}

+
1

2

∑
ν,µ
µ ̸=ν

{∫
d3rµνδµλδ(r

µ − rλ)φ∗
ν(r

ν)

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)

}

+
1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

{∫
d3rµνδνλδ(r

ν − rλ)φ∗
µ(r

µ)

[
e2

rµν

]
φµ(r

µ)φν(r
ν)

}
. (2.24)

A condição de extremo nos diz que a equação (2.24) deve ser nula. Efetuando a integação e a soma,

respectivamente, sob os termos da equação (2.24) e percebendo que as duas últimas expressões,

após efetuar estas operações, serão iguais, encontraremos a seguinte expressão:

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
− εµ

}
φµ(r

µ) +
N∑
ν=1

{∫
d3rνφ∗

ν(r
ν)

[
e2

rµν

]
φν(r

ν)

}
φµ(r

µ) = 0, (2.25)

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
+ Vµ (r

µ)

}
φµ(r

µ) = εµφµ(r
µ), (2.26)

onde

Vµ (r
µ) ≡

∑
ν

ν ̸=µ

{∫
d3rν

[
e2

rµν

]
|φν(rν)|

2

}
. (2.27)

A equação (2.26) pode ser facilmente interpretada. Os dois primeiros termos são, respecti-

vamente, a energia cinética dos elétrons e a energia potencial nuclear. Já o terceiro termo é

o potencial devido à distribuição de carga dos elétrons restantes. Observemos também que a

equação (2.26) é uma equação tipo Schrödinger, no entanto com algumas sutilezas. A equação

de Hartree para φµ(r
µ), como é conhecida a equação (2.26), contém, na expressão para o po-
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tencial Vµ (rµ), todas as outras autofunções. Estas equações não-lineares podem ser resolvidas

auto-consistentemente para átomos apenas por métodos numéricos. Para resolvê-las, escolhemos

uma con�guração inicial para as autofunções (ou orbitais) φ1(r
1), φ2(r

2), ..., φN(r
N). A partir

dessa escolha, calcula-se Vµ (rµ) usando a equação (2.27); substituimos o potencial encontrado na

equação (2.26); por �m, resolve-se uma equação tipo Schrödinger. Após a resolução dessa equa-

ção, obtém-se novas autofunções; com essa autofunções calcula-se novamente o Vµ (rµ). Com esse

novo potencial encontrado, resolvemos novamente a equação (2.26) e continuamos este processo

auto-consistente até que não ocorram variações signi�cativas tanto em Vµ (r
µ) quanto em φµ(r

µ).

A constante εµ que entrou na equação (2.16) como um multiplicador de Lagrange tem um

signi�cado Físico interessante. Para ver claramente qual o seu signi�cado, multipliquemos a

equação (2.26) pelo complexo conjugado de φµ(r
µ) e integremos sobre rµ, fazendo estas operações

teremos:

φ∗
µ(r

µ)

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
+ Vµ (r

µ)

}
φµ(r

µ) = φ∗
µ(r

µ)εµφµ(r
µ), (2.28)

∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
+ Vµ (r

µ)

}
φµ(r

µ) =

∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)εµφµ(r

µ), (2.29)

∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
+ Vµ (r

µ)

}
φµ(r

µ) = εµ

∫
d3rµ

∣∣φµ(rµ)∣∣2︸ ︷︷ ︸
= 1

, (2.30)

εµ =

∫
d3rµφ∗

µ(r
µ)

{
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
+ Vµ (r

µ)

}
φµ(r

µ), (2.31)

ou seja, como εµ contém apenas os termos do
⟨
Ĥ
⟩
com respeito ao autoestado (ou orbital) φµ(r

µ),

então a quantidade −εµ é interpretada como sendo a energia de ionização do µ-ésimo elétron do

sistema sob a suposição de que todos os outros autoestados não mudam quando o elétron do orbital

φµ(r
µ) é retirado. Este resultado é conhecido como Teorema de Koopmans [6] [7] [8]. Usando as

equações (2.21), (2.27) e (2.31) podemos escrever a energia total como,

E ≡
⟨
Ĥ
⟩
=

N∑
µ=1

εµ −
∑
µ<ν

{∫
d3rµν

[
e2

rµν

] ∣∣φµ(rµ)∣∣2 |φν(rν)|2} . (2.32)

O segundo termo na equação acima aparece, pois temos que subtrair os termos repetidos na

primeira soma.

Este método nos permite calcular a energia total, as energias de ionização e a forma dos

orbitais, porém acaba não sendo uma aproximação muito precisa, pois cada orbital é ocupado por

apenas um elétron. Um modelo mais preciso pode ser desenvolvido construindo-se uma função de

onda que seja antissimétrica. Dessa forma, o princípio de exclusão de Pauli é automaticamente
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satisfeito. Este modelo é conhecido como aproximação de Hartree-Fock.

2.2.2 Aproximação de Hartree-Fock

Um método padrão utilizado na solução de sistema constituídos de muitos corpos interagentes

é conhecido como aproximação de Hartree-Fock (H-F). Esse método foi aplicado pela primeira vez

à átomos em 1930 por Vladimir Aleksandrovich Fock [8]. Na aproximação de H-F escrevemos a

função de onda para um número �xo de elétrons na forma de um determinante de Slater. Esta

escolha é conveniente, pois já inclui na sua estrutura a forma antissimétrica desejada para a função

de onda total. Se não considerarmos as interações spin-órbita, então podemos escrever a função

de onda dos N -elétrons em termos do seguinte determinante de Slater a saber:

Ψ(1, ..., N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(1) · · · φ1(ζ) · · · φ1(N)
...

. . .
...

...

φi(1) φi(ζ) φi(N)
...

...
. . .

...

φN(1) · · · φN(ζ) · · · φN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.33)

onde

φi(ζ) = φi(r
ζ)ξ(Sζ). (2.34)

Pudemos escrever a função φi(ζ) como um produto da autofunção espacial, φi(r
ζ), pela autofunção

de spin, ξ(Sζ), porque não há interação spin-órbita. A autofunção de spin possui a seguinte forma:

ξ(Sζ) =

{
α (ζ) ↑
β (ζ) ↓

}
, (2.35)

onde α (ζ) indica spin up e β (ζ) spin down. A função φi(ζ) é chamada função Spin-Orbital (S.O.).

Os S.O. devem ser linearmente independentes e ortonormais. A exigência dessas propriedades está

no fato de querermos, ao �nal, um conjunto completo de soluções. Veremos que a escolha da função

de onda (2.33) trará implicações interessantes.

A aproximação de H-F consite, assim como na aproximação de Hartree, em minimizar a ener-

gia,
⟨
Ĥ
⟩
, com respeito a todos os graus de liberdade da função de onda com a restrição de que

Ψ(1, ..., N) matenha a forma (2.33). Como exigimos que as funções de onda sejam ortonorma-

lizadas, podemos então usar essa exigência como um vínculo adicional, assim como �zemos na

aproximação de Hartree.

Iniciaremos calculando o valor esperado do hamitoniano (2.11), a saber:

⟨
Ĥ
⟩
=

∫
d3r1...d3rNΨ∗(1, ..., N)


N∑
µ=1

[
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA

]
+

1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

e2

rµν

Ψ(1, ..., N), (2.36)

substituindo a forma explícita da função de onda, teremos:
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⟨
Ĥ
⟩
=

1

N !

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(1) · · · φ1(ζ) · · · φ1(N)
...

. . .
...

...

φi(1) φi(ζ) φi(N)
...

...
. . .

...

φN(1) · · · φN(ζ) · · · φN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗


N∑
µ=1

[
−~2

∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA

]
+

1

2

∑
ν,µ
µ̸=ν

e2

rµν


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(1) · · · φ1(ζ) · · · φ1(N)
...

. . .
...

...

φi(1) φi(ζ) φi(N)
...

...
. . .

...

φN(1) · · · φN(ζ) · · · φN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d3r1 . . . d3rµ . . . d3rν . . . d3rN . (2.37)

Calculando o determinante de Slater contido na equação (2.37) encontraremos uma soma de pro-

dutos da seguinte forma:
{
φ1(1)...φj(2)...φi−1(µ)φi(ν)...φN(N)

}
. Após o cálculo do determinante,

efetuamos a integração sobre a posição de todos os elétrons com exceção dos elétrons de índice

µ e ν, pois o hamiltoniano depende desse índice e a integração não resulta igual a 1. Efetuando

todas essa operações encontramos o seguinte resultado:

⟨
Ĥ
⟩
=

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (µ)Ĥµφi(µ)

}
+

N∑
i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν |φi(µ)|

2
∣∣φj(ν)∣∣2

}

−
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµνφ

∗
i (µ)φi(ν)φ

∗
j(ν)φj(µ)

}
, (2.38)

de maneira mais compacta a equação (2.38) se reescreve como:

⟨
Ĥ
⟩
=

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (µ)Ĥµφi(µ)

}

+
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν

[
|φi(µ)|

2
∣∣φj(ν)∣∣2 − φ∗

i (µ)φi(ν)φ
∗
j(ν)φj(µ)

]}
. (2.39)

Lembrando-se da equação (2.34), que diz respeito à forma dos orbitais, a expressão (2.39) se torna:
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⟨
Ĥ
⟩
=

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (r
µ)ξ∗(Sµ)Ĥµφi(r

µ)ξ(Sµ)

}

+
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν |φi(rµ)ξ(Sµ)|

2
∣∣φj(rν)ξ(Sν)∣∣2

}

−
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµνφ

∗
i (r

µ)ξ∗(Sµ)φi(r
ν)ξ(Sν)φ∗

j(r
ν)ξ∗(Sν)φj(r

µ)ξ(Sµ)

}
. (2.40)

Usando a ortonormalidade das autofunções de spin, teremos:

⟨
Ĥ
⟩
=

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (r
µ)Ĥµφi(r

µ)

}

+
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν

[
|φi(rµ)|

2
∣∣φj(rν)∣∣2 − φ∗

i (r
µ)φi(r

ν)φ∗
j(r

ν)φj(r
µ)δSµ,Sν

]}
. (2.41)

Devemos lembrar que Ĥµ e Ĥµν possuem a seguinte forma:

Ĥµ ≡ −~2
∇2
µ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rµA
, (2.42)

Ĥµν ≡
1

2

e2

rµν
. (2.43)

Como sabemos o valor de
⟨
Ĥ
⟩
devemos proceder como na aproximação de Hartree, ou seja,

minimizar a energia. Para isso, de�niremos um novo
⟨
Ĥ ′
⟩
, analogamente à equação (2.16).

Porém, o valor
⟨
Ĥ
⟩
nessa expressão deve ser substituido pela equação (2.41) e o vínculo a ser

considerado possui a seguinte forma:

N∑
i=1

εi

(∫
d3rµ |φi(rµ)|

2 − 1

)
. (2.44)

Substituindo a expressão (2.44), teremos:

⟨
Ĥ ′
⟩
=

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (r
µ)
[
Ĥµ − εi

]
φi(r

µ) + εi

}

+
N∑

i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν

[
|φi(rµ)|

2
∣∣φj(rν)∣∣2 − φ∗

i (r
µ)φi(r

ν)φ∗
j(r

ν)φj(r
µ)δSµ,Sν

]}
. (2.45)
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Aplicando o princípio variacional à equação (2.45), teremos:

δ
⟨
Ĥ ′
⟩

φ∗
k(r

λ)
=

δ

δφ∗
k(r

λ)

N∑
i=1

{∫
d3rµφ∗

i (r
µ)
[
Ĥµ − εi

]
φi(r

µ) + εi

}

+
δ

δφ∗
k(r

λ)

N∑
i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµν |φi(rµ)|

2
∣∣φj(rν)∣∣2

}

− δ

δφ∗
k(r

λ)

N∑
i,j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rµd3rνĤµνφ

∗
i (r

µ)φi(r
ν)φ∗

j(r
ν)φj(r

µ)δSµ,Sν

}
. (2.46)

Aplicando agora as derivadas funcionais e recorrendo ao resultado obtido em (2.18), obtemos:

δ
⟨
Ĥ ′
⟩

φ∗
k(r

λ)
=
[
Ĥλ − εk

]
φk(r

λ)

+
N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rνĤλν

[
φ∗
j(r

ν)φk(r
λ)φj(r

ν)− φk(r
ν)φ∗

j(r
ν)φj(r

λ)δSλ,Sν

]}

+
N∑
i=1

{
N∑
µ=1

∫
d3rµĤµλ

[
φ∗
i (r

µ)φi(r
µ)φk(r

λ)− φ∗
i (r

µ)φi(r
λ)φk(r

µ)δSµ,Sλ

]}
. (2.47)

As duas últimas somas são iguais, dessa forma podemos reescrever a equção (2.47) como:

δ
⟨
Ĥ ′
⟩

φ∗
k(r

λ)
=
[
Ĥλ − εk

]
φk(r

λ)

+2
N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rνĤλν

[∣∣φj(rν)∣∣2 φk(rλ)− φk(r
ν)φ∗

j(r
ν)φj(r

λ)δSλ,Sν

]}
. (2.48)

Como esta última expressão deve ser um extremo, obtemos:

Ĥλφk(r
λ) + 2

N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rνĤλν

∣∣φj(rν)∣∣2
}
φk(r

λ)

−2
N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rνĤλνφk(r

ν)φ∗
j(r

ν)δSλ,Sν

}
φj(r

λ) = εkφk(r
λ). (2.49)

Substituindo explicitamente o valor de Ĥλ e Ĥλν pelas equações (2.42) e (2.43), respectivamente,

teremos:
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[
−~2

∇2
λ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rλA

]
φk(r

λ) +
N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rν

[
e2

rλν

] ∣∣φj(rν)∣∣2
}
φk(r

λ)

−
N∑
j=1

{
N∑
ν=1

∫
d3rν

[
e2

rλν

]
φk(r

ν)φ∗
j(r

ν)δSλ,Sν

}
φj(r

λ) = εkφk(r
λ). (2.50)

De�nindo os seguintes potenciais,

Vj
(
rλ
)
≡

N∑
ν=1
ν ̸=λ

∫
d3rν

[
e2

rλν

] ∣∣φj(rν)∣∣2 , (2.51)

Ej
(
rλ
)
≡

N∑
ν=1

∫
d3rν

[
e2

rλν

]
φk(r

ν)φ∗
j(r

ν)δSλ,Sν , (2.52)

a equação (2.50) se tornam mais compacta, a saber:−~2
∇2
λ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rλA
+

N∑
j=1
j ̸=k

Vj
(
rλ
)φk(rλ)

−
N∑
j=1

Ej
(
rλ
)
φj(r

λ) = εkφk(r
λ). (2.53)

A equação (2.53) é conhecida como equação de Hartree-Fock.

Algumas considerações acerca da equação (2.53) podem ser feitas. Os três primeiros termos

podem ser interpretados como na equação de Hartree, ou seja, como o hamiltoniano de um elétron

em um potencial coulombiano blindado pelos outros elétrons. O quarto termo é conhecido como

termo de troca ou exchange. Este é um termo não local, já que φj(r
λ) pode ocorrer com argumento

rλ ̸= rν . O termo de troca é não nulo apenas para Sλ = Sν .

Calcularemos agora o valor de εk da mesma forma como �zemos na aproximação de Hartree,

a saber:

εk

∫
d3r

λ

φ∗
k(r

λ)φk(r
λ)︸ ︷︷ ︸

= 1
=

∫
d3r

λ

φ∗
k(r

λ)

[
−~2

∇2
λ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rλA
+

N∑
j=1

Vj
(
rλ
)]
φk(r

λ)

−
N∑
j=1

∫
d3r

λ

φ∗
k(r

λ)Ej
(
rλ
)
φj(r

λ), (2.54)
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εk =

∫
d3r

λ

φ∗
k(r

λ)

[
−~2

∇2
λ

2m
−
∑
A

ZAe
2

rλA
+

N∑
j=1

Vj
(
rλ
)]
φk(r

λ)

−
N∑
j=1

∫
d3r

λ

φ∗
k(r

λ)Ej
(
rλ
)
φj(r

λ). (2.55)

Assim como nas equações de Hartree, o valor de −εk é interpretado como a energia necessaria para

remover o elétron do orbital φk(r
λ) sob a suposição de que os outros elétrons não se reorganizam,

ou seja, suas funções de onda não mudam [6] [7] [8].

Observamos que a aproximação de H-F se torna muito mais precisa quando comparada ao

método de Hartree, pois cada orbital contém dois elétrons, um com spin up e outro com spin

down. Dessa forma a energia total obtida será menor e mais próxima da real. Porém, um problema

adicional surge neste modelo: o aparecimento do potencial de troca. Esse termo não é facilmente

resolvivel. Torna-se, então, mais complicado encontra os orbitais via método auto-consistente.

Tentar uma nova abordagem para resolver este problema é necessário. Uma forma de tentar

contornar este problema é substituir a abordagem via orbitais pela densidade eletrônica e, a partir

desta, de�nir todas as propriedades de interesse.

2.2.3 Aproximação de Thomas-Fermi

A primeira teoria do funcional da densidade de sistemas quânticos é conhecida como apro-

ximação de Thomas-Fermi. Esse método foi proposto em 1927 [7] [8] . Apesar de não ser uma

aproximação muito precisa para os cálculos de estrutura eletrônica atuais, este método ilustra

como se trabalhar usando funcionais da densidade em vez de funções de onda. Nos trabalhos

originais de Thomas e Fermi a energia cinética do sistema de elétrons é aproximada por um funci-

onal da densidade, idealizado a partir do modelo do gás de elétrons homogêneo e não interagente.

Pelo fato de terem se baseado em um modelo de elétrons não interagentes, claramente efeitos

de troca e correlação entre os elétrons não são considerados. Antes de falarmos sobre o método

de Thoma-Fermi, abordaremos sucintamente os resultados obtidos no modelo do gás de elétrons

livres, pois estes serão úteis na construção do modelo em questão.

Considere N elétrons livres não interagentes enclausurados dentro de uma caixa de volume

V = L3. Ao resolver a equação de Schrödinger para uma partícula livre encontramos o seguinte

resultado:

ψp ∝ ei
p.x

~ , (2.56)

onde p é o momento e x é a posição dos elétrons.

A energia total dos N -elétrons livres é dada pela soma da energia cinética de todos os elétrons,

ou seja
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Etot =
N∑
i=1

P 2
i

2m
. (2.57)

Escolhendo condições de contorno periódicas e impondo-as à solução da equação de Schrödinger

para a partícula livre, obtemos valores discretos para o momento. A expressão para o momento

torna-se:

P = ~
2π

L
(nx, ny, nz) , (2.58)

onde ni ∈ Z.
Sabemos que, por estar tratando de elétrons, o princípio de exclusão de Pauli deve ser levado

em consideração ao se calcular a energia do estado fundamental. Com isso em mente, sabemos

que cada estado de momento pode ser duplamente ocupado (Sz = ±~
2
). Após preencher todos os

níveis, haverá um estado com a maior energia permitida, dessa forma todos os estados ocupados

estarão dentro de uma esfera no espaço dos momentos cujo raio é dado por:

|Pi| 6 Pf . (2.59)

Esta esfera é conhecida como esfera de Fermi.

Precisamos calcular o número de estados dentro da esfera de Fermi. Para isso, basta lembramos

que o número total de estados é dado pela razão entre o volume total da esfera de fermi Ωf , e o

volume ocupado por um estado Ω. Calculando teremos:

N =
2︸︷︷︸

Spin

4π

3

(
Pf
~

)3

︸ ︷︷ ︸
Ωf

1(
2π
L

)3︸ ︷︷ ︸
Ω−1

, (2.60)

N =
1

3π2

(
Pf
~

)3

L3. (2.61)

Consequentemente, a densidade do número de partículas é dada por:

η =
N

L3
, (2.62)

η =
1

3π2

(
Pf
~

)3

. (2.63)

Portanto, o estado fundamental é obtido somando a energia de todos os elétrons, ou seja:

Etot = 2
∑
p

P 2

2m
. (2.64)

Para poder calcular o valor da energia total, podemos passar de uma soma para uma integral no

espaço dos momentos e com esse artifício obtemos:
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Etot = 2

(
L

2π~

)3 ∫ pf

0

(
4πP 2

)
dP

P 2

2m
, (2.65)

Etot = 2

(
L

2π~

)3
4π

5

P 5
f

2m
, (2.66)

como P 3
f = 3π2~3

L3 N , teremos:

Etot = 2

(
L

2π~

)3
3π2~3N
L3

4π

5

P 2
f

2m
, (2.67)

Etot =
3N

5

P 2
f

2m
, (2.68)

Etot =
3N

5
ϵf , (2.69)

onde de�nimos ϵf ≡
P 2
f

2m
, a qual é conhecida como energia de Fermi.

Tendo todos esses resultados em mãos, mostraremos como proceder para obter a aproximação

de Thomas-Fermi. Para átomos com muitos elétrons, calcular as funções de onda de Hartree,

equação (2.26), ou Hartree-Fock, equação (2.53), é muito tedioso [6]. Por outro lado, algumas

considerações físicas podem nos dar algumas simpli�cações. Por causa do grande número de

elétrons, cada um destes sente apenas um potencial efetivo devido aos outros elétrons e ao núcleo.

Além disso, muitos destes elétrons estão em um estado de alta energia, ou seja com um número

quântico principal grande. Portanto, o comprimento de onda destes elétrons é pequeno e as

mudanças do potencial sentido por estes elétrons é pequena. Dessa forma, podemos assumir que

existem muitos elétrons em um pequeno elemento de volume no qual o potencial, localmente, não

varia. Outra consideração é que os estados dos elétrons sejam, localmente, ondas planas.

Começaremos tratando o potencial de Hartree Vµ (rµ), equação (2.27), juntamente com o termo

de interação elétron-núcleo, a saber:

V (rµ) ≡ Vµ (r
µ)−

∑
A

ZAe
2

rµA
, (2.70)

V (rµ) =
∑

ν
ν ̸=µ

{∫
d3rν

[
e2

rµν

]
|φν(rν)|

2

}
−
∑
A

ZAe
2

rµA
, (2.71)

V (rµ) =

∫
d3rν

[
e2

rµν

]∑
ν

ν ̸=µ

|φν(rν)|
2 −

∑
A

ZAe
2

rµA
, (2.72)

V (rµ) =

∫
d3rν

[
e2

rµν

]∑
ν

ν ̸=µ

ϱν −
∑
A

ZAe
2

rµA
, (2.73)

V (rµ) =

∫
d3rν

[
e2

rµν

]
η (rν)−

∑
A

ZAe
2

rµA
. (2.74)
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Onde ϱν ≡ |φν(rν)|
2 é a densidade de probabilidade do ν − ésimo elétron e η (rν) ≡

∑
ν ̸=µ ϱν é a

densidade do número de partículas no ponto rν . Reduziremos o nosso problema para o caso de

um átomo apenas, ou seja, a soma sobre o índice A assume apenas um valor, ou seja

V (rµ) =

∫
d3rν

[
e2

rµν

]
η (rν)− Ze2

rµ
. (2.75)

Como supomos anteriormente, localmente os estados são ondas planas ei
P (x).x

~ , onde ~
|P (x)|é

pequeno comparado com a variação espacial de V (rµ). A conexão entre energia e momento local

é dada pela seguinte expressão:

ϵ =
P 2 (rµ)

2m
+ V (rµ) . (2.76)

A cada ponto rµ, os estados com momento local entre 0 e o máximo valor |Pf (rµ)| estão ocupados.
Para o estado de maior energia, energia de Fermi ϵf , teremos o valor do momento igual ao momento

de Fermi, a saber:

Pf (r
µ) =

√
2m [ϵf − V (rµ)]

1
2 . (2.77)

A densidade do número de partículas se torna, usando a equação (2.63):

η (rµ) =
1

3π2

[
Pf (r

µ)

~

] 3
2

. (2.78)

O próximo passo é determinar a energia de Fermi ϵf . O raio atômico é obtido fazendo-se

V (rµ) = ϵf , pois neste caso estamos analizando o elétron mais externo ao átomo. Agora, para

simpli�car o nosso problema consideraremos um átomo neutro, de tal forma que o efeito blindagem

faz com que V (rµ) seja nulo para r > R (R raio do átomo), o que implica ϵf = 0. A Fig. 2.1

ilustra o potencial efetivo, os estados ocupados e a energia de Fermi. Assim, substituindo ϵf = 0

na equação (2.77) e este resultado na equação (2.78), obtemos:

η (rµ) =
1

3π2~3
[−2mV (rµ)]3 . (2.79)

Figura 2.1: O potencial efetivo, a energia de Fermi e os estados ocupados
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Portanto, a densidade ou o potencial podem ser determinados alto-consistentemente. Para

tanto, precisamos resolver a equação-integral dada pela equação (2.74) juntamente com a equação

(??). Aplicando o operador ∇2 na equação (2.74), teremos:

∇2V (rµ) = ∇2

{∫
d3rν

[
e2

rµν

]
η (rν)− Ze2

rµA

}
, (2.80)

∇2V (rµ) =

∫
d3rν∇2

[
e2

rµν

]
η (rν)−∇2

[
Ze2

rµA

]
, (2.81)

∇2V (rµ) = −
∫
d3rνe24πδ(rµ − rν)η (rν) + Ze24πδ3(rµ), (2.82)

∇2V (rµ) = −e24πη (rµ) + Ze24πδ3(rµ). (2.83)

Esta última equação nos dá, juntamente com a equação (??), η (rµ) ou V (rµ). Assumindo simetria

radial e analizando a região r ̸= 0, podemos reescrever a equação de Poisson da seguinte forma:

1

r2
∂

∂r

[
r2
∂

∂r
V (r)

]
=

−e24π
3π2~3

[−2mV (r)]
3
2 . (2.84)

Para resolvê-la precisamos impor as seguintes condições de contorno:

lim
r→0

V (r) = −Ze
2

r
, (2.85)

isto é, o potencial na origem deve ser igual ao potencial gerado pelo núcleo. Podemos reescrever

a equação (2.84) fazendo as seguintes mudanças de variáveis, a saber:

V (r) = −Ze
2

r
χ (x) , (2.86)

r =
bx

Z1/3
, (2.87)

onde

b =
1

2

(
3π

4

) 2
3

a, (2.88)

e a = ~2
me2

é o raio de Bohr. A equação em questão se transforma na seguinte expressão:

d2χ (x)

dx2
= x−

1
2χ

3
2 (x) . (2.89)

Esta equação é conhecida como relação de Thomas-Fermi [6] [7], cujas novas condições de contorno

são: χ (0) = 1 e χ (∞) = 0.

As soluções numéricas para a equação (2.89), juntamente com as condições de contorno des-

cristas anteriormente são as seguintes [6]:

χ (x) =

{
1− 1.59x, x→ 0

144
x3
, x→ ∞

}
. (2.90)

A Fig. 2.2 nos mostra o comportamento da solução (2.90).
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Figura 2.2: Solução da equação de Thomas-Fermi para átomos neutros.

A densidade dada pela equação (2.79), pode ser reescrita em termos da equação (2.86). Fazendo

essa substituição teremos:

η (r) =
1

3π2~3

[
2m

Ze2

r
χ (x)

] 3
2

, (2.91)

η (r) =
(2mZe2)

3/2

3π2~3

[
1

r
χ
(
Z1/3 r

b

)] 3
2

. (2.92)

Esta última equação nos dá a densidade eletrônica do sistema.

Podemos agora calcular tanto o potencial quanto a densidade eletrônica usando o resultado

obtido numericamente. Para pequenas distâncias, o potencial se escreve como:

V (r) = −Ze
2

r
χ (x) ,

V (r) = −Ze
2

r
+ 1.59

Z4/3e2

b
, (2.93)

substituindo o valor de b dado pela equação (2.88),

V (r) = −Ze
2

r
+ 1.8

Z4/3e2

a
. (2.94)

A densidade para pequenas distâncias assume a seguinte forma:

η (r) =
(2mZe2)

3/2

3π2~3

[
1

r
χ
(
Z1/3 r

b

)] 3
2

, (2.95)

η (r) =
(2mZe2)

3/2

3π2~3

[
1

r

(
1− 1.59

Z1/3r

b

)] 3
2

, (2.96)

η (r) =
(2mZe2)

3/2

3π2~3

[
1

r
− 1.8

Z1/3

a

] 3
2

. (2.97)

Algumas considerações acerca destes resultados podem ser feitas. Vemos que a extensão do

átomo nesta aproximação é in�nita, pois as condições de contorno e as soluções são validadas para

todo o espaço, ou seja temos soluções que, em sua totalidade, não tem validade Física. Vemos

também que a forma para V (r) e η (r) é a mesma para todos os átomos, pois a forma da função

χ (x) é universal. Podemos ainda estimar a validade da aproximação de Thoma-Fermi. O raio do
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átomo é ∝ Z−1/3, encontramos esse resultado anulando a equação (2.94); observa-se também o

decréscimo do raio com o aumento de Z. O potencial em um ponto �xo é ∝ Z4/3 e, portanto, a

partir da equação (2.77), o comprimento de onda típico ∝ Z−2/3. O comprimento caracteristico

sobre o qual o potencial muda signi�cantemete é ∝ Z−1/3. Consequentemente a razão entre estas

duas últimas quantidades é ∝ Z−1/3 e, portanto, quanto maior Z, menor a razão entre estas

duas quantidades. Portanto, neste limite o tratamento estatístico como um gás de elétrons é

justi�cado. Vemos então que a aproximação de Thomas-Fermi se torna exata quando Z → ∞.

A função distribuição radial para a aproximação de Thoma-Fermi D (r) = 4πη (r) é mostrada na

Fig. 2.3 e comparada com a aproximação de Hartree.

Figura 2.3: Função distribuição radial para o átomo de Hg. A linha contínua representa a apro-
ximação de Thomas-Fermi e a linha tracejada representa a aproximação de Hartree.

Podemos obter agora a energia total deste sistema, a saber:

E = EKin + Epot, (2.98)

a expressão acima se reescreve como:

E = TTF [η] +

∫
d3r′V (r) η (r′) . (2.99)

A cinética TTF [η], agora na forma de um funcional, é dada por [7] [8] :

E =

∫
d3r

3

5

P 2
f (r)

2m
η (r) +

∫
d3r′V (r) η (r′) , (2.100)

substituindo a forma explícita Pf (r), equação (2.78), e a forma do potencial V (r), equação (2.75),

teremos:

E [η (r)] =
3h2

10m

(
3

8π

)2/3 ∫
d3rη5/3 (r)− Ze2

∫
d3r

η (r)

r
+ e2

∫ ∫
d3rd3r′

η (r) η (r′)

|r − r′|
, (2.101)
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onde a primeira integral corresponde à energia cinética dos elétrons, a segunda corresponde a

interação elétron-núcleo e a terceira é a expressão clássica da energia de interação elétron-elétron

ou termo de Hartree.

Uma forma de veri�car o funcional da energia construído, equação (2.101), pode ser feita

usando o princípio variacional. Usando tal princípio, devemos recuperar todas as equações até

agora obtidas; para tanto, basta resolvermos seguinte equação:

δ

δη (r)

{
E [η (r)]− Γ

(∫
d3η (r)−N

)}
= 0, (2.102)

onde identi�camos o termo entre parenteses como um vínculo (constância do número de partículas)

e Γ é o multiplicador de Lagrange. Ao resolver esta equação encontramos todas as equações já

calculadas.

Ao longo de todo o desenvolvimento pudemos constatar que a aproximação de Thomas-Fermi

possui as seguintes falhas: não possui precisão para valores muito menores que∼ Z−1/3, já que para

esses valores o potencial varia muito rapidamente e a suposição de que V (r) é aproximadamente

o mesmo para todos os elétrons falha; Também não possui precisão su�ciente para descrever

grandes distância, já que nessa região o comprimento de onda não está na faixa de energia na qual

a aproximação é valida, ou seja o comprimento de onda é muito pequeno. Além disso, nessa região

a densidade se torna muito pequena e o tratamento estatístico feito não é mais válido. No entanto,

a maioria dos elétrons estão na região a
Z
< r < a, e nesta região a aproximação de Thomas-Fermi

é válida [6].

Como mencionamos inicialmente, nesta aproximação não se leva em consideração efeitos de

troca e correlação entre os elétrons e, portanto, menos e�ciente se torna este método. Porém,

podemos estender essa teoria de modo a levar em conta os termos de troca, este modelo será

abordado na próxima seção.

2.2.4 Aproximação de Thomas-Fermi-Dirac

O fato da aproximação de Thoma-fermi não ser tão precisa levou, em 1930, Dirac a tentar corrigir

este modelo [7] [8]. Para tornar esta aproximação mais precisa, Dirac levou em consideração os

termos de troca que, no modelo Thomas e Fermi, tinham sido negligenciados. Isso o guiou a um

novo funcional da energia e por consequência à novas equações. Trataremos aqui, sucintamente,

a aproximação de Thomas-Fermi-Dirac (TFD).

A diferença básica entre a teoria de Thomas-Fermi e TFD se dá no tratamento das interações

entre os elétrons. Tratando então o termo Ej
(
rλ
)
, que diz respeito à interação elétron-elétron,

presente nas equações de H-F, equação (2.53), encontraremos a correção proposta por Dirac. O

tratamento do termo de exchange em geral não é simples, exceto para o gás de elétrons lives.

Faremos então o tratamento do gás de elétrons lives, assim como no caso da aproximação de

Tomas-Fermi. No entanto, daremos ênfase ao termo de exchange, pois o restante dos termos

presentes são iguais ao modelo de Thomas-Fermi.
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Consideremos então um conjunto de ondas planas para representar os elétron livres, a saber:

φi(r
µ) =

eikir
µ

√
L3

ξ↑, (2.103)

ou

φi(r
µ) =

eikir
µ

√
L3

ξ↓, (2.104)

onde ki deve ocorrer duas vezes para vetores de onda menores que kf devido aos valores possiveis

de spin ser igual a dois.

O termo de exchange, explicitamente, é dado pela equação (2.52),

Ej
(
rλ
)
=

∫
d3rν

[
e2

rλν

]
φk(r

ν)φ∗
j(r

ν)δSλ,Sν ,

substituindo a equação (2.103), teremos

Ej
(
rλ
)
=

∫
d3rν

[
e2

rλν

]
eikkr

ν

√
L3

e−ikjr
ν

√
L3

δSλ,Sν , (2.105)

Ej
(
rλ
)
=

1

L3

∫
d3rν

[
e2

rλν

]
ei(kk−kj)r

ν

. (2.106)

Resolvendo esta equação, encontraremos que a energia de troca (exchange) [7]:

ϵex (k) =
1

L3

∑
k′<kf

4πe2

|k′ − kf |2
, (2.107)

fazendo a troca
∑

→
∫
, teremos:

ϵex (k) =
1

L3

∫
k′<kf

d3k

(2π)3
4πe2

|k′ − kf |2
. (2.108)

Resolvendo esta integral teremos [7]:

ϵex (k) =
2e2

π
kff (x) , (2.109)

onde x ≡ k
kf

e f (x) é dado por:

f (x) =
1

2
+

1− x2

4x
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ . (2.110)

Precisamos da energia média de troca, ou seja ⟨ϵex (k)⟩. O valor desta média é dada por [7]:

⟨ϵex (k)⟩ =
2e2

π
kf

⟨f (x)⟩︸ ︷︷ ︸
= 3

4

, (2.111)
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portanto,

⟨ϵex (k)⟩ =
3e2

2π
kf , (2.112)

substituindo o valor de kf , equação (2.78), podemos reescrever a equação (2.112) como:

⟨ϵex (k)⟩ =
3e2

2π

[
3π2η (r)

]1/3
. (2.113)

A energia total de troca será a soma sobre todos os estados k′ < kf ,

Eex = 2
∑
k′<kf

ϵex (k) , (2.114)

Eex = 2
∑
k′<kf

2e2

π
kff

(
k

kf

)
, (2.115)

Eex =
2e2

π
kf
∑
k′<kf

[
1 +

k2f − k′2

2kfk′
ln

∣∣∣∣k′ + kf
kf − k′

∣∣∣∣] , (2.116)

transformando a soma da última equação em uma integral, teremos

Eex =
2e2

π
kf

∫
k′<kf

[
1 +

k2f − k′2

2kfk′
ln

∣∣∣∣k′ + kf
kf − k′

∣∣∣∣] . (2.117)

Resolvendo esta integral teremos [7], en�m, a energia de troca, dada por:

Eex = N
3

4

e2kf
π

. (2.118)

E a energia por unidade de volume será:

ϵex (k) =
Eex
V

=
N

V

3

4

e2kf
π

. (2.119)

Substituindo kf , equação (2.78), e identi�cando N
V
= η (r), equação (2.62), teremos

ϵex (r) =
3e2

4

(
3

π

)1/3

η4/3 (r) . (2.120)

Portanto, a energia total dada pela equação (2.101) com a correção devido às interações de

troca será:

E [η (r)] =
3h2

10m

(
3

8π

)2/3 ∫
d3rη5/3 (r)− Ze2

∫
d3r

η (r)

r

+e2
∫ ∫

d3rd3r′
η (r) η (r′)

|r − r′|
−
∫
d3rϵex (r) , (2.121)
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ou de forma mais explícita:

E [η (r)] =
3h2

10m

(
3

8π

)2/3 ∫
d3rη5/3 (r)− Ze2

∫
d3r

η (r)

r

+e2
∫ ∫

d3rd3r′
η (r) η (r′)

|r − r′|
− 3e2

4

(
3

π

)1/3 ∫
d3rη4/3 (r) , (2.122)

Após todo este desenvolvimento temos em mãos a energia total do sistema. Queremos então

encontrar a densidade e a energia do estado fundamental; para isso podemos aplicar o princípio

variacional na expressão E [η (r)]. Para tanto, o seguinte vínculo deve ser satisfeito:∫
d3rη (r) = N. (2.123)

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, devemos minimizar o funcional ΩTFD, que

é de�nido como:

ΩTFD = E [η (r)]− Γ

{∫
d3rη (r)−N

}
, (2.124)

onde Γ é um multiplicador de Lagrange. Para pequenas variações de η (r), teremos:

δ

δη (r)
ΩTFD =

δ

δη (r)
E [η (r)]− δ

δη (r)
Γ

{∫
d3rη (r)−N

}
, (2.125)

δ

δη (r)
ΩTFD =

δ

δη (r)
E [η (r)]− Γ

∫
d3r

δ

δη (r)
η (r) . (2.126)

Como esta expressão deve ser um extremo, então δ
δη(r)

ΩTFD = 0, assim:

δ

δη (r)
E [η (r)]− Γ

∫
d3r

δ

δη (r)
η (r) = 0. (2.127)

Substituindo a expressão E [η (r)], obtemos:

δ

δη (r)

{
3h2

10m

(
3

8π

)2/3 ∫
d3rη5/3 (r)− Ze2

∫
d3r

η (r)

r

}

+
δ

δη (r)

{
e2
∫ ∫

d3rd3r′
η (r) η (r′)

|r − r′|
− 3e2

4

(
3

π

)1/3 ∫
d3rη4/3 (r)

}
−Γ

∫
d3r

δ

δη (r)
η (r) = 0. (2.128)
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Calculando as variações:

3h2

10m

(
3

8π

)2/3 ∫
d3r

5

3
η2/3 (r)− Ze2

∫
d3r

1

r

+e2
∫ ∫

d3rd3r′
η (r′)

|r − r′|
− 3e2

4

(
3

π

)1/3 ∫
d3r

4

3
η1/3 (r)

−Γ

∫
d3r = 0, (2.129)

como esta última equação independe de como d3r varia, então a soma de todos os termos de cada

uma das integrais acima deve ser nulo, ou seja

h2

2m

(
3

8π

)2/3

η2/3 (r)− Ze2

r
+ e2

∫
d3r′

η (r′)

|r − r′|
− e2

(
3

π

)1/3

η1/3 (r)− Γ = 0. (2.130)

A equação acima pode ser resolvida para a densidade.

Veri�ca-se então que nos trabalhos de Thomas-Fermi e Thomas-fermi-Dirac há uma vantagem

muito grande em se trocar os orbitais pela densidade eletrônica. Veri�caremos mais a diante que

esta substituição nos levará ao nascimento de uma das teorias de maior sucesso no que diz respeito

ao tratamento de estruturas eletrônicas.

2.3 Teoria do Funcional da Densidade

2.3.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn

O principal desa�o da Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é tentar descrever todas as pro-

priedades de um sistema multieletrônico em termos da densidade eletrônica. Essa mudança de

perspectiva se torna muito útil, pois trocamos uma função de onda que depende de 3N coor-

denadas, onde N é o número total de elétrons, por uma função escalar que depende apenas da

posição r. Ficou claro nas teorias de Thoma-Fermi e Thoma-Fermi-Dirac que abordar problemas

de sistemas multieletrônicos substituindo os orbitais por uma densidade eletrônica era muito mais

conveniente. Devido a esta facilidade, a DFT tornou-se uma ferramenta imprescindível nos cálcu-

los de estruturas eletrônicas em matéria condensada. Esta formulação aplica-se a qualquer sistema

de partículas interagentes submetidadas a um potencial externo Vext (r). Um caso particular deste

potencial externo Vext (r) é aquele gerado por um conjunto de núcleos estáticos. Consideremos,

então, um conjunto de N -elétrons submetidos a esse potencial. O hamiltoniano desse sistema se

escreve como:

Ĥ = − ~2

2m

∑
i

∇2
i +

∑
i

Vext (ri) +
1

2

∑
i̸=j

e2

|ri − rj|
. (2.131)

Os primeiros a legitimar o uso da densidade eletrônica η (r) como uma variável fundamental

foram P. Hohenberg e W. Kohn [3]. Públicado em 1964, a aproximação de Hohenberg-Kohn (HK)

[2] é uma formulação da DFT como uma teoria exata de sistemas de muitos corpos. A relação

estabelecida por HK está ilustrada na Fig. 2.4 e pode ser traduzida nos seguintes teoremas [8]:
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Figura 2.4: Representação esquemática do teorema de Hohenberg-Kohn. As setas pequenas de-
notam a solução usual da equação de Schrödinger onde o potencial externo determina todos os
estados do sistema, inclusive o estado fundamental e sua densidade. A seta grande, rotulada com
HK, indica o conteúdo do teorema de Hohenberg-Kohn, o qual completa o ciclo.

Teorema I Para qualquer sistema de partículas interagentes em um potencial externo

Vext (r), o potencial Vext (r) é determinado unicamente, exceto por uma constante, pela densidade

do estado fundamental η0 (r).

Corolário I Já que o hamiltoniano é inteiramente determinado, exceto por uma constante

que desloca a energia total, segue-se que as funções de onda dos muitos corpos, para todos os estados

(fundamental ou excitado), estão determinadas. Portanto, todas as propriedades do sistema estão

completamente determinadas dado apenas a densidade do estado fundamental η0 (r).

Prova Suponha que existam dois potenciais externos diferentes V (1)
ext (r) e V

(2)
ext (r)

os quais diferem por mais que uma constante. Suponha também que esses potenciais levam-

nos à mesma densidade do estado fundamental η0 (r). Os dois potenciais externos levam-nos

à hamiltonianos distintos, Ĥ(1) e Ĥ(2), os quais geram funções de onda diferente para o estado

fundamental, ou seja Ψ
(1)
0 e Ψ

(2)
0 , porém, por hipótese, geram a mesma densidade para o estado

fundamental. Já que Ψ
(2)
0 não é o autoestado fundamental de Ĥ(1), segue-se que:

E(1) =
⟨
Ψ

(1)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(1)

0

⟩
<
⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
. (2.132)

A inequação acima só é valida se o estado fundamental é não degenerado; assumiremos que nosso

estado fundamental é não degenerado. O último termo da equação (2.132) pode ser reescrito

como: ⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
=
⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(2)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
+
⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(1) − Ĥ(2)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
, (2.133)

como os hamiltonianos diferem apenas pelo potencial externo, teremos⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
= E(2) +

⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣V (1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

∣∣∣Ψ(2)
0

⟩
, (2.134)

⟨
Ψ

(2)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
= E(2) +

∫
d3r
[
V

(1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

]
Ψ

∗(2)
0 Ψ

(2)
0 , (2.135)

como η0 (r) ≡ Ψ
∗(2)
0 Ψ

(2)
0 , então⟨

Ψ
(2)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

0

⟩
= E(2) +

∫
d3r
[
V

(1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

]
η0 (r) . (2.136)
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Substituindo (2.136) em (2.132), teremos

E(1) < E(2) +

∫
d3r
[
V

(1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

]
η0 (r) . (2.137)

Por outro lado, se considerarmos E(2) ao invés E(1), da mesma forma como �zemos acima, encon-

traremos o mesmo resultado diferindo apenas nos indices, pois 1 → 2 e 2 → 1, assim

E(2) < E(1) +

∫
d3r
[
V

(2)
ext (r)− V

(1)
ext (r)

]
η0 (r) . (2.138)

Portanto, se adicionarmos (2.138) a (2.137), encontraremos a seguinte contradição

E(1) + E(2) < E(2) + E(1). (2.139)

Esse é o resultado desejado, pois indica que não pode haver dois potenciais externos diferentes

que nos dê a mesma densidade de carga do estado fundamental. A densidade determina de

forma única o potencial externo. O corolário segue-se do fato do hamiltoniano ser unicamente

determinado pela densidade do estado fundamental. Portanto, em princípio, as funções de onda

para quaisquer estados serão determinadas resolvendo-se a equação de Schrödinger. As soluções

da equação de Schrödinger, compatíveis com a densidade dada, só irá gerar a função de onda do

estado fundamental, que é única, se a energia fornecida por ela for a menor. �
Teorema II Um funcional universal para a energia E [η] em termos da densidade

η (r) pode ser de�nida, válido para qualquer potencial externo Vext (r). Para qualquer potencial

particular Vext (r), a energia exata do estado fundamenta do sistema é o mínimo global deste

funcional. Portanto, a densidade que minimiza o funcional da energia, E [η], é justamente a

densidade exata do estado fundamental, η0 (r).

Corolário II O funcional E [η] sozinho é su�ciente para determinar a energia do estado

fundamental e sua densidade.

Prova Suponha que as densidades η(n) (r) são as densidades do estado fundamental dos

elétrons do hamiltoniano com algum potencial externo. Tais densidades são ditas V-representáveis.

Essas de�nem um espaço de densidades possiveis dentro do qual podemos construir funcionais.

Já que todas as propriedades, tais como energia cinética, energia interna, etc. são unicamente

determinadas se η (r) for especi�cado, então cada uma dessas propriedades pode ser vista como

um funcional de η (r), inclusive a energia total pode ser expressa em termos de um funcional, a

saber

EHK [η] = T [η] + Eint [η] +

∫
d3rVext (r) η (r) , (2.140)

EHK [η] ≡ FHK [η] +

∫
d3rVext (r) η (r) . (2.141)

O funcional FHK [η], de�nido na equação acima, contém toda a infomação relativa a energia

cinética, energia potencial e toda energia interna do sistema de elétrons interagentes,

FHK [η] ≡ T [η] + Eint [η] . (2.142)
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Essa expressão deve ser universal, pois ao construí-la levamos em conta apenas a energia cinética

dos elétrons e as interações internas entre os mesmos, o que independe do potencial externo

adotado.

Consideremos agora um sistema com a densidade do estado fundamental dada por η(1)0 (r)

correspondente ao potencial externo V
(1)
ext (r). Levando em consideração a discussão acima, o

funcional de HK, EHK , é igual ao valor esperado do hamiltoniano com respeito ao único estado

fundamental, ou seja Ψ
(1)
0 . De forma explícita, o valor esperado é escrito como:

E(1) = EHK
[
η(1)
]
=
⟨
Ψ(1)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(1)

⟩
. (2.143)

Considerando agora uma densidade η(2) (r), a qual corresponde a uma função de onda diferente,

neste caso Ψ(2), segue-se que a energia E(2) deste estado é maior que E(1), portanto:

E(1) =
⟨
Ψ

(1)
0

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(1)

0

⟩
<
⟨
Ψ(2)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

⟩
= E(2). (2.144)

Assim, a energia dada pela equação (2.141), em termos do funcional de HK, avaliada para a

densidade do estado fundamental correto, η0 (r), é consequentemente menor que o valor obtido

para qualquer outra densidade η (r).

Portanto, se o funcional FHK [η] é conhecido, então pelo processo de minimização da energia to-

tal do sistema, equação (2.141), encontramos a densidade e a energia exata do estado fundamental.

O conteúdo desta a�rmação con�rma o nosso corolário. �
Pudemos veri�car ao longo desta seção todo o formalismo em que a DFT está baseada. No

entanto, nosso problema ainda não foi resolvido. Não obtivemos um método para determinar a

densidade η0 (r) nem a energia E0 do estado fundamental, apenas mostramos formalmente que

podemos expressar qualquer observável em termos da densidade eletrônica. Portanto, do ponto

de vista prático, um observável físico pode ser determinado por:

O =
⟨
Ψ
∣∣∣Ô∣∣∣Ψ⟩ = O [η (r)] , (2.145)

onde O é um observável arbitrário. Mostramos também que o potencial externo Vext (r) é unica-

mente determinado pela densidade eletrônica e, dessa forma, a seguinte relação é válida:

η0 (r) → Vext (r) → Ĥ → {Ψi (r)} . (2.146)

Precisamos agora estabelecer um método para determinar tanto η0 (r) quanto E0, no entanto,

o resultado desejado só foi possível com o advento das equações de Kohn-Sham.

2.3.2 Equações de Kohn-Sham

Para tentar resolver o problema de muitos corpos interagentes levando em conta todo o arcabouço

teórico desenvolvido por HK, Kohn-Sham (KS), em 1965 [4], propuseram resolver o problema da

seguinte forma: troca-se o problema original de muitos corpos interagentes por um sistema auxiliar.

Essa troca leva, em princípio, a cálculos exatos das propriedades dos sistemas interagentes.
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O Ansatz de KS de�ne um sistema não interagente (sistema auxiliar) de tal forma que repro-

duza a densidade do estado fundamental do sistema interagente. Essa escolha nos leva à equações

de partículas independentes, que por sua vez são mais simples de se resolver. Toda a di�culdade no

tratamento das interações entre as partículas está incorporada em um ente de�nido como funcional

de troca e correlação.

A construção do sistema auxiliar mencionado anteriormente se baseia nas seguintes hipóteses:

Hipótese I A densidade exata do estado fundamental pode ser representada pela densi-

dade do estado fundamental de um sistema auxiliar formado por partículas não interagentes. Essa

con�guração para o sistema auxiliar é chamada "V -representabilidade não interagente". Contudo,

não há prova rigorosa para a validade geral deste método para os sistemas reais de interesse. Pro-

cedemos assumindo a validade geral e veri�camos ao �nal os resultados. Isto nos leva a uma

relação entre o sistema real e o auxiliar mostrado na Fig. 2.5.

Hipótese II O hamiltoniano auxiliar é escolhido de forma a ter um potencial local efetivo

V σ
eff (r) agindo no elétron de spin σ no ponto r. A forma local deste potencial, em princípio, não

é essencial. Aqui, como nas outras aproximações desenvolvidas até o momento, a interação spin-

órbita é ignorada, exceto no caso de simetria de spin onde o potencial efetivo auxiliar V σ
eff (r) pode

depender explicitamente da variável de spin. Neste caso, portanto, temos uma densidade correta

para cada spin.

Figura 2.5: Representação esquemática do ansatz de Kohn-Sham. A notação HK0 indica o
teorema de Hohenberg-Kohn aplicado ao problema não interagente. As setas rotuladas com KS
fornece a conexão entre ambos os sistemas de muitos corpos e o não interagente. Assim, a seta
rotuladas KS indica uma relação unívoca entre os sistemas. Portanto, em princípio, a solução do
problema de partículas independentes nos fornece todas as propriedades do sistema interagente
original.

Sob estas hipóteses, os cálculos reais são executados no sistema auxiliar de�nido pelo hamil-

toniano auxiliar dado por (usando unidades atômicas):

Ĥσ
aux = −1

2
∇2 + V σ (r) . (2.147)

Neste ponto, a forma de V σ (r) não é especi�cada e a expressão pode ser aplicada para todo V σ (r)

em algum intervalo, a �m de de�nir funcionais para um intervalo de densidades. Para um sistema

de N = N↑+N↓ elétrons independentes obedecendo esse hamiltoniano, o estado fundamental tem

um elétron em cada um dos Nσ orbitais ψσi (r) com o menor autovalor dado por ϵσi . A densidade
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do sistema auxiliar é dada pela soma dos quadrados dos orbitais para cada spin, ou seja:

η (r) =
∑
σ

η (r, σ) =
∑
σ

Nσ∑
i=1

|ψσi (r)|
2 . (2.148)

A energia cinética das partículas independentes, Ts, é dada por:

Ts = −1

2

∑
σ

Nσ∑
i=1

⟨
ψσi (r)

∣∣∇2
∣∣ψσi (r)⟩ , (2.149)

Ts =
1

2

∑
σ

Nσ∑
i=1

⟨∇ψσi (r) |∇ψσi (r)⟩ , (2.150)

Ts =
1

2

∑
σ

Nσ∑
i=1

∫
d3r |∇ψσi (r)|

2 . (2.151)

De�nimos a energia de interação coulombiana clássica da densidade eletrônica η (r) como:

EHartree =
1

2

∫
d3rd3r′

η (r) η (r′)

|r − r′|
. (2.152)

A aproximação de Kohn-Sham para a interação completa do problema de muitos corpos é feito

reescrevendo a expressão de H-K para o funcional da energia do estado fundamental, equação

(2.141), da seguinte forma:

EKS = Ts [η] +

∫
d3rVext (r) η (r) + EHartree [η] + Exc [η] . (2.153)

Aqui Vext (r) é o potencial externo devido aos núcleos e a qualquer campo externo. A energia

cinética das partículas independentes Ts é dada explicitamente como um funcional dos orbitais

ψσi (r); no entanto, Ts, para cada spin, deve ser um funcional único da densidade η (r, σ). Isso é

garantido pelo segundo teorema de HK.

Como mencionado anteriormente, todos os efeitos de troca e correlação são combinados em

um ente de�nido como energia de troca e correlação Exc [η]. Se comparamos as expressões de HK,

equação (2.141), e KS, equação (2.153), que de�nem a energia do estado fundamental, podemos

encontrar uma relação explícita para Exc [η]. Em termos do funcional de HK, FHK [η] dado pela

equação (2.142), teremos:

EKS [η] = Ts [η] +

∫
d3rVext (r) η (r) + EHartree [η] + Exc [η] ,

EHK [η] ≡ FHK [η] +

∫
d3rVext (r) η (r) ,

subtraindo estas duas equações teremos:

EHK [η]− EKS [η] = FHK [η]− (Ts [η] + EHartree [η] + Exc [η]) , (2.154)
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como EHK [η] e EKS [η] são iguais, pois descrevem a energia do mesmo sistema, então

0 = FHK [η]− (Ts [η] + EHartree [η] + Exc [η]) , (2.155)

Exc [η] = FHK [η]− (Ts [η] + EHartree [η]) , (2.156)

usando a forma explícita de FHK [η], equação (2.142),

Exc [η] = T [η] + Eint [η]− (Ts [η] + EHartree [η]) , (2.157)

Exc [η] = T [η]− Ts [η] + Eint [η]− EHartree [η] , (2.158)

aqui [η] denota um funcional da densidade η (r, σ) que depende da posição r e do spin σ. A tabela

2.1 mostra o valor de T [η]− Ts [η] para alguns átomos.

Átomo T [η]− Ts [η] ( eV)
H− 0, 8
He 1, 0
Li+ 1, 1
Be2+ 1, 1
Li 1, 7
Be 2, 0

Tabela 2.1: Diferença entre as energias cinéticas do sistema interagente e não interagente [3].

Podemos concluir a partir da equação (2.158) que Exc [η] deve ser um funcional da densidade,

pois as expressões do membro direito desta equação são todos funcionais da densidade eletrô-

nica.Vemos claramente a partir dessa equação que o funcional de troca e correlação é composto

pela diferença entre a energia cinética do sistema real, T [η], pela energia cinética do sistema auxi-

liar e pela diferença entre a energia de interação interna do sistema real pela energia de interação

elétron-elétron do sistema auxiliar, que neste caso é representada pela energia de Hartree.

Se o funcional universal Exc [η] de�nido por (2.158) for conhecido, então a energia exata do

estado fundamental e a densidade do sistema multieletrônico podem ser encontradas. Como

mencionado no início desta seção, quanto mais precisa for a aproximação feita para Exc [η], melhor

serão os resultados obtidos pelo método de K-S.

A solução para o sistema auxiliar proposto por K-S pode ser resolvido via minimização do

funcional da energia com respeito à densidade η (r, σ). Já que Ts, equação (2.151), é explicitamente

expresso como um funcional dos orbitais, porém todos os outros termos presentes no funcional

são funcionais de η (r, σ), então podemos aplicar o princípio variacional com respeito aos orbitais

ψσi (r). De�nindo uma energia de K-S, E
′
KS, dada por:

E
′

KS = EKS −
∑
σ

Nσ∑
i=1

ϵσi

{∫
d3rψσ∗i (r)ψσi (r)− 1

}
. (2.159)

Onde ϵσi é um multiplicador de lagrange e o termo entre chaves é um vínculo a ser satisfeito. Outra
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condição a ser satisfeita é a ortogonalidade entre as autofunções, ou seja:⟨
ψσi (r) |ψσ

′

j (r)
⟩
= δi,jδσ,σ′ .

Aplicando o método descrito acima na equação (2.159), teremos:

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δEKS
δψσ∗i (r)

− δ

δψσ∗i (r)

∑
σ

Nσ∑
i=1

ϵσi

{∫
d3rψσ

′∗
j (r)ψσ

′

j (r)− 1

}
, (2.160)

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δEKS
δψσ∗i (r)

−
∑
σ

Nσ∑
i=1

ϵσi

{
δ

δψσ∗i (r)

∫
d3rψσ

′∗
j (r)ψσ

′

j (r)

}
, (2.161)

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δEKS
δψσ∗i (r)

−

{∑
σ

Nσ∑
i=1

ϵσi δi,jδσ,σ′ψσ
′

j (r)

}
, (2.162)

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δEKS
δψσ∗i (r)

− ϵσi ψ
σ
i (r) ,

substituindo a forma explícita de EKS:

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δTs [η]

δψσ∗i (r)

+
δ

δψσ∗i (r)

{∫
d3rVext (r) η (r, σ) + EHartree [η] + Exc [η]

}
− ϵσi ψ

σ
i (r) , (2.163)

usando a regra da cadeia no segundo termo do membro esquerdo, obtemos:

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δTs [η]

δψσ∗i (r)

+
δ

δη (r, σ)

{∫
d3rVext (r) η (r, σ) + EHartree [η] + Exc [η]

}
δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
− ϵσi ψ

σ
i (r) . (2.164)

Como estamos tentando encontrar um extremos (neste caso um mínimo), então esta última equa-

ção deve se anular, assim:

δE
′
KS

δψσ∗i (r)
=

δTs [η]

δψσ∗i (r)

+
δ

δη (r, σ)

{∫
d3rVext (r) η (r, σ) + EHartree [η] + Exc [η]

}
δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
− ϵσi ψ

σ
i (r) = 0. (2.165)

Calcularemos separadamente os seguintes termos: δTs[η]
δψσ∗

i (r)
e δη(r,σ)
δψσ∗

i (r)
, a saber:

δTs [η]

δψσ∗i (r)
=

δ

δψσ∗i (r)

{
−1

2

∑
σ

Nσ∑
j=1

⟨
ψσj (r)

∣∣∇2
∣∣ψσj (r)⟩

}
, (2.166)

δTs [η]

δψσ∗i (r)
=

δ

δψσ∗i (r)

{
−1

2

∑
σ′

Nσ∑
j=1

∫
d3rψσ

′∗
j (r)∇2ψσ

′

j (r)

}
, (2.167)
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δTs [η]

δψσ∗i (r)
= −1

2

∑
σ′

Nσ∑
j=1

∫
d3r

δψσ
′∗
j (r)

δψσ∗i (r)
∇2ψσ

′

j (r) , (2.168)

usando o resultado obtido na equação (2.17), temos que:

δTs [η]

δψσ∗i (r)
= −1

2

∑
σ′

Nσ∑
j=1

∫
d3rδijδσ,σ′δ(r − r′)∇2ψσ

′

j (r) , (2.169)

δTs [η]

δψσ∗i (r)
= −1

2

∑
σ′

Nσ∑
j=1

δi,jδσ,σ′∇2ψσ
′

j (r) , (2.170)

δTs [η]

δψσ∗i (r)
= −1

2
∇2ψσi (r) . (2.171)

Calculando o próximo termo:

δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
=

δ

δψσ∗i (r)

{∑
σ

Nσ∑
i=1

|ψσi (r)|
2

}
, (2.172)

δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
=

δ

δψσ∗i (r)

{∑
σ′

Nσ∑
j=1

ψσ
′∗
j (r)ψσ

′

j (r)

}
, (2.173)

δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
=
∑
σ′

Nσ∑
j=1

δψσ
′∗
j

δψσ∗i (r)
(r)ψσ

′

j (r) , (2.174)

δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
=
∑
σ′

Nσ∑
j=1

δi,jδσ,σ′ψσ
′

j (r) , (2.175)

δη (r, σ)

δψσ∗i (r)
= ψσi (r) . (2.176)

Substituindo os resultados obtidos, equações (2.171) e (2.176), na equação (2.165), teremos

−1

2
∇2ψσi (r) +

δ

δη (r, σ)

{∫
d3rVext (r) η (r, σ) + EHartree [η] + Exc [η]

}
ψσi (r)

−ϵσi ψσi (r) = 0, (2.177)

−1

2
∇2ψσi (r) +

{
δ

δη (r, σ)

∫
d3rVext (r) η (r, σ) +

δEHartree [η]

δη (r, σ)
+
δExc [η]

δη (r, σ)

}
ψσi (r)

−ϵσi ψσi (r) = 0, (2.178)

−1

2
∇2ψσi (r) +

{
Vext (r) +

δEHartree [η]

δη (r, σ)
+
δExc [η]

δη (r, σ)

}
ψσi (r)− ϵσi ψ

σ
i (r) = 0. (2.179)
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De�nindo

V σ
KS (r) ≡ Vext (r) +

δEHartree [η]

δη (r, σ)︸ ︷︷ ︸
≡ VHartree (r)

+

δExc [η]

δη (r, σ)︸ ︷︷ ︸
≡ V σ

xc (r)

, (2.180)

e

Ĥσ
KS (r) ≡ −1

2
∇2 + V σ

KS (r) , (2.181)

podemos reescrever a equação (2.179) como:

Ĥσ
KS (r)ψ

σ
i (r) = ϵσi ψ

σ
i (r) , (2.182)

que são as famosas equações de K-S. Obseve que temos uma equação tipo Schrödinger!

Figura 2.6: Representação esquemática do loop auto-consistente para a obtenção da solução das
equações de Kohn-Sham [8].

As equações de K-S têm a forma de equações de partícula independente cujo potencial deve

ser encontrado via método auto-consistente. A Fig.2.6 representa pictoricamente a forma auto-

consistente para encontrar as soluções da equação de K-S. Essas equações são independentes de

qualquer aproximação proposta para o potencial de troca e correlação e nos conduz à densidade

do estado fundamental e à energia do sistema interagente se Exc [η] for conhecida para o sistema

em questão. Além disso, segue-se, a partir dos teoremas de H-K, que a densidade do estado

fundamental determina univocamente o potencial, portanto existirá um único potencial de K-S,

V σ
KS (r), associado ao sistema eletrônico interagente dado. A solução da equação (2.182) nos dará

toda a informação Física que necessitarmos para quanti�car nosso sistema interagente.

Temos, portanto, todas as informações que necessitamos para quanti�car o estado fundamental.

Porém, podemos nos indagar sobre a seguinte questão: e as energias de excitação? Será que essas
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energias são bem descritas pelos autovalores de K-S? A resposta é direta: não. A justi�cativa

para a resposta negativa é que os autovalores de K-S não possuem signi�cado físico, ou seja, não

correspondem às energias necessárias para adicionar ou retirar elétron do sistema real. A única

exceção diz respeito ao maior autovalor em sistemas �nitos, pois nesses casos este autovalor é

interpretado como o negativo da energia de ionização, −I [1] [8]. A falha em descrever as energias

de excitação, assim como todas as propriedades de caráter dinâmico, que são propriedades de

interesse físico, motivaram grandes cientistas, tais como Erich Runge, E. K. U. Gross entre outros,

a formular uma teoria que descrevesse a dinâmica dos sistemas eletrônicos. No próximo capítulo,

mostraremos os principais resultados de uma teoria alternativa que se mostrou muito útil em

descrever a dinâmica desse sistemas.



Capítulo 3

Teoria do Funcional da Densidade

Dependente do Tempo

3.1 Preliminares

A teoria do funcional da densidade dependente do tempo (TDDFT) é uma abordagem teórica

para a dinâmica Quântica do problema de muitos corpos. Ela pode ser usada para descrever

sistemas quânticos que não são estacionários. Como consequência, a TDDFT fornece um mé-

todo formalmente exato e praticamente conveniente para a descrição dos mais diversos fenômenos

dependentes do tempo.

Novamente, estamos interessado em sistemas constituidos N -elétrons com coordenadas r =

(r1, ..., rN), porém obedecendo agora a equação de Schrödinger dependente do tempo, a saber:

i
∂Ψ(r, t)

∂t
= Ĥ(r, t)Ψ(r, t). (3.1)

O hamiltoniano agora é escrito como:

Ĥ(r, t) = T̂ (r) + Ŵ (r) + V̂ext(r, t), (3.2)

onde T̂ (r) é a energia cinética, Ŵ (r) é o potencial coulombiano e V̂ext(r, t) é um potencial qualquer

que depende explicitamente do tempo. O hamiltoniano (3.2) é inteiramente geral e descreve uma

gama de situações físicas e químicas de interesse, como por exemplo átomos, moléculas ou sólidos

em um campo elétrico ou magnético dependente do tempo. Portanto, está claro que estamos

interessados em como se dá a dinâmica desse sistema.

Existem, porém, diferentes tipos de evolução temporal em mecânica quântica que são de grande

interesse físico. Muitos deles pertencem a um dos dois seguintes cenários [1]:

Primeiro cenário. Considere um sistema que inicia-se em um estado fora do equilíbrio e evolui

livremente sob um potencial estático. Um exemplo unidimencional é ilustrado na Fig.3.1: no

tempo inicial t0, a densidade tem uma forma assimétrica a qual, claramente, não é um autoestado

do potencial poço quadrado. A densidade é então �liberada� e começa a oscilar para frente e para

trás, enquanto que o potencial poço quadrado se mantém estático.

37
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Figura 3.1: O primeiro cenário da evolução
temporal: o potencial externo é estático, po-
rém o sistema inicia-se em um estado fora
do equilíbrio. A densidade então oscila para
frente e para trás

Figura 3.2: O segundo cenário da evolução
temporal: O sistema inicia-se a partir do es-
tado fundamental e evolui sob a in�uência de
um potencial externo que é ligado no tempo
inicial t0.

Segundo cenário. Considere agora um sistema que está inicialmente no estado fundamental,

e está sujeito a um potencial dependente do tempo que é ligado em t0. Esse cenário é ilustrado

na Fig.3.2 para um potencial tipo poço quadrado que está �mexendo� sob a imposição de um

potencial linear dependente do tempo. Esse cenário guia-nos também a uma densidade oscilante.

TDDFT nos permite descrever ambos os cenários dinâmicos exatamente para qualquer sistema

constituído de muitos corpos. Para procedermos na resolução do problema em questão, precisamos

derivar uma versão dinâmica da equação de Kohn-Sham. Isso nos permitirá realizar propagações

de sistemas quânticos em tempo real, partindo de um estado inicial arbitrário sob a in�uência de

um potencial externo também arbitrário.

Portanto, como veremos, a TDDFT usará muitos conceitos familiares advindos da DFT, o

mais proeminente são as idéias de Kohn-Sham, discutidas na Seção 2.3.2, além de uma extensão

depentende do tempo dos teoremas de Hohenberg-kohn, conhecidos como Teoremas de Runge-

Gross.

3.2 O Teorema de Runge-Gross

Os pilares da DFT são os teoremas de Hohenberg-Kohn, como visto na Seção 2.3.1. A correspon-

dência unívoca entre a densidade do estado fundamental e o potencial externo tornou possível a

construção de funcionais. A partir desses funcionais a tarefa de determinar as propriedades do

sistema se tornaram menos árduas. Portanto, procurar generalizações para situações dependentes

do tempo, em princípio, facilitará a obtenção das propriedades desejadas.

O teorema de Runge-Gross, desenvolvido em 1983 por Erich Runge e E. K. U. Gross [5],

consiste em uma generalização dependente do tempo dos teoremas de Hohenberg-Kohn. Na me-

cânica Quântica �estática� o estado fundamental de qualquer sistema pode ser determinado via
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minimização do funcional da energia total, ou seja:

E [Φ] =
⟨
Φ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Φ⟩ . (3.3)

Em sistemas dependentes do tempo, não há um princípio variacional em termos da energia total,

pois esta quantidade não é uma grandeza conservada. No entanto, existe uma quantidade análoga

a energia que se conserva. Essa quantidade é conhecida como ação. Neste caso, a ação é dada

por:

A [Φ] =

∫ tf

t0

dt

⟨
Φ(t)

∣∣∣∣i ∂∂t − Ĥ(t)

∣∣∣∣Φ(t)⟩ , (3.4)

onde Φ(t) é uma função de N -corpos de�nida em algum espaço conveniente. A partir da equação

(3.4) podemos obter duas propriedades da ação: i) igualando a derivada funcional em relação

Φ∗(t) à zero, obtemos a equação de Schrödinger dependente do tempo. Podemos, no entanto,

resolver o problema dependente do tempo calculando o ponto estacionário do funcional A [Φ]. A

função ψ(t), que torna o funcional estacionário, será então a solução da equação de Schörodinger.

Devemos observar que aqui não há um "princípio minímo", como no caso da DFT, mas sim

um "princípio estacionário". ii) A ação é sempre nula quando Φ(t) = ψ(t), ou seja, a ação é

estacionária, A [ψ(t)] = 0, quando encontramos a solução.

Tendo as noções da TDDFT, mostraremos a extensão dos teoremas de H-K. Seja dois potenciais

V (r, t) e V ′(r, t), diferindo por mais que uma função que dependa do tempo, c(t), então eles não

produzirão a mesma densidade dependente do tempo, isto é:

V (r, t) ̸= V ′(r, t) + c(t) =⇒ η(r, t) ̸= η′(r, t). (3.5)

Esta a�rmação implica que existe uma correspondência unívoca entre o potencial e a densidade.

Supondo que os potenciais em questão possam ser expandidos em série de Taylor, obtemos:

V (r, t) =
∞∑
k=0

ck(r)(t− t0)
k, (3.6)

onde os coe�cientes ck(r) são dados por:

ck(r) =
1

k!

∂k

∂tk
V (r, t)|t=t0 . (3.7)

Podemos ainda de�nir a seguinte função:

Uk(r) =
∂k

∂tk
[V (r, t)− V ′(r, t)] |t=t0 . (3.8)

Vemos claramente que se os dois potenciais diferem por mais que uma função dependente do

tempo, então o coe�ciente na expansão de Taylor, em torno de t0, irá diferir por mais de uma

constante. Portanto,

∃k≥0 : Uk(r) ̸= constante. (3.9)
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Mostraremos inicialmente que se V (r, t) ̸= V ′(r, t) + c(t), então as densidades de corrente j

e j ′, gerados por V (r, t) e V ′(r, t) são também diferentes. A densidade de corrente j pode ser

escrita como o valor esperado do operador densidade de corrente, a saber:

j(r, t) = ⟨ψ(t) |ȷ̂(r)|ψ(t)⟩ , (3.10)

onde o operador ȷ̂(r) é dado por:

ȷ̂(r) = − 1

2i

{[
∇ψ̂

†
(r)
]
ψ̂(r)− ψ̂

†
(r)
[
∇ψ̂(r)

]}
. (3.11)

Usaremos agora a equação de movimento da mecânica quântica, o qual é válido para qualquer

operador, Ô(t),

i
d

dt

⟨
ψ(t)

∣∣∣Ô(t)∣∣∣ψ(t)⟩ =

⟨
ψ(t)

∣∣∣∣i ∂∂tÔ(t) + [Ô(t), Ĥ(t)
]∣∣∣∣ψ(t)⟩ , (3.12)

para escrever as equações de movimento para as densidades de corrente j e j ′, a saber:

i
d

dt
j(r, t) =

⟨
ψ(t)

∣∣∣[ȷ̂(r), Ĥ(t)
]∣∣∣ψ(t)⟩ , (3.13)

i
d

dt
j ′(r, t) =

⟨
ψ′(t)

∣∣∣[ȷ̂(r), Ĥ ′(t)
]∣∣∣ψ′(t)

⟩
. (3.14)

Como iniciamos a partir de um estado inicial �xo, em t0 as funções de onda, as densidades e as

densidades de corrente entre os sistemas com e sem linha são:

|ψ(t0)⟩ = |ψ′(t0)⟩ ≡ |ψ0⟩, (3.15)

η(r, t0) = η′(r, t0) ≡ η0(r), (3.16)

j(r, t0) = j ′(r, t0) ≡ j0(r). (3.17)

Se �zermos a diferença entre as equações de movimento (3.13) e (3.14), obtemos, em t0 a

seguinte expressão:

i
d

dt
{j(r, t)− j ′(r, t)} |t=t0 =

⟨
ψ0

∣∣∣[ȷ̂(r), Ĥ(t0)− Ĥ ′(t0)
]∣∣∣ψ0

⟩
, (3.18)

como os hamiltonianos Ĥ(t0) e Ĥ ′(t0) diferem apenas pelo potencial externo, então a última

equação se reescreve como:

i
d

dt
{j(r, t)− j ′(r, t)} |t=t0 = ⟨ψ0 |[ȷ̂(r), V (r, t0)− V ′(r, t0)]|ψ0⟩ , (3.19)

d

dt
{j(r, t)− j ′(r, t)} |t=t0 = η0(r)∇ [V (r, t0)− V ′(r, t0)] . (3.20)

Vamos assumir que a condição (3.9) seja satisfeita a partir de k = 0, isto é, os dois potenciais,

V (r, t) e V ′(r, t), diferem desde t0 . Isto implica que a derivada do lado esquerdo na equação
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(3.20) é diferente de zero, pois ∇ [V (r, t0)− V ′(r, t0)] ̸= 0. As duas densidades de corrente j(r, t)

e j ′(r, t) serão, consequentemente, diferentes para t > t0. Se k é muito maior que zero, a equação

de movimento é aplicada k + 1 vezes produzindo o seguinte resultado:

dk+1

dtk+1
{j(r, t)− j ′(r, t)} |t=t0 = η0(r)∇Uk(r). (3.21)

O membro direito da equação (3.21) é diferente de zero, o que, novamente, implica que j(r, t) ̸=
j ′(r, t) para t > t0. Isto conclui o primeiro passo da prova do teorema de Runge-Gross.

O segundo passo é provar que j(r, t) ̸= j ′(r, t) implica em η(r, t0) ̸= η′(r, t0). Para prosseguir

com esta proposição, partiremos da equação de continuidade, a saber:

∂

∂t
η(r, t) = −∇.j(r, t). (3.22)

Se escrevermos a equação (3.22) para o sistema com e sem linha e efetuarmos a diferença entre

eles, teremos:
∂

∂t
{η(r, t)− η′(r, t)} = −∇. {j(r, t)− j ′(r, t)} . (3.23)

Como antes, queremos uma expressão que envolva a k-ésima derivada do potencial externo. Efe-

tuando (k + 1) vezes a derivada temporal na equação (3.23), obtemos:

∂k+2

∂tk+2
{η(r, t)− η′(r, t)} |t=t0 = −∇. ∂

k+1

∂tk+1
{j(r, t)− j ′(r, t)} |t=t0 , (3.24)

substituindo a expressão (3.21), obtemos:

∂k+2

∂tk+2
{η(r, t)− η′(r, t)} |t=t0 = −∇. {η0(r)∇Uk(r)} . (3.25)

Pela hipótese (3.9) temos que Uk(r) ̸= constante. Consequentemente, se

∇. {η0(r)∇Uk(r)} ≠ 0, (3.26)

então η(r, t0) ̸= η′(r, t0) e portanto o teorema de Runge-Gross estaria demonstrado. Para mostrar

que a equação (3.26) é satisfeita, iremos demonstra este resultado por redução ao absurdo. Vamos

assumir que ∇. {η0(r)∇Uk(r)} = 0 com Uk(r) ̸= constante, segue-se então a seguinte relação:∫
d3rUk(r)∇. {η0(r)∇Uk(r)} = 0, (3.27)

usando a identidade vetorial ∇. [α.β] = β.∇α+ α∇.β para reescrever a equação (3.27), teremos:∫
d3r
{
∇. [Uk(r)η0(r)∇Uk(r)]− η0(r) [∇Uk(r)]2

}
= 0 (3.28)
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usando o teorema de Green para reescrever a primeira integral, obtemos a seguinte relação:∫
S

Uk(r)η0(r)∇Uk(r).dS −
∫
d3rη0(r) [∇Uk(r)]2 = 0. (3.29)

A primeira integral anula-se se a densidade e a função Uk(r) decaem de maneira rasoavel quanto

r → ∞. Essa a�rmação é sempre válida para sistemas �nitos. Temos ainda que o integrando

η0(r) [∇Uk(r)]2 é sempre positivo. Para que a equação (3.29) seja então satisfeita temos que a

densidade η0 ou Uk(r) devem se anular identicamente. A primeira hipótese é obviamente falsa

enquanto a segunda contradiz nossa hipótese inicial de que Uk(r) ̸= constante. Isto conclui prova

do teorema de Runge-Gross �
Temos agora em mãos, o ferramental matemático completo que nos permitirá desenvolver a

TDDFT. Precisamos agora desenvolver métodos que nos permitam resolver o problema, ou seja,

encontrar todas as propriedades desejadas. Na próxima subseção mostraremos a extensão das

equações de Kohn-Sham para sistemas dependentes do tempo.

3.3 Equações de Kohn-Sham dependentes do tempo

O formalismo desenvolvido por Kohn-Sham tem sido bem sucedido na determinação das propri-

edades do estado fundamentas na DFT. Portanto, tentar generalizá-las é o primeiro passo para

a obtenção das propriedades desejadas. Como mencionado na subseção anterior, o teorema de

Runge-Gross rea�rma, de modo geral, que qualquer observável pode ser calculado se conhecermos

a densidade. Porém, nada nos é falado sobre como calcular esta quantidade. De modo análogo ao

que vimos na Seção 2.3.2, procuramos as equações que nos darão toda a informação do sistema

em questão, ou seja, estamos à procura de uma generalização das equações de Kohn-Sham. No

caso dependente do tempo, a extensão natural da equação Kohn-Sham possui a seguinte forma:

i
∂

∂t
φi(r, t) =

{
−∇2

2
+ VKS (r,t)

}
φi(r, t), (3.30)

onde VKS (r,t) é uma generalização da expressão (2.180), dada por:

V σ
KS (r,t) ≡ Vext (r,t) + VHartree (r,t) + Vxc (r,t) , (3.31)

onde:

VHartree (r,t) =

∫
d3r′

η(r, t0)

|r − r′|
. (3.32)

O último termo da expressão (3.31), o potencial de troca e correlação, contém todos os efeitos

não-triviais dos sistemas de muitos corpos. Na DFT, Vxc (r,t) é normalmente escrito como uma

derivada da energia de troca e correlação, conforme pode ser observado na equação (2.180). Esse

resultado foi obtido via minimização da energia total, mas no caso da TDDFT isto não é mais

verdade. Portanto, teremos que encontrar a forma explícita de Vxc (r,t).

Van Leeuwen, em 1998 [1] [9], usando o formalismo de Keldish, de�niu uma nova ação que

contornassem os problemas causais contidos na teoria. Assim, com a nova ação em mãos, o
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potencial de troca e correlação pôde ser encontrado. A forma desse potencial é a seguinte:

Vxc (r,t) =
δÃxc

δη(r, τ)
|η(r,t), (3.33)

onde τ representa o pseudo-tempo de Keldish. Inevitavelmente, a forma exata de Vxc (r,t) como

um funcional da densidade é desconhecida e, portanto, para resolver a equação (3.30), temos que

recorrer a algumas aproximações para Vxc (r,t).

Após a resolução da equação de Kohn-Sham dependentes do tempo via método auto-consistente,

encontramos as autofunções φi(r, t). De maneira analoga à DFT, a densidade do sistema intera-

gente pode ser obtida a partir da seguinte combinação dos orbitais de Kohn-Sham, a saber:

η(r, t) =
occ∑
i

|φi(r, t)|
2 . (3.34)

Portanto, todo o sistema interagente original pode ser caracterizado.

De modo geral, resolver a equação de Kohn-Sham é muito difícil. No entanto, em certas

situações, quando o potencial externo é fraco, podemos usar a teoria de pertubação para obter

de modo direto todas as propriedades de interesse. Na próxima seção, trataremos da Teoria da

Resposta Linear que nos permitirá obter um �atalho� na hora de caracterizar os sistemas.

3.4 Teoria da Resposta Linear

Em muitas situações de interesse prático, sistemas são submetidos à pequenas pertubações e

consequentemente não desviam muito do estado inicial. Isto acontece em muitas aplicações de

espectroscopia, em que a resposta a uma pequena pertubação é usada para sondar as propriedades

espectrais de um sistema. Nesses casos, não é necessário resolver completamente a equação de

Kohn-Sham. Portanto, o objetivo da teoria da resposta linear é calcular diretamente as mudanças

sofridas pelos observáveis, em primeira ordem, usando teoria de pertubação sem calcular as mu-

danças ocorridas nas funções de onda. Para formalizar o que foi dito, obsevaremos o que acontece

com a densidade quando a pertubação a qual o sistema esta submetido é pequena.

Vamos assumir que, para t < t0, o potencial dependente do tempo VTD seja nulo, ou seja,

o sistema está sob a ação apenas do potencial nuclear, V (0), e, além disso, o sistema está no

estado fundamental com densidade η(0). Em t0 nós ligamos a pertubação V (1) e, portanto, o

potencial externo total possui a seguinte forma: Vext = V (0)+ V (1). Claramente o termo V (1)

induz uma mudança na densidade. Se a pertubação considerada é bem comportada, como na

maioria das situações físicas relevantes, então podemos expandir a densidade em termos de uma

série pertubativa,a saber [1]:

η(r, t) = η(0)(r) + η(1)(r,t) + η(2)(r,t) + ..., (3.35)

onde η(1)(r,t) é a componente de η(r,t) que depende linearmente em V (1), η(2)(r,t) é a componente

que depende quadraticamente e assim por diante. Como a pertubação considerada, por hipótese,
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é fraca, iremos consider apenas até o termo linear, η(1). O termo η(1) escrito no espaço das

frequências será [1] [9] :

η(1)(r,ω) =

∫
d3r′χ(r, r′, ω)V (1)(r′, ω). (3.36)

A quantidade χ(r, r′, ω) é a função resposta linear da densidade. De modo geral, avaliar a quan-

tidade χ(r, r′, ω) é uma tarefa muito árdua quando tratada via teoria de pertubação [9]. No

entanto, podemos recorrer a métodos de TDDFT para simpli�car o processo.

Recorrendo ao método de Kohn-Sham dependente do tempo, podemos calcular a mudança

linear na densidade usando o sistema �ctício desenvolvido por Kohn-Sham, a saber1:

η(1)(r,ω) =

∫
d3r′χKS(r, r

′, ω)V
(1)
KS(r

′, ω). (3.37)

A função resposta χKS(r, r
′, ω) é a função resposta para o sistema não interagente e é, consequen-

temete, muito mais simples de se calcular. Em termos dos orbitais estacionários não-pertubados

de Kohn-Sham, a função resposta se escreve como [9]:

χKS(r, r
′, ω) = lim

η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)
φj(r)φ

∗
j(r

′)φk(r
′)φ∗

k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη
, (3.38)

onde fm é o número de ocupação do m-ésimo orbital do estado fundamental de Kohn-Sham. O

potencial que aparece na equação (3.37), V (1)
KS , leva em consideração apenas as mudanças lineares

do potencial original, VKS. Esta quantidade pode ser escrita da seguinte forma:

V (1)(r′, t) = V (1) (r,t) + V
(1)
Hartree (r,t) + V (1)

xc (r,t) , (3.39)

onde a variação do potencial externo é simplesmente dado por V (1), enquanto que as outras duas

quantidades são dadas por:

V
(1)
Hartree (r,t) =

∫
d3r′

η(1)(r,t)

|r − r′|
, (3.40)

e

V (1)
xc (r,t) =

∫
dt′
∫
d3r′

δVxc (r,t)

δη(r′,t′)
η(1)(r′,t′). (3.41)

É útil introduzir o Kernel de troca e correlação, fxc , de�nido como:

fxc =
δVxc (r,t)

δη(r′,t′)
. (3.42)

Combinando os resultados obtidos anteriormente e transformanto-os para o espaço das frequên-

1Todos os passos matemáticos relevantes encontram-se feitos no apêndice A
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cias, obtemos [9]:

η(1)(r,ω) =

∫
d3r′χKS(r, r

′, ω)V (1) (r′,ω)

+

∫
d3x

∫
d3r′χKS(r, x, ω)

[
1

|x− r′|
+ fxc (x, r

′, ω)

]
η(1)(r′,ω). (3.43)

A partir das equações (3.36) e (3.43) tem-se a seguinte expressão [9]:

χ(r, r′, ω) = χKS(r, r
′, ω)

+

∫
d3x

∫
d3x′χ(r,x, ω)

[
1

|x− x′|
+ fxc (x, x

′, ω)

]
χKS(x, r

′, ω). (3.44)

Esta equação é uma representação exata da resposta densidade linear no sentido de que, se pos-

suirmos o potencial exato de Kohn-Sham, então a solução via método alto-consistente da equação

(3.44) nos dará a função resposta do sistema interagente.

Usaremos todo esse formalismo desenvolvido aqui para descrever uma das propriedades de

maior interesse, a saber: energias de excitação. Na próxima seção faremos uso da Teoria da

Resposta Linear para calcular as energias de excitação de sistemas multieletrônicos.

3.5 Energias de Excitação

3.5.1 Excitações via teoria da resposta linear

As energias de excitação são de�nidas como sendo a diferença de energia entre o estado fundamen-

tal, E0, e um autoestado de interesse En, por exemplo. No entanto, na TDDFT esta metodologia

não é muito utilizada, pois para calcular os autoestados precisamos resolver a equação de Kohn-

Sham. Em TDDFT, portanto, é útil descrever excitações como sendo um processo dinâmico onde

o sistema transita entre dois auto-estados; a energia de excitação então corresponde a uma frequên-

cia característica, a qual descreve o rearrajo da densidade de probabilidade durante o processo

de transição. Em outras palavras, cada excitação corresponde a um automodo característico do

sistema de N -elétrons interagentes.

A primeira solução alto-consistente da resposta linear, equação (3.44), foi obtida por Zangwill

and Soven em 1980 [9]. Os seus resultados para o espectro de absorção de fotons pelo Xenon para

as energias abaixo da energia limite de ionização é mostrada na Fig.3.3:

Infelizmente, uma solução completa da equação (3.44) ainda é bastante difícil numericamente

[9]. Além do grande esforço requerido para resolver as equações integrais, precisamos ainda da

função resposta do sistema não interagente como um input. Para obter esta quantidade é necessário

executar uma soma sob todos os estados, sejam eles ocupados ou não, conforme equação (3.38).

Tais somas convergem lentamente e requerem a inclusão de muitos estado desocupados. Há, no

entanto, meios de contornar esse problema. Um desses meios, que será tratado aqui, foi proposto

por Petersilka et al. [9]



CAPÍTULO 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE DEPENDENTE DO TEMPO46

Figura 3.3: Seção transversal da foto - absorção total do xenon versus a energia do foton na
vizinhaça limiar 4d. A linha sólida representa os cálculos obtidos via TDDFT e os "x"são os
resultados experimentais [9].

A função resposta densidade pode ser escrita na representação de Lehmann [9], a saber:

χ(r, r′, ω) = lim
η→0+

∑
m

[
⟨0 |η(r)|m⟩ ⟨m |η(r′)| 0⟩
ω − (Em − E0) + iη

− ⟨0 |η(r′)|m⟩ ⟨m |η(r)| 0⟩
ω + (Em − E0) + iη

]
, (3.45)

onde |m⟩ é um conjunto completo de estados com energia Em. A partir dessa expansão �ca claro

que a função resposta linear completa tem pólos nas frequências correspondentes às energias de

excitação do sistema interagente, ou seja:

Ω = Em − E0. (3.46)

Isso faz sentido, pois se aplicarmos uma pertubação cuja frequência corresponde a uma das energias

de excitação, então a resposta do sistema será muito grande (vemos um pico no espectro). Como o

potencial externo não possui nenhum pólo, então a equação (3.36) implica que η(1)(r,ω) tem pólos

nas energias de excitação, Ω. Por outro lado, χKS tem pólos relativos às energias de excitação

do sistema não interagente que são dados pela diferença de energias dos orbitais de Kohn-Sham

ϵj − ϵk, conforme equação (3.38).

Rearranjando os termos na equação (3.43) obtemos uma equação bastante sugestiva2, a saber

[1] [9]: ∫
d3r′ [δ (r − r′)− Ξ (r, r′, ω)] η(1)(r′,ω) =

∫
d3r′χKS(r, r

′, ω)V (1) (r′, ω) , (3.47)

2Todos os passos matemáticos relevantes encontram-se feitos no apêndice B



CAPÍTULO 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE DEPENDENTE DO TEMPO47

onde Ξ (r, r′, ω) é de�nida como:

Ξ (r, r′, ω) ≡
∫
d3r′′χKS(r, r

′′, ω)

[
1

|r′′ − r′|
+ fxc (r

′′, r′, ω)

]
. (3.48)

Como visto anteriormente, no limite em que ω → Ω a densidade linear η(1) tem um pólo, enquanto

que o lado direito da equação (3.47) se mantém �nita. Para a igualdade (3.47) ser satisfeita, é

necessário que o operador multiplicando η(1) tenha autovalores nulos para a energia de excitação

Ω . Isto implica que λ (ω) → 1 quando ω → Ω, em que λ (ω) é a solução da seguinte equação de

autovalores: ∫
d3r′Ξ (r, r′, ω) ξ (r′, ω) = λ (ω) ξ (r′, ω) . (3.49)

Essa é uma a�rmação rigorosa que permite a determinação das energias de excitação de um sistema

a partir do conhecimento das expressões χKS e fxc. É possível transformar essa equação em uma

outra tendo as verdadeiras energias de excitação do sistema, Ω, como autovalores [9]. Faremos

isso usando a seguinte quantidade:

ζjk (ω) =

∫
d3r′

∫
d3r′′φ∗

j (r
′′)φk (r

′′)

[
1

|r′′ − r′|
+ fxc (r

′′, r′, ω)

]
ξ (r′, ω) (3.50)

Com a ajuda de ζjk, a equação (3.49) pode ser reescrita como [9]:

∑
j,k

(fk − fj)φj (r)φ
∗
k (r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη
ζjk (ω) = λ (ω) ξ (r, ω) . (3.51)

Resolvendo esta equação para ξ (r, ω) e substituindo na equação (3.50), chegamos ao seguinte

resultado [1] [9]: ∑
j′,k′

Mjk,j′k′

ω − (ϵj′ − ϵk′) + iη
ζj′k′ (ω) = λ (ω) ζjk (ω) , (3.52)

onde de�nimos o elemento de matrix Mjk,j′k′ , como:

Mjk,j′k′ (ω) = (fk − fj)

∫
d3r

∫
d3r′φ∗

j (r)φk (r)φj (r
′)φ∗

k (r
′)

[
1

|r − r′|
+ fxc (r, r

′, ω)

]
. (3.53)

Introduzindo o novo autovalor:

βjk =
ζjk (Ω)

Ω− (ϵj′ − ϵk′)
, (3.54)

no limite η → 0, e usando a condição λ (Ω) = 1, podemos reformular a equação (3.52) em termos

de uma nova equação de autovalor, a saber [1] [9]:∑
j′,k′

[δjj′δkk′ (ϵj′ − ϵk′) +Mjk,j′k′ (Ω)] βj′k′ = Ωβjk. (3.55)

A equação de autovalor (3.55) pode ser resolvida de muitos modos distintos. Por exempo,

é possível expandir todas as quantidades em uma base apropriada e resolver numericamente a

equação de autovalor matricial. Como uma alternativa, podemos realizar uma expansão de Laurent
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ao redor da energia de excitação. Fazendo essa expansão teremos [9]:

χKS(r, r
′, ω) = lim

η→0+

φj0 (r)φ
∗
j0
(r′)φk0 (r

′)φ∗
k0
(r)

ω − (ϵj0 − ϵk0) + iη
+ ordens mais altas. (3.56)

Desprezando os termos de ordem superior, a equação (3.49) torna-se a chamada aproximação de

pólo simples (SPA) que nos fornecem as seguintes energias de excitação [9]:

Ω = ∆ϵ+K (∆ϵ) , (3.57)

onde ∆ϵ é a diferença entre os autovalor de Kohn-Sham do orbital desocupado j0 e o orbital

ocupado k0,

∆ϵ = ϵj0 − ϵk0 , (3.58)

e K (∆ϵ) é uma correção dada por:

K (∆ϵ) = 2ℜ
∫
d3r

∫
d3r′φj0 (r)φ

∗
j0
(r′)φk0 (r

′)φ∗
k0
(r)

[
1

|r − r′|
+ fxc (r, r

′,∆ϵ)

]
. (3.59)

Embora a energia de excitação (3.57) não seja tão precisa quanto a solução da equação de

autovalor, essa fórmula nos fornece uma forma simples e rápida de obter tal propriedade. Para

ver o quão precisa essa abordagem é, listamos na Tabela 3.1 as energias de excitação devido a

transição 1S →1 P para alguns átomos.

Átomo ∆ϵLDA
ΩLDA/ALDA ∆ϵEXX

ΩEXX/PGG ΩExperimental

Be 0.129 0.200 0.130 0.196 0.194
Mg 0.125 0.176 0.117 0.164 0.160
Ca 0.088 0.132 0.079 0.117 0.108
Zn 0.176 0.239 0.157 0.211 0.213
Sr 0.082 0.121 0.071 0.105 0.099
Cd 0.152 0.214 0.135 0.188 0.199

Tabela 3.1: Energias de excitação 1S →1 P para alguns átomos. ΩExperimental indica os resultados
experimentais encontrados em [9].

Surpreendentemente, a diferenças entre os autovalores de Kohn-Sham, ∆ϵ, são da mesma

ordem de grandeza do ΩExperimental; para outros sistemas essa diferença torna-se ainda menor.

Como outro exemplo vide Tabela 3.2.

Pudemos observar nessas tabelas a importância da correção K (∆ϵ) para a obtenção de um

resultado mais preciso nas energias de excitação; a escolha mais conveniênte para a aproximação

do Kernel de troca e correlação varia de sistema para sistema [1].

Portanto, para sistemas cuja pertubação externa é pequena as energias de excitação podem

ser obtidas com muita precisão usando a teoria da resposta linear.
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exato/ALDA (xc) exato/PGG
Estado k0 → j0 ∆ϵKS SPA Completa SPA completa Exata
23S 1s→ 2s 0,74600 0,7357 0,7351 0,7232 0,7207 0,7285

21S 0,7718 0,7678 0,7687 0,7659 0,7578
33S 1s→ 3s 0,8392 0,8366 0,8368 0,8337 0,8343 0,8350

31S 0,8458 0,8461 0,8448 0,8450 0,8425
43S 1s→ 4s 0,8688 0,8678 0,8679 0,8667 0,8671 0,8672

41S 0,8714 0,8719 0,8710 0,8713 0,8701
23P 1s→ 2p 0,7772 0,7702 0,7698 0,7693 0,7688 0,7706

21P 0,7764 0,7764 0,7850 0,7844 0,7799
33P 1s→ 3s 0,8476 0,8456 0,8457 0,8453 0,8453 0,8456

31P 0,8483 0,8483 0,8500 0,8501 0,8486
43P 1s→ 4s 0,8722 0,8714 0,8715 0,8712 0,8713 0,8714

41P 0,8726 0,8726 0,8732 0,8733 0,8727
Desvio abs. Médio 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
Erro médio % 0,15% 0,13% 0,13% 0,13% 0,13%

Tabela 3.2: Comparação da energia de excitação para o Hélio neutro, calculado a partir do po-
tencial de troca e correlação exato [9]. SPA signi�ca �single pole approximations�, enquanto
�completa� signi�ca solução da equação (3.55) negligenciando estados contínuos.



Capítulo 4

Conclusões e Perspectivas Futuras

Tratamos ao longo deste trabalho sistemas constituídos de muitos elétrons por varios méto-

dos, cujas premissas eram completamente diferentes. No capítulo 2 tratamos, basicamente, os

sistemas multieletrônicos via duas grandes teorias, a saber: �métodos baseados em funções de

onda� e Teorias do Funcional da Densidade. Os métodos que mais se destacaram foram as teorias

de Hartre, Hartree-Fock, Thomas-Fermi e Thomas-Ferm-Dirac. Essas aproximações, como são

conhecidas, nos permitiram escrever as energias de excitação e a energia total do sistema, por

exemplo. Permitiram também a criação de uma teoria muito mais abrangente conhecida como

Teoria do Funcional da Densidade (DFT), cujos fundamentos garantem que quaisquer proprieda-

des podem ser escritas como funcionais. A DFT se mostrou muito útil no cálculo das propriedades

do estado fundamental, no entanto, propriedades dependentes do tempo não eram comtepladas. A

extensão natural desta teoria para fenômenos dependentes do tempo foi realizadas por E. Runge

e E. K. U. Gross. Essa teoria �cou cnhecida como Teoria do Funcional da Densidade Dependente

do Tempo (TDDFT).

Vimos ao longo do último capítulo todo o formalismo no qual a TDDFT está baseada

e o quão precisa ela pode ser na determinação das energias de excitação. Porém, a TDDFT

mostra-se muito útil na descrição de muitas outras propriedades e possui aplicabilidade nas mais

diversas áreas. Como exemplo, na Biologia tem-se utilizado a TDDFT no estudo de grandes

biomoléculas com o objetivo de entender a estrutura eletrônica e as propriedades ópticas [1].

Outra grande aplicação dessa teoria consiste em estudar óptica linear e não-linear em matériais.

Há também estudos que tentam estender essa técnica para sistemas com temperatura �nita e

sistemas cujas correções relativísticas sejam signi�cantes. A extensão para temperatura �nita, por

exemplo, permite estudar fenômenos termodinâmicos fora do equilíbrio, além de transporte térmico

e propriedades termoelétricas. Como todos os resultados são obtidos por meios numéricos, foram

desenvolvidos muitos códigos que contivessem em sua estrutura todo o formalismo da TDDFT.

Um dos código mais empregado nessa tarefa é conhecido como Octopus [10]. Tal código, ainda

em desenvolvimento, nos permite estudar todos os fenômenos dependentes do tempo citados ao

longo deste trabalho com bastante precisão.

Portanto, temos como objetivo futuro estudar toda a técnica mostrado aqui de maneira prática

usando o Octopus.
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Apêndice A

Resposta Linear

De�nindo as seguintes quantidades [11], teremos:

χ (rt, r′t′) =
δρ [Vext(rt)]

δVext(r′t′)
|vext[ρ0] (A.1)

ρ1(rt) =

∫
dt′
∫
d3r′χ (rt, r′t′)V (1)(r′t′) (A.2)

χKS (rt, r
′t′) =

δρ [VKS(rt)]

δVKS(r′t′)
|vext[ρ0] (A.3)

onde Vs(rt) é dado por:

VKS (r,t) ≡ Vext (r,t) + VHartree (r,t) + Vxc (r,t) (A.4)

Reescrevendo a equação (A.1), teremos:

χ (rt, r′t′) =

∫
d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δVKS(xτ)

δVext(r′t′)
|vext[ρ0], (A.5)

substituindo VKS (r,t), teremos:

χ (rt, r′t′) =∫
d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δ

δVext(r′t′)
{Vext (r,τ) + VHartree (r,τ)} (A.6)∫

d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δVxc (r,t)

δVext(r′t′)
(A.7)

calculando as derivadas:

χ (rt, r′t′) =

∫
d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δVext (x,τ)

δVext(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δVHartree (x,τ)

δVext(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ
δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)

δVxc (x,τ)

δVext(r′t′)
, (A.8)
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χ (rt, r′t′) =

∫
d3x

∫
dτ

δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)︸ ︷︷ ︸
χKS (rt, xτ)

δVext (x,τ)

δVext(r′t′)︸ ︷︷ ︸
δ (xτ − r′t)

+

∫
d3x

∫
dτ

δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)︸ ︷︷ ︸
χKS (rt, xτ)

δVHartree (x,τ)

δVext(r′t′)
(A.9)

+

∫
d3x

∫
dτ

δρ [Vext(rt)]

δVKS(xτ)︸ ︷︷ ︸
χKS (rt, xτ)

Vxc (x,τ)

δVext(r′t′)
, (A.10)

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτχKS (rt, xτ)

δVHartree (x,τ)

δVext(r′t′)
(A.11)

+

∫
d3x

∫
dτχKS (rt, xτ)

Vxc (x,τ)

δVext(r′t′)
, (A.12)

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δVHartree (x,τ)

δρ (x′, τ)

δρ (x′, τ)

δVext(r′t′)
(A.13)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτχKS (rt, xτ)

Vxc (x,τ)

δρ (x′, τ)

δρ (x′, τ)

δVext(r′t′)
, (A.14)

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δVHartree (x,τ)

δρ (x′, τ ′)

δρ (x′, τ ′)

δVext(r′t′)︸ ︷︷ ︸
χ (x′τ ′, r′t′)

(A.15)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δVxc (x,τ)

δρ (x′, τ ′)

δρ (x′, τ ′)

δVext(r′t′)︸ ︷︷ ︸
χ (x′τ ′, r′t′)

, (A.16)

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δVHartree (x,τ)

δρ (x′, τ ′)
χ (x′τ ′, r′t′) (A.17)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δVxc (x,τ)

δρ (x′, τ ′)
χ (x′τ ′, r′t′) , (A.18)

os termos δVHartree(x,τ)
δρ(x′,τ ′)

e Vxc(x,τ)
δρ(x′,τ ′)

, são dados por:

δVHartree (x,τ)

δρ (x′, τ ′)
=

δ

δρ (x′, τ ′)

∫
d3x′

ρ (x′, τ)

|x− x′|
=
δ (τ − τ ′)

|x− x′|
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δVxc (x,τ)

δρ (x′, τ ′)
≡ fxc (xτ, x

′τ ′) .

Portanto:

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δ (τ − τ ′)

|x− x′|
χ (x′τ ′, r′t′) (A.19)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ) fxc (xτ, x

′τ ′)χ (x′τ ′, r′t′) , (A.20)

χ (rt, r′t′) = χKS (rt, r
′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δ (τ − τ ′)

|x− x′|
χ (x′τ ′, r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ) fxc (xτ, x

′τ ′)χ (x′τ ′, r′t′) . (A.21)

Multiplicando a equação (A.21) por V (1)(r′t′) e integrando em r′t′, teremos:∫
d3r′dt′χ (rt, r′t′)V (1)(r′t′)︸ ︷︷ ︸

≡ ρ1(rt)

=

∫
d3r′dt′χKS (rt, r

′t′)V (1)(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

δ (τ − τ ′)

|x− x′|

∫
d3r′dt′χ (x′τ ′, r′t′)V (1)(r′t′).︸ ︷︷ ︸

≡ ρ1(x
′τ ′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ) fxc (xτ, x

′τ ′)

∫
d3r′dt′χ (x′τ ′, r′t′)V (1)(r′t′).︸ ︷︷ ︸

≡ ρ1(x
′τ ′)

(A.22)

ρ1(rt) =

∫
d3r′dt′χKS (rt, r

′t′)V (1)(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ)

{
δ (τ − τ ′)

|x− x′|
+ fxc (xτ, x

′τ ′)

}
ρ1(x

′τ ′), (A.23)

ρ1(rt) =

∫
d3r′dt′χKS (rt, r

′t′)V (1)(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτχKS (rt, xτ)

∫
d3x′

∫
dτ ′

δ (τ − τ ′)

|x− x′|
ρ1(x

′τ ′)︸ ︷︷ ︸
VHartree (x,τ)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ) fxc (xτ, x

′τ ′) ρ1(x
′τ ′), (A.24)
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ρ1(rt) =

∫
d3r′dt′χKS (rt, r

′t′)V (1)(r′t′)

+

∫
d3x

∫
dτχKS (rt, xτ)VHartree (x,τ)

+

∫
d3x

∫
dτ

∫
d3x′

∫
dτ ′χKS (rt, xτ) fxc (xτ, x

′τ ′) ρ1(x
′τ ′). (A.25)

A equação (A.25) é a densidade desejada.



Apêndice B

Energias de Excitação

Reescrevendo a equação (A.25) de maneira sugestiva teremos (escrevendo-a no espaço das frequên-

cias [11]):

∫
d3r′ [δ (r − r′)− Ξ (r, r′, ω)] η(1)(r′,ω) =∫

d3r′χKS(r, r
′, ω)V (1) (r′, ω) , (B.1)

onde Ξ (r, r′, ω) é de�nida como:

Ξ (r, r′, ω) ≡
∫
d3r′′χKS(r, r

′′, ω)

[
1

|r′′ − r′|
+ fxc (r

′′, r′, ω)

]
. (B.2)

Como visto, no limite em que ω → Ω a densidade linear η(1) tem um pólo, enquanto que o lado

direito da equação (B.1) se mantém �nita. Para a igualdade (B.1) ser satisfeita, é necessário que

o operador multiplicando η(1) tenha autovalores nulos para a energia de excitação Ω . Isto implica

que λ (ω) → 1 quando ω → Ω, em que λ (ω) é a solução da seguinte equação de autovalores:∫
d3r′Ξ (r, r′, ω) ξ (r′, ω) = λ (ω) ξ (r, ω) . (B.3)

Substituindo a forma explícita de Ξ (r, r′, ω), teremos:∫
d3r′

∫
d3r′′χKS(r, r

′′, ω)

[
1

|r′′ − r′|
+ fxc (r

′′, r′, ω)

]
ξ (r′, ω) = λ (ω) ξ (r, ω) , (B.4)

como χKS(r, r
′′, ω) é dado pela expressão

χKS(r, r
′, ω) = lim

η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)
φj(r)φ

∗
j(r

′)φk(r
′)φ∗

k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη
, (B.5)
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temos, substituindo este resultado, a seguinte expressão:

λ (ω) ξ (r, ω) =

lim
η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)φj(r)φ
∗
k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη

∫
d3r′

∫
d3r′′φ

∗
j(r

′′)φk(r
′′)

|r′′ − r′|
ξ (r′, ω)+ (B.6)

lim
η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)φj(r)φ
∗
k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη

∫
d3r′

∫
d3r′′φ∗

j(r
′′)φk(r

′′)fxc (r
′′, r′, ω) ξ (r′, ω) . (B.7)

De�nindo a seguinte substituição de variável

ζjk (ω) =

∫
d3r′

∫
d3r′′φ∗

j (r
′′)φk (r

′′)

[
1

|r′′ − r′|
+ fxc (r

′′, r′, ω)

]
ξ (r′, ω) , (B.8)

teremos:

lim
η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)φj(r)φ
∗
k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη
ζjk (ω) = λ (ω) ξ (r, ω) . (B.9)

Resplvendo a equação (B.9) para a variável ξ (r, ω), obtemos:

ξ (r, ω) =
1

λ (ω)
lim
η→0+

∞∑
j,k

(fk − fj)φj(r)φ
∗
k(r)

ω − (ϵj − ϵk) + iη
ζjk (ω) , (B.10)

substituindo-a na equação (B.8), teremos:

λ (ω) ζjk (ω) =

lim
η→0+

∞∑
j′,k′

(fk − fj)

ω −
(
ϵ′j − ϵ′k

)
+ iη

∫
d3r′

∫
d3r′′φ

∗
j (r

′′)φk (r
′′)φj(r

′)φ∗
k(r

′)

|r′′ − r′|
ζj′k′ (ω)+

lim
η→0+

∞∑
j′,k′

(fk − fj)

ω −
(
ϵ′j − ϵ′k

)
+ iη

∫
d3r′

∫
d3r′′φ∗

j (r
′′)φk (r

′′)φj(r
′)φ∗

k(r
′)fxc (r

′′, r′, ω) ζj′k′ (ω) ,

(B.11)

de�nindo

Mjk,j′k′ (ω) = (fk − fj)

∫
d3r

∫
d3r′φ∗

j (r)φk (r)φj (r
′)φ∗

k (r
′)

[
1

|r − r′|
+ fxc (r, r

′, ω)

]
, (B.12)

teremos:

lim
η→0+

∑
j′,k′

Mjk,j′k′ (ω)

ω − (ϵj′ − ϵk′) + iη
ζj′k′ (ω) = λ (ω) ζjk (ω) . (B.13)

No limite em que η → 0+, ω → Ω e consequentemente λ (ω) → 1, obtemos:

∑
j′,k′

Mjk,j′k′ (Ω)

Ω− (ϵj′ − ϵk′)
ζj′k′ (Ω) =

λ (Ω)︸ ︷︷ ︸
= 1

ζjk (Ω) , (B.14)
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de�nindo um novo conjunto de variáveis, a saber:

βjk =
ζjk (Ω)

Ω− (ϵj′ − ϵk′)
, (B.15)

podemos reescrever a equação (B.14) da seguinte forma:

∑
j′,k′

Mjk,j′k′ (Ω)

ζj′k′ (Ω)

Ω− (ϵj′ − ϵk′)︸ ︷︷ ︸
βj′k′

=

ζjk (Ω)

Ω− (ϵj − ϵk)︸ ︷︷ ︸
βjk

[Ω− (ϵj − ϵk)] , (B.16)

∑
j′,k′

Mjk,j′k′ (Ω) βj′k′ = βjk [Ω− (ϵj − ϵk)] , (B.17)

∑
j′,k′

{δjj′δkk′ (ϵj′ − ϵk′) +Mjk,j′k′ (Ω)} βj′k′ = Ωβjk. (B.18)

Essa equação de autovalor nos permite calcular as verdadeiras energias de excitação.
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