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“Consider ye the seed from which ye sprang;
Ye were not made to live like unto brutes,
But for pursuit of virtue and of knowledge.”
(Dante Alighieri, Inferno - Canto XXVI)






Resumo

Um provador interativo de teoremas (ou assistentes de provas) é uma ferramenta que
auxilia o desenvolvimento de provas formais. Este trabalho fez uma revisao bibliografica
dos fundamentos matematicos destas ferramentas. Além disso apresentou o assistente de
provas COQ e como ele implementa alguns destes conceitos. Alternativamente, apresentou-
se os testes baseados em propriedades que é uma solugao intermedidria entre os testes
unitarios e as provas formais. Este trabalho utilizou entao essa metodologia para analisar

um algoritmo de expressoes regulares que foi publicado como Functional pearl.

Palavras-chave: coq. expressoes regulares. programcao funcional. provadores de teoremas.

quickcheck. testes baseados em propriedades.
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1 Introducao

‘Perlis: Boa parte da complexidade de um programa € espuria, vdrios
casos testes podem ser estudados para exaurir o problema. A dificuldade trata-se
apenas de isolar os melhores casos de teste, nao em provar o algoritmo, pois
isso seque da escolha dos melhores casos de testes.

Dijkstra: Testes apenas demonstram a presencga, nao a auséncia, de bugs.’
(RANDELL, 1996)

A area de computacdao denominada de métodos formais utiliza-se de conceitos
fundamentados na matematica e logica na especificacdo de construcao de software e
hardware. Esta drea de conhecimento é extremamente importante para a computacao

distribuida, dado a complexidade de seus protocolos que requer especificagoes detalhadas.

A robustez e a qualidade de um software pode estar atrelada diretamente a quao
bem escritos estao seus testes. Uma base de cddigo ndo testada torna dificil a manutencao
e a evolugao do software, dado que as alteragoes podem provocar erros que serao dificeis
de encontrar e isolar. Entao, testar codigo nao é s6 importante, mas é algo necessario
ao desenvolvimento de qualquer sistema. Contudo, como qualquer c6digo, testes exigem
manutencao e evolugao. Testes ruins e ineficientes podem tornar uma integracao continua
invidvel. Portanto, é desejavel que se escrevam testes mais robustos (que testam mais) com

a menor quantidade de cédigo possivel.

De forma geral, um projeto de software genérico possuira trés niveis: testes unitarios,
testes de integragao e testes de sistema (DOOLEY, 2011). Testes unitarios por si s6 nao
garantem a corretude de um sistema como um todo, apenas de um determinado modulo.
Deve-se também garantir que os testes do médulo foram bem pensandos, i.e., eles testam
situagoes inusitadas ou casos pouco comuns. A responsabilidade de escrever bons testes
fica a cargo da equipe de desenvolvimentos. Os testes de integragdo buscam garantir que a
comunicagao entre os modulos esta sendo feita de forma correta, i.e., os testes sdo escritos
com informagoes providas pelas interfaces, sendo desnecessario conhecer como os modulos
estdo implementados. O testes de sistema verificam se o sistema esta completamente

integrado de acordo com o que é esperado.

Como ja foi enfatizado na citacdo de Dijkstra, testes nao garantem a auséncia de
bugs, apenas uma prova formal pode fazé-lo. Contudo, provas matematicas da corretude
de software podem levar tempo e exigem um tipo de conhecimento muito especifico. Nesse
ponto, a utilizagao de testes baseados em propriedades podem ser uma boa alternativa,

pois nao so oferecem garantias melhores que as providas por testes unitarios.
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A plataforma utilizada para este trabalho é o assistente de provas Coq (TEAM,
2019), que foi criado para desenvolver provas matemaéticas, escrever especificagoes formais
de programas e verificar sua corretude com respeito a especificacdo. A linguagem usada
para escrever as provas chama-se Gallina!'. Os termos dessa linguagem podem representar
programas, propriedades e provas de propriedades. Usando o Isomorfismo de Curry-Howard
(segdo 2.1.3) programas, propriedades e provas podem ser formalizadas na mesma linguagem,
conhecida como "Céalculo de Construgoes Indutivas', trata-se de um A-Calculo tipado de
ordem superior, inicialmente investigado em (COQUAND; HUET, 1986). A légica central
¢ de natureza intuicionista (se¢do 2.1.1), regras como terceiro excluido (F PV =P) ou
eliminacao da dupla negacao (——P F P) nao valem naturalmente. Alguns projetos de

notoriedade feitos em COQ incluem:

o CompCert (LEROY et al., 2012): Um compilador para um subconjunto da linguagem
C formalmente verificado, o codigo gerado em assembly tem garantias de seguir o

comportamento descrito pelo codigo fonte em C.
« Uma prova formal do famoso teorema das 4 cores (GONTHIER, 2008).
o CertiKOS (GU et al., 2011): Uma arquitetura para construgao de kernels concorrentes.
« FSCQ (CHEN et al., 2017): Um sistema de arquivos formalmente verificado.

« O projeto UniMath (VOEVODSKY et al., 2014): Uma biblioteca que visa formalizar

um corpo substancial da matematica sob o ponto de vista univalente.

Recentemente, o ecosistema do COQ ganhou uma implementacao do QuickCheck
(CLAESSEN; HUGHES, 2011) denominada QuickChick. O QuickCheck é um protocolo
originalmente implementado em Haskell e também trata-se da primeira biblioteca para
testes baseados em propriedaes. A utilizacao de uma biblioteca para testes num provador de
teoremas pode parecer estranha, mas é extremamente 1til quando lidados com conjecturas,
se um caso que as falsifique for encontrado entao podemos usar essa informagao para
melhorar nossas defini¢coes ou tentar entender melhor o problema, evitando assim a perda

de tempo numa prova impossivel.

1.1 Objetivo geral

o Implementar e analisar uma engine para expressoes regulares através de testes

baseados em propriedades.

1 Um trocadilho com Coq, que significa "Galo" em francés
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1.2 Objetivos especificos

o Fazer uma revisao bibliografica dos fundamentos matematicos e l6gicos para criagao

de software correto por construgao.
o Implementar o algoritmo descrito no artigo "A play on regular expressions' em Coq.

o Implementar geradores e verificar a robustez da implementacao em COQ usando

testes baseados em propriedades da biblioteca QuickChick.
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2 Fundamentacao Tedrica

‘Aristoteles formulou seus silogismos na antiguidade e William de Ockham
estudou logica na idade média. Contudo, a disciplina de logica moderna comegou

com Gottlob Frege e seu Begriffschrift, escrito em 1879 quando o mesmo tinha
31 anos.’ Philip Wadler (WADLER, 2000)

2.1 A logica do séc.XIX e a crise do séc.XX

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 - 1925) foi um matematico, l6gico e filésofo
alemao que trabalhou na Universidade de Jena. Fregue essencialmente reestruturou a
disciplina da Logica ao construir um sistema formal que deu origem ao calculo de predica-
dos. Em seu sistema formal, Frege desenvolveu a andlise de proposi¢oes quantificadas e
formalizou a nocao de "Prova" em termos que ainda sao aceitos atualmente. Frege entao
demonstrou que seria possivel utilizar este sistema para resolver proposi¢oes matematicas
tedricas em termos de nogoes logicas e matematicas mais simples. Um dos Axiomas que
Frege adicionou ao seu sistema, na tentativa de derivar partes significantes da Matematica
via Ldgica, acabou sendo incosistente (ZALTA, 2018).

Figura 1 — Gottlob Frege e Bertrand Russell

O paradoxo foi uma descoberta independente do fil6sofo inglés Bertrand Russell e
acabou demonstrando que o formalismo desenvolvido por Frege era, na verdade, incon-
sistente. Particurlamente o problema se encontrava no Axioma V, conhecido atualmente
como compreensao irrestrita de conjuntos (IRVINE; DEUTSCH, 2016). O paradoxo de
Russell se origina da ideia de que qualquer condi¢ao pode ser usada para determinar um

conjunto:
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1. A notagao da compreensao de conjuntos, denotando "O conjunto dos z tal que ¢(z)".
{ ] p(@)}

2. Seja R o conjunto {x | =¢(z)}, onde p(x) =z € .
3. Re R?
4. Paradoxo:

e Se Re R, entao R ¢ R.
e Se R¢ R, entao R € R.

ou seja:

ReR < R¢R

2.1.1 O programa de Hilbert, Gédel e Brouwer

As respostas a este paradoxo comecaram a surgir no inicio do século XX. O Principia
Mathematica de Russell & Whitehead demonstrou que o formalismo l6gico poderia, de
fato, expressar boa parte da Matemadtica. Inspirado por essa visao, David Hilbert e seus
colegas em Gottigen propuseram um programa para a constru¢ao de um base axiomatica
para a Logica e a Teoria dos Conjuntos, de forma a resolver o Entscheidungsproblem!,
i.e., desenvolver um procedimento efetivamente calculdvel para determinar a verdade ou
falsidade de qualquer proposigao. Isso, porém, pressupoe a nogao de completude: Para
cada afirmacao P, ou P ou sua negagiao (—P) possuem uma prova. O programa liderado
por Hilbert foi enfraquecido pelos resultados obtidos por Kurt Godel em 1930, onde o

mesmo provou que a aritmética era incompleta (WADLER, 2015).

Paralelamente o matematico holandés Luitzen Brouwer desenvolveu o intuicionismo,
cuja idéia bésica é a de que nao se pode afirmar a existéncia de um objeto matematico
a menos que se possa definir um procedimento para construi-lo. Os matematicos Arend
Heyting e Andrey Kolmogorov formalizaram essa ideia de forma idependente nos anos 30.
A interpretacao BHK? atribui um tipo diferente de interpretacao para o ato de provar.
Na légica classica a semantica de uma féormula pode ser analizada através de sua tabela
verdade, na légica intuicionista utiliza-se a ideia de construcdo de uma prova, que pode
ser especificada via indugao na estrutura das formulas (TROELSTRA, 2003):

e Uma prova de AA B é dada por um par de provas (p, ¢), onde p é uma prova de A e

g é uma prova de B.

Problema da decisao

2 Brower, Heyting & Kolmogorov
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e Uma prova de AV B possui forma (0, p) (sendo p uma prova de A) ou (1, q) (onde ¢

¢ uma prova de B).

o A prova de A — B é uma construcao g que transformar qualquer prova p de A em

uma prova ¢(p) de B.

e | nao possui prova. A prova de = A é uma construcao que transforma qualquer prova

de A numa prova de L, i.e., A é definida como A — L.
e Uma prova p de 3x € D, ¢(x) é um par (d, q), onde d € D e g é uma prova de ¢(d).

e Uma prova p de Vz € D, p(x) é uma fungao que converte qualquer elemento d € D

numa prova de ¢(d).

2.1.2  Church, Turing e Gentzen

Alonzo Church introduziu o A\-Célculo como um novo formalismo para os fun-
damentos da matematica, muitos o consideram a primeira linguagem de programacao,
criada décadas antes dos primeiros computadores. Essa formulagdo também ¢é capaz de
representar qualquer fun¢ao computével. De forma independente (e no mesmo ano) Alan
Turing escreveu um artigo sobre a maquina que recebe seu nome, demonstrando que o
Entscheidungsproblem nao é decidivel e que sua formulagao era equivalente a de Church
(WADLER, 2000).

Um tratamento mais rigoroso sobre o calculo de Church pode ser encontrando em
(HINDLEY; SELDIN, 2008), nesta segao procura-se desenvolver algumas nogoes forma
intuitiva. No A-Célculo a nogao de computacao é expressa através da abstragao e aplicagao
de fungoes. Dado um conjunto contavel de simbolos X, um A-termo pode ser definido da

seguinte forma indutiva como uma:

e Variavel: Se e € X, entao e é um A-termo.
« Aplicagdo: Sejam e; e ey A-termos, entdo a aplicagdo (e; e3) é um A-termo.

o Abstracao: Dada uma variavel € X e um A-termo e, temos que (Az.e) também é

um A-termo.

No A-Célculo temos um universo onde programas sio dados. A definigdo de aplicacao
trabalha com a ideia de que qualquer termo pode ser um programa ou um dado. Podemos
aplicar qualquer termo f a qualquer termo ¢, gerando um novo termo (ft) (que pode ser
lido como uma funcao f(t)). Nas abstragoes entende-se por A\zx.t um programa que, dado
como argumento, retorna ¢ como saida, por exemplo, o programa (Az.(x z)) toma x como
entrada e retorna (r ) como saida (BAEZ; STAY, 2010).
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Dizemos que x é uma variavel ligada se x esta no escopo de algum A, por exemplo
x é ligado em (Az.yx), a varidvel y ndo estd no escopo de nenhum A\ em (Az.yz) e é dita
ser livre. O conjunto de todas as varidveis livres de um A-termo P ¢é denotado por F'V(P)
(HINDLEY; SELDIN, 2008). A seméantica dos A-termos ¢é definida a partir de regras de

redugao/conversao:

o a-conversao: Permite a renomeacao de varidveis que estejam no escopo de um A.
(Az.(zz)) = (My-(yy))

o [-redugao: A aplicagdo de uma abstragao (Az.t) no A-termo s deve, necessariamente,

retornar um ¢t com todas as ocorréncias de z substituidas por s (¢[s/z]).
((Az.t)s) >p t[s/x]

Exemplo 2.1.1.
(Az.z(zy))n >p (x(zy))z/n] = n(ny)

o n-reducao: Elimina abstra¢des redundantes.
(Az.(tx)) >y, t, x & FV(t)

Exemplo 2.1.2.

Mr.ex)e >, ee
( )e' >,

O calculo de Church apresenta inconsisténcias, inicialmente encontradas por Kleene
e Rosser em (KLEENE; ROSSER, 1935), sendo depois simplificadas por Haskell Curry
(SHAPIRO; BEALL, 2018). Isso levou Church a desenvolver versoes tipadas deste sistema

formal nos anos 40.

O segundo objetivo do programa de Hilbert foi o estabelecimento da consisténcia
de vérias Légicas, uma Légica inconsistente pode derivar qualquer férmula, o que a torna
initil. Em 1935 o alemao Gerhard Gentzen introduziu nao apenas uma, mas duas novas
formulagoes para a logica: Dedugao Natural e o Calculo com Sequentes. Gentzen generalizou
a nocgao de julgamento, originalmente desenvolvida por Frege, para incluir a nocao de

Hipdteses em seus Sequentes, a notacao:

¢17"'7¢n|_w17"'>wn

significa que a partir das premissas ¢1, ..., ¢, pelo menos uma das férmulas 91, ...,1, é
verdadeira. Se I" e 3 sdo conjuntos de férmulas, o sequente I' F ¥ indica que é consequéncia
de todas as féormulas de I' que pelo menos uma férmula em Y é verdadeira. Sequentes

bésicos como ¢ - ¢ sao tomados como axiomas. Em contraste com os sistemas dedutivos



2.1. A ldgica do séc.XIX e a crise do séc. XX 33

de Hilbert, caracterizados por poucas regras de inferéncia e muitos axiomas, os sistemas
de Gentzen possuem apenas um axioma e varias regras de inferéncias (com os conectivos
l6gicos).

A originalidade desses sistemas dedutivos esta em perceber que regras logicas devem
vir sempre em pares (introdugao e eliminac¢ao). Uma regra de introdugao especifica sob
quais circunstancias é possivel asserir uma férmula dado um conectivo légico, enquanto as
regras de eliminagao especificam como usar os conectivos légicos para gerar conclusoes

(WADLER, 2015).

—1Ip
T AR A
T BF A I'-B—>A AFB
_—— — F
T'-B— A AR A
I'~A AFB T'-AAB T-AAB
Vi Nby ——————— 2
I''AFAAB T+ A B

Figura 2 — Deducao Natural de Gentzen.

2.1.3 O isomorfismo de Curry-Howard

O isomorfismo (ou correspondéncia) de Curry-Howard extende a interpretagao BHK
numa relagdo entre programas e provas. Trata-se de observacao que provas na Deducao
Natural Intuicionista de Gentzen possuem uma correspondéncia com com programas
escritos no A-Célculo tipado de Church (WADLER, 2015). Essa relagao foi descoberta por
Haskell B. Curry e William Howard.

ID
Me:AkFa: A
e:BFt:A ''rt:B—A Atru:B
— 1 — B
'FXxt:B— A AFtu:A
'kt:A Aru:B 'Ft:AANB 'Ft:AANB

1 NI

NI A
VAR (tu) :AANB [Ftfst:A I'+tsnd:B

Figura 3 — A-Célculo tipado de Church (vermelho), Deducao Natural de Gentzen (azul).

A ideia de usar computadores para conduzir uma massiva formalizacdo da mate-
matica é bem antiga, mas so foi aparecer como um projeto bem articulado a partir dos
esforcos do matematico N.G. de Brujin, em seu Automath de Brujin utilizou o isomorfismo
de Curry-Howard para verificar computacionalmente teoremas matematicos. Nas palavras

do préprio de Brujin (BRULJIN, 1983):



34 Capitulo 2. Fundamentac¢io Teorica

(a) Kurt Godel

(d) L. E. J. Brouwer (e) Arend Heyting (f) Andrey Kolmogorov

(g) Alonzo Church

(k) Jean-Yves Girard

(m) Robin Milner (n) J. Roger Hindley

Figura 4 — Durante o séc.XX, logicos, matematicos e cientistas da computacao chegaram
a resultados similares, utilizando abordagens diferentes.
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O Automath é uma linguagem para expressar pensamentos matematicos de
forma detalhada. Nao se trata de uma linguagem de programacao, embora
de se assemelhar com uma. E definido através de uma gramdtica, todo texto
escrito de acordo com suas regras tém garantia de se corresponder a um
conceito matematico correto. Ele pode ser usado para expressar boa parte
da matematica e admite diferentes fundamentos. As regras sao tais que um
computador por ser instruido para verificar se os textos escritos na linguagem
estao corretos. Textos estes que nao estao apenas restritos a provas de teoremas
simples; podendo conter teorias matematicas inteiros, incluindo as regras de

inferéncia usadas em tais teorias.

Um exemplo real da correspondéncia de Curry-Howard é o aparecimento de "nomes-
com-hifen" na literatura da Teoria dos Tipos.Vez ou outra um légico motivado por
problemas da Loégica e um cientista da computagao motivado por problemas praticos
acabam descobrindo exatamente o mesmo sistema de tipos (geralmente com o logico
chegando primeiro). A maioria das linguagens funcionais utiliza o sistema de tipos de
Hindley-Milner, descoberto pelo logico Hindley em 1969 e re-rescoberto pelo cientista
da computacao Milner em 1978. O mesmo ocorreu com os sistemas de Girard-Reynolds,
descobertos pelo légica Jean-Yves Girard em 1972 e re-rescobertos pelo cientista da
computacao John Reynolds em 1974 (WADLER, 2000).

Juntos, todos esses projetos ajudaram a concentrar a atengdo nas conexoes entre
logica, linguagem e matematica. Eles também permitiram que os logicos desenvolvessem
uma consciéncia explicita da natureza dos sistemas formais e dos tipos de resultados

metalogicos e metamatematicos que provaram ser centrais para a pesquisa nos fundamentos
da logica e da matemadtica nos tltimos cem anos (IRVINE; DEUTSCH, 2016).

A Ciéncia da Computagao como disciplina nasceu dos formalismos desenvolvidos
durante a crise dos fundamentos da matematica no século passado. A presenca de conceitos
l6gicos ocupa uma parte central da disciplina, chegando a ser descrita como "o célculo da
ciéncia da computacao" (MANNA; WALDINGER, 1985).

2.2 Expressoes Regulares

Warren McCulloch e Walter Pitts em (MCCULLOCH; PITTS, 1943) desenvolveram
modelos para tentar entender como cérebro humano conseguia produzir padroes complexos
a partir de células basicas conectadas. Neste trabalho ¢ descrito um modelo bem simplificado
de um neurdnio, sendo um dos primeiros exemplos do que veio a ser chamado depois de

redes neurais.
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Stephen Kleene, um matematico americano e estudante de Alonzo Church, inspirado
pelo trabalho de Warren e Pits descreveu estes modelos em (KLEENE, 1951) com uma
algebra que chamou de "conjuntos regulares'. A notacao usada para expressar esses
conjuntos ficou conhecida como "expressoes regulares', os resultados de Kleene, porém, s6

seriam aplicados na computagdao com o surgimento do Unix.

(c) Stephen Coole Kleene (d) Ken Thompson

Figura 5 — Entre as primeiras conjecturas de Warren e Pitts, até a primeira implementacao
por Thompson, se passaram mais de 20 anos

O Unix (oficialmente UNIX) é um sistema operacional multi-tarefa, multi-usuario
que possui muitas variagoes ao longo do tempo. O Unix original foi desenvolvido nos
laboratérios Bell da AT&T por Ken Thompson, Dennis Ritchie, entre outros. Thompson
publicou em 1968 "Um Algoritmo para buscas via Expressoes Regulares" (THOMPSON,
1968), depois implementando a notagiao de Kleene no editor de texto padrao do Unix (ed).
O trabalho de Thompson inspirou a criagao de compiladores para expressoes regulares
e eventualmente levou a criangao to programa grep em 1973 e sua implementacao mais
completa (o egrep) em 1979, por Alfred Aho. Outras ferramentas do Unix, como o editor
de streams sed e a linguagem awk, também provém mecanismos para descricao de padroes

via expressoes regulares.
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Simbolo Funcao
Match em qualquer caractere
[chars] Match em qualquer caractere no escopo dos
colchetes
[~chars] Match em qualquer caractere que nao esta no
escopo dos colchetes
- Match no inicio da linha
$ Match no fim de linha
\w Match em qualquer ‘'palavra', i.e.,
[a-zA-Z0-9 ]
\s Match em caracteres que representam espagos
em branco, i.e., [ \f\t\r\n]
| Match no elemento da esquerda ou da direita
(expr) Agrupa elementos
. Zero ou uma instancia do elemento que a
' precede
. Zero ou mais instancias do elemento que a
precede
Um ou mais instancias do elemento que a
+ precede
{n) Match em exatas n instancias de elementos
que a precede
{min, } Match em no minimo n instancias
. Match em qualquer quantidade de instancias
{min, max} :
entre min e max

Tabela 1 — Tabela com metacarateres usados em Perl Compatible Reqular Expressions nos

Unixes (NEMETH, 2017).

$ echo "the quick brown fox" | sed 's/"/start /'
start the quick brown fox

$ echo "<b>Removing</b> those <b>HTML</b> tags." | sed 's/<[">]*>//g'

Removing those HTML tags.

Listing 1 — Exemplos da utilizagao de regexes e do editor de streams sed.

2.3 Alfabetos, Linguagens e Strings

Um alfabeto é um conjunto finito (e ndo vazio) de caracteres, usualmente denotado

por X. Os elementos de ¥ sdao chamados de "simbolos". Alguns exemplos comuns de

alfabetos sdo:

e Xy ={a,b,c,...,2,A B,...,Z} é o alfabeto latino padrao.

e 35 ={0,1} é um alfabeto bindrio.
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e O conjunto de todos os caracteres ASCII.

Uma string (ou palavra) é qualquer sequéncia finita de simbolos extraidos de
um alfabeto especifico. Por exemplo, "010101111" é uma string gerada pelos simbolos do

alfabeto ¥ = {0, 1}, a string "1111" também pode ser gerada pelo mesmo alfabeto.

2.3.1 Operacdes em strings

Uma operacao util quando se lida com strings é poder computar seu comprimento.
O comprimento é definido pela quantidade de posigoes pros simbolos de uma string, vale
ressaltar que isso nao deve ser confundido com a quantidade de simbolos. Por exemplo, a
string "1010" possui apenas 2 simbolos (0 e 1), mas seu comprimento, i.e. a quantidade de
posigoes para estes simbolos, é 4. A notacao padrao para o comprimento de uma string w

qualquer é |w|.

Outra operacao usual é poder tomar duas strings arbitrarias z, y pertencentes a um
alfabeto X e poder concatena-las. A concatenacio de duas strings x, y formadas de simbolos
de 32, denotada por xy, representa a composicao dos simbolos de x = ajas . .. ax_1a; com os
simbolos de y = b1by ... b;_1b;, formando xy = aqas . .. ap_1aibi1by . .. b_1b; de comprimento
k+1.

Com as defini¢oes anteriores é possivel trabalhar com a nocao de uma "string vazia',
usualmente denotada por ¢, € é resultado da escolha de 0 simbolos de qualquer alfabeto .

A string vazia possui propriedades interessantes como:

e ¢ tem comprimento 0.
el =0

e ¢ ¢ o0 elemento neutro da concatenacao.
EW = W = WE
Se Y é um alfabeto, pode-se expressar o conjunto de todas as strings com um
determinado comprimento usando a notacdo de exponenciacdo. Define-se ¥ como o

conjunto das strings geradas por Y que possuem comprimento k. Por exemplo, dado
¥ = {0, 1}, tem-se:

° 20 = {8}
. Y1={0,1}
« ¥2=1{00,01,10,11}

. 33 = {000,001, 010,100, 101,011,110, 111}
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O conjunto de todas as strings em um alfabeto > é denotado por ¥*, se a string
vazia for desconsiderada usa-se X*. Ambos os casos sao representandos por uma uniao

infinita:

Y =xux'ux*u--. (2.1)
y=xlux?uxiu--.. (2.2)

2.3.2 Linguagens Regulares

Uma linguagem £ sob um alfabeto ¥ é um conjunto £ C 3. Alguns exemplos

abstratos incluem:

e Y* é uma linguagem sob qualquer alfabeto .

e O conjunto {¢,01,10,0011,0011,0101, 1010,...} é uma linguagem sob ¥ = {0, 1}

que contém todas as strings de ¥* com uma quantidade igual de zeros e uns.

« O conjunto {e} consiste apenas da string vazia e é uma linguagem sob qualquer
alfabeto X.

o A linguagem D sob of alfabeto ¥ = {0,1} contém todas as sequéncias infinitas

formadas por 0 e 1.

D = {wowiwsz . .. | w; € {0,1},Vi € N}

e () C ¥* é uma linguagem sob qualquer alfabeto X*. A linguagem vazia () ndo contém

nenhuma string e niao deve ser confundida com {e}, que contém apenas uma string.
adicionalmente, £ C ¥* é dita ser regular se obedece a um dos casos (SIPSER, 2006):

e L=10.

o L={c}.

e L={c},ondeceX.

o L pode ser construida a partir das seguintes operagoes:

— A concatenagao de duas linguagens regulares L; e L, sob um alfabeto X é
denotada por:
LioLy={wz e ¥ |we L ANz € Ly}
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a notacao L", onde n > 0, representa o seguinte conjunto:

L":LoLo---oLoL:{wowl...wn_lwnGZ*|Vwi€L}

n vezes

também é possivel omitir a operacao "o", deixando-a implicita, por exemplo:
Ll @) LQ = L1L2

— A wuniao de duas linguagens regulares L, e Ly sob um alfabeto > é denotada
por:
L1UL2:{y€E*|y€L1\/y€L2}

— O fecho de Kleene de uma linguagem regular L, denotado por L*, representa a

seguinte uniao infinita:

=0

Na aritmética, podemos usar as operagoes + e X para definir expressoes como
"(54+3) x4" que, quando computada, tem valor 32. Similarmente podemos usar o formalismo
de Kleene para definir expressoes que descrevem linguagens. Expressoes regulares sao
formas compactas de escrever linguagens regulares. Por exemplo, a expressao "(0 U 1)0*"

descreve uma linguagem regular £ tal que:

£ = {0,1,00, 10,000, 100, . ..}

que contém todos as strings de X que possuem uma quantidade igual de zeros e uns.

2.4 Algebra Abstrata

Esta secao é uma adaptacao de (PIN, 2010) e visa definir os semianéis, que sao

usados no algoritmo estudado no proximo capitulo.

2.4.1 Magmas, Semigrupos e Mondides
Os Magmas (ou Grupdides) sao estruturas algébricas simples (e pouco divulgadas).
Um Magma é definido como um conjunto X equipado com uma operacao binaria & :
X x X — X fechada (em X). Como exemplos de Magmas pode-se citar:
« O conjunto dos Naturais munidos da operacao de adigao, (N, +), forma um Magma.

« Os Naturais munidos da operagao de subtragao, (N, —), também forma um Magma.

e (N, min) também é um exemplo de um Magma.
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Apesar de serem extremamente comuns, os magmas nao sao tao uteis quanto os
semigrupos ou os mondides. Um semigrupo é um conjunto S dotado de uma operagao
binéria fechada (S x S — S) e associativa, por conveniéncia chamada de multiplicagao.

Exemplos de semigrupos sao:

« Os inteiros positivos (Z") munidos da operacao de adi¢ao: (Z*1,+).

O conjunto com valores booleanos B = {T, L} munido com as operacoes de disjungao

ou conjuncao: (B, V) ou (B, A).

e O conjunto das strings dotado de uma operacao de concatenagao (+) também

forma um semigrupo:

"hello" + (u’ "4 "WOI‘ld") — (nhellon + u’ u) + "world"

Um mondide é uma estrutura (X, @, 1) onde (X, &) é um semigrupo contendo um

elemento neutro 1 € X com a seguinte propriedade:

VeeX,1®zx=2Pl=2

e O conjunto dos niimeros naturais munidos da operagao de adi¢ao ou de multiplicagao
tendo, respectivamente, 0 e 1 como elementos neutros forman os seguintes monoéides:

(N,+,0) e (N, -, 1).

« As strings dotadas de uma operacao de concatenacgao e tendo a string vazia e

como elemento neutro também formam um mondide.

st+te=c4+s5=s

2.4.2 Semianéis

Um semianel é uma estrutura consistindo de um conjunto X, duas operacgoes
bindrias @, ® : X x X — X e dois elementos neutros 0,1. As estruturas (X,®,0) e

(X, ®,1) também sao mondides e devem obedecer as seguintes restrigoes:

o Comutatividade da adicao:

adbb=0Da
« O elemento 0 aniquila a multiplicacdo:

a@0=0®a=0
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« Distributividade da multiplicacao e adicao:

a®(bdc)=(a®b)
(a®b)@c=(a®b)

o &
&
® ®
NIPINT)

2.5 Testes baseados em propriedades

John Hughes e Koes Clessen descrevem em (CLAESSEN; HUGHES, 2011) que
o custo para escrita de testes motiva esforcos para automatiza-los. O resultado de seu
trabalho conjunto foi o QuickCheck, uma biblioteca em Haskell para geragao de testes

aleatorios a partir de propriedades.

Neste tipo de ferramenta o programador deve definir a especificagao de um pro-
grama, através da criagdo de propriedades que devem ser satisfeitas (usando combinadores
disponibilizados pela biblioteca), que sao entao usados pelo QuickCheck para fazer para
gerar analisar a distribuicao dos dados, gerar automaticamente testes e, quando encontrado
um contra-exemplo a propriedade, minimiza-lo de forma a encontrar um contra-exemplo

minimo (e mais facil de ser entendido).

Gen A }—* A

Figura 6 — Estrutura de um Gerador Gen A, que gera elementos do tipo A.

Ao lidarmos com testes baseados em propriedades ndo podemos assumir que
receberemos tudo de graca. O problema agora passa da criacao e escrita de bons casos de
testes para a preocupagao com o desenvolvimentos de geradores e boas propriedades que
devem ser obedecidas. Geradores sao primitivas oferecidas pela biblioteca QuickChick e
podem ser compostos de forma gerar estruturas comuns (como listas de tipos de primitivos)

ou customizadas (estruturas definidas pelo proprio usuario).

Como exemplo, tome as seguintes primitivas: arbirtrary e elements. A primeira
tem como entrada um tipo A e retorna elementos arbirtrarios deste tipo. A segunda tem
como entrada uma lista, que define um intervalo para as saidas possiveis. A primitiva

sample faz uma amostragem e toma um gerador como entrada.
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*Main> import Test.QuickCheck *Main Test.QuickCheck> :t elements
*Main Test.QuickCheck> :t sample elements :: [a] -> Gen a
sample :: Show a => Gen a -> I0 () *Main Test.QuickCheck> sample $ elements [1..100]
*Main Test.QuickCheck> sample (arbitrary :: Gen Int) 87
0 59
0 5
-2 50
1 25
23
6 10
-7 29
0 53
-7 81
-10 63
-14

Listing 2 — Geragao de inteiros arbitrarios usando as primitivas arbitrary e elements.

Assim como em testes normais, é necessario que se tome cuidado com a eficiéncia
de cada teste. O exemplo abaixo demonstra a utilizadag¢ao da primitiva suchThat, que
toma gera elementos obedecendo um predicado. Utilizamos um exemplo extramamente
ineficiente, pois inteiros aleatorios serao gerados e descartados se nao obedecerem nosso
predicado. O segundo exemplo usa o fato dos geradores serem instancias de um functor

(($)), os inteiros nao sao mais descartados na aplicagao da fungao (Az.(3000 + abs x)).

*Main Test.QuickCheck> :set +s *Main Test.QuickCheck> sample $ \

*Main Test.QuickCheck> sample \ (\x -> (3000 + abs x)) <$> arbitrary
(arbitrary ~suchThat™ (>=3000)) 3000

3001 3000

3014 3001

3002 3003

3000 3007

3003 3008

3005 3012

3009 3011

3017 3001

3007 3014

3008 3015

3002 (0.01 secs, 592,040 bytes)

(7.18 secs, 11,296,080,304 bytes)

Listing 3 — Comparagao do desempenho da versao ingénua (esquerda) com a versao que
utiliza functors (direita).

Devido ao sucesso do QuickCheck outras linguagens comecaram a implementéa-lo.
Recentemente o Coq ganhou seu proprio framework para geracao de testes baseados em
propriedades, o QuickChick (DENES et al., 2014), que implementa o protocolo original do
QuickCheck.
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3 Regex Play em COQ

Antes de usar o provador automatico para um dado algoritmo é necesséario representa-
lo usando as abstracoes da linguagem COQ. Para esse trabalho, vamos usar a functional
pearl "A Play on Regular Expressions" (FISCHER; HUCH; WILKE, 2010). Nesse artigo,
os autores apresentararam o algoritmo em trés atos, cada qual subdividido em 2 ou 3
cenas. Cada cena descreve uma implementagao diferente para expressoes regulares, que

aumenta, gradualmente em nivel de complexidade e generalidade.

O primeiro ato divide-se em duas cenas, a primeira busca descrever os regexes
como ADTs, a cena seguinte trata de adicionar pesos a estrutura desenvolvida na primeira
parte via semirings. O segundo ato busca implementar o algoritmo de Glushkov para
matchings mais eficientes e adiciona a funcionalidade de computar o maior matching a
esquerda. O ultimo ato adiciona lazyness na versao do ato anterior. Ao final do artigo
original de (FISCHER; HUCH; WILKE, 2010) tem-se uma implementacao elegante em
Haskell. O algoritmo em questao nao apenas conseguia competir em termos de eficiéncia
com implementagoes profissionais em C++, mas também era mais genérico, podendo resolver
problemas como a contagem de matchings de uma string com um regex ou capturar o

menor matching a esquerda.

3.1 Implementacio do primeiro ato

O artigo comega com uma implementagao basica para expressoes regulares, que
pode feita através de uma ADT. Dado um regex r, dizemos que uma string s é aceita por

T NOs seguintes casos:

data Reg ghci> let nocs = Reg (Alt (Sym 'a') (Sym 'b'))
= Eps ghci> let onec = Seq nocs (Sym 'c')
| Sym Char ghci> let evencs = Seq (Rep (Seq onec onec)) nocs
| Alt Reg ghci> accept evencs '"cc"
Reg True
| Seq Reg ghci> accept evencs '"ccabab"
Reg True
| Rep Reg

Listing 4 — Regex simples em Haskell.

e Ser=¢, entao c = ¢.
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e Se s = ¢, onde ¢ é um caratere, entdo s = c.

e Ser = (p|q), onde p e q sdo regexes, a uniao é aceita se pelo menos uma das

partes é aceita por r.

e Ser = (pq), onde p e ¢ sdo regexes, a concatenacao é aceita se ambas as partes sao

aceitas por 7.

e Ser =u* o fecho de Kleene é aceito se s é aceito zero ou mais vezes.

accept ::

Reg -> St

accept Eps u
accept (Sym c) u
accept (Alt p q) u
accept (Seq p q9) u
accept (Rep r) u

ring -> Bool

null u

u == [c]

accept p u || accept q u

or [accept p ul && accept q u2 | (ul, u2) <- split u]
or [and [accept r u_i | u_i <- ps] | ps <- parts ul

Listing 5 — Matching simples em Haskell.

as fungoes split e parts podem ser consultadas no Apéndice A. Na segunda cena,

a adicao de semirings a estrutura original permite que nao sé se tenha um valor booleano

como resposta (caso uma string tenha match ou nao), mas a quantidade de matchings

que ocorrem (valor inteiro).

data RegW c s

= EpsW
| SymW
| AltW
| SeqwW

| RepW

(c ->
(RegW
(RegW
(RegW
(RegW
(RegW

O O o0 0 o0

s)
s)
s)
s)
s)

ghci> let as = Alt (Sym 'a') (Rep (Sym 'a'))

ghci> acceptW (weighted as) "a" :: Int

2

ghci> let bs = Alt (Sym 'b') (Rep (Sym 'b'))
ghci> acceptW (weighted (Seq as bs)) "ab" :: Int
4

ghci> acceptW (weighted (Seq as bs)) "ab" :: Bool
True

Listing 6 — Regex com pesos em Haskell.

A versao anterior pode ser alterada com duas pequenas mudancas nos tipos bascisp

(Eps e Sym). O nova versao de Sym devera tomar um predicado que compara dois simbolos

e retorna o 0 ou 1 de um semiring. Nao apenas isso, deve-se implementar um método

que transforme um regex normal numa versao com pesos.
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class Semiring a where

Zero, one :: a
(<.>) :: a->a->a
(<+>) :: a > a -> a

infixl 7 <.>

infixl 6 <+>

sym :: Semiring s => Char -> RegW Char s
sym ¢ =
SymW
Ax ->
if x == ¢
then one
else zero)

weighted :: Semiring s => Reg -> RegW Char s

weighted Eps = EpsW
weighted (Sym c) sym ¢
weighted (Alt p q)

AltW (weighted p) (weighted p)

weighted (Seq p q) = SeqW (weighted p) (weighted q)

weighted (Rep 1)

RepW (weighted r)

Listing 7 — Semirings e conversao de um Regex normal em Haskell.

A nova versao da funcdo accept mantém a mesma forma da defini¢ao original.

Contudo, os operadores agora sao mais genéricos, pois fazem operacoes em semirings.

acceptW :: Semiring s => RegW c s -> [c] -> s

acceptW EpsW u =
if null u
then one
else zero
acceptW (SymW f) u =
case u of
[c] > f c
_ —-> zero
acceptW (ALtW p q) u
acceptW (SeqW p @) u

acceptW p u <+> acceptW q u

sum' [acceptW p ul <.> acceptW q u2 | (ul, u2) <- split u]
[prod [acceptW r ui | ui <- ps] | ps <- parts u]

acceptW (RepW r) u = sum

sum' :: Semiring s => [s] -> s
sum' = foldr (<+>) zero
prod :: Semiring s => [s] -> s
prod = foldr (<.>) one

Listing 8 — Accept com pesos em Haskell.
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3.1.1 Expressoes regulares em COQ

A representacao de um regex simples é similar a utilizacdo de ADTs em Haskell,
contudo em COQ é possivel utilizar Tipos Indutivos, que sdo uma generalizacao dos
ADTs. A palavra vazia é representada por Eps, um simbolo ¢ (onde ¢ é tipo ascii) é
representado por uma funcao Sym c que toma como argumento um caractere e retorna um
regex. Combinagoes Alt e Seq sao codificadas como fungoes que tomam dois argumentos
(do tipo regex) e retornam um regex, o fecho de Kleene é uma fun¢ao de um argumento

que recebe e retorna um regex.

Inductive regex : Type :=
| Eps : regex
| Sym : ascii -> regex
| Alt : regex -> regex -> regex
| Seq : regex -> regex -> regex

Listing 9 — Definicao indutiva de uma expressao regular simples.

Como COQ nao possui compreensao de listas por padrao, as func¢oes polimorifi-
cas split e parts foram implementadas usando func¢des de ordem superior. Defini¢oes

auxiliares (como non_empty e athead) podem ser consultadas no Anexo A.

Fixpoint split {X : Type} (1 : list X) : list (list X * list X) :=
match 1 with
| 00 => [0, [1)]
| c::cs =>
([J, c::cs) :: map (fun '(sl, s2) => (c :: s1, s2)) (split cs)
end.

Fixpoint parts {X : Type}
(xs : list X) : list (list (1list X)) :=
match xs with

| [0 => [[]]
| [c] => [[[cl]]
| (¢ :: cs) =>

flat map (fun ps => [ athead c ps; [c] :: ps])
(filter non_empty (parts cs))

Listing 10 — Funcgdes auxiliares para corte e particao de listas polimoérficas.

A definicdo do matching em expressoes regulares simples também é similar a solugao
em Haskell. Utilizando, novamente, high order functions ao invés de compreensao de listas.

Defini¢oes extras usadas na fung¢des podem ser consultadas no Anexo B.
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Fixpoint accept (r : regex) (u : lstring) : bool :=
match r with
| Eps => is_null u
| Sym ¢ => eq_lstring [c] u
| Alt p q => accept p u || accept q u

| Seq p q =>
or_fold (map (fun '(ul, u2) => accept p ul && accept q u2)
(split w))
| Rep x =>

let mparts r' m :=

map (fun x => accept r' x) m in
let nparts r' m :=

map (fun x => mparts r' x) m in
let result r' m :=

or_fold (map (and_fold)

(nparts r' (parts m)))

in

result x u

3.1.2 Semirings

Diferentemente da implementacao em Haskell, o sistema de tipos usado em COQ
forca que algo seja uma instancia de Semiring apenas se satifazer todas as restrigoes,
confirmadas através de provas. As provas de que os tipos Booleanos e Naturais como

Semirings sao triviais e podem ser consultadas no Anexo C.
Require Import Coq.Bool.Bool Coq.Arith.PeanoNat.

Class Semiring {X : Typel}
(zero : X) (one : X)
(add : X > X > X) (mul : X > X —> X) :=
{

(* Semiring rules *)

add_comm : forall (x y : X), add x y = add y x;

zero mul r : forall (x : X), mul x zero = zero;

zero mul 1 : forall (x : X), mul zero x = zero;
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distr_mul : forall (xy z : X),
mul x (add y z) = add (mul x y) (mul x z);

distr_add : forall (xy z : X),

mul (add x y) z = add (mul x z) (mul y z);
(* Monotd rulesx*)
add_associativity : forall (x y z : X),

add x (add y z) = add (add x y) z;

add _zero 1 : forall (x : X), add zero x

I
e

add_zero r : forall (x : X), add x zero

Il
»

mul_associativity : forall (xy z : X),

mul x (mul y z) = mul (mul x y) z;

mul one 1 : forall (x : X), mul one x

I
"

mul one r : forall (x : X), mul x one

Il
"
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4 Testes Baseados em Proprieades

4.1 Geradores

Uma das vantagens de bibliotecas como o QuickChick é que dificilmente preci-
samos nos preocupar com a codificagdo de bons casos de testes. A responsabilidade do
desenvolvedor agora é transferida para a criacdo de bons geradores e especificacdo de boas

propriedades, utilizando as primitivas ja fornecidas pela biblioteca.

Para que se utilize a biblioteca QuickChick é necessario, primeiro, que se garanta
que as estruturas que pretendemos gerar sao instancias da typeclass Show. Uma estrutura é
membro de Show se implementa uma fun¢ao show, que especifica como se deve representar
uma estrutura como uma string. Temos abaixo uma possivel definicdo de show_regex,

que torna a estrutura definida no capitulo anterior uma instancia da typeclass Show.

Figura 7 — Regexes como instancias de Show

Os geradores para caracteres ascii e strings podem ser definidos usando primtivas
simples. A geracao de caracteres pode ser feita via choose, que toma um intervalo como
entrada e retorna niimeros naturais, que sao convertidos para caracteres com a funcao

ascii_of nat.

Em COQ), strings nao sao definidas como listas de caracteres. O gerador genString
retorna strings de tamanho n da biblioteca padrao e recebe como entrada um gerador
de caracteres. O gerador genLString retorna listas de caracteres e recebe os mesmos

argumentos.

Definition genAscii : G ascii :=
(1iftM ascii_of_nat (choose (97,122))).
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Fixpoint genString (n : nat) (gl : G ascii)
: G string :=
match n with
| 0 => ret EmptyString
| S m => 1iftM2 String gl (genString m gl)

end.

Definition genLString (n : nat) (g : G ascii) :=

vectorOf n g.

Em estruturas mais complexas e recursivas (como arvores) é necessario garantir
que o gerador ird terminar. Sendo assim, ¢ comum passar a profundidade da arvore como
argumento. Os regexes definidos no capitulo anterior sao, basicamente, arvores. Para
gerar regexes aleatdrios utilizamos a primitiva freq, que toma como argumentos um
gerador e uma lista de tuplas. O combinador freq escolhe um dos geradores da lista, o
primeiro elemento de cada tupla representa um peso para a escolha do gerador. O valor 1
em (1, ret Eps) significa que geraremos strings vazias com uma probabilidade menor

que Os outros casos.

Fixpoint genRegex (n : nat) (g : G ascii)
: G regex :=
match n with

| 0 => 1iftM Sym g

| Sm =>
freq [
(1, ret Eps);

(3, 1iftM Sym g);

(4, 1iftM2 Alt (genRegex m g) (genRegex m g));
(4, 1iftM2 Seq (genRegex m g) (genRegex m g));
(3, 1iftM Rep (genRegex m g))

gryylm) fz**y; ((((

Figura 8 — Exemplo da saida de genRegex 5 genAscii
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5 Conclusao

Testes sao essenciais ao desenvolvimento de software e hardware. Atualmente a
maioria das linguagens de programagcao possuem frameworks para testes unitarios e de
integragdo. Porém, os testes servem apenas para demonstrar a presenca e nunca a auséncia.

Para isso, seria necessarios provas matematicas.

Este trabalho explorou algumas ferramentas e metodologias utilizadas para provar
a corretude matematica da especificacao de programas. Comegou-se a partir dos problemas
filosoficos da matematica que acidentalmente levaram a criagdo a ciéncia da computagao.
Além da criagao dos formalismos que demonstram como programas escritos em alguma

versao do A\-Célculo sao equivalentes a provas da Logica.

A formalizagao e prova matemaética de um algoritmo demanda um grande esforco,
mesmo usando um provador automatico. Alternativamente, testes baseados em propriedades
se apresentam com uma solucao intermediaria entre os testes unitarios e as provas de
corretude. Pois diferente dos testes de unidade, os testes baseado em propriedades geram
casos de testes automatizados e aleatérios. Porém, vale salientar que os testes baseados
em propriedades nao garantem a corretude de um sistema, e dependem da criacao de boas

propriedades.

Este trabalho conseguiu entao explorar alguns conceitos esséncias e basicos para
garantir c6digos mais robustos e com maior qualidade. Entao, abre-se a oportunidade para

continuidade e trabalhos futuros. Pode-se citar os seguintes trabalhos:

« A implementagao de todos os atos do artigo original de (FISCHER; HUCH; WILKE,
2010).

o Melhorar os geradores ja implementados.
o Definir conjecturas (propriedades) e verificar sua corretude usando QuickChick.

o Utilizar as conjecturas que passam pelos testes baseados em propriedades para

derivar provas formais.

o Fazer a extracao em Haskell das implementagoes feitas em COQ.
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ANEXO A - Utils

Defini¢oes auxiliares em Haskell:

—-- Decomposes a list into pairs
split :: [a]l —> [([a], [a])]
split [] cctl, [l

split (c:cs)

-—- Partitions a given list

parts :: [a]l —> [[[al]]

(0]

[[[c11]

concat [[(c : p) : ps,

parts []

parts [c]

parts (c:cs)

([1, ¢ : es) : [(c : 81, s82)

[c] : p : ps]

Defini¢oes auxiliares para as HOF em Coq:

Definition athead {X : Type}
(x ¢ X) (xs : list (list X)) :=
match xs with
I [0 => 10
| (y 10 ys8) => (x ::y) :: ys

end.

Definition non_empty {X : Type} (xs :

match xs with
| [ => false
| _ => true

end.

list (list X)) :

| (s1, s2) <- split cs]

| p:ps <- parts cs]
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ANEXO B - Accept

B.1 CStrings.v

Algumas defini¢Oes extras para manipular strings como listas de ascii.

Definition lstring := list ascii.

Definition eq_ascii (al a2 : ascii) :=
match al, a2 with
| Ascii bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8, Ascii cl c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 =>
(egb bl cl1) && (egb b2 c2) && (egb b3 c3) && (egb b4 c4) &&
(eqb b5 c5) && (eqb b6 c6) && (eqb b7 c7) && (eqb b8 c8)

end.

Fixpoint eq_string (sl s2 : string) :=
match s1, s2 with
| EmptyString, EmptyString => true
| _, EmptyString => false
| EmptyString, => false
| String x xs, String y ys => (eq_ascii x y) && eq_string xs ys

end.

Fixpoint eq_lstring (sl s2 : lstring) :=
match s1, s2 with
(1, [1 => true

|
| _, [ => false
| [0, _ => false
| x::xs, y::ys => (eq_ascii x y) && eq_lstring xs ys
end.
B.2 Accept.v

Defini¢des extras para a funcao accept em COQ.
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Definition is_null (s : 1lstring) : bool :=
match s with
| [0 => true
|  => false

end.

Definition or_fold (1 : list bool) : bool :=
fold_right (orb) false 1.

Definition and_fold (1 : list bool) : bool :=
fold_right (andb) true 1.



ANEXO C - Instancias de Semirings

C.1 Semiring.hs

instance Semiring Bool where
zero = False
one = True
(<+>) = (1)
(<.>) = (&&

instance Semiring Int where
zero = 0
one = 1
(<+>)

(<.>)

(+)
()

C.2  Semiring.v

Instance BoolSemiring :
Semiring false true (orb) (andb) :=
{r.
(* add_comm *)
Proof.
intros. apply orb_comm.
(* zero_mul_r *)
Proof.
intros. apply andb_false_r.
(* zero_mul_1 *)
Proof.
intros. apply andb_false_1.
(* distr_mul *)
Proof.
intros. apply andb_orb_distrib_r.
(* distr_add *)
Proof.
intros. apply andb_orb_distrib_1.
(* Monotd proofs *)

63
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(* add_associativity *)
Proof.

intros. apply orb_assoc.
(* add_zero 1 *)
Proof.

intros. apply orb_false_1.
(* add_zero_r *)
Proof.

intros. apply orb_false_r.
(* mul_associativity *)
Proof.

intros. apply andb_assoc.
(* add_zero_1 *)
Proof.

intros. apply andb_true_1.
(* add_zero_r *)
Proof.

intros. apply andb_true_r.
Defined.

Instance NatSemiring : Semiring

0 1 Nat.add Nat.mul :=
{3.
(* add_comm *)
Proof.

intros. apply Nat.add_comm.
(* zero_mul_r *)
Proof.

intros. apply Nat.mul O_r.
(* zero_mul_1 *)
Proof.

intros. apply Nat.mul O_1.
(* distr_mul *)
Proof.

intros. apply Nat.mul_add_distr_1.
(* distr_add *)
Proof.

intros. apply Nat.mul_add_distr_r.
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(* Monotd proofs *)
(* add_associativity *)

Proof.

intros. apply Nat.add_assoc.

(* add_zero_ 1 *)
Proof.

intros. apply Nat.add_O_1.
(* add_zero_ r *)
Proof.

intros. apply Nat.add _O_r.
(* mul_assoctiativity *)

Proof.

intros. apply Nat.mul_assoc.

(* add_zero_ 1 *)
Proof.

intros. apply Nat.mul 1 1.
(* add_zero_r *)
Proof.

intros. apply Nat.mul 1 r.
Defined.
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