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Resumo. Fixado um inteiro k£ > 1, Em [1], Levine considera a dinamica induzida
pela funcio f(z) = z* no circulo unitério S' e provou que 2 min w(n/m)Ny, é
divisivel por n, portanto, generalizando o pequeno teorema de Fermat. A notagdo
N, indica o ntmero de pontos fixos de f™ em S! e p é a funcdo de Mdbius. Ao
mesmo tempo o autor deixa em aberto uma pergunta: dada uma sequéncia de
inteiros (V. )n nao-negativos, existe alguma fungio f que realiza essa sequéncia e
satisfaz o critério de divisibilidade? Neste artigo revisitamos o conhecido teorema
de Euler usando polinémios de Chebyshev e respondemos negativamente & pergunta
de Levine com um argumento baseado no teorema de Sharkovsky.

Palavras-chave. divisibilidade, érbitas periodicas, polinémios de Chebyshev, te-
orema de Sharkovsky.

1. Introducao

Multiplos e divisores sao temas apresentados aos estudantes desde o ensino funda-
mental e dentre as habilidades que se busca desenvolver podemos citar a capacidade
de elaborar e resolver problemas que envolvam critérios de divisibilidade, um tema
intrinsecamente relacionado aos testes de primalidade [2], dentre eles o conhecido
pequeno teorema de Fermat [3].
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Succisamente, esse resultado diz que dado um namero primo p, se mde(p,a) =1
entdo que a?~! —1 é divisivel por p. Na literatura é apresentada uma generalizacio
desse teorema retirando-se a hipotese de que a e p s@o primos entre si, e neste caso
verifica-se que p divide a? — a, para qualquer inteiro positivo a. Existem diversas
demonstracoes desse resultado, até mesmo usando técnicas de sistemas dindmicos
problematizadas em [1], [4] e [5], por exemplo.

Com o objetivo de revisitar o pequeno teorema de Fermat e suas generaliza-
¢oes, escolhemos uma abordagem via sistemas dindmicos induzidos pela iteragao de
polinémios de Chebyshev do tipo 1.

De modo geral, dado um conjunto S ndo-vazio ¢ uma fun¢éo f : S — S, dizemos
que o par (f,S) é um sistema dindmico, e quando nao ha risco de confusdo, dizemos
apenas que [ é um sistema dindmico. A drbita de um ponto xz € S pela agao de f
é a sequéncia (f™(z)),, onde f* é o n-ésimo iterado de f definido recursivamente
por fO=1Idg e f**t!' = fo f¥ para k >0, e Idg é a fungdo identidade de S.

A 6rbita de um ponto = € S é periddica se existe k > 1 tal que f*(x) = x, neste
caso dizemos que x é periddico de periodo k, e que {z, f(x), f>(x),..., fF" (z)}
é um k-ciclo. Observe que se x é ponto periédico de periodo k > 1 de f entdo
f*(z) = z para qualquer ¢ > 1 inteiro. Isto significa que, qualquer maltiplo inteiro
do periodo de um ponto periddico também é um periodo desse ponto. O menor
desses periodos é chamado periodo minimal, e o ciclo correspondente é chamado
ciclo minimal. Quando k = 1, dizemos que x ¢ um ponto fixo de f. A colegao dos
pontos periddicos de f de perfodo k sera indicado por Px(f) e, sua cardinalidade
sera denotada por Ny (f). O conjunto dos pontos periddicos de periodo minimal
k sera denotado por P;(f), e sua cardinalidade por N/ (f), ou simplesmente N}
quando ndo houver perigo de confuséo.

Seguindo Dragovic [4], consideremos o polinémio T, : [-1,1] — [—1,1] de grau n
definido por T, () = cos(n arccos(z)). De modo equivalente, para cada 0 < 6 <,
temos

T, (cos(0)) = cos(nb). (1.1)

Esta relacao define os polinomios de Chebyshev de grau n (veja a Figura 1).

Cada fungao T,, induz um sistema dindmico no intervalo [—1,1], e estamos in-
teressados na contagem das o6rbitas periddicas de cada uma dessas funcoes. Neste
sentido demonstraremos que, para quaisquer inteiros a > 1 e n > 1, tem-se

@ = SN (12)

m|n

Seguindo Frame [5], apresentamos uma prova do conhecido teorema de Euler,
uma generalizagao do pequeno teorema de Fermat.

Teorema 1.1. (Teorema de Euler) Dado um inteiro n > 1, seja a um inteiro
positivo relativamente primo com n, entdo a®™) — 1 € divistvel por n, onde ¢ € a
fungdo de Euler.

Como consequéncia, demonstraremos também o seguinte resultado.



Polinémios de Chebyshev do Tipo 1
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Figura 1: Grafico de T,,, paran =0,1,2,3,4.

Teorema 1.2. (Forma generalizada do pequeno teorema de Fermat) Para quaisquer
inteiros positivios n e a, temos

n | Zu (g) a?, (1.3)
dn

onde pu é a fun¢io de Mébius.

A partir do Teorema 1.2 ¢ da relagdo (1.2) concluimos que

n | Y on(5) N, (L4)

d|n

para quaisquer inteiros positivos n e a. A pergunta de Levine [1], que responde-
remos negativamente na secao 5 esta relacionada a reciproca do Teorema 1.2, no
seguinte sentido. Dado um inteiro @ > 1, o polinémio de Chebyshev T, define a
sequéncia (N (T3))m que satisfaz a relagao (1.4), para todo inteiro n > 1. Neste
caso dizemos que a sequéncia (N, (T,))m ¢ realizdvel. Em outras palavras, dizer
que uma sequéncia (N, ), de inteiros positivos é realizavel significa que existe um
sistema dinamico f tal que N, := Np(f), para cada m > 1, e (N,,)., satisfaz a
relagio (1.4). Levine pergunta se qualquer sequéncia (Np,)m, de inteiros positivos é
realizavel. Com um argumento baseado no teorema de Sharkovsky, apresentamos
um contra-exemplo para esta questao.



2. Um lema geral

Considere um sistema dindmico f : S — 5. O resultado a seguir mostra que o

conjunto P (f) pode ser particionado em ciclos minimais.

Lema 2.1. Sobre os pontos periodicos e orbitas de um sistema dindmico, podemos
afirmar que:

(i) Se x¢ € um ponto de periodo n com periodo minimal igual a m, entao m|n.
(it) Dois m-ciclos minimais sao disjuntos ou idénticos.
(i1i) Para todo m > 1, m|N}i, sempre que N, for finito.

Demonstragao. (i) Como x tem periodo n e perfodo minimal m, temos que m < n.
Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem ¢ e r inteiros positivos, com 0 < r <
m, tais que n = gm + r. Portanto

xo = ["(x0) = [T (o) = [T (ST (z0)) = S (w0)

Como m é o menor inteiro positivo para o qual se tem f™(x¢) = o, segue-se que
r = 0, ou seja, m|n.
(ii) Consideremos dois m-ciclos minimais

Cy :={wo, f(x0), ... ,fm_l(xo)} e Co == {yo. f(v0), .. '7fm_1(y0)}

e suponha que existam 0 < i,j < m tais que f*(zo) = f?(y0). Nao ha perda de
generalidade ao supormos que i < j. Assim, zg = f77%(yg) e portanto, f¢(xq) € Cy
para cada £ = 0,1,...,m — 1, e provamos que C7; C Cy. Por outro lado, existe um

tnico 0 < ¢ < m tal que j — i + £ = m. Portanto,

Fizo) = I (yo) = ™ (o) = wo,

e isto prova que Cs C (7.

(iii) Note que o conjunto dos pontos periodicos de periodo minimal m esta parti-
cionado em m-ciclos disjuntos por (ii). Como m-ciclos minimais contém exatamente
m pontos, e o nimero de ciclos ¢ um ntmero inteiro, devemos ter m|N. a

3. Polinémios de Chebyshev do tipo 1

Nesta se¢ao resumiremos algumas propriedades dos polindémios 7),, definido por
(1.1) e apresentadas em [1]. Para a comodidade do leitor apresentaremos as de-
monstracoes.

(P1) Composicao: Ty, 0 T, = Ty



Demonstragao. De fato, dado z € [—1,1] podemos escrever x = cosf, para
algum 0 € [0, 7], e portanto

(T, 0 T (cos(0)) = Ty (T (cos(0))) = T (cos(m@)) = cos(nmb) = Th.m(cos(9)).

O

(P2) Extremos do dominio: T,,(1) =1 e T,(—1) = (-1)".
Demonstragao. Basta ver que T, (1) = Ty, (cos(0)) = cos(n-0) =1e, T,(—1) =
T, (cos(—1)) = cos(nm) = (—1)™. O

(P3) Recorréncia: To(z) =1, Th(z) = x, Tp1(x) = 22T, (x) — T,,—1(x), para cada
n>1.

Demonstracao. Observe que
T, 41(cos(8)) +T,—1(cos(0)) = cos((n+1)8)+cos((n—1)8) = 2cos() cos(nb).

Com z = cos(d), a propriedade esta provada. O

O resultado a seguir é fundamental para a contagem de pontos periddicos e foi
apresentado em [1], sem demonstragao. Para a conveniéncia do leitor incluimos uma
prova completa.

Lema 3.1. Para um nimero 0 € [0, 7], as afirmagdes abaizo sio equivalentes:

(i) Ty (cos(8)) = cos();

(i) sin <n ; 19) sin (n _2|_ 19) =0;

1
(iii) nt

n

-1

2 0=l ou 0 = km, para I,k > 0 inteiros;

W 0<2—l<10u0<i<1 ara l, k > 0 inteiros.
_""'—1_ _n+1_ )p b -

Demonstragao. (i)< (ii): Como T, (cos @) = cos(nf), segue-se de (i) que cos(nf) =

cosf. Mas . .
cos(nf) — cosf = —2sin (%9) sin (n; 9) ,

. n—1 . n+1
sin (Tﬁ) sin ( 5 9) =0.

e portanto,




(i) (iii): De (ii) segue-se imediatamente que

n—1 n+1

0=Ir ou 0 = km,
para [, k > 0 inteiros.
(iii)<(iv): Como 0 < - < 1, o item (iii) implica imediatamente (iv), e vice-
versa. O

Observando-se que 6 — cosf é uma fungdo bijetora entre os intervalos [0, 7] e
[—1,1], segue-se do Lema 3.1, que T,, possui n pontos fixos, para cada n > 0. O
resultado a seguir também foi demonstrado por [5] em um contexto semelhante.

Lema 3.2. Seja a > 1 um inteiro.
(i) A fungio T, possui a™ pontos periddicos de periodo m, para todo n > 1.

(#1) Dado um inteiro n > 1,

a" =Y Ni(T).

Demonstragao. (i) Como T2 = Tyn, pela propriedade P1, segue-se a conclusao.
(ii) Pelo Lema 2.1, um ponto é periddico de periodo n se, e somente se, for periodico
de periodo minimal m, para algum m|n. Portanto, (ii) segue de (i). O

4. O pequeno teorema de Fermat e generalizagoes

A apresentacao da prova do pequeno teorema de Fermat segue as mesmas linhas de
[41] que incluimos aqui para a conveniéncia do leitor.

Teorema 4.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja a > 2 um nimero inteiro.
Se p > 2 € primo entdo

pl(a” = a).

Demonstra¢ao. Fixemos um inteiro a > 2 e um primo p. Pelo Lema 3.2,

0 = SN (T) = N7 (L) + N (1),

mlp

Como Ny (1) = a, concluimos que N, (T,) = a” — a. Pelo Lema 2.1, segue-se que

PIN,. O



4.1. O teorema de Euler

A fungéo ¢ de Euler é uma func¢iao multiplicativa definida para n > 1 inteiro e conta
a quantidade de nimeros de inteiros até n relativamente primos com n (para mais
detalhes veja [6] ou [7]).

Observe que o Teorema de Euler (Teorema 1.1) ¢ uma generalizagéo do pequeno
Teorema de Fermat. De fato, para n = p primo temos que ¢(p) = p — 1 e portanto,
aP~1 — 1 ¢ divisivel por p. No caso em que mdc(a,p) = 1 segue-se que p|(a? — a).

Para provar o Teorema 1.1 succisamos de alguns resultados preliminares, que
discutiremos a seguir e podem ser encontrados em [5] e em [8], sem demonstracao.

Teorema 4.2. Sejam p,q primos distintos, a > 2 e k > 1, entdo temos:

()

pql(aP? — aP — a? + a).
(ii) p* divide a?* — a?" ™" para todo k > 1.
Demonstragao. (i) Sejam p e ¢ primos distintos e a > 2 inteiro. Pelo Lema 3.2,
A" = N (T) = NT+ N+ Nj+ N,
m|pq

Portanto,
_ *
a’t = a+ (a? — a) + (a? — a) + N},

de onde segue-se que

* . aPd P

/\qu =a a a’ +a.
Pelo Lema 2.1, pg|(a?? — a? — a? + a).
(ii) Sejam p um primo e a > 2 inteiro. Inicialmente, vamos provar por indugao em
k> 1 que
k k—1

Ny =ad” —al . (4.1)
Na demonstragdo do pequeno teorema de Fermat (Teorema 4.1) vimos que ./\f; =
aP — a, e portanto a relacdo (4.1) é verdadeira para k = 1. Agora fixemos k > 2 e

suponha que a afirmagéo (4.1) seja verdadeira para j = 1,2,...,k — 1. Novamente
pelo Lema 3.2,
@ = ST NA(TL) = N7+ NG+ NG+ + N+ Nk, (4.2)
m|pk

para todo k > 1 inteiro. Mas, por hipotese,

' = a+ (a? —a) + (a¥ — al)+ -+ (a”ki1 — apkfz) + N
= (1pk_1+N;k,

e portanto, N ;k =a? —a?""". Pelo principio de indugao forte 9], segue-se que (4.1)
é verdadeira para todo k > 1. Para finalizar a prova basta observar que p*| ;k,
pelo Lema 2.1. Logo, p*|(a?" — a?"" ") para todo k > 1. O



Com o resultado anterior podemos demonstrar o Teorema de Euler, seguindo a
mesma linha de [5].

Demonstracao do Teorema 1.1. Fixemos um inteiro n > 1, e seja a > 2 um inteiro
relativamente primo com n. J& vimos que, se n é primo o Teorema de Euler se
reduz ao pequeno teorema de Fermat. Assim, podemos supor que n nao é primo, de
modo que podemos escrever n = Hle p;*, onde p1,pa, ..., P sdo primos distintos
er; > 1 éinteiro, para cada j =1,2,...,k.

Pelo Teorema 4.2,

T4 r;—1 r;—1 Ti_ Ti—1
(ap,: P ):am (api Pt 1)’

para i = 1,2,...,k. Como a e n sdo relativamente primos, entdo a e cada p;’
também sao relativamente primos. Assim,

. i Ti— L
pil | (am Dp; _ 1) ,

parai=1,2,..., k. Como consequéncia,

P e !
(aHJ—lpj P; - 1> ,

parat=1,2,..., k. Note ainda que

T
p;

75
p;

k
$(n) = H b(p;) = H(p? —pi ),

(a¢>(n) _ 1) ,

parai=1,2,...,k. Como p;’ e p;j sdo relativamente primos para todo i # j com

1,7 =1,2,...,k, tem-se:
(a‘b(") — 1) .

¢ portanto,

T4
p;

n:p?.pgz”,p;k
a

Antes de demonstrar o Teorema 1.2, apresentaremos a fungdo p de Mobius e
algumas de suas propriedades basicas (veja em [6, p. 192] ou [7]).

4.2. A funcao de Mobius e prova do Teorema 1.2

A funcao de Mébius ¢ a fung@o p definida sobre os inteiros n > 1 da seguinte forma:
w(l) =1e paran= H§:1 p;” , representado em sua forma fatorada em produto de
poténcias de primos distintos,

(n) := (—1)k> sc aj = lpara 1 <j <k;
A se aj > 1, paraalgum j € {1,2,...,k}.



Para maior comodidade do leitor, resumimos a seguir algumas propriedades da
fungdo u que usaremos daqui por diante.

(#1) A funcdo de p de Mobius ¢ multiplicativa, isto ¢, u(mn) = p(m)u(n) para
quaisquer m,n > 1 inteiros e relativamente primos.

(u2) Para qualquer n > 1 inteiro,

1, se n=1;
F(n) ::ZM(d):{O, se n > 1.
dln

(1#3) Dadas duas sequéncias de niimeros inteiro positivos (a,)n € (bn)n tais que
Z bd = Qn,
d|n
segue-se da formula da inversao de Mdbius diz que

=)
dln

Demonstragio do Teorema 1.2. Tomando-se a,, = a™ e b,, = N,,, com n > 1 inteiro,
segue-se do Lema 3.2 que
b, = Z ad,
d|n
e pela propriedade (u3),
n n
No=bo =320 (G) ea=Xon (G) o
d|n d|n
A conclusao segue agora do Lema 2.1. O
Em particular, mostramos que se N, é o nimero de pontos fixos de T, entao
n
n =N, 4.3
| ; u (%) Na (4.3)
n

para todo inteiro n > 1.

5. O problema de Levine e as sequéncias realizaveis

Antes de apresentar um contra-exemplo para a pergunta de Levine [1], que dis-
cutimos na Introducédo, faremos uma breve exposi¢io do conhecido Teorema de
Sharkovsky. Veja Du [10] para uma prova elementar e elegante.

Primeiro consideramos uma ordem especial no conjunto dos numeros inteiros
positivos, chamada ordem de Sharkovsky, da seguinte forma:
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3 - 5 e = 2n+1 -
- 23 > 2.5 2-2n+1) >~

Y
Y

. 223 . 225 — — 22(2ﬂ+1) -
= 2m.3 = 2M.5 = e = 27 (2n+1) = -
. om — 2m—1 N - 2 - 1

Teorema 5.1. (Sharkovsky) Sejam I C R um intervalo compacto e f : I — I
uma fun¢io continua. Se f possui um ponto periddico de periodo minimal n > 1
en = m na ordem de Sarkovsky entdo f também possui um ponto periddico de
periodo minimal m.

Para justificar a discussao iniciada por Levine [1], a seguir definimos uma sequén-
cia especial que serd usada no contra-exemplo de nossa afirmacéo. Assim, para todo
n € N* considere a sequéncia (a,),en+ da seguinte forma:

_ k, se k| n; .
n = { 0, caso contrario. (5-1)
Vamos provar inicialmente que, para qualquer n > 1,
n
n‘ Z o (E) ag. (5.2)
d|n

De fato, o resultado é imediato se n = 1, de modo que podemos assumir que
n > 1. Além disso, se n nao é multiplo de k entao qualquer divisor de n também
ndo pode ser miltiplo de k, e portanto, segue da defini¢do de a,, que

S (3) -

Suponha agora que n é multiplo de k. Isto significa que existe m > 1 inteiro tal
que n = mk, para algum inteiro m > 1. Entao,

Sn(@)ee = X u(G)at 3 n(G)

dn d|n, k|d din, ktd
P IORSPIIOR
d|n, k|d d|n, ktd
-5 3 u(3).
din, k|d

Em particular, se k¥ = n entdo a afirmacdo (5.2) é verdadeira. Assim, para
concluir a discussao basta provar que

> u(3) o

din, k|d
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com m > 1. Para isto, como k | d existe um tnico ¢ = £(d) > 1 inteiro tal que

d = k£. Logo,
5 (2 =% =

din, k|d

pela propriedade (p2). De qualquer forma, provamos que vale a afirmagao (5.2)
para a sequéncia (ay,), dada.

Para finalizar, suponha que exista um sistema dindmico f: I — I,onde I C R é
um intervalo compacto, em que a,, = N, (f) seja a quantidade de pontos periodicos
de periodo n > 1 de f em I. Tomando-se k£ = 3 concluimos que f possui 3 pontos
periddicos de periodo 3, e portanto formam um ciclo minimal de comprimento 3.
Entretanto, como Ny(f) = 0 ndo existem pontos periédicos de periodo 4 para f, e
em particular, nao existem pontos periodicos de periodo minimal 2. Isto contradiz
o Teorema de Sharkovsky, uma vez que 3 > 2 na ordem de Sharkovsky.

6. Consideracoes finais

Usando técnicas conhecidas de sistemas dindmicos em conjunto com boas propri-
edades da familia de polinémios de Chebyshev apresentada em [1], revisitamos o
pequeno teorema de Fermat e algumas generalizagoes, como o teorema de Euler.
Uma dessas generalizagoes ja foi discutida por Levine [1], e resolvemos o problema
proposto pelo autor no mesmo artigo, por meio de um contraexemplo.

As sequéncias que satisfazem a relagdo (5.2) sdo conhecidas como sequéncias
de Dold, apesar de nao haver unanimidade em sua nomenclatura, e tém papel
importante em topologia e na contagem de 6rbitas peridédicas de sistemas dindmicos,
como visto neste artigo. Entretanto, a caracterizacao completa dessas sequéncias
ainda é um problema em aberto. Para um tratado sobre o assunto com aplicagoes
recomendamos Byszewski et al [11] e as referéncias nele contidas.
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