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Resumo

A histéria da busca pela unificagdo das leis que regem o universo, desde a interagao entre
as menores particulas até eventos provocados por objetos supermassivos, inspira uma

grande massa de cientistas a encontrar uma "teoria de tudo'até os dias atuais.

Depois da formulacao da Relatividade Geral proposta pelo fisico teérico Albert Einstein
(1915), esta procura a unificacao dos fendmenos naturais tornou-se cada vez mais notéria
no meio fisico. Outros trabalhos importantes derivados desta inspiragao incessante de
unir as leis do universo, surgiram pouco tempo depois da TRG. Podemos destacar a
Dualidade Onda-Particula (1924), o Principio da Incerteza de Heisenberg (1927) e a
Mecéanica Quantica (1928). Unir o mundo quéntico e seus principios & TRG, tém sido o

maior desafio da fisica em geral.

Neste trabalho, apresentamos equagoes desenvolvidas a partir da equagao de campo de
Einstein para a Relatividade Geral. Equacoes estas, que potencializam a existéncia de
objetos com intensidades gravitacionais extraordinarias, podendo até mesmo desviar o
curso da luz, e compactam o espago-tempo infinito em um modelo finito constituido nos

diagramas convencionados pelos fisicos Brandon Carter e Roger Penrose.

Compartilhamos de uma trajetoria fascinante em busca da eliminagao da singularidade
removivel na métrica de Schwarzchild, por Eddington-Finkelstein e Kruskal-Szekeres,
e a representacao do espago-tempo de Minkowski e solucao de Kruskal, em diagramas

compactados.

Palavras-chave: Diagrama. Infinito. Penrose.



Abstract

The history of the search for the unification of the laws governing the universe, from
the interaction between the smallest particles to events caused by supermassive objects,

inspires a great mass of scientists to find a "theory of everything'to this day.

After the formulation of General Relativity proposed by the theoretical physicist Albert
Einstein (1915), this search for the unification of natural phenomena became more and
more notorious in the physical environment. Other important works derived from this
incessant inspiration to unite the laws of the universe appeared shortly after TRG. We
can highlight Wave-Particle Duality (1924), Heisenberg Uncertainty Principle (1927) and
Quantum Mechanics (1928). Uniting the quantum world and its principles to TRG has

been the greatest challenge of physics in general.

In this paper, we present equations developed from Einstein’s field equation for General
Relativity. These equations allow the existence of objects with extraordinary gravitational
intensities, which can even totally deflect the course of light, and compact the infinite
space-time into a finite model constituted in the diagrams agreed upon by physicists

Brandon Carter and Roger Penrose.

We share a fascinating journey towards the elimination of the singularity in the Schwarzchild
metric by Eddington-Finkelstein and Kruskal-Szekeres, and the representation of the

Minkowski space-time and Kruskal solution in compactified diagrams.

Keywords: Diagram. Penrose. Infinite.
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Introducao 11

Introducao

Isaac Newton, veja a Figura 1, em 1666, formulou as leis da mecéanica e as publicou
no seu livro intitulado de "Os Principios Matematicos da Filosofia Natural'em 1687.

Contudo, em 1905 Einstein, veja a Figura 2, propos modifica¢oes profundas na construcao

Figura 1 — Retrato de Isaac Newton por Sir Godfrey Kneller(1689). Imagem de dominio
publico.

da mecanica newtoniana em seu artigo intitulado "Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em

Figura 2 — Albert Einstein durante uma aula em Vienna em 1921. Imagem de dominio
publico.

Movimento'de 1905 que corresponde a teoria da relatividade restrita, abreviamos como
TRR, publicada na revista Annalen der Physik!.

Modifica¢oes mais dréasticas surgem em 1915 com a criacao da teoria da relatividade
geral, que abreviaremos como TRG daqui pra frente, representada pelas equagoes de

Einstein
1 TG

Ruy + igMVR = 71—‘“”, (1)

I Revista alema sobre fisica
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que relacionam matéria e gravidade. Em outras palavras, as equacoes de Einstein nos
permitem compreender como a matéria, lado direito da eq.(1), produz gravidade, lado
esquerdo da eq.(1), e vice-versa. Uma brilhante solugao da eq.(1) surge com o alemao
judaico Karl Schwarzschild. Schwarzschild, veja a Figura 3, nasceu em Frankfurt na

Alemanha em 9 de outubro de 1973. Seus primeiros trabalhos foram publicados antes

Figura 3 — Karl Schwarzschild. Figura retirada de (SAA, 2016).

Y

dos 17 anos idade (SAA, 2016). Para consultar o primeiro e o segundo trabalho de
Schwarzschild, respectivamente, vejam as referéncias (SCHWARZSCHILD, 1890a) e
(SCHWARZSCHILD, 1890b). Para maiores detalhes e uma versao mais moderna destes
dois trabalhos de Schwarzschild, consultar a referéncia (VOIGT, 1992). Karl estudou
astronomia na universidade de Estrasburgo de 1891 a 1893. Obteve seu doutorado em
1896 na universidade de Munique sendo orientado por Hugo von Seeliger. Em 1898
publica sua tese de doutorado intitulada "Teoria de Poincaré do equilibrio de uma massa
liquida homogénea em rotacao' (SCHWARZSCHILD, 1992) na revista Neue Annalen der
Koeniglichen Sternwarte in Bogenhausenbei Muenchen. Além de dedicar-se a astronomia,
matemaética e fisica tedrica, Schwarzschild, participou da primeira guerra mundial na
artilharia do exército alemdo (SAA, 2016). Periodo que contraiu pénfigo® vindo a falecer
em 1916. Schwarzschild considerou o universo dotado de vacuo, que representamos pelo
tensor energia-momento 7}, nulo. O que equivale a um universo estatico com simetria

esférica e sem matéria(vacuo). Como solugao, obtém, em 1916, que

d 2
ds? = — (1 _ TS) at? + T 12 (462 4 sin? 0dg?) | (2)
)
onde rg = zfQM é o raio de Schwarzschild. Denominamos a eq.(2) de métrica ou elemento

de linha.

2

O pénfigo é uma doenca relativamente rara caracterizado pela formacao de bolhas na pele e, as vezes,
também nas mucosas (como boca, garganta, olhos, nariz e regido genital de homens e mulheres).
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Note que se considerarmos r — rg no segundo termo na eq.(2), teremos que

1

1—7Is
T

— 00, (3)

logo, obtemos uma singularidade. Em r = 0 dizemos que temos uma singularidade real e

em r = rg falamos que temos uma singularidade removivel (D’INVERNO, 1992).

Uma representacao da singularidade real e da singularidade removivel(raio de

Schwarzschild) encontra-se na Figura 4.

r=10 rg — 2GM r=ry

ol

Figura 4 — Singularidade real e removivel. Figura retirada de (D'INVERNO, 1992).

Para compreendermos o papel dessa singularidade, calcularemos o rg para estrela

solar cuja a massa ¢ Mg = 1,989 x 10%° kg. Logo

2% 6,674 x 107 x 1,989 x 10%
N (3 x 108)

rs ~ 2,94 km. (4)
Como sabemos, o raio do Sol é r; = 696.340 km o que nos mostra que o rs = 2,94 km
estd no interior do Sol. Mas, se considerarmos o processo da evolucao estelar, ou seja, os
eventos decorrentes entre o inicio de vida de uma estrela e sua morte, o Sol concentrara
toda sua massa dentro de rg e sua gravidade correspondente a 274 ms~—2 serd aumentada

para

_ GM 6,674 x 107! x 1,989 x 10%
rg 2,94 x 103

o que implica que a gravidade desse novo objeto, ou seja 4,51 x 10'® ms~

g ~ 4,51 x 10"ms ™2, (5)

2 ¢ tao intensa

que nem a luz escapa do mesmo. Na extremidade de rg, temos o que denominamos de
horizonte de eventos. Uma representacao do raio de Schwarzschild (também chamado de

singularidade removivel), singularidade real e horizonte de evento encontram-se na Figura
4.
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particula em
queda livre
- . 0 I .
singularidade pizigs
r=0 "
dridt =0

r=2m
horizonte de eventos

Figura 5 — Representagao artistica do horizonte de evento e raio de Schwarzschild.

Uma vez cruzando esse horizonte, veja a Figura® 5, cairemos numa espécie de objeto
astronomico que John Wheeler em 1968, nomeou de buraco negro. E nao poderemos mais

sair.

Uma segunda solucao para as equacoes de Einstein, surgiu em 1921% com o
engenheiro civil e fisico teérico alemao Hans Jacob Reissner (Figura 6 (a)) e com o

fisico irlandés Gunnar Nordstrom (Figura 6 (b)).

(a) Hans Jacob e Josefine (b) Gunnar

Reissner(1908). Imagem de Nordstrom(1916).
dominio piblico. Imagem de dominio de

Eva Isaksson homepage.

Figura 6 — Na figura (a) temos a direita Reissner e na figura (b) o Nordstrom

Reissner em 1916 e Nordstrom em 1918, este dltimo de maneira independente,

propoem um tipo de buraco negro com simetria esférica e carregado.

Para este buraco negro o tensor energia-momento corresponde a

1 (o2 1 loa
T = — (FWF,, — (O Fro P ) . (6)
Event horizon traduz-se para horizonte de eventos; Schwarzschild radius se traduz para raio de
Schwarzschild; Singularity se traduz para singularidade.
Esta solucao foi encontrada entre 1916 e 1921.

3

4
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Reissner-Nordstrom obtiveram o seguinte elemento de linha

2 dr?
g — (175 1 @ Ve ! +7? (d92 + sin® 9d¢2) : (7)
(1 _ s 4 Q72)
r 472

o que nos levara a singularidade

r:GMi,/(GM)Z—g. (8)

A terceira solugdo para equagoes de Einstein advém do matematico neozelandés de
Kurow, Roy Patrik Kerr (Figura 7).

Figura 7 — Roy Kerr(2016). Imagem de dominio de Bengt Nyman.

Kerr prop6s um buraco negro com simetria esférica, carregado e dotado de rotacao.

Para este tipo de buraco negro, Kerr obteve a seguinte a métrica ou elemento de linha

2GMrg 4aGMr sin? 0 2
> (4 2 3,2 AL MMTSULY —dr?
ds” = (1 2y ) cdt 2y cdtdo+ Adr
2 2aMrsin®6
+3d0* + r? <7“2 + % a;;m) sin” 0d¢?, (9)
onde
Y =2y a—z cos® 6 (10)
= 02 b
e
A2 2GMr  a?
= rs— 2 g

Kerr pelos seus trabalhos em matematica e fisica tedrica foi agraciado com os

seguintes prémios listados abaixo.

1) 1982: Hector Medal;

2) 1984: Hughes Medal;
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3) 1983: Rutherford Medal;
4) 2006: Prémio Marcel Grossmann;

5) 2011: Prémio Companheiro da Ordem de Mérito da Nova Zelandia pelos servigos

prestados a astrofisica;
6) 2013: Medalha Albert Einstein Medal;
7) 2016 Prémio Crafoord;

8) 2016 Prémio distinto professor de Canterbury.

Estudos sobre os fascinantes buracos negros (Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e
Kerr) iniciaram-se antes da primeira guerra mundial. E, durante a segunda guerra mundial,
nao houve um desenvolvimento nessa area. As pesquisas foram retomadas apds a segunda
guerra, iniciando com Hawking e colaboradores. Desde entao, apenas recentemente, em
2019, com o trabalho exercido pela ciéncia e tecnologia e a motivacao de constatar a
veracidade das equacoes de Einstein para a Relatividade Geral, obtivemos uma imagem

de um buraco negro pela primeira vez, veja a Figura 8.

Figura 8 — Primeira imagem obtida de um buraco negro. Créditos: Event Horizon Telescope,
disponivel em: <https://eventhorizontelescope.org/>.

O objetivo geral deste trabalho, é representar pontos localizados no infinito de
um espago-tempo numa regiao finita, através de uma transformacao ou reescalonamento
da métrica deste espaco-tempo. Os objetivos especificos, sao a exploragao do espacgo-
tempo de Minkowski, o estudo da fisica de buraco negro de Schwarzchild como revisao de
literatura, a compreensao das coordenadas de Eddington-Finkelstein e Kruskal-Szekeres e
a representacao de objetos astrondmicos supermassivos (buraco negro, buraco branco e

ponte de Einstein-Rose ou buraco de minhoca) nos diagramas de Penrose.

Como justificativa, temos que as solugoes de Shcewarzschild, Reissner-Nordstrom

e Kerr para equagao de Einstein, nos levaram a uma singularidade particular, ou seja,
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a um horizonte de eventos. E: com objetivo de representar de modo finito tais singularidades,
Brandon Carter e Roger Penrose formularam diagramas para representar estas singularidades.
Tais diagramas sao chamados de diagramas de Carter-Penrose, por exemplo veja a Figura
9.

Figura 9 — Diagrama de Carter-Penrose para solugdo de Schwarzschild. Figura retirada de
(COIMBRA-ARAGJO, 2016)

Usamos estes diagramas para mostrar como podemos viajar por universos paralelos

usando ponte de Bose-Einstein.

Este trabalho de conclusao de curso(TCC), na modalidade monografia, justifica-se
porque desejamos estudar e compreender os diagramas de Carter-Penrose para os casos
de buraco negro de Schwarzchild. Além disso, realizamos diversas passagens algébricas
desenvolvendo céalculos diferenciais e integrais, introduzimos coordenadas propostas por
Eddington-Finkelstein e Kruskal-Szekeres a solu¢ao de Schwarzchild para a equagao de
campo de Einstein, e mostramos como ocorrem as viagens pelos universos paralelos e

multiversos através dos diagramas.

Também temos o objetivo de construir e contribuir com um material de estudo em
portugués sobre os diagramas de Penrose, uma vez que nao ha muitos trabalhos desses

topicos em nossa lingua nativa.
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1 Solucao de Schwarzchild para a equacao de

campo de Einstein

1.1 Introducao

A solucao de Schwarzchild para a equacao de campo de Einstein, descreve uma massa
esférica, simétrica e estatica, ou seja, de momento angular nulo (FROLOV; ZELNIKOV,
2011).

Esta solucao é desenvolvida a partir da apresentacao da equacao de Einstein e seus

elementos tensoriais e escalares, descritos abaixo.

1 8T
G/“/ = R/“’ — iRgW = gTMV (11)

G € o tensor de Einstein, R, o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci, g,, a métrica e
T, € o tensor de energia-momento.

Com estas informagoes, daremos inicio desenvolvimento da solugdo de Schwarzchild
incluindo também outros parametros indispensaveis, a saber, o elemento de linha e os
simbolos de Christoffel.

O elemento de linha no espago-tempo ¢ definido como
ds? = X Od? 4 A0 dr? 4 r2d6? + rsin® 0de” (1.2)

em que a representagao matricial é dada por

—eFt 000
2H (r,t) 0 0
v = ‘ (13)
0 r? 0
0 0 r2?sin?6
cuja inversa ¢é
—e"2F(nY) 0 0 0
0 e 20 0
HY = 14
g 0 T (1.4)
0 0 0 &5

Como o objeto de estudo em questao é estatico, ou seja, invariante no tempo, as
fungoes F(r,t) e H(r,t), tornam-se F(r) e H(r). Para simplificacdo de escrita, vamos
utilizar apenas F' e H. Porém, quando necessério, para fins pedagbgicos, escreveremos
F(r)e H(r)
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Para determinarmos as func¢des F' e H, calcularemos as conexoes afins citadas

acima, que ¢ nossa proxima tarefa.

1.1.1 Simbolos de Christofell

Calculamos os Christoffel usando

1
r, = 59”’ (OuGvo + OvGuo — O Guw) - (1.5)

Como estamos fazendo os calculos para um objeto de formato esférico, adotaremos

as coordenadas esféricas (t,r,0, ¢).

Apo6s realizarmos os calculos, teremos os seguintes resultados

I, =F'(r) Ly, = F' (r)e?PO=200 17— H' (r)

bo = —re 20 I, = —rsin® ge 240 re, =1 , (1.6)
% = —sinfcosd e =1 'Y = cotf

¢)¢ - T¢ — r 0¢ e

e os demais Christofell sdo nulos.

Este procedimento nao representa o objetivo maior desse trabalho de conclusao de
curso. Portanto, todos detalhes do procedimento algébrico encontram-se no apéndice A.
De agora em diante, todas as vezes que for necessario realizar uma algebra fora do escopo

principal do trabalho, iremos solicitar que o leitor consulte o respectivo apéndice.

Com a finalizacao dos simbolos de Christoffel, desenvolveremos o tensor de Ricci.

1.1.2 Tensor de Ricci

Por defini¢do, o tensor de Ricci é dado por
R, =0\, — 0,1y, + T3, 19, —I0,T%,.- (1.7)

Ao+ uv Al

Apés realizarmos algumas algebras, utilizando os simbolos de Christoffel anteriormente

calculados, temos que os tensores de Ricci sao representados pelos seguintes resultados

2
Rtt — e2(F7H) (F// + (F/)2 —_H'F + T,F/> (18)

2
Ry, =—F'+FH +~H — (F)? (1.9)
T

1
Rgg = e 2H (— +2H — F' — H’> +1 (1.10)
T
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Ry =[1—e (1 +rF' —rH')]sin?0 (1.11)
onde qualquer variacao que fuja de pu = v, é zero.
Para maiores detalhes do procedimento algébrico, consultar o apéndice B.

Com a finalizagao dos célculos dos tensores de Ricci, determinaremos o escalar de

Ricci.

1.1.3 Escalar de Ricci

O escalar de Ricci é definido como
R = R,g" (1.12)
onde R, ¢ o tensor de Ricci e g"” o inverso da métrica.
Se expandirmos o escalar de Ricci, eq.(1.12), teremos
R = Rug" + Rvg"™ + Ropg™ + Rosg™, (1.13)

em que a expressao correspondente é constituida apenas pelas variagoes da diagonal
principal, sendo os demais elementos nulos (D'INVERNO, 1992).

Em resposta as fatoragoes realizadas, obteremos

R=—2¢72H {F 4 (F + 2) (F — H) + (1 -], (1.14)
T T

Para maiores detalhes do procedimento algébrico, consultar o apéndice C.

De posse do tensor Ricci, a métrica e do escalar de Ricci poderemos obter os

tensores de Einstein.

1.1.4 Tensor de Einstein

O tensor de Einstein é definido pela eq.(1.1), ou seja,
1
2
Substituindo as eqgs.(1.8), (1.9), (1.10), (1.11), (1.14) e (1.3) na eq.(1.1) ou (1.15),

obteremos os seguintes elementos do tensor de Einstein

G =R, — zRgu. (1.15)

77‘%62(F_H)(1727‘H/762H) 0 0 0
0 L (142rF'—e?H) 0 0
G = "
0 0 r2e 2H[F"(F'+1)(F'—H')] sin? 0 0
0 0 0 Gogsin? 0

(1.16)

Para maiores detalhes do procedimento algébrico, consultar o apéndice D.
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1.1.5 Tensor de energia-momento
Para um fluido perfeito, o tensor de energia-momento é definido pela seguinte
equacao
T,uu = (p +p)u,uul/ +pgw/7 (117)
onde p é a pressao, p(r) é a densidade com origem em r =0 e u, e u, sdo as velocidades

da esfera de raio R (RYDER, 2009).

Como o objeto ¢ estatico, as velocidades u,, e u, sao diferentes de zero apenas para

a dimensao temporal. Com isso, para as variagoes de p e v, os tensores sao

pe?F () 0 0 0
0 2H(r) 0 0
T,, = be (1.18)
0 0 pr? 0
0 0 0 pr?sin?6.

Os elementos fora da diagonal principal sao iguais a zero.

Na préxima secao desenvolveremos cédlculos relacionando os tensores de Einstein e

energia-momento, que nos levarao as func¢oes H e F e por fim a métrica de Schwarzchild.

1.2 Solucdo de Schwarzchild

Substituindo a eq.(1.16) e (1.18) na eq.(1.1), logo

Gy O 0 0 pe?t 0 0 0
0 G O 0 0 M 0
_ pe , (1.19)
0 0 Ge O 0 0 pr? 0
0 O 0 Gy 0 0 0 prsin?6
onde atribuimos ¢ = 1.
Comparando a primeira linha da eq.(1.19), teremos
1
Gy =——ee (1 —2rH' — ) = 8mpe?”, (1.20)
r
simplificando, obtemos
1 d —2H
Gtt = ﬁ@h’(l — € )] = 87Tp (121)
d —2H 2
Gu = —[r(1 —e 7)) = 8mpr=. (1.22)
dr
Para a segunda linha, vem
1
G = —(1+2rF" — ) = 8rpe?H | (1.23)

r2
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ou ainda,
G, =14 2rF — e = 8rpr2e?s (1.24)
A terceira linha
F H
Gog = e ?H ( — — + F" 4+ (F)? - H'F') = 8mpr?, (1.25)
r r
simplificando,
F H
G@g 2672H ( — +F/I+(F/)2—H/F/> :87Tp. (1.26)
r r
E, por dltimo, a quarta linha
Ggp = Gogsin® @ = 8mpr?sin® 0. (1.27)
que fatorando, obtemos
Gog = S8mpr. (1.28)
Ou, substituindo a eq.(1.25) na eq.(1.28),
" H
rie2H ( -+ F' 4+ (F)? - H’F’) = 8mpr?, (1.29)
r r
onde, simplificando, o resultado torna-se a eq.(1.26)
F" H
Gog = e 2H ( — — + F"+(F) - H’F’) = 87p. (1.30)
r r
Em resumo, temos que resolver as seguintes equacgoes
d —2H 2
5[7’(1 —e )] = 8mpr=, (1.31)
14+ 2rF — e = 8rpr?e?? (1.32)
' H
e ( — — + F" 4+ (F')? - H’F’) = 8mp, (1.33)
r r
Nossa proxima tarefa é determinar as fungoes F'(r) e H(r).
Integrando a eq.(1.31) com respeito a r, obtemos
d 2
/d—[r(l —exp—2H)|dr = 2 x 47T/p(7’)7" dr, (1.34)
,
onde teremos,
/d[r(l —e ) =2 x 47r/p(r)r2dr. (1.35)
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Consideremos que a massa seja func¢ao da posicao r, logo sua densidade, sera

p(r) = d?‘(/r)7 (1.36)

onde, em coordenadas esféricas, dV = 4mr?dr. Logo
m(r) = 47T/p(7")7“2d7‘. (1.37)

Substituindo a eq.(1.37) na eq.(1.35), obteremos

/ dlr(1 — e21)] = 2m(r), (1.38)
e integrando, teremos
r—re 2 =2m(r), (1.39)
ou 9
o2t _ g _ 2mlr). (1.40)
r

Finalmente, a fun¢ao H(r) é determinada através da aplicagao do logaritmo natural

na eq.(1.40), que resultara em

H(r) = —; In [1 - ZmT(T)] . (1.41)

Para determinarmos a fungao F(r), isolamos sua derivada F'(r) na equacao (1.32),

1 1
F'(r) = —5+ (270 - 47Tpr> e (1.42)

Substituindo a eq.(1.41) na eq.(1.42)

1 1 2m(r
F'(r) = —3, + (27” + 47rp7“) 62{_%1“[1_%]}. (1.43)

Apos algumas manipulagoes algébricas, obteremos

m(r) + 4mpr?

F = . 1.44
(r) r[r —2m(r)] (1.44)
Integrando F’(r) com respeito a r, temos
m(r) + 47Tp7“
d 1.45
/ [r—2m (r " (1.45)

Se 0 objeto esférico estiver em uma regiao no infinito, » >> R. E nesta condi¢ao, a

massa a ser considerada é M, que é a massa total do objeto (SCHUTZ, 2009).
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Devemos também levar em consideragao que os célculos estao sendo feitos para

uma massa no vacuo, onde (p = 0). Logo,

o0 dr
F(r)= M/ _ 1.46
() r r(r—2M) (1.46)
Note que
r?—2rM = (r — M)* — M? (1.47)
entao,
o0 dr
F(r)=M / , 1.48
(r) R (r—M)>—M? (1.48)
que integrando, teremos
1 2
Firy==-In{1——). 1.49
(r) 2 " < T > ( )

Encontrado as fungoes H(r) e F(r), respectivamente as egs.(1.41) e (1.49), as quais

substituiremos na eq.(1.2), obteremos o seguinte resultado

oM 2MN\ !
ds? = — (1 - ) di? + (1 _ ) & + r2d0° + 2 sin?0de®  (1.50)

T T

que corresponde a métrica de Schwarzchild.

Podemos notar que havera uma singularidade no segundo termo da métrica quando

r tender a 2M .
1 — 2M

— 00 (1.51)

a qual denominamos de singularidade removivel (E chamada de removivel pelo fato de,

posteriormente, ser eliminada com os novos sistemas de coordenadas).

A outra singularidade acontece quando r se aproxima de zero, que a chamamos
de singularidade real ou fisica. Em outras palavras, singularidades reais nao podem ser

removidas por um conjunto de transformacoes de coordenadas. (WALD, 1984)

Na proxima secgao, faremos uma abordagem das coordenadas de Eddington-

Finkelstein, para solucao da singularidade removivel, r = 2M.
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2 Coordenadas Eddington-Finkelstein

Para compreedermos as coordenadas de Eddington-Finkelstein, é necessario sabermos

que o elemento de linha, ds?, tem o seguinte siginificado:

1. ds? < 0: elemento de linha de tipo-tempo;
2. ds? = 0: elemento de tipi luz

3. ds?® > 0: elemento de linha tipo-espaco.

Tendo em vista as condicoes algébricas que ds? proporciona, podemos notar que o
melhor caminho para alcangarmos as coordenadas de Eddington-Finkelstein é considerar a
geodésica radial nula, ds? = 0, cuja andlise ¢ feita para um corpo sem massa, destacando

a simplicidade do desenvolvimento da equagao

2M 2M\
0=— <1 - 7") dt* + (1 - r> dr® 4+ r2d6? + r? sin® 0d¢*. (2.1)

Para as coordenadas angulares 6 e ¢ constantes, obtemos

oM oM 1
0=— <1 — > dt* + (1 — > dr®. (2.2)
T T

Note que, por fins didaticos, retornaremos com a representacao da velocidade da

luz, c.

Derivando (2.2) em relacao a ds = dr, teremos

0= — (1 _ 2M> a (1 _ ZM)l dr (2.3)

r /) ds? r ds?’

onde adotamos t = &L e 7 = & logo
ds ds’

O:—(1—2‘;W>i2+(1—25ﬂw>_17‘2 (2.4)
(1 — 254\4)252 =72 (2.5)

Nossa proxima tarefa é resolver a eq.(2.5). Para obtermos esta solugdo vamos
considerar o movimento dos corpos de teste no espago-tempo de Schwarzchild (RYDER,
2009).
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O corpo teste obedece a seguinte geodésica

d?a? Y dzt dz”
ds? M ds ds

onde ds é um parametro que no nosso caso corresponde o tempo proprio 7.

=0, (2.6)

Como desejamos encontrar a solugao para eq.(2.5) adotaremos A = ¢, logo obtemos

a seguinte equagao de movimento
d?zt L dz* dz”
ds? " ds ds

= 0. (2.7)

Substituindo as varidveis p,v = (t,r,60,¢), temos que a equagdo de movimento

pode ser descrita da seguinte forma

d*t . dxtdx”

— — =0. 2.8
ds? e ds ds (28)
Como sabemos I't, =T = %ﬁ) e que F(r) = 3In (1 - %) , teremos
M
e, =1t = —~— 2.9
Tt tr 7’(7‘ - 2M) ( )
Substituindo a eq.(2.9) na eq.(2.8), logo teremos
d*t M drdt
497 2.10
izt r(r—2M)dsds (2.10)
em que, simplificando a notagao, escrevemos t' = j—j. Logo
2M
t"+ ———t'r’' =0. 2.11
* r(r —2M) " (2.11)

Podemos reescrever a eq.(2.11) como
d 2m\ .
—|{l1——)t| =0 2.12
i [0-7)1 =0 21
onde, integrando em relagao a 7, obtemos
2M .
(1 _ ) i—b. (2.13)
r

onde b é uma constante.

Substituindo (2.13) em (2.5), teremos que

P = +b. (2.14)

A partir da eq.(2.5), também podemos observar que

dr r—2M
— =4 2.15
dt r ( )
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ingoing

= v

horizonte de eventos

outgoing

Figura 10 — Curvas Incoming e Outgoing dos raios de luz

onde, isolando dt,
,

=+——7dr. 2.1
dt — QMd?" (2.16)
Integrando a eq.(2.16), obtemos
t==x(r+2MIn|r—2M|) + cte, (2.17)

que representa as curvas de entrada (equagao com sinal negativo) e saida (equagao com
sinal positivo) de raios de luz em um campo de Schwarzchild. Um jargao muito utilizado na
relatividade é chamar as curvas de entrada e saida de incoming e outgoing, respectivamente.
(PENROSE, 2005)

Na Figura 10, podemos observar que a curva de saida na regiao r > 2M ¢ crescente,
visto que t aumenta a medida que r aumenta. Ja a curva de entrada, na mesma regiao,

tem comportamento decrescente, sendo que ¢ diminui com o aumento de 7.

Na regiao 0 < r < 2M, notamos que t, na curva de saida, tende a zero quando r
diminui. Em contra partida, a curva de entrada é crescente, onde ¢t aumenta a medida que

7 aumenta.

Ao olharmos com atengao, vemos que as curvas nao tocam a regiao r = 2M. Isto
porqué, como ja foi discutido, é uma regidao no infinito, ou seja, por mais que percorramos

r nas proximidades de 2M, nunca chegaremos a um valor de t.

Em uma regiao fora da superficie de Schwarzchild, mundo real, r e t sdo parametros
acessiveis. No entanto, no interior da superficie, regiao do buraco negro, r e t tém uma
relagdo inversa. Onde tempo e espaco tendem a diminuir, chegando proximos de zero

(regiao em que a singularidade é real). (Misner; Thorne; Wheeler, 1973)

Entao, como na regiao r > 2M temos uma curva crescente para t e r, a métrica na

eq.(1.50) continuard com o mesmo sinal nas componentes de ¢t e r. Por outro lado, como ¢
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decresce juntamente com r na regiao 0 < r < 2M, os sinais nas componentes g; € g, da
métrica se inverterao. Com isso, temos que na superficie de Schwarzchid o pardmetro ¢
sera semelhante ao parametro r, que estd fora da superficie, e o parametro r na superficie

sera semelhante ao pardmetro ¢, que esta fora da superficie. (CARROLL, 2003)

O objetivo das coordenadas de Eddington-Finkelstein é eliminar a singularidade
removivel da eq.(1.50). Para isto, uma forma conveniente de obter tal solugao, é manipular
a componente temporal da métrica de modo que a divisao por zero da componente r seja
removida e, portanto, a singularidade.

nl

Eddington e Finkelstein propuseram um "ansatz'' para extrair a singularidade

removivel. Adotaram uma nova coordenada temporal

f=t+2Mn|r—2M|. (2.18)

Substituindo a eq.(2.17), com o sinal negativo, na eq.(2.18), com o sinal positivo,

encontraremos uma congruéncia de geodésicas radiais nulas de entrada. Em que,

t=—r+cte. (2.19)

Derivando (2.18) em relagdo a r, teremos

dt = dt £+ dr. (2.20)

r—2M

Como o tempo é crescente em uma regiao fora da superficie de Schwarzchild, curvas

outgoing, tomamos o sinal positivo na eq.(2.20) e isolamos dt. Logo,

dt = dt — dr. (2.21)

r—2M

Substituindo a eq.(2.21) na eq.(1.50), teremos

oM N oM 2 oM
= 1_)( B ) <1_)
ds ( . dt r—2Mdr + "

dQ? = df* + sin” 0d¢>. (2.23)

1
dr® + + r*dQ?, (2.22)

onde

Expandindo a eq.(2.22), teremos

oM AM . OM \?
d2:—<1—) P — did ( )d2
5 r [ r—2M Tt r—2M L

oM 1
n (1 _ > dr? 1 r2d0?
T

L Ansatz é um termo em alemao que se traduz como um "chute certeiro".
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2M 2M AM -
2 _ o 72 _ _
ds” = <1 T >dt +(1 r )(r—QM)dth

oM oM \? oM
—(1— )( ) dr2+(1—> dr? 1 r2d0?
r r—2M r

ds2:—(1—2M)di2+(1—2M)( M )dfdr—

r r r—2M
oM oM 2 2M\ !
(1= —(1-=— dr? + r*d§)?
[( r)(r—QM) ( 7’> ] T
=U
oM AM
ds? = — (1 _ r) 4P+ = didr — Udr® + 77457 (2.24)

Desenvolvendo U, teremos

v () () (7))

B (r—2M)(r+2M)|
__l r(r—2M) ] B

_ <T+T2M> _

=— (1 + QM) . (2.25)

”
Substituindo a eq.(2.25) na eq.(2.24), teremos

oM 4M . 2M
ds? = — (1 — ) dt* + ——dtdr + (1 = ) dr? + r?dQ>. (2.26)
r T

r

Com isso, podemos notar que a eq.(2.26), permite que a regiao interna ao buraco
negro, 0 < r < 2M, seja acessivel. Nao existe mais singularidade em r = 2M. A assinatura
da superficie de Schwarzchild é a mesma para r > 2M (RYDER, 2009).
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Figura 11 — Regiao I acessivel. Regido IT acessivel Figura retirada de (D’INVERNO, 1992).

Podemos observar também, que os raios de luz da regiao r > 2M podem ser
deslocados para a regiao 0 < r < 2M. Porém, os raios de luz encontrados na regiao
0 <r < 2M, nao podem ultrapassar r = 2M. Isto porqué a congruéncia das geodésicas
radiais nulas apresentadas na eq.(2.19), possui trajetéria de cones de luz direcionada a
singularidade real, » = 0. Para um observador externo, esta regiao é conhecida como
horizonte de eventos, uma regiao da qual nenhuma particula escapa. A um objeto com

estas caracteristicas, chamamos de buraco negro. (SCHUTZ, 2009)

Uma forma simplificada da eq.(2.26), pode ser apresentada através da insercao de

coordenadas nulas, ou seja,
v=t+r. (2.27)

Derivando e isolando dt, teremos

dt = dv — dr. (2.28)

Substituindo a eq.(2.28) na eq.(2.26),

2M 4M 2M
ds® = — (1 — ) (dv — dr)* + — (dv — dr) dr + (1 + ) dr® +r2dQ%. (2.29)
r T

r

Desenvolvendo a eq.(2.29),

oM
ds® — — <1 _ > v + 2dvdr + r2d0?, (2.30)
T

sendo v uma constante, teremos que esta equacgao representa a forma simplificada da

eq.(2.26).

Para encontrarmos a eq.(2.26) consideramos apenas o sinal positivo da eq.(2.20),
ou seja, as curvas outgoing. Isto ocasionou uma assimetria temporal nas coordenadas de
Eddington-Finkelstein (CARROLL, 2003).
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Para recuperarmos a simetria, consideraremos a introdugao de uma coordenada

reversa de tempo (dt*), sinal negativo da eq.(2.20). Portanto,

2M
dt* = dt — dr. 2.31
r— oM (2:31)
Isolando dt,
. 2M
dt = dt* + — 2Md7“. (2.32)

Substituindo a eq.(2.32) na eq.(1.50), teremos

oM oM 2 2MN\ !
ds? = — (1 _ ) (dt* e Mdr) + (1 _ ) dr? + %02 (2.33)

r r— r

Expandindo a eq.(2.33),

2M 4M 2M
ds? = — (1 _ T) (") = =Zde'dr + (1 4 T) dr? 0202 (2.34)

Este é o sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein, para uma coordenada
de tempo reverso. Ao tragarmos retas de geodésicas nulas de outgoing, percebemos que
os cones de luz tendem a direcdo oposta da singularidade real, assim, cruzando a regiao
r = 2M para a regiao 2M < r < oo, mas nao o caminho inverso. Isto significa que as
particulas ficam presas a regiao r > 2M, fazendo desta regidao, um horizonte de eventos para

um observador dentro da superficie de Schwarzchild. Um objeto com estas caracteristicas,
é chamado de buraco branco. (RYDER, 2009)

Semelhante & eq.(2.26), apresentaremos agora uma forma simplificada da eq.(2.34)

através da insercao de coordenadas nulas. A saber,

w=t"—r. (2.35)

Derivando e isolando dt*, teremos

dt* = dw + dr. (2.36)

Substituindo a eq.(2.36) na eq.(2.34),

oM AN oM
ds? = — (1 _ ) (dw + dr)* — 225 (dw + dr) dr + (1 + ) dr? + 2402, (2.37)
T

T T

Expandindo a eq.(2.37), teremos

20
ds? = — (1 _ r) dw? — 2dwdr + r2d2, (2.38)

que corresponde a forma mais simplificada da eq.(2.34).
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3 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Podemos observar que as coordenadas estudadas até o momento, trataram de
regioes especificas a singularidade removivel. Agora, em uma abordagem das coordenadas
de Kruskal-Szekeres, estudaremos todas as regioes possiveis em um espago-tempo de

Minkolwski.

Introduzimos uma coordenada nula, que a denominaremos de coordenada temporal

avangada, na métrica de Schwarzschild, logo

V(t,r):t+r+2Mln(2§W—1>. (3.1)

Derivando v com respeito a t e r

ov ov

dv = Edt + Edr, (3.2)
teremos
dv = dt + - _7"2 . (3.3)
Isolando dt,
dt = dv — - _7~2 —dr. (3.4)

Substituindo a eq.(3.4) na eq.(1.50), teremos

2M
ds> = — (1 _ ) v + 2dvdr + r2dQ°. (3.5)
T

Similarmente a eq.(2.30) nas coordenadas de Eddington-Finkelstein, a eq.(3.5) é
assimétrica no tempo. Nao temos uma invariancia no elemento de linha se v — —v, com

isso, precisamos adotar uma coordenada de reversao temporal para recuperar a simetria

(PENROSE, 2005). Logo,

w(t,r) =t—r—2MIn (2;\4—1) (3.6)

Derivando w com respeito a t e r,

ow ow

dw = —dt + —d .
U ot * ar " (3.7)
logo
r
dw = dt — — 2Mdr, (3.8)
que isolando dt, teremos
r
dt = dw + — 2Mdr. (3.9)
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Substituindo a eq.(3.9) na eq.(1.50), temos

oM
ds® = — (1 - ) dw? — 2dwdr + r?d0?. (3.10)
T

A eq.(3.10) expressa o elemento de linha do pardmetro de reversao temporal w, em

que as curvas outgoing dos raios de luz sao denotadas na regiao w — —w.

Podemos simplificar a notacao das coordenadas nulas, fazendo

r
t = . 3.11
" r—2M ( )

Assim, as coordenadas nulas poderao ser expressas como

v="t+r" (3.12)

w=t-—r" (3.13)

Apés discorrermos sobre as coordenadas nulas avancadas e retardadas no tempo,
vamos introduzir suas derivadas na eq.(1.50) e apresentar a métrica de Schwarzchild em

forma de coordena nulas. Para isto,

Para alcancar esse objetivo multiplicamos as eqs.(3.3) e egs.(3.8), logo

2 —2
dwdv = di* — (1 - m) dr?, (3.14)
T
que multiplicando ambos os lados por (1 — 27), teremos
2M 2M 2MN\ !
(1 - ) dwdy = (1 - ) dt* — (1 - ) dr® (3.15)
r r r
o M M My
2 2 2 -
- (1 - T) dt* = — (1 — r) dwdy — (1 - r) dr?. (3.16)

Substituindo a eq.(3.16) na eq.(1.50), obteremos

oM 2MN\ ! 2m\
d82 = — <1 — 7') dde — (1 — 7“) d?"2 + (1 - ;n> dT'Z + TQdQQ, (317>

ou simplesmente

2M
ds* — — (1 _ > dwdv + r2d02. (3.18)
r
Introduzindo as seguintes coordenadas
1
z = §(€V/4M 4 e7w/AM) (3.19)

1
h= 5(e”/"fM — eTw/AMY (3.20)
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Substituindo a eq.(3.1) e a eq.(3.6) na eq.(3.19), encontramos

1/2
z= (27]0\/[ — 1) e"/*M cosh (t/4M). (3.21)

Derivando a eq.(3.21) dz = Zdt + %dr, teremos

t ) t
dz = acosh (4M>dr + Bsinh (él]\/_l)dt' (3.22)
onde
o = Y (3.23)
3203 (r — 2M) '
) (v —2M)
r— r

B = o e /2M (3.24)

Analogamente para h, substituimos a eq.(3.1) e a eq.(3.6) na eq.(3.20). Logo,

1/2
h= (2;’\4 - 1) e"/4M ginh (t/4M). (3.25)

Elevando a eq.(3.21) ao quadrado, teremos

2 (. r/2M 2
2= (QM 1) e cosh” (t/4M). (3.26)

Elevando a eq.(3.25) ao quadrado, teremos

B2 — (2;\4 _ 1) e"/2M ginh? (¢ /4M). (3.27)

Calculando a diferenga entre a eq.(3.26) e a eq.(3.27),

2= (2;4 - 1) er/2M. (3.28)

Derivando a eq.(3.25), dh = %dt + %dr, teremos

. t t
dh = asinh <4]\/[)dr + [cosh (W)dt' (3.29)

Calculando a diferenga dos quadrados das equagoes (3.22) e (3.29), encontramos
dz* — dh* = o*dr* — B2dt?, (3.30)
no qual, substituindo a eq.(3.23) e a eq.(3.24) na eq.(3.30), obtemos

2M3 2M 2MN\ !
37’.6_7‘/2M (de — dh2> = — <1 — /r') dtQ + (1 — 7"> dT’Q. (331)

Substuindo a eq.(3.31) na eq.(1.50)

_ 32M3 e—r/QM
r

ds® (dz? — dh?) + 1% (2, h) dP%, (3.32)
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que nos da, por fim, o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres para a solucao de
Schwarzchild (RYDER, 2009).

Para um movimento radial, o elemento de linha torna-se

2 _ 32M° o T/2M
r

ds (d=* — dn?). (3.33)

Se considerarmos a geodésica da eq.(3.33) radial nula, ds* = 0, teremos

dz = +dh, (3.34)

que integrando, obteremos
z = +h + cte, (3.35)

cuja a solugdo, eq.(3.35), sao retas do plano zh. Essa retas sdo mostradas na figura 12.

h

Singular

r=2M,t =400

Passado|Singular

Figura 12 — Diagrama de Kruskal

Podemos notar na Figura 12, que o diagrama das coordenadas de Kruskal possui

quatro regioes. Sao estas,

1. regiao I: representa o mundo real, » > 2M, delimitado por r = 2M;

2. regiao II: expressa para r < 2M, faz fronteira com a regiao I, em que objetos que
atravessam o horizonte de eventos, r = 2M, ficam presos nesta regiao, encontrando,
posteriormente, a singularidade. A regiao II, por estas caracteristicas, torna-se um

buraco negro;



Capitulo 3. Coordenadas de Kruskal-Szekeres 36

3.

regiao III: completa a simetria favorecida pela entropia, sendo simétrica a regiao I.
Essa constatacao leva a presumir que a regiao Il comporta-se como uma ponte entre
duas regioes idénticas com reversao temporal (passado e futuro), conhecida como

ponte de Einstein-Rosen ou buraco de minhoca;

regiao IV: ejeta matéria e luz para a regiao I, através das curvas outgoing. Tudo o
que sai desta regiao, vem da singularidade, r = 0, descrevendo o que denominamos

de buraco branco. Nenhuma das demais regioes do diagrama pode influencié-la.
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4 Diagramas de Carter-Penrose

Nos diagramas de Penrose, estudaremos estas regioes no infinito em pontos finitos,
obtidos através de uma transformacao conforme da geodésica ds, trazendo maior facilidade

na deteccao dos objetos astrondémicos citados.

Consideremos a métrica do espago-tempo de Minkowski, como

d§® = —dt* + dr* + r?dQ*. (4.1)

Expressando a eq.(4.1) em termos de coordenada nula avancada no tempo
u=t-—r, (4.2)

e retardada no tempo,
v=t+r. (4.3)

Pt = —. (4.4)

Calculando a derivado total 4 e 7 e em seguida multiplicando ambos os resultados,
obteremos
didv = dt* — dr®. (4.5)

Substituindo a eq.(4.4) e a eq.(4.5) na eq.(4.1), teremos

(@ —v)*

ds* = —dudv + dQ?. (4.6)
Multiplicaremos a eq.(4.6) pelo fator
0" = (1+ a2)1(1 +92) (47)
que denominamos de fator de conformidade. Assim, teremos que
ds® = — dudy R e o) 02, (4.8)

(1+a®)(1+2%) 401 +a®)(1+0?2)

Sabemos que o grafico da funcao trigonométrica da tangente, ver figura 13, possui
um comportamento de ir ao infinito pela direita e esquerda. Tal caracteristica podera ser
utilizar para "trazer” a regiao infinita da solucdo de Schwarzchild para uma regiao finita a

partir da métrica do espago-tempo de Minkowski.
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—92 1L

Figura 13 — Grafico da tangente.
A partir dessa motivagao introduzimos as novas coordenadas

U = tanp, (4.9)

tanq. (4.10)

v

a métrica eq.(4.8).

Derivando @ e © com repeito p eq, respectivamente e em seguida realizamos o

produtos de ambos os resultado, ou seja,

dudv = (1 + tan? p) (1 + tan? q) dpdq. (4.11)
Escrevendo o fator 41(1&2_7;?11@2) da eq.(4.8) em fungao de p e g, obteremos
(i —v)° B (tan p — tan q)° (4.12)
4(1+a2)(1+92)  4(1 +tan?p)(1 + tan?q) '
de onde extraimos apds algumas manipulagoes trigonométricas que
4(1 + a?)(1 4 0?) 4
Substituindo a eq.(4.11) e a eq.(4.13) na eq.(4.8), teremos
. 2 _
ds? = —dpdg + Wm?, (4.14)
onde, por defini¢ao,
—m<p,q< T (4.15)

A métrica encontrada na eq.(4.14), é a métrica do espago-tempo de Minkowski, ou

seja, eq.(4.6), reescalonada conformalmente.
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O tempo e o espago nos diagramas de Carter-Penrose, sao estabelecidos com novas

coordenadas representando o infinito de maneira finita, onde

p=T-R (4.16)

¢=T+R. (4.17)

As coordenadas T' e R sao usadas no diagrama de Penrose para estabelecer limites
finitos aos pontos no infinito do espago-tempo de Minkowski. Assim, como mostrado na

fig.z, definimos

Como ja sabemos, —7 < p, ¢ < m, assim, analisaremos os pontos extremos de p e q.

Para p = —m, a eq.(4.16), torna-se

—nm =T —R. (4.18)
Se R = 0, implica que T' = —m. Logo, representamos o ponto (0, —7) como ¢~ , que significa
o passado tipo-tempo. Porém, se T' = 0, implica que R = —n. Logo, indicamos o ponto

(—7,0) como 7°, o qual definimos como passado tipo-espago.

O gréfico da eq.(TR1) é uma reta conectando o ponto ¢~ = (0, —7) com o ponto
0 = (m,0). E, que para p = —7 teremos que % = —oc. Definimos tal reta como J~ (ler-se

Scri menos) e representamos na Figura 14.

Figura 14 — Diagrama compactado

Para p = 7, a eq.(4.16), torna-se

r=T-R (4.19)
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Analogamente, teremos (0,7) e (—m,0), que representamos como ¢, ou futuro
tipo-tempo, e i°, o futuro tipo-espago, respectivamente. E, da eq.(4.19) teremos uma reta,
que conecta o ponto ¢+ ao ponto ° a qual denominamos de J*. Note que para p = 7

implica que u = 4+00. Essa reta mostramos na Firgura 14.

Para ¢ = —m, a eq.(4.17) torna-se

—m=T+R. (4.20)

Realizando a mesma analise teremos para R = 0 o ponto (0, —7) que denominamos
de ¢=. Para T = 0 obteremos o ponto (—m,0) que corresponde ao ponto (°. Como antes,
a reta que conecta ¢~ com (° a chamamos de J~ porque para ¢ = —7 0 U = —00.

Representamos esta reta na figura 14.

Similarmente para ¢ = 7
m=T+R, (4.21)

0

logo, o ponto (0, 7) corresponde ao (” e o ponto (7,0) o ¢™. A reta que conecta este dois

pontos esta representado na Figura 14 e denominamos de J' uma uma vez que para

q = T teremos que ¥ = +00.
Em resumo
1. J7: é o infinito futuro nulo;
2. J: é o infinito passado nulo;
3. +*: é o futuro tipo tempo;
4. 17: é o passado tipo tempo;

5. 1%: é o futuro e o passado tipo espaco.

Para a representacao das coordenadas de Kruskal-Szekeres em um diagrama de

Penrose, introduzimos novas coordenadas a métrica em eq.(3.18). Logo,

14
— AMexp (—— 4.22
v eXp( 4M> (4.22)
(&
V=4Me (w> (4.23)

Substituindo a eq.(3.1) na eq.(4.22), encontramos

U a7 1) r—t 4.24
- (2]\4_) eXp<4M) (4.24)
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Derivando a eq.(4.24) em relagdo a t e ,

=" 1) e ("1 4.25
_(2M_> eXp(4M>t' (4.25)
Substituindo a eq.(3.6) na eq.(4.23), encontramos
r 1/2 t+r
V_4M(2M—1> exp<4M). (4.26)
Derivando a eq.(4.26) em relagao a t e r,
r 1/2 t+r
v = <2M - 1) exp ( - )dt (4.27)
Multiplicando as derivadas as eqs.(4.25) e (4.27), obteremos
2M —r 2M
~ e (2M>dUdV - (1 - T) dwdv. (4.28)
Substituindo a eq.(4.28) na métrica de Kruskal, eq.(3.18), obteremos
2M -
45 = === exp (-0 )dUAV + g 42
s exp | oo udv +r (4.29)

Para as novas coordenadas avancadas e retardadas no tempo, da solucao de Kruskal
para a métrica de Schwarzchild, temos que os intervalos de u e v sdo aplicados a v e w,

porém, U e V apresentam intervalos nao condizentes com o espago-tempo de Minkowski.

(a) (b

~—

v U w |V
—00 | —00 —oo | 0
0 [ —4m 0 [4m
00 0 00 | oo

Tabela 1 — coordenadas u e v transladadas para coordenadas U e V'

Trazendo esses dominios para a solucao de Kruskal, podemos obter o seguinte

diagrama de Penrose

Percebemos que U e V nao atingem suas extremidades simetricamente. Portanto,
considerando a reversao temporal, validando a fisica representada pelos diagramas a
entropia, propomos o intervalo —oo < U,V < oo. O diagrama de Penrose para estas

coordenadas, sera

A Figura 16 apresenta quatro regides. A regidao I atende as condicoes reais de tempo
e espago, limitadas por U = 0 e r = 2M, caracteristicas de um horizonte de eventos. A
regiao II, por sua vez, é a simetria inversa da regiao I, atendendo a V. =0e r = 2M.
A regiao III representa o buraco branco, seguindo a congruéncia das geodésicas nulas
avancadas no tempo, e a regiao IV é o buraco negro. As regides III e IV apresentam
ondulacao entre os pontos de futuro infinito tipo-tempo e entre os pontos de passado

infinito tipo-tempo. Esta ondulagdo, em r = 0, é a singularidade.
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Figura 15 — Diagrama de Penrose para U e V, considerando os intervalos de u e v.

Figura 16 — Diagrama de Penrose para a solugdo de Kruskal.
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5 Conclusao e Perspectivas

Ao fim de toda abordagem exercida, desde os simbolos de Christofell as equagoes
que geraram os diagramas de Penrose, notamos que os calculos de Eddington e Kruskal
para a métrica de Schwarzchild, proporcionaram solugoes para singularidade removivel,
r = 2M, e, consequentemente, simplificaram a métrica com novas coordenadas atribuidas,
partindo de defini¢des como o elemento de linha nulo, ds? = 0, e a exploracao das regides

possiveis para o espaco-tempo de Minkowski.

Outrossim, através destas solugdes para a métrica de Schwarzchild, houveram
implementagoes de novas coordenadas, por parte de Penrose, compactando as solugoes
infinitas para o dominio finito. O que permite a demonstracao finita, através de diagramas,
do que denominamos de buraco negro, buraco branco e buraco de minhoca (ponte de

Einstein-Rosen).

Podemos citar como perspectivas futuras, os seguintes itens:

1. desejamos dar continuidade a este estudo, estendendo o diagrama de Carter-Penrose

para o buraco negro de Reissner-Nordstron e Kerr;

2. entender como a métrica Friedman-Robertson-Walker, mais porpulamente conhecida

como métrica FRW, se comporta frente ao diagrama de Carter-Penrose;
3. despertar a curiosidade de estudantes para o referido tema;
4. estimular a continuidade do trabalho com temas posteriores a este, da TRG;

5. contribuicdo com material ao meio académico.



A Simbolos de Christoffel

Para A=0c=te u=t,

v=t

1
thtt = §9tt (Or gt + Orger — Orgst)

Fit = §9tt3t9tt
1 _
Tl = 5(—e M)A (—e*)
como a derivada é em relacao ao tempo,
I, =0

1
Fir = §gtt (Ot Grt + Or Gt — Orgtr)

como elementos fora da diagonal principal sdo nulos,
1
Fir = §gttargtt

I, = 5(—e )0, (=)

1
I, = (e 2)(-2F'e)

dF
I =r=—_—
tr dr
v=2_0
1
iy = Egtt (Orgor + Opgre — Orgrg) = 0
v=2¢

1
Fid) = §9tt (0rggt + Opgrr — Orgty) = 0.

ParaA=oc=tepu=r,

v=t

44

(A.2)

(A.4)
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t Loy
L, = 59 (0rget + 0rgrt — Orgre)
It — 1 tt g
rt = 59 rJtt
1
Ffﬂt _ 5( 6—2F>8T( 2F)
dF
Iy =F=— A5
rt d?" ( )
vV=r
Ft _ } tt a a . (9 - 0 A 6
e 29 ( rdrt + rdrt tgrr) - ( . )
v==0
1
o = igtt (0rgot + ogrt — Orgro) = 0 (A7)
v=2¢
1
I = 59“ (Orgot + Opgrt — Orgrg) = 0 (A.8)
Para \=o0=tepu=20,
v=t
1
FZt = 59“ (O gt + Orgor — Orger) =0 (A.9)
v=r
1
Fgr = igtt (8997’15 + arget - atQQr) =0 (AlO)
v=2=0
1
T = 59” (Oogor + Opgor — Organ) = 0 (A.11)
v=2q¢
1
FZ¢ = 59“ (Opgpt + Opgor — Orgog) = 0 (A.12)

Para A\=0 =t e u= ¢,
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v=t
1
Fft)t = §9tt (Opgur + Orggt — Orggr) =0 (A.13)
v=r
1
r, = 59” (Op9rt + Orggt — Orger) = 0 (A.14)
v=2=0
1
Ffz;e = igtt (Os90t + Ovggt — Orgp) = 0 (A.15)
v=0¢
1
Too = 59“ (Os90t + Osgsr — Drgsp) =0 (A.16)
Para A=0c=repu=t,
v=t
' 1 rTr
Iy = 59 (Orgtr + Orgir — OrGgst)
1
r=_= rrar
it 29 it
1
Iy, = =5 (e )0, ()
1
Iy, = —5 (e ) (—2Fe)
Iy, = [ (A.17)
v=r
T 1 Tr
Ftr = 59 (8tg1”1” + argtr - argtr) =0 (A18)
v==0
T 1 rr
Ly = 59 (Oegor + Oagtr — Orgro) = 0 (A.19)
v=0¢
T 1 rr
I, = 59 (OtGgr + Opgir — OrGip) =0 (A.20)
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ParaA=0c=repu=r,
v=t
T 1 rr
Prt = 59 (87'9157' + atgrr - argrt) =0 (A21)
v=r
T 1 Tr
Fm« - 59 (argrr + argrr - 07‘97"7")
1
F;r = igmn rGrr
1
Iy, = §(€*2H)3r(62H)
1
P:r _ 5(6_2H)2H,62H
dH
I"m =H = — A.22
rr d,r, ( )
v=2=0
T 1 rTr
Frg = 59 (argér + a@grr - ar.Qr@) =0 (A23)
v=2¢
‘a 1 Tr
FrqS — 59 (argqbr + aqbgrr - argrqb) =0 (A24>
ParaA=o0c=repu=20,
v=t
' 1 rr
or — 59 (aegtr + atgﬁr - rgﬁt) =0 (A25)
v=r
T 1 Tr
Fgr — 59 (aﬁgrr + 87"997" - arger) =0 (A26)
v==0

1
Iy = 59” (Oagor + Oager — Orgoo)

1
ro__ rraT
00 9 g 9o0
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T 1 —2H 2
Loy = —5(6 )0, (1)
Iy, = —re 2 (A.27)
v=2q¢
' 1 Tr
Tos = 59 (Degeor + Opgor — Orgog) =0 (A.28)
Para A=0=7re pu= 9,
v=t
‘s 1 rr
F(i)t = 59 (a(bgtr + 8tg¢r - rQqSt) =0 (A29)
v=r
‘ 1 Tr
Fqbr = 59 (a¢grr + arggbr - ar%r) =0
v==0
' 1 Tr
Lo = 59 (9s96r + Ooggr — Orgge) =0 (A.30)
v=0¢
' 1 rr
b0 = 59" Os9or + 0ogsr — 0rgpy)
' 1 rr
Do = =597 0rgs0
' 1 — .
[y = —§(e 20, (r* sin” 0)
I, = —rsin® e " (A.31)
Para A=0=0¢e u=t,
v=t
1
Iy = 5960 (0egto + Orgio — Opgst) = 0 (A.32)
v=r
1
Fter = 5990 (atgrﬁ + argtO - 899151") =0 (A33)
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v==>0
1
It = 5909 (9rg00 + Opgro — Opgro) = 0 (A.34)
v=2¢
1
Tis = 59" (9i9op + Oogio — Dogus) = 0 (A.35)

ParaA\=c=0epu=r,

v=t
1
th = 5990 (argté + athO - 8997‘15) =0 (A36)
v=r
1
F?“T = 5960 (argtﬁ + atgrﬁ - 899rt) =0 (A37>
v=2_0
1
Iy = 5999 (Orgog + 09 gro — Oagro)
9 L g9
Irg = 59 Or9oo
1/1
0 _
Ly = 3 (r2> (2r)
0 1
Y, = - (A.38)
T
v=0¢
1
[0 = 59" (9r90 + ogro — Oagrs) = 0 (A.39)
ParaA=0c=0epnu=20,
v=t
T — L 090 (Byguo + Orgoo — Dngor) = 0 (A.40)
ot 29 09to t900 090t .
v=r

1
g, = 5999 (Oagro + Orgoo — Oggor)
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1
g =~ (A1)
T
v=2=0
F":lef’(a + Doges — Oagas) = 0 (A.42)
00 29 0900 0900 0900 .
v=2q¢
Y :19"(8 + 04900 — ogog) = 0 (A.43)
0¢ 29 0940 900 0906¢ .
Para A=0=0¢e u= ¢,
v=t
Fazlee(a + 0sgpp — Ongsr) = 0 (A.44)
bt 29 »Jt0 t9p0 09 pt .
v=r
1
re, = 5996 (0pgro + 0rggo — Opggr) = 0 (A.45)
v=20
I’ :199(8 + Opgg0 — Ooggo) = 0 (A.46)
Y 29 »900 0940 0940 .
v=0

1
TGy = 5996 (05960 + Osgg0 — Vo gse)
1
Ty = —59" Ogos
1/1 .
Fzﬁb =-3 <7"2> 89(7‘2 sin? 0)

171
6 _ 2 .
Fdxb_ —3 <7Q> 2r-sin 6 cos 0

ngﬁ = —sinf cosf (A.47)

Para A\=0c=¢ e p=t,
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o1

v=t
o _ 1 4o
Iy = 29 (019t + Orgry — Opgr) = 0
v=r
o _ L 4
I = 59 (atgmi) + 0, Gt — Opgtr) =0
v=2~0
6 _ 1 4
Ly = 59 (01906 + O Gy — Opgro) = 0
v=0¢

1
Iy, = §9¢¢ (0t9¢¢ + Og916 — OG1s) = 0

ParaA=o0c=¢epu=r,

v=t
o _ 1 44
T =59 (0r Gt + 01Gr — Opgrt) =0
v=r
¢ 1 ot}
Frr = 59 (argrqb + &“grqb - aqbgrr) =0
v=2~0
6 _ L 4s
Ly = 29 (0r 906 + OpGre — Opgra) =0
v=2¢

1
e, = §g¢¢ (Orgpp + Opgrs — Opgrs) =0

ParaA=c=¢epn=20,

v=t

1
Ty, = §9¢¢ (Oagte + 0rgog — Ogger) = 0

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)
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v=r
1
L9 = 59° (Dogro + 0,905 — Dogor) = 0 (A.57)
v==0
1
T = §9¢¢ (Dvgos + Ongop — Osgos) = 0 (A.58)
v=0¢
1
Tps = 59@5 (D09gp + 0906 — DG0s)
1
Fﬁﬁ = §9¢¢399¢¢
1 1
¢ _ .
[ = 5 (7’2 - 9> Dp(r? sin® 0)
1 1
¢ _ .
F6'¢ = 5 (7"281n20) 2T2 Sln@COS@
& cos 6 1
=, = = cot 0 A.59
% 7 ¢inf  tanh 0 ( )
Para A=0c=¢ e pu=09,
v=t
T9 = =9 (0pts + 0:9ps — Opgsr) = 0 (A.60)
v=r
1
rg, = §g¢¢ (989r6 + Orgss — Ossr)
1
g, = §9¢¢3r9¢¢
1 1
¢ _ 2 .2
0% = 5 (g 907 5°0)
1 1
¢ _ 2
For = 2 <r2 sin29> 2rsin” 6
re, =1 (A.61)
or r .
v==0

1
er = §9¢¢ (03966 + o9 — Og9g0)
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1
Fio = §g¢¢399¢¢
1 1
¢ _ 2 2
oo = 2 (7"2 sin29> Oo(r”sin”0)

1 1
Fig = () 2r? sin 0 cos

2 \r2sin?4¢
cos 0 1
e, =" — — cotd A.62
7 sind tan @ €0 (A.62)
v=¢
o _ 1 4
G = 59 (96966 + 06906 — 0s9ss) = 0 (A.63)
Em resumo,
I, = F'() I = P/ (r) K020 T, g (r)
Iy, = —re 2H0) I, = —rsin® He—2H(r) I =1

I, = —sinfcosf re =1 'Y —cotf e todos os outros sio nulos.
foto) T r 0
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B Tensor de Ricci

Mantendo 4 = v =t e variando A e o conforme as coordenadas esféricas,

Ry = 0Ly + 0, + aGF?t + &ng& — Oy — 07, — atrgt - 6tr?;t + Tl + DL+
LioUf+ Dl + Tl U, L 4 DU + DTl T + D, 4 DL, + DTG + T3, +
Fﬁrfﬁ + Fiel—‘ft + F£¢Fft - F%trit - Ff"tl—‘gt - Fétrz?t - Ffbtrﬂ - F:tFit o B S thrﬁt -
thrft - Fftfét - Fftrgt - thrgt - F?{)trgt - Fﬁ% - Fftfét - thth - Fitht

Devido a valor nulo de alguns simbolos de Christofell e derivada nao existente de

outros, temos

Rtt = arr:t + Firrgt + T:TF; + Fzrrl} + F¢rFZt - F:tl—‘;ﬁ - F;fl—‘f“t

Ry = aTFlez(F—H)+F/262(F—H)+H/F/62(F—H)+}F/62(F—H)_|_1F/62(F—H)_F/262(F—H)_F/2€2(F—H)
r r

Ry = [F"*E-1) L o(F' — g F'eF ] 4 g/ FeF=H) 4 gF’e2(F’H) e
r

Rtt — [F/IeQ(F—H) + Q(F/ o HI)FIGQ(F—H)] + HIFIGQ(F—H) + gFIGQ(F—H) o F/QeQ(F—H)
r

Rtt — F//eZ(FfH) + 2F/2€2(F7H) _ 2H/F/62(F7H) + H’/F/e2(F7H) + gF/€2(F7H) _ F/2€2(F7H)
r

Ry, — FVe2F—H) | pr2g2F—H) _ [y pi2F-H) | gF,GQ(F_H)
,

2
Ry = 2F-H) (F” +F? - HF + F’) (B.1)
T

Mantendo p = v = r e variando A e o conforme as coordenadas esféricas,

R"’T = atrf‘r + aTF;r + 8‘9F2r + 8¢F$r - aTFir - 87"1_‘:7“ - aTFgr - aTF¢)r + Fititrir + FZ-F::T +
FiOF;‘“’T + Fi(ﬁrfr + F:trf‘r + i 4 + FTOF?"T + F:qbrfr + thl—‘ir + Fgrrir + errgr + ngﬁrfr +

rrerr T

thrf"r + F(brl—‘:r + Fierf’r + Fi(ﬁl—‘fr - Firrir - Ff“rr;” - Fé?"]‘—‘?’!‘ - Ffbrl'_‘?r - F:TFI;’T - F;rl—‘:r -
Fgrrvgﬂr - P;rrfr - F?T‘FZT - Fgrrgr - Fgrrgr - Fgrrgr - Fgrgr - F?rrgr - Fgrrgﬁr - FirFﬁr

Devido a valor nulo de alguns simbolos de Christofell e derivada nao existente de

outros, temos

RTT" = _aTrir_aTFzr_aTrd)r_'_Fr I +Ft I +F0 , +F¢T’P:T‘_FirFiT_F:TF:T_FzTFzT_FZT'Fir

rreorr tr- rr Or- rr

R, = —0,I%, — 0,T%, — 0,0 + T} I7 + 190 +T9 1" —TiTt —T§T4 —T5T9

tr=rr T rT
1

1 1 1
Ry=—-0,F —0,-—0,~+FH +-H +-H —F*— — — —
T T r T
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1 1 1 1 1 1
Ry=—F'+ 4 — 4+ FH+-H+-H —F?_ — _ ~
rz 2 r r rz 2

2
R, =—-F'+FH +~H — F” (B.2)
T

Mantendo p = v = 6 e variando A e o conforme as coordenadas esféricas,

Rgg = 0;Tlyy+ 0, T+ 0pT 9+ 0T g — OpT'ty — OpT — gL Gy — 89F$9 + 1,050 + 1050+
NN ¢F09 + I, Thy + T T + Trglhs + F:qﬁrge + T9,Lhy + 19,59 +ThT50 + F&J& +
FitF% + F¢r 96 T F¢9F 66 T F$¢F$9 —T}yThy — Tty — TheT'hp — Fwa‘z’ — Tty =TIy —
Lol — Fgerre T9she — ToTho — TooT o9 — F¢0F90 Iy ol'60 — ry ol'go — FZ)QFZH - Fierie

Devido a valor nulo de alguns simbolos de Christofell e derivada nao existente de

outros, temos

r r r 7T r r 10
Rgp = 0,T'py — aerze +T4,Th + I0,Thy + T8, T — Tp Yy — Fﬁerﬁe

1 1
Rop = 0,(—re ) =0y cot O+ F'(—re )+ H' (—re )+ = (—re ) — (—re 21) = —cot? §
r r
Rog = —e 2 2rH' e 4 csc® O+ F'(—re™ ") + H'(—re ) — cot? 0.
Trigonometricamente,

csc? 0 — cot?f = 1.

Logo,
Rop = —e 2" 1 2rH'e™" 4 F'(—re™ ") 4 H'(—re ) + 1

1
Rgg =re M (_r + H' — F’) +1 (B.3)

Mantendo = v = ¢ e variando A e o conforme as coordenadas esféricas,

Ryy = atrgﬁa T+ 00T+ 05T %, —0pTt, — O TT — 05T G — 0T+ T LT+ T T+
L4l + 5T ¢+F;trt¢+w 7, + T8, + T, 00, + 19T, + 18,17, + 16,19, +T} r¢¢+
r? Ft¢+F¢rFT¢+F 9F9¢+F¢¢F¢¢ T, — T, — T ¢F Fwa -1 Ft¢ R

e N L Tt ¢F9¢ IFAIES ¢¢_F6¢F¢¢_F¢¢F¢¢

Devido a valor nulo de alguns simbolos de Christofell e derivada nao existente de

outros, temos

_ r 0 t T 0 1r ¢ 1r r ¢ 2} ¢ ¢ 1r
Rog = 0:Lgy + Oplgg + Ty, gy + 10y Ty + T Uy + Tg, Ty — Loy — Tgglgy — LigTgg

_ r 0 t T r T 0 r 0 1o ¢ r
Rop = 0rLy + plgs + Ty gy + I7 Loy + Tgn Ly — oglgy — Uil
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Ryy = Op(—7rsin® fe ) + 0y(—sin 0 cos 0) + F'(—rsin® fe 27) + H'(—rsin? fe )

1 1
+—(—rsin? e ) — (—sinf cos ) cot § — —(—rsin® fe2H)
r r

Ry = —sin® Oe 2H 121 H' sin? B2 —cos? f+sin? 0—r F' sin® fe 2 —r H' sin? e 2" +cos? 0
Ryp = — sin? Qe 2 + rH' sin? fe 2" + sin? 0 — rF' sin? e =21

Ry = sin® 0 —sin®fe 2H (1 +rF —rH')

Ryp=[1—e (1 +rF —rH)]sin’0 (B.4)
Em resumo
Ry = 21 (F” +F? - H'F' + iF’) (B.5)
R, =—F'+FH + iH’ — (F')? (B.6)
Rgg = re 2" (—i +H' — F/) +1 (B.7)

Ryp=[1—e (1 +rF —rH)]sin’ 0 (B.8)



C Escalar de Ricci

Iremos desenvolver a seguinte equacao para o escalar de Ricci

o7

R = Rug" + Ryrg™" + Roog” + Rypg®®. (C.1)

Substituindo os tensores e as métricas,

2 2

R = 62(F—H) {Fu + (F/)Q _ H/F/+ F/} (—G_QF) + {_F// _I_F/H/ + ZH — (F/)Z 6_2H
r r

1

(1 1 _ .
+ {re 2 (—+H’—F’> +1] ST = rF = rH)]sin® 05—

r

R = _F//e—QH o (F/)Qe—QH 4 H/F/G—QH . gF/e—QH o F//e—QH + F/H/€—2H + nge—ZH
T

.
L. e M F'op  H' _op

—2H / I
e H F
N2 _ —2H —2H —
_(F) € T2 + e - € 2 2 2
T r r r r r T r

4 4 2 2
R=—2F"¢®1 _o(F\2e M L 9H'Fle™ — “Fle 2 1 “[le™20 - Z o720 L =
r r r2 72
2 2 1 1
R:_26_2H|:F”+(F,)2_H/F/+F,—H,+—€2H:|
r r rz 2

R=—2¢72H [F + (F + 2) (F = H') + —(1— eQH)] . (C.2)

r 72
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D Tensor de Einstein

Para p=v=t,

1
Gu = Ry — §R9tt- (D‘l)

Desenvolvendo,

2
Gtt — 6Z(F'—PI) (F// + (FI)Z . H/F/ + F/>
r
1

2 2 1 1
-9 —2H (F// F 2_H/F/ iy A & - QH)} _2F
2[ ¢ + (F) +oF = CH o et ) (=)

Gy = F'2F-1) (F1)2€2(F—H) _ H'FeRF-H) 4 gF/€2(F—H) _ PUoAF-H) _ (F/)262(F—H)

r
LH F2F-H) _ ngez(F—H) i 2H/62(F—H) _ iez(F—H) i lBQF
r r r2 r2
Gy = 2H/62(F—H) _ %BQ(F—H) i %GZF
r r r
1
Gtt = _ﬁ€Q(F—H)(1 - 27"H/ - €2H). (DQ)
Para p=v=r,
1
Grr = er« — iRgm«. (DS)
Desenvolvendo,
2
Grr — _F// + F/H/ + 7H/ o F/2
T
1 2 2 1 1
o _2672H F//+<F/)2—H/F/+*F/—*Hl+7—7€2H 62H
2 r r r2  r2

2 2 2 1 1
Gm«:—F//—FF/H/—FfH,—(F,)2+F//+(F/)Q—H/F/—i-*F/—*H/—i- 2H
r r r r2  r?

2 1 1
Grr:*F,+7_762H
r rz 2

1
Gy = T—Q(l +2r " — ).
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Para p=v=0,

1
Gag = Rgg — §Rgeg. (D5)
Desenvolvendo,
1
G@g :7’6_2H (——|—H/—F/> —|—1
r

_1 _2 —2H F// (Fl)2 o H/F/+ 2F, ng 1 . iGQH ,',,2
2 r r2 2

2 _—2H

Gog = —e 20 rH e —pFle™ 2 Vo201 p2(F)2e
—r?H' Fle™H 4 orFle ™ _orf'e™H 172 1 11

G@@ — _TH1672H + TF/€72H + 7,,2}71//6721'1 T 7,,2(}71/)26721'1 o 7”2HIFI€72H

H F
GGO — 7,2672H < i B F// (F/)Q _ H/F/>

1
Gop = 17 [F 4 (F 4 ) (F' - H’)} . (D.6)
r
Para pu=v=9¢,
1
Goo = Ry — 5 Rgs0- (D.7)
Desenvolvendo,
Gop = [1l —e (1 +7F —rH')]sin?0
_1 —%¢ —2H F/,—G—(F,)z—H/F/—{—gF, 2Hl+l 1 2H 2 .29
5 . 3T 2 r° sin
Ggp =sin?0 — e sin 0 — r F'e " sin® 0 + rH'e *" sin? 0 + r* e > sin* 0

+r3(F)2e 2  sin® 0 — r? H'F'e " sin® 0 4 2r F'e 2 sin? 0
—2rH'e M gin? 0 + e 2" sin? 0 — sin? 0

Gyp =rF'e M sin 0 —rH'e*" sin® 6 + r* e *" sin? ¢
+r2(F)2e " sin? ) — r?H'F'e " sin® 0
o H

Gy = r2e 2 (r - + F" 4 (F')? - H’F’) sin” ¢
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r

Ggp = r2e [F" + (F’ + 1) (F' — H’)] sin? 0

G¢>¢ = Ggg sin2 6. (DS)

Matricialmente representamos o tensor de Einstein como

— 2P (1—2r 1’ —e2M) 0 0 0
0 5 (14+2rF ) 0 0
0 0 r2e=2H[F" 4 (F'+ 1) (F'—H')] sin? 0 0
0 0 0 Gopsin? 0
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E Tensor de energia-momento

Como a unica dimensao com velocidade é o tempo,

T = (p+p)uts + pgu (E.1)
T,p = (p+p)usty +pgrr = (0 +p) - 0+ Pgyr = PG (E.2)
Ty = (p+p)usug +pges = p+p) -0+ pges = pges (E.3)
Tos = (p+pusty+pgos = (P +p) - 0+ Pgos = PYos- (E.4)
Os elementos fora da diagonal principal sao iguais a zero.
Assim, temos que matricialmente o tensor de energia-momento é
(p+ p)uguy +pgu 0 0 0
0 e 0 0
T, = b9 (E.5)
0 0 pgee O
0 0 0 pges
Para normalizar o vetor velocidade da coordenada temporal, consideraremos
ututg“ =-1
logo, substituindo gy,
wpy (—e %) 1
upuy = 2 (E.6)

A pressao no vacuo é nula, ou seja p = 0. Sendo assim, a componente temporal da

matriz sera

Ty = puguy,

que, substituindo os parametros de velocidade

Tw = PGQF- (E.7)

A matriz agora sera

pge 0 0 0

| 0 pgr O 0

" 0 0 pge O
0 0 0 pGse
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substituindo os respectivos valores de g,
pe2t 0 0 0
2H
e 0 0
T,, = b ) (E.8)
0 opr 0

0 0 0 pr?sin?6.
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