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Resumo

Com o advento do avango tecnologico na area de computacao, tornou-se possivel e vidvel a
simulagao de eventos reais em um modelo computacional, permitindo assim a aplicacao de
conceitos matematicos e estatisticos com o intuito de encontrar respostas para problemas
praticos. Esses modelos podem ser implementados nos mais diversos ambientes, seja no
cenario de suporte ao sistema hospitalar, ou para a predicao de inadimpléncia de um
solicitante de empréstimo, por exemplo. Este trabalho tem por objetivo apresentar e discutir
os classificadores Bayesianos, em especifico Bayes simples e as redes Bayesianas. Dando
enfoque a probabilidade condicional, onde uma condi¢ao observavel afeta a probabilidade
final de um experimento qualquer, e ao teorema de Bayes, utilizado extensivamente
pelos classificadores Bayesianos para determinar a probabilidade final de um determinado
modelo computacional. Além de breve discussao sobre as caracteristicas de ambos os
classificadores, como o passo-a-passo do processo matematico para a tomada de decisao
durante a predi¢ao; o comportamento entre as variaveis aleatérias (atributos), seja em
uma relacao de dependéncia, onde haverda impacto entre as variaveis dependentes, ou
independéncia, onde a classe é a tnica variavel dependente no modelo preditivo; além de
fatores de incerteza sobre os valores assumidos pelas variaveis aleatérias e as consequéncias

que isso produz sobre o calculo de probabilidade de ambos os classificadores.

Palavras-chave: Probabilidade Condicional. Teorema de Bayes. Bayes Simples. Redes

Bayesianas. Classificadores.



Abstract

With the advent of technological advances in computing, it has become possible and
feasible to simulate real events in a computational model, thus allowing the application of
mathematical and statistical concepts in order to find answers to practical problems. These
models can be implemented in the most diverse environments, whether in the scenario
of support to the hospital system, or for the prediction of default of a loan applicant,
for example. This work aims to present and discuss Bayesian classifiers, specifically
simple Bayes and Bayesian networks. Focusing on conditional probability, where an
observable condition affects the final probability of any experiment, and on Bayes’ theorem,
used extensively by Bayesian classifiers to determine the final probability of a given
computational model. In addition to a brief discussion about the characteristics of both
classifiers, such as the step-by-step mathematical process for decision making during
prediction; the behavior between random variables (attributes), either in a dependent
relationship, where there will be an impact between the dependent variables, or independent,
where the class is the only dependent variable in the predictive model; in addition to
uncertainty factors about the values assumed by the random variables and the consequences

that this produces on the probability calculation of both classifiers.

Keywords: Conditional Probability. Bayes’ theorem. Bayesian networks. Classifiers.
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1 Introducao

O ato de predizer o futuro nao é recente, ha varios momentos no passado nos quais
figuras historicas afirmam saber o desfecho de eventos futuros. Seja no Oraculo de Delfos,
na Grécia Antiga, onde foi profetizado que Edipo mataria seu préprio pai e se casaria
com sua propria mae. Seja na participagao de Joana D’arc durante o periodo final da
Guerra dos Cem Anos na Franca, onde suas revelacoes iriam impactar no desfecho vitorioso
durante o Cerco a Orléans e na Conquista de Reims. Ou mesmo no livro Les Prophéties,
escrito por Michel de Nostredame no século XVI, o qual continha varias predigoes sobre o

futuro.

Um outro caso que apesar da distancia temporal possui relevancia no mundo
contemporaneo, é o das cheias do rio Nilo, responsavel pela fertilidade do solo e por
consequéncia impactando na producao agricola da regiao. Dessa forma, saber se a proxima
cheia seria boa ou ruim permitiria se preparar adequadamente para enfrentar tal situagao.
Porém esses eventos retratados ocorreram séculos ou mesmo milénios atréas, periodo no

qual a tecnologia era limitada e pouco difundida.

Hoje em dia nao temos a nossa disposi¢do um Oraculo de Delfos, uma Joana D’arc
ou mesmo Nostradamus, para que possamos perguntar como eles conseguiam prever o
futuro. O ser humano, por sua vez, na incansavel busca em predizer o futuro, “criou”
seus proprios “profetas” na forma de férmulas matematicas capazes de gerar “profecias” a
respeito de determinados fatos que desejam ser "adivinhados'. Desfrutamos de uma era de
prosperidade marcada por um rapido crescimento tecnolégico, uma ampla distribuigao
global dos conhecimentos e um longo periodo de paz. Isto proporciona oportunidades no
desenvolvimento tecnolégico de vérias dreas, sendo uma delas a de “prever o futuro”, ou

em outras palavras, a dos classificadores.

Seja no formato de arvore de decisoes, que realiza a classificagdo embasando-se
no comportamento dos atributos para tomada de decisao, seja utilizando os conceitos
de regressao, que se fundamenta na observagao do passado para predi¢ao do futuro, seja
nas redes neurais, que simulam a forma do ser humano aprender, ou mesmo em Bayes,
que buscam realizar predi¢do apenas observando uma parcela das informacoes. Cada um
dos classificadores ¢ um “profeta” inico tendo pontos fortes e fracos para determinadas

circunstancias, estando todos eles a disposicao do ser humano.

Um exemplo foi o caso do Air France 447, que em 31 de maio de 2009, desapareceria
pelos préximos 2 anos ao realizar a rota Rio de Janeiro para Franca. Conforme aponta
o relatério final da BEA (Bureau d’Enquétes et d’Analyses - Bureau de Investigagoes e

Anélise), o processo de recuperagao da caixa preta do 447 passou por 4 fases até que os
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destrogos do aviao fossem localizados no fundo do oceano Atlantico. De acordo com o
relatorio final (D’ANALYSES, 2012) e apds os insucessos nas 3 primeiras fases de busca
do avidao, a BEA solicitou um estudo (STONE et al., 2014) que foi pautado na utilizagao
da inferéncia bayesiana, justificado pela existéncia de grande quantidade de incertezas a
respeito dos dados, além do fato do evento ser tinico impossibilitando a replicacao do mesmo
por observacao de eventos parecidos. Uma semana apods o estudo ser realizado utilizando
inferéncia bayesiana, os destrogos do Air France 447 foram encontrados, encerrando-se

assim a penosa busca do Airbus.

Este trabalho de graduacao tem por objetivo expor os conceitos e funcionamento da
predicao realizado pelo classificador bayesiano, através da explanacao de um experimento.
Para isso serao apresentados, inicialmente, os conceitos basicos de probabilidade, presentes
no capitulo 02, visando proporcionar ao leitor deste trabalho um embasamento nos
principios probabilisticos, para assim prosseguir para a explicitagdo do processo analitico

realizado pelo classificador bayesiano, presentes no capitulo 03.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Realizar uma apresentacao e discussao sobre os classificadores estatisticos dos tipos

Bayes simples e as Redes de crencas Bayesianas.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Explicitar conhecimentos estatisticos basicos, através de exemplos, necessarios para

o entendimento do classificador Bayesiano.

o Apresentar os classificadores dos tipos Bayes simples e Redes de crencas Bayesianas

evidenciando os conceitos estatisticos nos quais sao embasados.

o Apresentar uma discussao sobre a aplicabilidade de cada um dos tipos de classificadores

levando em consideracao a teoria a eles relacionada e exemplos ilustrativos.

1.2 Organizacdo do Trabalho

O capitulo 01 expoe brevemente o interesse humano em predizer eventos, e como o
avancgo tecnolégico permitiu que as predigoes deixaram de ser misticismos e passaram a

ser ciéncia. Também contém os objetivos gerais e especificos deste trabalho académico.

O capitulo 02 apresenta e exemplifica conceitos probabilisticos basicos que posteriormente

servirao como base para o entendimento do classificador bayesiano. Esses conceitos
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compreendem a relacao entre espago amostral, evento e a probabilidade de ocorréncia de
um evento, nogoes de variaveis aleatorias e os seus tipos, além de probabilidade condicional

e o teorema de bayes.

O capitulo 03 foca nos classificadores bayesianos, especificamente em bayes simples
e redes de crencas bayesianas. Inicialmente é exposto o funcionamento matematico do
bayes simples por meio de um exemplo, em seguida é exposto as redes bayesianas, também
por meio de um exemplo, visando deixar claro para o leitor as diferencas na aplicabilidade

de ambos os classificadores.
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2 Fundamentos Teédricos Probabilisticos

Este capitulo tem como objetivo expor os conceitos introdutérios probabilisticos, que
posteriormente serao utilizados para explicacao do capitulo 3, referente aos classificadores

Bayesianos.

O capitulo inicia com uma breve explicacao a respeito dos conceitos de espago
amostral e eventos, além de abordar os diferentes tipos de probabilidade e variaveis
aleatérias e finaliza apresentando sobre probabilidade condicional e o teorema de Bayes,

que sao o cerne do funcionamento dos classificadores Bayes simples e as redes Bayesianas.

2.1 Espaco Amostral

De acordo com Combinatéria (1991) espago amostral é constituido pelo conjunto
de todas as possibilidades de um experimento. Usemos como exemplo o langamento de
uma moeda. O total de possibilidades que pode ser obtido corresponde a dois, cara ou
coroa. Dessa forma o espago amostral, normalmente identificado pela letra grega €2, é

constituido de cara e coroa, logo Q = {cara, coroa}.

Ainda utilizando o exemplo anterior, porém incrementando o niimero de lancamentos
para duas moedas, o espago amostral passa a ser: {2 = {cara cara, cara coroa, coroa cara,

coroa coroat}.

Um outro exemplo a ser tomado sera o espago amostral de um baralho de cartas.
O baralho contém 4 naipes diferentes (paus, ouro, copas e espadas) e cada naipe contém
13 cartas, de As a Rei, totalizando 52 cartas. Portanto a remocao aleatéria de uma carta

do baralho representa o espago amostral, 2 = {Asée, 2, ..., Reih}.

2.2 Evento

Conforme aponta Dantas (2013) um evento é um subconjunto do espago amostral
do experimento. Tomando o exemplo do lancamento de duas moedas, um evento, E, seria
a ocorréncia de pelo menos uma coroa. Ja no exemplo do baralho, um possivel evento, Fs,

seria a obtencdo de uma carta de naipe de espadas, ou seja, Fy = {As#, 2@, ..., Reisth}.

2.2.1 Uni2o de Eventos

Dado dois eventos quaisquer, A e B, a uniao de ambos os eventos corresponde a

juncao ou adigao dos eventos e é representado por AU B. Segundo Falco (2016), a unido
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de eventos pode ocorrer entre eventos que sao mutualmente exclusivos, conforme mostrado

na Figura 1, ou ndao mutualmente exclusivos, conforme a Figura 2.

Figura 1 — Uniao dos Eventos A e B, mutuamente exclusivos

Fonte: Elaborada pelo autor

Dado o conjunto X; = {2,4,6,8,10} e o conjunto Y; ={1,3,5,7,9}, constata-se

que nao ha valores em comum entre os conjuntos, logo eles sao mutuamente exclusivos.

Figura 2 — Uniao dos Eventos A e B, ndo mutuamente exclusivos

Fonte: Elaborada pelo autor

Por outro lado, o conjunto X, = {1,2,3,4,5} e o conjunto Y, = {2,3,5,7,11}

possui valores em comum, por sua vez sao nao mutuamente exclusivos.

2.2.2 Interseccao de Eventos

De acordo com Ynoguti (2011), a interseccao de eventos, normalmente representado

por (AN B), condiz com o cruzamento dos eventos, conforme mostrado na Figura 3.

A interseccao de eventos é, conforme mostra a Figura 3, representada pelo simbolo
N e corresponde, obrigatoriamente, a ocorréncia de todos os elementos em comum entre os

eventos.
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Figura 3 — Intersecgao dos Eventos A e B

ANB

Fonte: Elaborada pelo autor

Utilizando novamente os conjuntos Xo = {1,2,3,4,5} e Yo = {2,3,5,7,11}, temos
que (X2 NYy) ={2,3,5}.

2.2.3 Eventos Complementares

Segundo Reis e Reis (2002), a complementagao de eventos, conforme mostra a
Figura 4, é representada pelo simbolo de uma barra sobre o evento, (A), e corresponde a

nao ocorréncia do evento no espago amostral que ele pertence.

Figura 4 — Complementacao dos Eventos A e A

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja o espago amostral formado por todos os nimeros naturais, e dado o conjunto
X3 formado por todos os ntimeros pares, entao X3 corresponde a todos os ntimeros nao

pares, ou impares, do espago amostral.

2.3  Probabilidade do Evento

Embasando-se em Novaes, Queiroz e Coutinho (2000) pode-se definir a axiomatica

de Kolmogorov dado um experimento qualquer E, e um espaco amostral €2, onde:
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1. A probabilidade de qualquer evento deve ser maior ou igual a zero.

P(A) >0

2. A probabilidade do espago amostral deve ser igual a 1.

P(Q) =1

3. Para dois eventos disjuntos, a probabilidade da uniao de ambos os eventos ¢é igual ao

somatoério da probabilidade dos eventos.

ANB=o = P(AUB)=P(A)+ P(B)

4. No entanto, caso o espaco amostral seja nao finito, o axioma acima pode ser

substituido por:

P(QA» =3 P(4)

A probabilidade de um evento P(A) pode ser expressa levando em conta duas

situagoes: a probabilidade dos eventos serem iguais ou diferentes.

2.3.1 Probabilidades Iguais

Pautado em Martins (2014), a equiprobabilidade de eventos ocorre quando cada

evento de um espaco amostral apresenta mesmo probabilidade de ocorrer.

Tomando como exemplo o langcamento de uma moeda, como ja foi abortado nas
secoes 2.1 e 2.2, sabemos de antemao que o espago amostral corresponde a dois eventos,
Q = {cara, coroa}, assumindo que a moeda nao seja viciada, e utilizando-se das defini¢oes

apresentadas na secao 2.3, obtém-se a Equacao 2.1.

P(cara) + P(coroa) =1 (2.1)

Como P(cara) = P(coroa), tendo em vista que a moeda nao é viciada, ou seja, a
probabilidade sdo iguais em ambos os eventos, podemos assumir que P(Y") corresponde a

probabilidade de qualquer um dos eventos ocorrer, dessa forma:

2P(Y) = 1

PY)=1/2 (22)

Generalizando as Equagoes 2.1 e 2.2, para uma probabilidade P(Y'), obtém-se a

Equagao 2.3 para eventos com mesma probabilidades:
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Quantidade de Eventos)
P(Espaco Amostral)

pv) = 2L (2.3)

Aplicando a Equacgao 2.3 para o exemplo de dois lancamentos de dados e buscando

descobrir a probabilidade de se obter pelo menos uma coroa, obtém-se:

P(Quantidade de Eventos) = {cara coroa, coroa cara,coroa coroa} = 3

P(Espaco Amostral) = {cara cara,cara coroa, coroa cara,coroa coroa} = 4

PY) = i — 75%

2.3.2 Probabilidades Diferentes

No mundo real, no entanto, héa situagdes nas quais eventos nao possuem a mesma
probabilidade de ocorrer, como por exemplo, de um dia ser ensolarado ou chuvoso. Um
outro exemplo desta desigualdade é apontado por Caruzo, Neves e Teixeira (2007), ao

indagar sobre a probabilidade do somatério do langamento de dois dados.

Seguindo o mesmo exemplo exposto na secao anterior, caso a moeda tivesse o dobro

de chance de sair cara, a probabilidade deste evento seria calculada da seguinte forma:

P(CARA) = 2 x P(COROA)
P(CARA) + P(COROA) = 1

2 x P(COROA) + P(COROA) = 1

P(COROA) — :1))

2
P(CARA) = ¢

Como o exemplo trata de dois langcamentos, entao temos que:

P(CARA) = P(cara cara) + P(cara coroa) + P(coroa cara) + P(coroa coroa)
2 2 2 1 1 2

4 2 2

P(CARA) = -+ 242
(CARA) 9+9+9
P(CARA) = S ~ 88,88%

Logo, a probabilidade de se obter pelo menos uma cara no langamento de uma

moeda viciada é aproximadamente 88,88%.
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2.3.3 Teorema da Soma

Em concordancia com Correa (2003) tem-se que dado dois eventos, A e B, a

probabilidade da uniao, ou teorema da soma, é expresso pela Equacao 2.4

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) (2.4)

Figura 5 — Complementacao dos Eventos A e B

Fonte: Elaborada pelo autor

E importante ressaltar que a subtracao advém do fato de que no caso dos ambos
os eventos interseccionarem, o somatério dos eventos possuirao duplicacoes devido a essa
interseccao. Isso pode ser observado na Figura 5 onde (a) corresponde a todos os elementos
presentes no evento A e (b) a todos os elementos presentes no evento B, ficando visivel

que os eventos A e B possuem elementos em comum.

No caso de eventos disjuntos, a interseccao ¢ vazia e por sua vez respeita o terceiro
axioma de Kolmogorov mencionado na secao 2.3. Isso pode ser averiguado na Figura 5

onde (c) os elementos do evento A nao intersectam (d) os elementos do evento B.

2.3.4 Probabilidade Complementar

Baseado em Souza (2020) tem-se que dado um evento A, a complementagao desse

evento, A, pode ser expressa por:

P(A)=1-P(A) (2.5)

Essa equacao pode ser interpretada como, a probabilidade do evento A nao acontecer.

A subtragao por 1 ocorre, pois P(2) = 1, entao a diferenga corresponde ao conjunto de
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eventos que o evento A nao ocorre. Isso pode ser observado na Figura 4, se tratarmos o

evento B como o espago amostral 2.

2.4  Variavel Aleatéria Discreta

Em conformidade com o que aponta Portnoi (2005), valores sao classificados
como discretos quando é possivel enumerar ou contar uma representagao, por exemplo, a
quantidade de vezes que uma moeda, ao ser lancada, resultou em coroa, ou o nimero de

ocorréncia do naipe de ouro ao puxar as primeiras 5 cartas do topo do baralho.

Observando a Figura 6 é possivel enumerar, ou quantificar, que ao lancar cinco

vezes uma mesma moeda foi obtido duas caras e trés coroas.

Figura 6 — Cinco langamentos em sequencia de uma moeda

12 tentativa 22 tentativa 32 tentativa 43 tentativa 52 tentativa

Fonte: Elaborada pelo autor

Por defini¢ao temos que P(X = x;), onde X é a varidvel aleatdria, x; os valores que

a variavel aleatéria pode assumir e P(X) a fungao da probabilidade da variavel aleatoria.

Utilizando a Figura 7 para melhor exemplificar, temos que X corresponde a face
da moeda voltado para cima. x, representa cara e x; coroa. P(X = z7) ou P(xy) a

probabilidade da face voltada para cima de uma moeda ser igual a cara.

E importante ressaltar que os axiomas descritos na secéo 2.3 devem se aplicar a
P(X), ou seja:

1. P(z;) > 0, a probabilidade do valor da varidvel aleatéria deve ser maior ou igual a 0.

[e.9]
2. Y P(z;) = 1, o somatério de todas as probabilidades dos valores das varidveis
i=1

aleatorias deve ser igual a 1.
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Figura 7 — Variaveis aleatérias em dois lancamentos de uma moeda nao viciada

112 12

12 1/2 12 112

(caracara) = 1/4  (cara coroa) = 1/4 (coroa cara) = 1/4 (coroa coroa) = 1/4

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 8 — Variavel aleatoria em dois langamentos de uma moeda viciada

213 13

213 1/3 2i3 113

(caracara) =4/9  (caracoroa) = 2/9 (coroacara)=2/9 (coroa coroa)=1/9

Fonte: Elaborada pelo autor

A probabilidade da variavel aleatoria é responsavel por mensurar a chance de um
determinado evento ocorrer, o que implica na possibilidade de realizar uma escolha mais

otimizada durante um determinado experimento.

Supondo um experimento onde seja testado a confiabilidade de uma moeda, se
ap6s 100 lancamentos forem observadas as probabilidades da Figura 7, isso significa que
tanto faz escolher o lado da moeda na hora do lancamento, pois as probabilidades serao

iguais. No entanto, se o mesmo experimento for realizado e os resultados observados forem
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iguais ao da Figura 8, entao a escolha do lado passa a ser decisiva durante o lancamento,

pois as chances sao diferentes.

2.5 Variavel Aleatéria Continua

Uma variavel aleatoéria é considerada continua quando nao ¢é possivel realizar a
'contagem'da variavel aleatoria devido ao fato desta varidvel poder assumir uma quantidade
infinita de valores. Farias (2017) aborda um exemplo referente a altura dos brasileiros que,
por ser um valor real, reflete a existéncia de uma quantidade infinita de valores possiveis

de serem atribuidos a cada pessoa.

No entanto, é importante diferenciar que apesar de peso e altura serem varidveis
continuas, elas podem ser discretizadas quando combinadas e associadas a classificagao do
indice de massa corpérea (IMC). Isso ocorre porque os infinitos valores que as varidveis

podem assumir estdo agora limitados a um nimero finito ou contavel de valores.

Utilizando as classificacoes do IMC apresentados na Tabela 1 sobre os valores
expressos nas duas primeiras colunas da Tabela 2 e realizando o calculo do IMC torna-se
possivel a verificagdo da caracteristica contavel da variavel IMC. Nota-se que o valor
numeérico real do IMC é continuo, no entanto, a classificacao final é discreta, uma vez que

esta dentro de seis valores predeterminados que esta variavel pode assumir.

Tabela 1 — Classificacao do IMC

Classificacao IMC
Deficiéncia de Peso | <18,5
Normal 18,5 -24.9
Excesso de Peso 25-29,9
Obesidade 1 30 - 34,9
Obesidade 11 35 - 39,9
Obesidade IIT >40

Fonte: Silva (2006)
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Tabela 2 — Base de dados hipotética de IMC

Peso(kg) | Altura(m) | IMC Classificacao
95 1,87 27,17 Excesso de peso
107 1,88 30,27 | Obesidade de Classe 1
110 1,64 40,90 | Obesidade de Classe 3
90 1,73 30,07 | Obesidade de Classe 1
90 1,8 27,78 Excesso de peso
64 1,76 20,66 Peso normal
99 1,88 28,01 Excesso de peso
108 1,63 40,65 | Obesidade de Classe 3
106 1,67 38,01 | Obesidade de Classe 2
94 1,79 29,34 Excesso de peso

Fonte: Elaborada pelo autor

2.6 Variaveis Aleatérias Independentes

Pautando-se em Combinatéria (1991), define-se que varidveis sao independentes se
o valor da probabilidade conjunta for igual ao produto das probabilidades marginais, ou

seja:

P(X =iY =j)=P(X =) x P(Y = j) (2.6)

Observando o exemplo da Tabela 3, que representa o lancamento de uma moeda e
um dado ao mesmo tempo, os valores de 7 representam o resultado da moeda P(X = i) =
{0,1}, cara e coroa, respectivamente. Os valores de j representam o resultado do dado
P(Y =4)=1{0,1,2,3,4,5,6}.

Tabela 3 — Tabela do lancamento de um dado e moeda

Tlo 1] 2] 4] 5 | 6 |px=i
1/12 [1/12 [ 1/12 [ 1/12 [ 1/12 [ 1/12 1/2
1 /12 [1/12 [ 1/12 [ 1/12 [ 1/12 [ 1/12 1/2
| PY=j) 16 1/6 ] 1/6]1/6[1/6]1/6] 1 |

Fonte: Elaborada pelo autor

Supondo o exemplo em que o resultado da moeda seja cara, representado por 0, e

o resultado do dado seja 6, aplicando a Formula 2.6 temos:

P(X =0,Y =6) =1/12 (2.7)
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PX=0)xP(Y =6)=1/2x1/6=1/12 (2.8)

A Equagao 2.7 é obtida a partir da Tabela 3 na qual foi extraido a probabilidade
conjunta dos seguintes eventos: resultado cara no langamento do dado, linha 2, e resultado

6 no lancamento do dado, coluna 7.

A Equagao 2.8 é obtida pelo produto de cada probabilidade, ou seja, o resultado
da probabilidade de obter cara, 1/2, e de obter resultado 6 no langamento do dado, 1/6.

Como a defini¢ao de variaveis independentes se provou verdadeira no caso exemplificado,
conclui-se que o resultado do lancamento de um dado nao influéncia no resultado do

lancamento de uma moeda, conforme esperado.

2.7 Probabilidade Condicional

Iniciaremos a explicacao de probabilidade condicional com base no seguinte exemplo:
uma pessoa remove uma carta de um baralho e lhe informa que a carta é um ntimero par.

Qual a probabilidade de vocé acertar a carta que a pessoa removeu?

Vamos analisar este exemplo. Um baralho contém 52 cartas, que vao de As até rei
e de 4 naipes diferentes, paus, ouros, copas e espadas. Como a pessoa que retirou a carta
lhe informou a condicao que a carta retirada é par, isso significa que o espaco amostral
que antes era 52 passa a ser 20, tendo em vista que agora a carta retirada deve estar

dentro do conjunto @ = {2,4,6,8,10}. Dessa forma, a chance de adivinhar a carta correta
corresponde a P(X) = 1/20 = 5%.

Estendendo o exemplo e assumindo que a pessoa também lhe informe que a carta
¢é de cor vermelha, ou seja, ouros e copas. O novo espago amostral possuird 10 elementos e

a probabilidade de adivinhar a carta correta passa a ser de P(X) = 1/10 = 10%.

Dessa forma, a probabilidade condicional, como o nome ja explicita, impoem uma
condi¢ao sobre o experimento observado que por sua vez impacta na probabilidade de um

determinado evento.

Pontificia (2000) expressa essa relagdo condicional na formula¢do matematica da

Equacao 2.9:

ANB
P(B)

P(A|B) = (2.9)

1. P(A), corresponde com a probabilidade de uma carta qualquer do baralho.

2. P(B), corresponde com a probabilidade de a carta ser par do baralho.
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3. P(A|B), significa a probabilidade de o evento A ocorrer dado que o evento B
ja ocorreu. No exemplo descrito acima, essa probabilidade condiz com o fato de

adivinhar uma carta de um baralho dado que ela é par.

4. P(AN B), corresponde a intersecgao de A e B, ou seja, a quantidade de elementos
iguais em ambos os conjuntos. No nosso exemplo temos que o conjunto A corresponde

a todas as cartas do baralho e o conjunto B apenas as cartas pares, dessa forma,

(AN B) = {28, 4, ..., 104},

Substituindo na férmula temos que:

1

20

P(B) =

P(AmB):;2

L1
Pmm:%:%:%

52

E na expansao do exemplo, onde foi informado que o naipe era ou de copas ou de

ouros, temos o seguinte calculo:

1

10
P(B)_5—2

1
P(ANB) = —
(ANB) =

L1
P(AIB) = § = 15 = 10%

2.8 Teorema de Bayes

O teorema de bayes estabelece uma relacdo de conhecimento sobre o evento
observado, associando um conhecimento prévio, conhecido como probabilidade priori, sobre
o que deseja ser previsto, também conhecido como probabilidade posteriori. Conforme
aponta Rossatto et al. (2016), essa relagdo pode ser expressa de acordo com a Equagao
2.10.

P(A) x P(B|A)
P(B)

P(A|B) = (2.10)
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Suponha o exemplo da Figura 9, cada uma das trés urnas contém bolinhas de trés
cores diferentes. Em cada uma das urnas o nimero total de bolinhas e a distribuicao das
cores sao diferentes. Uma pessoa retira uma bola aleatoriamente e informa que a cor da

mesma é verde, qual a probabilidade dela ter vindo da urna A?

Figura 9 — Trés urnas

Urna A Urna B UrnaC

SISI 1/5 1/5 l leDl 3110 5/10 J 5]15l 7115 3115 l
)/ Y Y
o o @

/
3 1 1 2 3 5 5 7 3

Fonte: Elaborada pelo autor

A principio somos levados a crer que a probabilidade corresponde a 1/15, dado que
hé equiprobabilidade da selecao das urnas, ou seja, todas elas tem a mesma chance de
ser escolhida, e de a urna A conter apenas uma bola verde. No entanto, essa conclusao é
erronea uma vez que deseja-se saber a probabilidade de a urna escolhida ter sido a A dado

a cor da bola ser verde e ndo a probabilidade de a bola verde sair na urna A.

Conforme foi descrito no exemplo, um dos eventos ja é conhecido, que é a cor da
bola, e em posse dessa informacgao deve-se calcular a probabilidade desse evento estar
associado & urna A. Matematicamente essa probabilidade fica descrita como: P(A|B),
sendo A a urna e B a cor da bola, em outras palavras, a probabilidade da urna ser

a; = {A, B,C} dado que a cor da bola é b; = {vermelha, verde, violeta}.

Utilizando a Equagao 2.10, temos que descobrir os valores de P(A), P(BJA) e
P(B).

1. P(A) corresponde a probabilidade de a urna selecionada ser a Urna A, trataremos

essa escolha como aleatéria e equiprovavel, logo, P(A) = 1/3.

2. P(B|A) corresponde a probabilidade de a bola selecionada ser da cor verde dado que
a urna selecionada foi a urna A, ou seja, dentro do espago amostral que corresponde
a Urna A, qual a probabilidade de a cor verde ter sido retirada. Conforme a Figura

9, sabemos que a probabilidade de a bola verde ser selecionada na Urna A é de 1/5.

3. P(B) corresponde a probabilidade de a bola removida ser verde, em outras palavras, o

somatoério da probabilidade de retirar uma bola verde na urna A mais a probabilidade
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de remover uma bola verde na urna B mais a probabilidade de remover uma bola
verde na urna C. P(B) = (1/3 x 1/5) + (1/3 x 3/10) + (1/3 x 7/15) =~ 0, 32.

Com essas informacoes podemos aplicar os valores ao Teorema de Bayes:

P(A)=1/3
P(B|A)=1/5
P(B) = (1/3 x 1/5) 4+ (1/3 x 3/10) + (1/3 x 7/15) ~ 0, 32
P(A) x P(B|A)

1/3 % 1
P(A|B) = /3022/5 ~ 0, 2068 = 20, 68%

Dessa forma, a probabilidade de a bola verde ter sido removida da urna A é de

aproximadamente 20,68% ao invés dos 1/15 previamente determinado intuitivamente.
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3 Classificadores Bayesinanos

Este capitulo tem como objetivo ilustrar a diferenca entre o funcionamento do
classificador bayes simples e as redes de crencas bayesianas por meio de dois exemplos. O
primeiro, referente ao bayes simples, demonstra que o classificador trata os atributos como
sendo condicionalmente independentes. Por outro lado, o segundo exemplo demonstra
que havendo condicionalidade entre as variaveis aleatorias, hé a necessidade de aplicacao
de um classificador que leve essa condicionalidade em consideragao, motivo pelo qual é

utilizado o classificador de redes bayesianas.

Este capitulo apresenta 2 se¢oes, na primeira sera apresentado um exemplo de como
o Classificador Bayes Simples realiza os cédlculos tanto para atributos discretos quanto
continuos. Na secao seguinte é exposto um outro exemplo, no qual ha condicionalidade
entre os atributos, visando demonstrar o funcionamento do classificador de redes de crengas

bayesianas.

3.1 Classificador Bayesiano Simples

Conforme aponta Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009), o classificador bayesiano
simples trata os atributos como variaveis aleatorias independentes, esta suposicao facilita
o funcionamento do classificador, tendo em vista que a variacao dos atributos impactam
apenas na predicao da classe. Esta relagao de independéncia, presente em bayes simples,

pode ser observada na Férmula 3.1.

P(Y)IIL, PXA]Y)

P(YIX) = =2

(3.1)

E importante ressaltar que o produtorio presente na Equacao 3.1, reflete a caracteristica
de independéncia dos atributos. Dado esta independéncia, todos os valores dos atributos, X,

sao relacionados diretamente com a classe que deseja ser predita.

Para explicar o funcionamento do classificador bayesiano simples, foi optado a
utilizagdo do exemplo apresentado por Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009), tendo em
vista que neste exemplo os célculos do classificador sao realizados sobre variaveis discretas
e continuas. No entanto, as omissoes de calculos presentes no livro foram preenchidas neste
trabalho, dado que tais omissdes podem prejudicar o entendimento dos leitores menos

experientes sobre o assunto.
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Em sintese, o classificador ira calcular as probabilidades de cada atributo,X;, em
relacdo a classe, Y. Para melhor explicar o funcionamento do algoritmo de Bayes Simples,

sera utilizado o exemplo da Tabela 4.

As linhas da Tabela 4 apresentam um conjunto de registros de pessoas, enquanto
as colunas informam se esses individuos sao proprietarias de uma residéncia, o estado civil,
a renda anual e se estao inadimplentes. No exemplo expresso na tabela, as informagoes
referentes a X = {proprietario casa,estado civil, renda anual} retratam os atributos,
enquanto Y = {solicitante emprestimo inadimplente} corresponde a classe, em outras
palavras, a classe corresponde a informacgao que se deseja prever, enquanto os atributos

sao informagoes que ajudarao na predigao.

Tabela 4 — Base de dados de Inadimplentes

Tid Proprietario | Estado | Renda | Solicitante de Emprestimo
de Casa Civil Anual Inadimplente
1 sim solteiro 125k nao
2 nao casado 100k nao
3 nao solteiro 70k nao
4 sim casado 120k nao
5 nao divorciado 95k sim
6 nao casado 60k nao
7 sim divorciado | 220k nao
8 nao solteiro 85k sim
9 nao casado 75k nao
10 nao solteiro 90k sim

Fonte: Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009)

Figura 10 — Representacao geométrica da Tabela 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 10, X7, X5 e X3 correspondem a proprietario de casa, estado civil e renda
anual, respectivamente. Y] e Y5 ilustram os valores que a classe, solicitante de empréstimo
inadimplente, pode assim, dessa forma, Y; = sim e Yo = nao. A linha horizontal tracejada
apenas representa uma separacao das informacoes de acordo com o valor assumido pela

classe, esta separacao sera utilizada pelo classificador bayesiano simples durante o processo
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de célculo das variaveis aleatorias independentes. A Figura 10 sera utilizada para facilitar

a visualizacao dos dados que sao utilizados pelo classificador.

Considerando a inser¢ao de um novo registro na tabela, cujo os atributos desse
registro sejam: P(X) = {proprietario casa = nao, estado civil = casado, renda anual =
120k}. Em outras palavras, uma pessoa que nao é proprietério de uma casa, que possui o
estado civil casado e tem renda anual de $120.000,00. Dado as informacoes ji registradas
na tabela, essa pessoa serd classificada como tendo mais chances de ser ou nao ser

inadimplente?

Para obter a resposta da pergunta precisa-se adquirir as seguintes informagoes,
P(X|nao) e P(X|sim) onde:

1. P(X|nao) = {proprietario casa = nao|nao, estado civil = casado|nao, renda anual =
120k|nao}

2. P(X|sim) = {proprietario casa = nao|sim, estado civil = casado|sim,renda anual =
120k|sim}

Para continuar os calculos é necessario definir as seguintes questoes: quais atributos

sdao continuos e quais sao discretos?

3.1.1 Atributos Discretos

Conforme definido na secao 2.4, constata-se que os atributos referentes a Proprietario
de Casa e Estado Civil, sao discretos, tendo em vista que o primeiro atributo é representado
por x; = {sim,nao} enquanto o segundo atributo pode ser representado por z, =

{solteiro, casado, divorciado}.

Para calcular a probabilidade nos dois casos, usamos os conceitos ja apresentados

na secao 2.8. Dessa forma, tem-se que:

P(proprietario de casa = nao|sim)

P(X) x P(Y]X)

PX|Y) = o)
P(X) =17/10
P(Y|X) =3/7

P(Y)=(7/10 x3/7=0,3)+ (3/10%0/3) = 0,3
7/10x 3/7 0,3
0,3 0,3

P(X|Y) = 1
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P(estado civil = casado|sim)
P(X) x P(Y|X)
P(Y)
P(X)=4/10
P(Y|X)=0/4=0
P(Y)=1[4/10 x 0/4] + [4/10 x 2/4] + [2/10 x 1/2] =0, 3
0 x 4/10
0,3

PX]Y) =

P(X|Y) = =0

P(proprietario de casa = nao|lnao)

P(X) x P(Y|X)

PXIY) = =55
P(X) = 7/10
P(Y|X) = 4/7
P(Y) = [7/10 x 4/7] + [3/10 x 3/3] = 0,7
P(X|Y) = 7/1%X74/7 47

P(estado civil = casado|nao)

P(X) = 4/10
P(Y|X) = 4/4
P(Y) = [4/10 x 4/4] + [4/10 x 2/4] + [2/10 x 1/2] = 0,4+ 0,2 +0,1 = 0,7
P(X|Y) = 4/“2)><74/4 47

Uma outra forma de obter os valores calculados pelo teorema de Bayes consiste

nos seguintes passos:

1. Excluir os registros que nao pertencem a classe que sera prevista.
2. Extrair desse novo espaco amostral os valores referentes aos atributos.

3. P(X]Y) sera igual ao nimero de casos onde o atributo observado ocorre dividido

pelo espaco amostral.

Seguindo a mesma sequencia que foi usada no teorema de Bayes, temos os niimeros

onde os valores marcados em negritos representam P(X|Y).
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Tabela 5 — P(proprietariodecasa = naolsim)

Tid Proprietario | Estado | Renda | Solicitante de Emprestimo
de Casa Civil Anual Inadimplente
) nao divorciado 95k sim
8 nao solteiro 85k sim
10 nao solteiro 90k sim

Fonte: Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009)

Os trés casos que foram isolados, conforme mostrado na Tabela 5, englobam a

condigao de nao ser proprietario de casa e ser inadimplente, logo temos P(X|Y) =3/3 = 1.

Figura 11 — P(proprietariodecasa = nao|sim)

Y,

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 5 pode ser representada na Figura 11, onde todos os valores de X estao
presentes no dominio de Y7, ou seja, os valores de X integra todo o espago amostral acima

da linha horizontal tracejada, comprovando assim que P(X|Y) = 1.

Tabela 6 — P(estadocivil = casado|sim)

Tid Proprietario | Estado | Renda | Solicitante de Emprestimo
de Casa Civil Anual Inadimplente
5 nao divorciado 95k sim
8 nao solteiro 85k sim
10 nao solteiro 90k sim

Fonte: Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009)

No caso onde a pessoa é casada e inadimplente, observamos que nao ha nenhuma
registro, de acordo com a Tabela 6, onde a pessoa que é casada seja inadimplente, portanto
P(X|Y)=0.
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Figura 12 — P(estadocivil = casado|sim)

X1 X2 X3

Y,

Fonte: Elaborada pelo autor

A Figura 12 mostra que P(X|Y) = 0, pois nao hé valores de X, condizente com o
registro que deseja ser predito, P(estadocivil = casado), dado que o dominio em questao
é Y.

Tabela 7 — P(proprietariodecasa = naolnao)

Tid Proprietario | Estado | Renda | Solicitante de Emprestimo
de Casa Civil Anual Inadimplente
1 sim solteiro 125k nao
2 nao casado 100k nao
3 nao solteiro 70k nao
4 sim casado 120k nao
6 nao casado 60k nao
7 sim divorciado | 220k nao
9 nao casado 75k nao

Fonte: Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009)

Para a situacao onde o registro informe que a pessoa nao é proprietario de casa e

nao é inadimplente, segundo a Tabela 7, temos 4 situagdes, dessa forma P(X|Y) =4/7.

Figura 13 — P(proprietariodecasa = naolnao)

Y]

X X3

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 13 o classificador realiza o mesmo calculo de probabilidade sendo a

unica alteracdo no espaco amostral que o atributo serd aplicado, ou seja, o classificador
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verificara a probabilidade de uma pessoa nao ser proprietario de casa dado que ela nao é
inadimplente. Diferente da Figura 11, apenas uma parcela das informagoes, precisamente
4/7, é representado em X, enquanto outro conjunto de valores, especificamente 3/7, ndo
esta de acordo com o que deseja ser previsto, por essa razao o retangulo na Figura 13 esta

parcialmente preenchido em Xj.

Tabela 8 — P(estadocivil = casado|nao)

Tid Proprietario | Estado | Renda | Solicitante de Emprestimo
de Casa Civil Anual Inadimplente
1 sim solteiro 125k nao
2 nao casado 100k nao
3 nao solteiro 70k nao
4 sim casado 120k nao
6 nao casado 60k nao
7 sim divorciado | 220k nao
9 nao casado 75k nao

Fonte: Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009)

H& também 4 registros que mostram que pessoas casadas nao sao inadimplentes,

em concordancia com a Tabela 8, dessa forma P(X|Y) = 4/7.

Figura 14 — P(estadocivil = casado|nao)

Y;

Fonte: Elaborada pelo autor

O mesmo procedimento aplicado em X; dado Y3 ocorre em Xy, expresso na Figura
14, apenas ocorrendo alteracdo no atributo que serd comparado a classe, finalizando assim

o calculo da probabilidade para os atributos discretos.

3.1.2 Atributos Continuos

Para o atributo Renda Anual nao é possivel realizar o mesmo processo detalhado
anteriormente, pois este atributo é continuo. No entanto, segundo Oliveira! e Pereira (2018),

é possivel realizar o tratamento deste atributo através da utilizacao de dois procedimentos:

1. Discretizacao do atributo continuo.
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2. Utilizagao de uma distribuicao para calcular o valor da probabilidade do atributo.

Visando permanecer no escopo do deste trabalho, serd utilizado a distribuigao
Gaussiana proposta pelos autores Pang-Ning, Steinbach e Kumar (2009), representada na
Equacao 3.2, para obtengao da probabilidade referente a renda anual.

1 X(xi_“ij )2

1 -2 i

/ 2
2 X T X oy

Onde o2, representa a variancia e u, representa a média. Com o prosseguimento
) )

dos calculos, temos que:

125 4 100 + 70 4 120 + 60 + 220 + 75

= - =110
125 — 110)? 100 — 110)% + ... 75 — 110)?
7x6
o~ 54,54

Aplicado os valores de p e ¢ na Formula 3.2 para P(renda anual = 120|nao),

temos:

1,,0120-11012
1 % el’p_§x( 5151 )

V2 X x 2975

P(renda anual = 120|nao) = ~ 0,0072

Para P(renda anual = 120|sim), temos que =90 e 0 = 25

_1,,120-9012
1 x exp~2x(

V2 XX 25

~1,2x107°

P(renda anual = 120|sim) =

3.1.3 Aplicacao do Classificador de Bayes Simples

Retomando o exemplo da Tabela 4, podemos aplicar a Formula 3.1 para predicao do

registro P(X) = {proprietario casa = nao, estado civil = casado, renda anual = 120k}

P(X|sim) = (proprietario de casa = nao|sim) X (estado civil = casado|sim)

X (renda anual = 120|sim)

P(X|sim)=1x0x1,2x10"? =0
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P(X|nao) = (proprietario de casa = naolnao) x (estado civil = casado|nao)

X (renda anual = 120|nao)

P(X|nao) = 4/7 x 4/7 x 0,0074 = 0, 0024

Para finalizar a predigdo é necessério calcular P(nao|X) e P(sim|X). O maior

resultado indicard qual classe o registro serd classificado. Como P(Y|X) = a x P(X) X

P(X]Y), onde o = ﬁ, essa substituicdo ocorre pois o valor de P(X) é constante em

ambos os calculos, entao temos:

P(nao|X) = a x 7/10 x 0,0024 = 0, 0016«
P(sim|X)=ax3/10x0=0

Como P(nao|X) > P(sim|X) o registro sera classificado como nao inadimplente.

3.2 Classificador de Redes de Crencas Bayesianas

As Redes de Crencas Bayesianas, ou Redes Bayesianas, possibilita representar as
relagoes de condicionalidade presentes entre as variaveis aleatorias, possibilitando assim

que tais correlagdes nao apenas sejam expressas como também calculadas.

As Redes Bayesianas sao representadas por um grafo aciclico direcionado. Aciclico

conforme mostra a Figura 15 e direcionado conforme exibido na Figura 16.

Figura 15 — Exemplos de grafo aciclico e ciclico

Aciclico Ciclico

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 16 — Exemplos de grafos direcionado e nao direcionado

Direcionado Nao-Direcionado

Fonte: Elaborada pelo autor

Nas figuras 15 e 16, cada né, ou circulo, representa a variavel aleatéria, podendo
ela ser um atributo ou uma classe. E as arestas, ou linhas, representam a relacao entre as
variaveis aleatorias. Dessa forma, na Figura 15, o né N4 é pai dos nés N5 e N6, pois a
aresta sai N4 e direciona-se para N5 e N6. Enquanto na Figura 16, N4 é filho de N5 e N6,

pois ocorre o inverso.

Cada né do grafo direcionado aciclico possui uma tabela de probabilidade que sera

utilizado nos calculos do classificador de redes bayesianas para realizar as predicoes.

Figura 17 — Representacao em grafo da relagao cancer e ulcera

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme aponta Gongalves (2008) como cada nd possui sua prépria tabela
de probabilidade é possivel extrair dessas tabelas uma nova tabela de probabilidades
relacionando todas essas informagoes, ou seja, uma tabela de probabilidade conjunta de
todos as variaveis aleatérias. Os valores da tabela da probabilidade conjunta sdo obtidos

através da Equacao 3.3.
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n

P(u) = H P(Ailpa(4;)) (3.3)

i=1
P(u) representa o produto das probabilidades condicionais de toda rede bayesiana,

P(A;|pa(A;)) representa a probabilidade da varidvel aleatéria A; ocorrer, dado os pais

dessa mesma variavel.

O exemplo a seguir apresenta valores ficticios, todavia, no contexto deste trabalho,

servira para elucidagdo do funcionamento do classificador de redes bayesianas.

O grafo 17 é representado pelo seguintes nés: obesidade (Ob), alcoolismo (Al),
cancer de estomago (CE), tlcera gastrica (UG) e vomito com sangue (VS) e todas as

variaveis aleatorias possuem estados boolianos, ou seja, verdadeiro ou falso.

O exemplo da Figura 17 retrata o cenario onde um individuo, ao dar entrada em
um hospital, realiza o preenchimento do formulario hospitalar para agilizar o processo
de direcionamento do paciente e melhorar a precisao da identificacdo da aflicao. Este

formulario contém trés perguntas com respostas do tipo “sim” e “nao”, sendo elas:
1. Possuo algum grau de obesidade?

2. Possuo histoérico de alcoolismo?

3. Apresentei sangue no vomito?

Tabela 9 — Probabilidade de Obesidade
Obesidade (Ob)

S11m nao
0,35 0,65

Fonte: Elaborada pelo autor

-

A Tabela 9 expoem as probabilidades de um individuo ser obeso ou nao. E
importante ressaltar que diferentemente do exposto no se¢ao 2.5 onde a obesidade pode ser
tratada como variavel continua, IMC, neste exemplo ela sera tratada como uma variavel
binaria.

Tabela 10 — Probabilidade de Alcoolismo
Alcoolismo (Al)

sim nao
0,1 0,9

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 10 representa se o individuo possui problemas com alcoolismo ou nao.
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Tabela 11 — Probabilidade de Cancer de Estémago

Céncer de Estomago (CE)
Pais (Ob, : <
A1) sim nao
nao, nao 0,05 0,95
nao, sim 0,15 0,85
sim, nao 0,25 0,75
sim, sim 0,85 0,15

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 11 representa as probabilidades do individuo apresentar cancer de
estomago. Esta tabela se diferencia das Tabelas 9 e 10, pois a variavel aleatoéria cancer
de estomago ¢é filho das variaveis obesidade e alcoolismo. Isso implica na ocorréncia de
oito eventos distintos decorrentes da correlagdo entre as variaveis cancer de estomago com
obesidade e alcoolismo, em outras palavras, corresponde a todas as combinagoes possiveis

das variaveis pais com a variavel filho.

Tabela 12 — Probabilidade de Ulcera Géstrica

Ulcera Gastrica (UG)
Pai (Al) sim nao
nao 0,1 0,9
sim 0,8 0,2

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 12 representa a possibilidade do individuo apresentar tlcera gastrica, dado
o historico de alcoolismo. Similar a Tabela 11, tlcera gastrica ¢é filha da variavel alcoolismo
e, por sua vez, resultarda em uma tabela de probabilidade com quatro possibilidades,

resultantes da combinacao entre a variavel pai, alcoolismo, e filho, tlcera gastrica.

Tabela 13 — Probabilidade de Vomito com Sangue

Voémito com Sangue (VS)
Pais (CE, . <
Ua) sim nao
nao, nao 0,05 0,95
nao, sim 0,65 0,35
sim, nao 0,25 0,75
sim, sim 0,85 0,15

Fonte: Elaborada pelo autor
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A Tabela 13 retrata a possibilidade de o individuo apresentar sangue ao vomitar,
estando esse sintoma relacionado a cancer de estomago e ulcera gastrica, em outras palavras,

vomito com sangue € filho de cancer de estomago e ulcera gastrica.

As Tabelas 9, 10 e 13 sao obtidas através do preenchimento do formulario pelo
proprio paciente. J& as Tabelas 11 e 12 serao obtidas apds realizagao e confirmacao do

diagnostico do paciente.

Desta forma, pode-se interpretar o grafo modelado na Figura 17 do seguinte modo:

1. Obesidade e alcoolismo sao agravadores das patologias cancer de estomago e ulcera
gastrica, no entanto, enquanto obesidade afeta ambas doengas, alcoolismo s6 afeta

ulcera gastrica.

2. Cancer de estomago e ulcera gastrica sao as doengas que o médico deseja descobrir

para aplicar o tratamento correto.

3. Vomito com sangue é um sintoma comum a ambas as afecgoes.

Com base na exposicao das informagoes do exemplo e utilizando os conceitos
apresentados na secao 3.1, para calcular a probabilidade de uma pessoa ter cancer de
estomago, dado que nao se sabe o histérico de obesidade ou alcoolismo, basta realizar
o somatorio de todas as probabilidades onde a pessoa possui cancer de estomago com
todas as combinagoes das variaveis obesidade e alcoolismo. Esse somatorio ocorre pois a
auséncia de informagao, alcoolismo e obesidade, forca a consideragao de todos os casos
onde o paciente apresentou cancer de estomago, uma vez que tanto obesidade e alcoolismo

afetam diretamente a variavel cancer de estomago.

P(CE = sim) =Y _ > P(CE = sim,Ob = z;, Al = z;) X P(Ob = x;) x P(Al = ;)

j
P(CE = sim) =(0,05 x 0,65 x 0,9) + (0,15 x 0,65 x 0, 1)+
(0,25 x 0,35 x 0,9) + (0,85 x 0,35 x 0,1)
P(CE = sim) = 0,1475

Dessa forma, a probabilidade de uma pessoa contrair cancer de estomago, sem
conhecimento prévio do histérico de alcoolismo e obesidade, é de 14,75%, por consequéncia,
a chance dela nao ter é de 85,25%, dado que P(CE = nao) =1 — P(CE = sim).

Por outro lado, introduzindo uma informacao extra sobre o paciente, como o fato
de o mesmo nao ser obeso e mantendo a incerteza sobre o histérico de alcoolismo, os

calculos s6 levariam em consideracao as combinagoes entre obesidade e alcoolismo na qual
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a obesidade é falsa. Observando a Tabela 11 nota que apenas as linhas 3 e 4 retratam tais

casos de falsidade na varidvel aleatdéria obesidade.

P(CE = sim|Ob = nao, Al = x) =
Y P(CE = sim|Ob = nao, Al = i) x P(Ob = nao) x P(Al =)

(2

0,05 x 0,65 x 0,94 0,15 x 0,65 x 0,1
0, 02925 + 0, 00975
P(CE = sim|Ob = nao, Al = z) = 0,039 = 3,9%

Dessa forma, conclui-se que o simples fato de a pessoa nao ser obesa reduz em mais

de 70% a chance de a mesma contrair cancer de estomago.

No entanto, os dois exemplos descritos anteriormente, P(CE = sim|Ob = i, Al = j)
e P(CE = sim|Ob = nao, Al = x), apesar de fazer parte de um grafo aciclico e direcionado,
requerido pelas redes Bayesiana e conforme mostra a Figura 17, representam um caso de
independéncia das variaveis aleatorias que podem ser solucionados por classificadores que
requerem esse comportamento de independéncia, como ¢é o caso do classificador Bayes

Simples.

No entanto, se considerarmos um caso onde ha dependéncia condicional entre as
variaveis, tal como o de uma pessoa apresentar o sintoma de sangramento ao vomitar e ao
efetuar um teste para saber se ela tem tlcera gastrica, o resultado obtido é negativo. Dessa

forma, qual a probabilidade de o paciente ter cancer de estomago? Em outras palavras,

P(CE = sim|VS = sim,UG = nao).

Para solucionar esse problema serd utilizada a equagdo 3.3 correspondente a
distribui¢ao da probabilidade conjunta. Aplicando a equacao 3.3 ao grafo da Figura 17,

obtemos a probabilidade conjunta do grafo, expresso na equacao 3.4:

P(u) = P(Ob) x P(Al) x P(CE|Ob, Al) x P(UG|Al) x P(VS|CE,UG)  (3.4)

Manipulando P(CE = sim|VS = sim,UG = nao) para melhor adequar a

probabilidade conjunta, obtém-se:

P(CE = sim|VS = sim, UG = nao) =
P(VS = sim, UG = nao|CE = sim) x P(CE = sim)
P(VS = sim, UG = nao) B (3.5)
P(CE = sim,VS = sim, UG = nao)
P(VS = sim, UG = nao)
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Dessa forma, para descobrir a probabilidade P(CE = sim|V S = sim, UG = nao),
temos que calcular a probabilidade conjunta de P(CE = sim, V.S = sim,UG = nao) que
corresponde aos eventos cancer de estomago ocorrer, vomito com sangue ocorrer e ulcera
gastrica nao ocorrer, dividido pela probabilidade conjunta de vomito com sangue ocorrer

com ulcera gastrica nao ocorrer, P(V.S = sim, UG = nao).

Antes de demonstrar todos os valores da probabilidade conjunta conforme mostram
as Tabelas 16 e 17, sera explicitado como se calcula o valor de uma célula da tabela, tendo

em vista que as demais células seguirao a mesma linha de calculo.

Sendo assim, é necessario obter as seguintes informacoes:

« Probabilidade Conjunta do Grafo dado por: P(Ob) x P(Al) x P(CE|Ob, Al) x
P(UG|Al) x P(VS|CE,UG)

« O valores correspondente a: P(CE = sim, V.S = sim, UG = nao)

» O valores correspondente a: P(V.S = sim, UG = nao)

A Tabela 14, referente ao primeiro item, P(Ob) x P(Al) x P(CE|Ob, Al) x
P(UGJAl) x P(VS|CE,UG), sera inicialmente apresentada sem valores, visando facilitar o
entendimento do processo de preenchimento das probabilidades conjuntas. Além disso, Os
valores referentes a P(C'E = sim) e P(C'E = nao) serao expostos em tabelas distintas para

facilitar a visualizagdo dos procedimentos matematicos que serao realizados posteriormente.

Tabela 14 — Probabilidade conjunta de P(C'E = sim) da Figura 17

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS = nao VS =sim | VS = nao | VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao

nao, sim

sim, nao

sim, sim

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 14 relaciona as cinco variaveis aleatérias combinando todas as possibilidades
de valores entre as varidveis. Como deseja saber P(CE = sim,V S = sim, UG = nao) e

como nao foi informado P(Ob) e P(Al), entdo deve ser considerado todos os casos onde
Ob = {sim} e Ob = {nao} e também Al = {sim} e Al = {nao}.

A primeira célula a ser calculada serd a que se refere a: P(Ob = nao) x P(Al =
nao) X P(C'E = sim|Ob = nao, Al = nao) x P(UG = nao|Al = nao)x P(VS = sim|CE =

sim, UG = nao).
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e P(Ob = nao): De acordo com a Tabela 9, a probabilidade de um paciente nao ser
obeso é de 0,65.

e P(Al = nao): De acordo com a Tabela 10, a probabilidade de um paciente nao ser

alcoolatra ¢ de 0,9.

« P(CE = sim|Ob = nao, Al = nao): De acordo com a tabela 11, a probabilidade de
um paciente ter cancer de estomago dado que ele nao é obeso e nem alcodlatra é de

0,05.

» P(UG = naolAl = nao): De acordo com a Tabela 12, a probabilidade de um paciente

nao ter ulcera gastrica dado que ele nao é alcodlatra é de 0,9.

o« P(VS =sim|CFE = sim,UG = nao): De acordo com a Tabela 13, a probabilidade
de um paciente ter vomito com sangue dado que ele possui cancer de estomago e

nao possui ulcera gastrica ¢ de 0,25.

Aplicando a formula 3.3 aos cinco itens acima, temos que:

P(u) = P(Ob = nao) x P(Al = nao) x P(CE = sim|Ob = nao, Al = nao)
x P(UG = nao|Al = nao) x P(VS = sim|CE = sim, UG = nao) =
0,65 x 0,9 % 0,05 x 0,9 x 0,25 = 0,00658125

O resultado sera inserido na segunda linha e terceira coluna interna da Tabela 15,
uma vez que esta posigdo corresponde as combinagoes referentes a P(Ob = nao) x P(Al =
nao) X P(CE = sim|Ob = nao, Al = nao) x P(UG = nao|Al = nao).

Tabela 15 — Probabilidade Conjunta de P(CE = sim, UG = nao,VS = sim,0b =

nao, Al = nao)

. UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
Pais (Ob, Al) VS =nao | VS =sim | VS = nao | VS = sim
nao, nao 0,00658125
nao, sim

sim, nao

sim, sim

Fonte: Elaborada pelo autor

Realizando os demais calculos para o restante da tabela, obtemos os valores conforme
mostram as Tabelas 16 e 17, representando os valores para CE = {sim} e CE = {nao},

respectivamente.
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Tabela 16 — Probabilidade Conjunta do Grafo do grafo 17 para CE = {sim}

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS = nao VS = sim VS = nao VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao 0,01974375 | 0,00658125 | 0,00043875 | 0,00248625
nao, sim 0,0014625 0,0004875 0,00117 0,00663
sim, nao 0,05315625 | 0,01771875 | 0,00118125 | 0,00669375
sim, sim 0,0044625 0,0014875 0,00357 0,02023

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 17 — Probabilidade Conjunta do Grafo do grafo 17 para CE = {nao}

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS = nao VS =sim | VS = nao | VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao 0,47516625 | 0,02500875 | 0,01945125 | 0,03612375
nao, sim 0,0104975 0,0005525 0,01547 0,02873
sim, nao 0,20199375 | 0,01063125 | 0,00826875 | 0,01535625
sim, sim 0,0009975 0,0000525 0,00147 0,00273

Fonte: Elaborada pelo autor

Com as Tabelas 16 e 17 preenchidas, é possivel extrair os valores para solucionar a
equacao 3.9.
Tabela 18 — Probabilidade de P(CE = sim,UG = nao,V S = sim)

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS = nao VS = sim VS = nao VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao 0,01974375 | 0,00658125 | 0,00043875 | 0,00248625
nao, sim 0,0014625 0,0004875 0,00117 0,00663
sim, nao 0,05315625 | 0,01771875 | 0,00118125 | 0,00669375
sim, sim 0,0044625 0,0014875 0,00357 0,02023

Fonte: Elaborada pelo autor

Os valores em negrito da Tabela 18 representam a probabilidade condicionada de
todas as combinacdes de P(CE = sim, UG = nao, VS = sim). E realizado o somatério
de todos os valores da coluna em virtude de nao sabermos se o paciente tem historico de

alcoolismo ou obesidade, dessa forma:

P(CE = sim, UG = nao, VS = sim) = 0,00658125 + 0, 0004875
+ 0,01771875 + 0,0014875 = 0, 026275

Também é possivel obter o valor de P(UG = nao, V'S = sim), conforme mostra os

valores em negrito das Tabelas 18 e 19.
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Tabela 19 — Probabilidade de P(CE = nao, UG = nao, V.S = sim)

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS = nao VS = sim VS = nao VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao 0,47516625 | 0,02500875 | 0,01945125 | 0,03612375
nao, sim 0,0104975 0,0005525 0,01547 0,02873
sim, nao 0,20199375 | 0,01063125 | 0,00826875 | 0,01535625
sim, sim 0,0009975 0,0000525 0,00147 0,00273

Fonte: Elaborada pelo autor

Os valores de P(CE = nao) sao levados em consideracao nesse célculo, pois a
probabilidade de P(UG = nao, V.S = sim) desconsidera o valor de P(C'E), dessa forma:

P(UG = nao, VS = sim) = 0,00658125 + 0, 02500875 + 0, 0004875 + 0, 0005525
+0,01771875 + 0,01063125 + 0, 0014875 + 0, 0000525 = 0, 06252

Por fim, substituindo os valores de P(CE = sim,VS = sim, UG = nao) e
P(VS = sim, UG = nao) na equagao 3.5, obtém-se:

P(CE = sim,V S = sim, UG = nao)
P(VS = sim, UG = nao)

0,026275
—————— =10,420265515 =~ 42,02
0. 06252 0,420265515 ,02%

Ou seja, a probabilidade do paciente possuir cancer de estomago, dado que o mesmo

nao possui ulcera gastrica e apresentou o sintoma de vomito com sangue ¢ igual a 42,02%.

A adi¢ao de uma informacao extra a predicao desse classificador, como o fato de a
paciente nao ter histérico de obesidade nem de alcoolismo, P(Ob = nao) e P(Al = nao),

bastaria analisar os seguintes valores em negrito das Tabelas 20 e 21.
Tabela 20 — Probabilidade Conjunta de P(Ob = nao, Al = nao,CE = sim, UG =
nao, V.S = sim)

UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim,
VS =nao | VS =sim | VS = nao | VS = sim

Pais (Ob, Al)

nao, nao 0,01974375 | 0,00658125 | 0,00043875 | 0,00248625
nao, sim 0,0014625 0,0004875 0,00117 0,00663
sim, nao 0,05315625 | 0,01771875 | 0,00118125 | 0,00669375
sim, sim 0,0044625 0,0014875 0,00357 0,02023

Fonte: Elaborada pelo autor
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Tabela 21 — Probabilidade Conjunta de P(Ob = nao, Al = nao,CE = nao,UG =

nao, V.S = sim)

. UG = nao, | UG = nao, | UG = sim, | UG = sim
Pais (Ob, Al) VS = nao, VS = sim, VS = nao, VS = sim,
nao, nao 0,47516625 | 0,02500875 | 0,01945125 0,03612375
nao, sim 0,0104975 0,0005525 0,01547 0,02873
sim, nao 0,20199375 0,01063125 0,00826875 0,01535625
sim, sim 0,0009975 0,0000525 0,00147 0,00273

Fonte: Elaborada pelo autor

Manipulando novamente o teorema de bayes, porém inserindo as novas informagoes

adicionadas ao experimento, tem-se:

P(CE = sim|Ob = nao, Al = nao, V.S = sim, UG = nao) =
P(Ob = nao, Al = nao, V.S = sim,UG = nao|CE = sim) x P(CE = sim)
P(Ob = nao, Al = nao, VS = sim,UG = nao) B
P(Ob = nao, Al = nao, CE = sim,V S = sim, UG = nao)
P(Ob = nao, Al = nao, VS = sim,UG = nao)

P(Ob = nao, Al = nao, CE = sim,V S = sim, UG = nao) foi calculado e explicado
previamente na Tabela 15. P(Ob = nao, Al = nao,VS = sim,UG = nao) representa
a probabilidade conjunta de todas as variaveis aleatorias, exceto a variavel cancer de

estomago. Esse valor é obtido através do somatério dos valores em negrito das Tabelas 20
e 21.

P(Ob = nao, Al = nao, CE = sim, V'S = sim, UG = nao) = 0,00658125
P(Ob = nao, Al = nao, VS = sim,UG = nao) = 0,00658125 + 0,02500875 = 0, 03159

P(Ob = nao, Al = nao,CE = sim,V S = sim, UG = nao)  0,00658125
P(Ob = nao, Al = nao, VS = sim, UG = nao) ~0,03159

~ 20,83

Dessa forma, ao inserir duas informagoes adicionais ao exemplo, obesidade e
alcoolismo, o valor da predicao do classificador alterou, uma vez que, havendo a relacao
de condicionalidade entre as variaveis, o acréscimo de informacao afeta a predigcao do

classificador de redes Bayesiana.

3.3 Caracteristicas do Bayes Simples e das Redes Bayesianas

Considerando as descri¢oes dos dois modelos de classificacao apresentados neste

capitulo, bem como os exemplos utilizados para ilustrar suas aplicacoes, podemos, nesta
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se¢ao, discorrer sobre algumas caracteristicas relevantes a cada um deles. Iremos destacar

duas caracteristicas: valores faltantes e varidvel condicional.

Os valores faltantes correspondem a casos de incerteza em uma ou mais variaveis
aleatérias, ou seja, nao se sabe o valor de um dos atributos responséaveis por ajudar o

classificador a prever a classe.

Ja as variaveis condicionais representam a existéncia, ou auséncia, de uma condicao
que afeta as variaveis aleatérias. Citando o exemplo apresentado na secao 3.1, temos que
os trés atributos expostos na Tabela 4, proprietario de casa, estado civil e renda anual, nao
afetam a probabilidade um do outro, por essa razao sao tratados como variaveis aleatérias

independentes.

Por outro lado, a dependéncia entre as varidveis aleatérias ocorre quando um
atributo afeta a probabilidade de outro atributo, conforme notado na Figura 17, onde a

variavel alcoolismo afeta cancer de estdomago que por sua vez afeta vomito com sangue.

Classificador de Bayes Simples

e Valores Faltantes

— Pode lidar com valores que estao faltando, ignorando o valor ausente durante a
classificagdo do modelo. Isto é evidenciado, apesar de nao exposto especificamente,
nas Tabelas 5, 6, 7 e 8, referentes a possibilidade de inadimpléncia apds receber
um empréstimo. Nessas 4 tabelas apenas os valores referentes ao que deseja ser
predito sao utilizados, reduzindo assim o espaco amostral total, dessa forma,
se houvessem registros com valores faltantes na base de dados, tais registros

seriam desconsiderados para fins da predicao.

— (Caso o valor ausente esteja presente no registro que sera classificado ao invés
da base de dados, o comportamento do classificador sera distinto conforme
foi implementado. Duas abordagens serao sugeridas: a primeira condiz com a
exclusao do atributo durante o calculo do classificador, isso é possivel por causa
da natureza independente dos atributos. A segunda é similar ao que é realizado
pela rede Bayesiana, onde a incerteza sobre o atributo seréd tratado como sendo
todas as possibilidades que o atributo pode assumir. Essas duas abordagens
que sao sugeridas dependem de cada caso onde o classificador sera aplicado,
por exemplo, se a variavel aleatéria tiver grande relevancia para o processo de
predi¢ao, a total remocao deste atributo pode gerar resultados negativos. Caso

contrario, sua remocao pouco afetara o resultado final do classificador.
o Varidveis Condicionais

— Atributos correlacionados podem degradar o desempenho de classificadores

Bayes simples porque a suposicao de independéncia condicional nao é mais
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verdadeira para tais atributos. Isto pode ser evidenciado no exemplo da Tabela
4 onde todos os atributos sao independentes, apenas se relacionando com a

classe.
Classificador de Redes Bayesianas

e Valores Faltantes

— Sao apropriadas para lidar com dados incompletos. Instancias com atributos em
falta podem ser manipuladas através de soma ou integracao de probabilidade
por todos os valores possiveis do atributo. Esta caracteristica é evidenciada em
todos os exemplos expostos na se¢ao 3.2, tendo em vista que ao nao apresentar

uma informacao, o classificador considerava todos os casos possiveis.
o Variaveis Condicionais

— Permite a representacao de condicionalidade entre as variaveis aleatorias,
possibilitando assim uma flexibilidade na simulaciao de um determinado experimento
onde os atributos nao sao independentes. O grafo representado na Figura 17
(representagao em grafo da relagao céncer e tlcera) demonstra a existéncia de

dependéncias entre as varidveis aleatorias em diferentes niveis do grafo.
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4 Consideracoes Finais

Este trabalho abordou dois classificadores probabilisticos, Bayes simples e redes
Bayesianas. Para tal apresentou conceitos probabilisticos béasicos, dando enfoque a probabilidade

condicional e ao teorema de Bayes.

Apesar da similaridade matemaética entre a probabilidade condicional e o teorema
de Bayes, representados por P(A|B), ambos abordam o mesmo problema sob dois aspectos
diferentes. O primeiro trata que a condicdo que afeta a probabilidade ocorre antes do
que deseja ser previsto, ou seja, representa a probabilidade posteriori. J& o teorema de
Bayes realiza o processo inverso, assumindo “uma certeza” sobre o evento que sucede o
que deseja ser previsto, representando a probabilidade priori. Uma outra forma de explicar
0 mesmo conceito seria na seguinte leitura de P(A|B): para a probabilidade condicional,

B ocorre antes de A, enquanto para o teorema de Bayes, B ocorre depois de A.

Esta abordagem trazida pelo teorema de Bayes embasa a forma de predicao dos
classificadores Bayesianos apresentados neste trabalho, que apesar de similares neste
aspecto, apresentam diferentes caracteristicas que podem ser melhor exploradas em

diferentes cendrios.

O classificador Bayesiano simples trata as varidveis aleatérias, ou atributos, com um
carater de independéncia, ou seja, o valor de uma variavel aleatéria nao influi no valor das
demais, sendo a tnica excegao a variavel aleatoria da classe, uma vez que ela é a variavel
que o classificador ird predizer. Isso pode ser notado no exemplo apresentado na secao
3.1, onde deseja saber se uma pessoa, ao pegar um empréstimo, se tornara inadimplente
ou nao, dado um conjunto de informagoes a respeito desta pessoa, como o estado civil,

proprietario de casa e renda anual.

Ja o classificador de redes Bayesianas, permite criar relacoes de dependéncia entre
as variaveis aleatorias, ou seja, uma variavel aleatoria pode impactar em outras variaveis
aleatorias, nao necessariamente apenas na classe. Essa relagdo de dependéncia possibilita
a modelagem de sistemas que exijam tais relacoes, como ¢ o caso apresentado na secao
3.2, onde o estilo de vida de uma pessoa, alcoolismo e ma alimentacao, sdo agravadores
de patologias, cancer de estomago e tlcera gastrica, que por sua vez tem como um dos

sintomas a presenca de sangue ao vomitar.

Dessa forma, o classificador Bayesiano simples possui melhor aplicabilidade em
cenarios onde as variaveis aleatérias sao independentes, tornando desnecessario o esforco
para a criacao de um grafo, tendo em vista que o classificador nao precisara criar uma

tabela de probabilidade conjunta conforme realizado pelo classificador de redes Bayesiana.
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Por outro lado, o classificador de redes Bayesiana se torna mais adequado em
situagoes onde é necessario expressar dependéncia entre os atributos, como por exemplo
as relagoes de causa, efeito e consequéncia. Apesar disso, o processo se torna mais custoso
tendo em vista que exigem a modelagem de um grafo para representacao destas relagoes de
dependéncia, conforme Figura 17, dando margem para que possiveis erros de representagao

afetem negativamente a predicao do classificador.

Pautando-se em toda base de estudo necessario para o desenvolvimento deste
trabalho, foi notado que os autores que apresentam informacoes referentes a classificadores,
podem assumir que seus leitores, por optarem por acessar tais estudos, ja possuem todo o
embasamento necessario para compreensao do que serd apresentado. Por outro lado, autores
que adotem um carater mais didatico tendem a nao abordar os aspectos de classificadores,

uma vez que tal assunto possui uma complexidade natural.

Este trabalho entrega um conjunto de conhecimentos probabilisticos basicos necessarios
para o entendimento tedrico dos classificadores Bayes simples e redes Bayesianas, além
do processo matematico realizado por ambos, ndo tendo como finalidade afirmar a

superioridade entre os dois classificadores.

Como sugestao de continuidade para trabalhos futuros, sugere-se:

o Exibicao do funcionamento do classificador Bayesiano em uma simulacao pratica,
abordando os aspectos referentes aos possiveis erros, e suas tratativas, de predigao

do classificador, além da possibilidade de otimizac¢des no processo de predicao.

o Abordar técnicas para modelagem das variaveis aleatérias em grafos aciclicos e
direcionados, uma vez que a relacao de dependéncia entre as variaveis impactam no

resultado final do classificador.
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