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RESUMO

O conhecimento do comportamento dindmico de estrutura do tipo viga assim como a capacidade
de predize-los sao informagdes importantes para a engenharia. Ha varias teorias de vigas, dentre
elas destaca-se o0 modelo de Euler-Bernoulli e o de Timoshenko. Este trabalho tem como objetivo
realizar uma anélise comparativa entre esses dois modelos. Para isso, desenvolvemos cédigos
que utilizam o método dos elementos finitos (FEM) e 0 método dos elementos espectrais (SEM)
para discretizar os modelos de viga. Os resultados apresentam as dez primeiras frequéncias
naturais para duas configuracdes de vigas, utilizando os modelos de Timoshenko e Euler-Bernoulli
através do FEM. Ao longo do estudo, foi possivel realizar uma comparagdo qualitativa e
quantitativa da predicdo de frequéncias naturais entre os modelos, avaliar a convergéncia
do FEM em relacao a precisao dos valores, com dados experimentais disponiveis e o tempo de
processamento requerido. Concluimos que o modelo de Timoshenko prevé frequéncias naturais
menores que o0 modelo de Euler-Bernoulli, mesmo em vigas demasiadamente esbeltas.

Palavras-chave: Viga de Euler-Bernoulli; Viga de Timoshenko; Finite Element Method (FEM);
Célculo de frequéncias naturais.



ABSTRACT

The knowledge of the dynamic behavior of beam structures, as well as the ability to predict them,
is crucial for engineering. There are various theories regarding beams, with Euler-Bernoulli and
Timoshenko models standing out. This work aims to perform a comparative analysis between
these two beam models. To achieve this, we developed codes using the Finite Element Method
(FEM) and the Spectral Element Method (SEM) to discretize the beam models. The results
present the first ten natural frequencies for two beam configurations, using the Timoshenko
and Euler-Bernoulli models through the FEM. Throughout the study, it was possible to make a
qualitative and quantitative comparison of the natural frequency predictions between the models,
assess the convergence of the FEM method concerning the accuracy of values, with available
experimental data, and the required processing time. We conclude that the Timoshenko model
predicts natural frequencies lower than the Euler-Bernoulli model, even for excessively slender
beams.

Keywords: Euler-Bernoulli Beam; Timoshenko Beam; Finite Element Method (FEM); Natural
Frequency Prediction.
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1 INTRODUCAO

Diversos sistemas construidos pelo homem produzem ou séo impactados por vibragoes
mecanicas. No caso de maquinas como bombas centrifugas, ventiladores, turbinas, entre outras,
as vibracdes sao geralmente indesejaveis e podem originar-se devido a desbalanceamentos
no maquindrio. J4 em estruturas como torres, passarelas, edificios, vasos de pressao, entre
outras, estdo sujeitas a vibra¢des causadas por fatores como ventos, terremotos e operagéo de
maquinas (BALACHANDRAN; MAGRAB, 2016).

Compreender o comportamento dindmico de uma estrutura é crucial. Além disso, prever
esse comportamento com precisao e eficiéncia de recursos é tdo necessario quanto. Dentre os
tipos de estruturas comumente encontradas na engenharia pratica, destacam-se as estruturas
do tipo barra, viga, placa, entre outras (LEE, 2009).

Estruturas mais complexas frequentemente podem ser representadas por meio de uma
combinacao de estruturas mais simples. Nesse contexto, algumas dessas estruturas podem ser
simplificadas para formas basicas, sendo as estruturas do tipo viga um exemplo pratico. As asas
de avido, eixos, trilhos de trens, entre outros, ilustram como uma estrutura complexa pode ser
modelada como uma viga. Essa abordagem simplificada facilita a analise e compreenséao do
comportamento dessas estruturas mais complexas em diversos contextos de engenharia.

A estrutura do tipo viga é caracterizada por ser um elemento estreito que suporta a
aplicagdo de cargas perpendiculares ao longo de seu eixo longitudinal. Em geral, vigas sao
barras compridas e retas, cuja dimensao longitudinal € muito maior que as dimensoes de sua
secao transversal. As vigas sdo comumente classificadas de acordo com os tipos de apoios
(HIBBELER, 2010).

Um dos comportamentos dindmicos presentes na estrutura de vigas é a vibragcao
por flexdao. Esse fendmeno, entre outros, vem sendo estudado ha varios séculos, e ao longo
deste tempo, diversas teorias e modelos matematicos foram desenvolvidos para descrever o
comportamento dindmico de vigas (RAO, 2008; TIMOSHENKO, 1953).

O progresso no entendimento das vibracdes em vigas nao apenas abriu caminho para a
andlise e previsdo do comportamento dindmico de estruturas basicas em distintas condigcbes de
contornos, apoios e carregamentos, como também possibilitou o estudo de estruturas e arranjos

estruturais mais complexos.

Devido a elevada complexidade das estruturas, torna-se impossivel analisar ou prever
o comportamento dindmico de varias delas de maneira analitica. Diante desse desafio, foram
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desenvolvidos métodos numéricos para resolver as equagoes diferenciais dos modelos teéricos,
possibilitando assim a obtengao de respostas aproximadas desses sistemas (COOK et al., 2001;
NORTON, 2013).

Mesmo com a aplicagao de métodos numéricos, surgiram sistemas para 0s quais obter
a resposta dindmica com um nivel aceitavel de precisdo se mostrava impraticavel, devido a
extensa demanda computacional necessaria. Esse cenario s6 veio a mudar com a criagao e
desenvolvimento de computadores (COOK et al., 2001; NORTON, 2013).

Com a integracao dos computadores e 0 avan¢o no desenvolvimento de programas
e algoritmos, ocorreu uma revolugao significativa na andlise de engenharia. O poder de
processamento aumentou expressivamente, resultando em economia de recursos e tempo
durante a elaboracao de projetos e estudos (NORTON, 2013).

Diversos métodos numéricos sao aplicados e empregados para discretizar e solucionar o
sistema dindmico de uma estrutura. Entre esses métodos, destacam-se o Método dos Elementos
Finitos (Finite Element Method - FEM), Métodos dos Elementos Espectrais (Spectral Element
Method - SEM), Diferencas finitas, Método dos Elementos de Contorno (Boundary Element
Method - BEM), entre outros (COOK et al., 2001; LEE, 2009; PETYT, 2010).

Em um amplo espectro de problemas fisicos reais, deparamos com diversos modelos
tedricos de viga que descrevem de maneira aproximada e satisfatéria o comportamento dinamico.
Simultaneamente, observamos um conjunto variado de métodos numéricos desenvolvidos para
solucionar as equagodes associadas, o que possibilita a obtengao das respostas dinamicas desses
modelos.

A investigagdo do comportamento dindmico de uma estrutura em forma de viga pode
ser realizada por meio da implementacao de cédigos para simulagédo dessas estruturas. Nesse
contexto, é essencial selecionar um modelo te6rico e um método numérico para discretizar o
problema. Isso possibilita a comparacao dos comportamentos dindmicos de cada modelo de viga,
utilizando um ou mais métodos numéricos. Além disso, é viavel avaliar o custo computacional
associado a cada método numeérico.

O método dos elementos finitos (FEM) é um procedimento numérico que discretiza
uma estrutura continua em diversos elementos. O conjunto destes elementos é chamado de
malha, e quanto maior a quantidade de elementos que constituem uma malha, mais ela esta
refinada. O método FEM aproxima o comportamento de cada elemento por equagbes algébricas
elementares. A sobreposicao do equacionamento de todos os elementos gera o sistema global
de equagbes, que descreve o comportamento do modelo simulado (COOK et al., 2001; NUNES,
2005; PETYT, 2010).
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Originalmente, o FEM foi criado como um método para a analise de tensdes e deformacdes.
Devido a sua versatilidade, 0 método pode ser aplicado na analise de diversos fendmenos fisicos,
como transferéncia de calor, escoamento de fluidos, transporte de massa, campos magnéticos e
elétricos, entre outros. O FEM também possibilita a discretizacdo de elementos com diferentes
formas, tipos e propriedades fisicas, assim como malhas homogéneas ou mistas. A versatilidade
do método também suporta diferentes condicdes de contorno, configuragdes de carregamentos
e geometrias (COOK et al., 2001).

Deste modo, o FEM é um poderoso método computacional. Um simples programa
de computador que implemente o método por meio de um algoritmo consegue solucionar um
problema fisico, independentemente das configuracbes geométricas, carregamentos, condigbes
de contorno, entre outras caracteristicas dos inputs de dados. Entretanto, raramente é possivel
obter a resposta exata usando o método FEM, e a precisdo do método depende da boa
conformidade dos elementos da malha, assim como do refinamento da malha, sendo necessario
um grande processamento e/ou tempo para alcangar a precisdo requerida em casos mais
complexos (COOK et al., 2001; PETYT, 2010).

O método dos elementos espectrais (SEM) € um método numérico relativamente novo
em comparacao com o FEM, sendo inicialmente investigado por Doyle (1997). O SEM utiliza a
mesma discretizagao espacial do FEM, assim como uma montagem de sistema de equacoes
parecida. A diferenca é que, em vez da matriz de rigidez, o SEM usa a matriz de rigidez dindmica
exata (LEE, 2009).

O SEM apresenta a solugao exata no dominio da frequéncia do modelo de viga tratado.
Desta forma, o SEM, em teoria, descreve o comportamento dindmico exato da estrutura. Um
Unico elemento espectral do SEM tem a capacidade de modelar toda a estrutura, ndo havendo
restricbes quanto ao seu tamanho. Entretanto, se a estrutura tiver descontinuidades, sera
necessario criar um elemento espectral adicional para cada descontinuidade existente na
estrutura (DOYLE, 1997; LEE, 2009).

Dois pontos negativos do SEM sédo que o método s6 pode ser aplicado em equacoes
governantes, modelos onde as solugdes exatas ja foram determinadas no dominio da frequéncia.
Assim, diversos modelos n&o possibilitam o uso do SEM. O outro ponto é que, como o SEM é
baseado nas técnicas de transformada discreta de Fourier (DFT) e na transformada rapida de
Fourier (FFT), ele ndo pode ser aplicado em sistemas néo lineares que variam no tempo (LEE,
2009).

O FEM é um dos métodos mais usados na resolugao de problemas de vibragao, devido
a sua grande versatilidade. Entretanto, o FEM tem problemas praticos quando trabalha em altas

frequéncias, sendo necessario uma malha refinada de modo que o tamanho do elemento seja
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uma ordem menor de tamanho que o comprimento de onda para poder descrever adequadamente
0 modo de onda. Enquanto que no SEM este problema € inexistente, pois 0 método é pouco
sensivel a variagdo do comprimento de onda. Desta forma, o SEM para andlises em altas
frequéncias demanda menos poder computacional que o FEM (COOK et al., 2001; DOYLE, 1997;
LEE, 2009; PETYT, 2010).

Cook et al. (2001) cita que os problemas de dinamica podem ser classificados em
problemas de dindmica estrutural e problemas de propagacédo de ondas. Nos problemas de
propagacao de ondas, a excitagcao e consequentemente a resposta dindmica sdo dadas em altas
frequéncias, e o tempo de analise também é curto, comumente na ordem de tempo necessario
para a onda atravessar a estrutura. Nos problemas de dindmica estrutural, a frequéncia de
excitacao é préxima as primeiras frequéncias naturais de vibracéo da estrutura.

Os problemas de dindmica estrutural podem ser ainda subclassificados de acordo com
0 objetivo, podendo ser a determinacao das frequéncias naturais de vibracdo e os modos de
vibrar da estrutura ou podendo ser a determinacdo de como a estrutura se comporta no decorrer
do tempo sob a acdo de um carregamento ou excitacao, uma analise time-history (COOK et al.,
2001).
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1.1

1.1.1

1.1.2

OBJETIVOS

OBJETIVOS GERAIS

Obter a resposta dindmica dos modelos de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko através
do FEM.

Avaliar e comparar os modelos de viga de Euler-Bernoulli € Timoshenko para o calculo de
frequéncias naturais.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desenvolver cédigos no software Matlab capazes de obter a resposta dinamica dos
modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko e dos métodos FEM e SEM.

Validar os cddigos através da comparacao de dados experimentais e analiticos disponiveis.

Calcular a convergéncia dos modelos de viga através do refinamento de malha utilizando
o método FEM.
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2 TEORIA DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A Teoria da viga de Euler-Bernoulli remonta ao século XVIII e também é chamada de,
Teoria classica de viga, Teoria de viga de Euler, Teoria de viga de Bernoulli, ou Teoria de viga
de Bernoulli-Euler, modelo de Euler-Bernoulli (HAN et al., 1999). Neste trabalho usa-se o termo
Teoria de viga de Euler-Bernoulli, ou o termo TVEB.

Jacob Bernoulli (1654-1705) iniciou seus estudos investigando a deflexdo de uma barra
elastica, tornando-se pioneiro ao descobrir que a curvatura de uma viga elastica em qualquer
ponto é proporcional ao momento fletor naquele ponto. Leonard Euler (1707-1783) aceitando
a teoria de Jacob Bernoulli, teve particular interesse no estudo das curvas geradas por vigas
elasticas sobre diferentes condicoes de carregamentos. Euler fez grandes avancgos nesta area
(HAN et al., 1999; TIMOSHENKO, 1953).

Daniel Bernoulli (1700-1782), sobrinho de Jacob, foi o primeiro a formular a equacgao
diferencial que rege as vibracdes laterais de barras prismaticas e a utilizou para estudar modos
especificos desse movimento. Realizou também uma série de experimentos e verificagdes onde
pdde observar o comportamento dindmico de vigas. Essa abordagem ficou conhecida como
Teoria da viga de Euler-Bernoulli (HAN et al., 1999; TIMOSHENKO, 1953).

Com relagao as deformagdes da linha elastica devido a flexdao, ha duas suposi¢oes
que sao chamadas de hipoteses de Bernoulli, sdo elas: A primeira, considerar que a secao
transversal de qualquer ponto da viga € perpendicular a linha elastica da viga, antes e durante
a deformagdo; A segunda, considerar que o plano da secao transversal continua plano sem
quaisquer deformagées. (OCHSNER, 2021).

A Teoria de viga Euler-Bernoulli é definida mediante as seguintes consideragdes: vigas
retas; auséncia de alongamento do corpo ao longo do eixo longitudinal da viga; inexisténcia de
torgao em torno do eixo longitudinal; deformagdes ocorrendo apenas em um Unico plano; apenas
pequenas deformacdes e secdes transversais simples (OCHSNER, 2021).

Apesar de a Teoria de Viga de Euler-Bernoulli oferecer uma aproximagao satisfatoria do
comportamento de uma viga elastica, esse modelo tende a superestimar as frequéncias naturais
da estrutura, uma condi¢ao que se intensifica @ medida que se investigam modos de vibragdo
mais elevados. A precisdo da TVEB também é influenciada pela esbeltez da viga; quanto mais
esbelta, mais precisa sera a previsdo (HAN et al., 1999).
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A equagéo (2.1.1) apresenta a equacgao diferencial que rege o comportamento dinamico
da viga de Euler-Bernoulli (BITTENCOURT, 2014; DOYLE, 2021; PETYT, 2010).

dx? dx? dr?

onde, E é o modulo de Young, I € o momento de inércia de area, p é a densidade, A é a &rea da

2 2 2
d_ (Eld V(xut)> —l—pAd v(x,1) = q(x,1) (2.1.1)

secgdo transversal, g(x,t) é uma excitagdo externa e v(x,7) é o deslocamento transversal da viga.

2.2 ELEMENTO FINITO DE EULER-BERNOULLI

Definindo um sistema de coordenadas cartesianas no centro de um simples elemento de
viga, delimitado por 2 nés e comprimento total L, conforme a Fig. 2.2.1, onde o0 eixo x se estende
ao longo do comprimento longitudinal do elemento e o eixo y é ortogonal. O comprimento total é
duas vezes 0 semi-comprimento a, € 0s nés encontram-se nas posicbes x = —a e x = a.

Figura 2.2.1 — Geometria de um simples elemento de viga.
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Fonte: Adaptado de Petyt (2010).

Petyt (2010) adota o uso de uma coordenada adimensional &, definida conforme
a equacao (2.2.1), em vez da coordenada x. O uso dessa mudanca de coordenada traz
simplificagéo nos calculos.

- — 41
gzg ;{i:i’a E:tl} (2.2.1)

O deslocamento transversal ou deflexdo v(x,t) ao longo de um elemento de viga,
conforme definido na Fig. 2.2.1, pode ser aproximado por uma funcao polinomial de grau 3 com
quatro constantes a determinar em fungéo da coordenada parametrizada &, considerando-se o
caso estatico onde v(x,7) = v(x). Assim, o deslocamento transversal é definido como,

v =0t + 00 + 0E? + o> (2.2.2)

reescrevendo a equagao em forma matricial,
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5]
v=1¢ g ¢ Zz (2.2.3)
04
ou,
v=I[P(§)] o (2.2.4)

Derivando a equacéo (2.2.2) obtemos a equacéo equivalente da inclinagdo da linha
elastica 6(x) em fungao de &. Onde,

v oOx 9dv

3~ 9 5~ W= 2058 + 308> (2.2.5)

Avaliando as equagdes (2.2.2) e (2.2.5), quando § = F1, temos,

V1 1 -1 1 —1 (04]
a0 o 1 -2 3 o
_ (2.2.6)
%) 1 1 1 (0.5
a0, o 1 2 3 Ol
ou,
[v]e = [Ale [a] (2.2.7)
onde, [v]. e o vetor dos deslocamentos nodais. Reorganizando a equagéo (2.2.7) vem,
o] = [A]; " [V, (2.2.8)
onde,
2 1 2 -1
1{ -3 -1 3 -1
A== 2.2.9
Al =21 o .1 o 1 (2.2.9)
1 I -1 —1

Substituindo a equagéao (2.2.8) na (2.2.4), temos,
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v=[PE)] Al [v]e = [N(E)] [V]e (2.2.10)

onde [N(§)] € o vetor com as fungdes de forma e é definida como,

Ny (&) 2-3E+¢°
r_ | M@ | 1| 1-8-8+8
INE) = wme) | 3| s (2.2.11)
N4(8) —1-E4&+¢°

A deflexdo v(x) ao longo de um elemento de viga pode ser determinado através do uso
das funcdes de forma e dos valores da deflexao e inclinagdo nodais, utilizando-se as equacoes
(2.2.10) e (2.2.11).

2.3 ENERGIA POTENCIAL E CINETICA

As expressoes para a energia cinética e potencial de um simples elemento de viga
apresentado na Figura 2.2.1 sdo dadas por:

1 +a )
T,== [ pAVdx (2.3.1)
2/)-a
1 [ta 0%y 2d
U,=— Ell — 2.3.2
e 2 —a (axz) X ( )

Substituindo (2.2.10) nas equagdes (2.3.1) e (2.3.2) e fazendo a mudanca de variavel,
obtemos uma formulagédo para a energia cinética e potencial em funcdo dos deslocamentos
nodais. Assim,
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As equagdes (2.3.3) e (2.3.4) definem a energia cinética e potencial, respectivamente,

de um elemento de viga segundo a teoria de Bernoulli-Euler e sao definidas a partir dos

deslocamentos nodais e das respectivas matrizes de massa [m|, e de rigidez [k|. do elemento.

A solucéo das integrais das equacgbes (2.3.3) e (2.3.4) e determinagdo das matrizes

de massa e rigidez sdo bastante presentes na literatura. As matrizes de massa e rigidez do

elemento encontradas sao idénticas as do Petyt (2010). Sao elas as equacgdes (2.3.5) e (2.3.6).

78 22a 27 —13a

_pAa | 22a 84> 13a —6a* 2:35)
105 27 13a 78 —22a
—13a —6a> —22a  8a®
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3 3a -3 3a

[k] B El 3a 3a® —3a 2a* (2.3.6)
23| -3 3¢ 3 -3a "

3a 24> —3a 4d*

Partindo-se das matrizes de massa e rigidez, é possivel determinar a matriz de rigidez
dindmica. Entretendo a matriz de rigidez dindmica esta relacionada a uma frequéncia especifica
e é definida como:

D], = [k, — o’ [m], (2.3.7)

E segundo Doyle (2021) e Petyt (2010), a relacio entre deslocamento e forca pode ser
expresso por:

[D]e [v]e = [F]e (2.3.8)

onde, [F]. é o vetor de forgas externas aplicadas nos nés.

2.4 ELEMENTO ESPECTRAL DA VIGA DE BERNOULLI-EULER

A equagao que descreve o comportamento dindmico da viga de Euler-Bernoulli é
descrito pela equacgao (2.4.1).

oty 0%y
py) +pA¥ = f(x,t) (2.4.1)

esta equagéo considera que o deslocamento transversal v(x,7) ndo somente é dependente do

EI

espago mais também do tempo. Conduto, 0 mdédulo de Young E, o momento de inércia de area
I, a densidade p e a area da secao transversal A sao constantes ao longo da viga e invariantes
no tempo.

Para o fendmeno de vibragéo de flex&o livre, tem-se que a forga externa f(x,7) é nula,
entdo a equacao (2.4.1) se resume a,

oty %y

Lee (2009) indica que a equacao (2.4.2) tem uma solucao para a deflexdo da viga da
forma espectral, dada por,
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1

N—
N Y, Va(x @) (2.4.3)
n=0

onde, V,(x; ®,) séo os componentes espectrais da deflexao v(x,#). Assumindo que para cada

v(x,t) =

distinta frequéncia ®, a equacao (2.4.3) satisfaz a equacéo (2.4.2), entao para uma frequéncia
especifica onde ®,, = ®, vem que,

4

Vv ) B
EIW + 0°pAV =0 (2.4.4)

A equacao (2.4.4) encontra-se no dominio da frequéncia, assim, para cada frequéncia
dada relaciona-se um deslocamento transversal. Lee (2009) indica que a equacao (2.4.4) também
pode ser obtida assumido-se que uma solug¢ao do tipo harménica satisfaz a equagéao (2.4.2).

Considerando que a (2.4.4) tem uma solugao geral da forma,

V(x) = ce k) (2.4.5)

onde ¢ é uma constante qualquer. Substituindo a equacao (2.4.5) na (2.4.4), temos,

ETK*V (x) — @?pAV (x) =0

(2.4.6)
K —k =0
onde, kr é o nUmero de onda e é definido como,
1/4
pA
ke — b2 247
F=V0 <E1) ( )

Desta forma a equacao (2.4.6) tem duas raizes reais e duas complexas que sdo dado
por,

ki =kr  kz=ikp

(2.4.8)
ko = —kp k4= —ikp

Para um elemento de viga Euler-Bernoulli de comprimento L a solug¢édo geral da equacao
(2.4.4) pode ser obtida da seguinte forma,

V(x;o) =c e HhFX | oy e TKFY 4 o etikEX | o) e TRFX (2.4.9)
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ou em forma matricial,

¢l
V(o) = le(x o) [c = | ehrr ekrx otiker gthex || 2 (2.4.10)
c3

Cq4

Nota-se que as equacgdes (2.2.2) e (2.2.4) sdo semelhantes com as (2.4.9) e (2.4.10).
Observa-se que o desenvolvimento da formulagdo do elemento espectral é analogo ao do
elemento finito.

Derivando em relagédo a x a equagéo (2.4.9) obtemos a equacéo equivalente para a
inclinacao da viga, que é dada por,

1
, , c
O(x;0) = [ (x;0)] [c] = | —ikpe X —kpe *FX  jkpeTkrX  fpekrx ] 2 (2.4.11)
c3
C4
Avaliando as equacoes (2.4.10) e (2.4.11) parax =0e x = L, temos,
Vl 1 1 1 1 C1
® —ik —k ik k
- i F tF F 2 (2.4.12)
V2 e—lka e—kFL e-l—lkFL e-‘rkFL 3
0, —ikpe_ikFL —kFe_kFL ikFe+ikFL kFekFL C4
ou,
[d]e = [A(®)]. [c]. (2.4.13)
onde, [d]. é o vetor dos deslocamentos nodais espectrais. Reorganizando vem,
[A(o)]; " [d]e = [c]. (2.4.14)

Substituindo a equagéo (2.4.14) na (2.4.10), vem,



2.4. ELEMENTO ESPECTRAL DA VIGA DE BERNOULLI-EULER 29

Vo) = [exo)[A), " [d. = [N(xo)]d. (2.4.15)

onde [N(x; ®)] é o vetor com as fungdes de forma espectral, e é definido como,

N (x; @)
IN(x; @)] = zzgz; (2.4.16)
Ny (x; o)

As expressdes para o momento fletor e forga cortante espectral, considerando-se a
equacao (2.4.5), sao dadas por,

dV (x; o)

dV (x; )
dx

M(x;0) = EI o

O(x;0) = —EI (2.4.17)

Avaliando a forca cortante e momento fletor espectral para x = 0 e x = L, obtemos o
vetor de forgcas espectrais nodais dado por,

[fesp] = (2.4.18)

Substituindo a equagao (2.4.15) na (2.4.17), e reorganizando em forma matricial, temos,

[Sp(0)] [d]e = [fesp] (2.4.19)

onde, [Sp(®)] é a matriz de elemento espectral da TVEB. Assim,

Spi1 SB12 SB13 SBi4
EI S22 Sz Sp24

[Sz(w)] = [Sp(0)]" =5 B (2.4.20)
L o+ Sp3z Spa

simétrico - -- -+ Sgas



2.4. ELEMENTO ESPECTRAL DA VIGA DE BERNOULLI-EULER 30
Spi1 =Sz = AgL? (cos(l_,)sinh(i) +sin(L)cosh(L)) (2.4.21)
Sp =Sp = Aglkg ( — cos(L)sinh(L) + sin(L)cosh(L)) (2.4.22)
Spio =S8y = A3L3kF (S Slnh ) (2.4.23)
Spis = —AgL® (sin(L )—I—smh( L)) (2.4.24)
Spla=—Spn = Apl’kg (— cos(L) + cosh(L)) (2.4.25)
Spra = ABL k ( —I—Sln/’l(l_J)) (2.4.26)
1
A = _ 2.4.27
B 1 —cos(L)cosh(L) ( )

L = krL
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3 TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

3.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Lord Rayleigh (John William Strutt, 1842-1919) contribuiu significativamente em diversos
campos de estudo, incluindo o desenvolvimento do método de analise Rayleigh-Ritz. A teoria da
viga de Rayleigh incorpora a inércia de rotagdo ao modelo de Euler-Bernoulli, representando
um avanco substancial no desenvolvimento teérico desde o século XVIII. A inclusdo da inércia
rotacional aprimora a previsdo do comportamento dindmico, entretanto ainda superestimar as
frequéncias naturais (HAN et al., 1999; PETYT, 2010; TIMOSHENKO, 1953).

O modelo de Vlasov, também chamado de modelo de cisalhamento, adiciona a distor¢ao
de cisalhamento ao modelo de Euler-Bernoulli, porém, nao considera o efeito da inércia de
rotagéo. Assim, ao incorporar a distor¢cdo de cisalhamento a viga de Euler-Bernoulli, observa-se
uma melhoria significativa na estimativa das frequéncias naturais (COSTA, 2006; HAN et al.,
1999; TIMOSHENKO, 1953).

Timoshenko (1921, 1922) prop6s uma teoria de vigas que adiciona tanto o efeito de
cisalhamento quanto a inércia de rotacao a teoria de viga de Euler-Bernoulli. O modelo de
Timoshenko ainda é a maior melhoria para aproximacgao da resposta de vigas ndo-delgadas,
especialmente em andlises de altas frequéncias, onde os efeitos de cisalhamento ou rotacao
nao podem ser negligenciados. (COSTA, 2006; HAN et al., 1999; TIMOSHENKO, 1953).

Elishakoff (2020) argumenta que a teoria de viga que incorpora tanto a inércia rotacional
quanto a deformagao por cisalhamento, incluindo o fator de corre¢ao de cisalhamento deve ser
referida como a Teoria de viga Timoshenko-Ehrenfest. Neste trabalho usa-se o termo Teoria de
viga de Timoshenko, ou o termo TVT.

A equacao (3.1.1) apresenta a equacao diferencial que rege o comportamento dindmico
da viga de Timoshenko (COSTA, 2006; DOYLE, 2021).

% {KCGA <8vé);,t) _e<x’t))1 — pAazg(;’t) = f(x,1)

(3.1.1)

X V(X 2 X
2 [0 n (P20 o) -2 g

onde, K, é o coeficiente de cisalhamento, G é o0 mddulo de cisalhamento, A é a area da secao
transversal, E € o médulo de Young, I € o momento de inércia de area, v(x,) € o deslocamento
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transversal, 8(x,7) é o angulo de rotagdo da segéo transversal, f(x,7) é uma carga transversal
distribuida e g(x,7) € um momento fletor.

O fator de cisalhamento K., também conhecido como coeficiente de Timoshenko, foi
inicialmente proposto por Timoshenko (1921). Esse fator visa minimizar as limitagées do modelo
de Timoshenko, uma vez que o modelo presume uma distribuicdo constante de tensédo de
cisalhamento nas segdes transversais. No entanto, essa distribuicdo é inconsistente com a
deformacao das secoes (BITTENCOURT, 2014).

Segundo HAN et al. (1999), o fator de cisalhamento depende do coeficiente de Poisson,
da forma da secao transversal e da frequéncia de vibragdo, embora esta ultima dependéncia
seja normalmente ignorada. Diferentes trabalhos investigaram e obtiveram diferentes valores do
fator de cisalhamento. Entre esses estudos, Cowper (1966) apresenta um método conciso que
estima o fator de cisalhamento em funcao do coeficiente de Poisson e da geometria da secao
transversal.

Ha trabalhos mais recentes que investigam a dependéncia do fator de cisalhamento com
a frequéncia. Franco-Villafarie e Méndez-Sanchez (2016) obtiveram valores para o coeficiente
de cisalhamento para frequéncias abaixo e acima da frequéncia critica e os compararam com
dados experimentais. Abaixo da frequéncia critica, a maioria dos valores propostos na literatura
apresenta um baixo erro relativo.

O uso da TVT ainda é bastante explorada para obtencéo da resposta dindmica de
diversos tipos de estruturas independente da complexidade ou escala envolvida. Cita-se dois
tipos estrutura que vem sendo estudadas nas ultimas décadas.

A primeira, refere-se a grandes estruturas do tipo offshore, plataformas flutuantes. Costa
(2006) propdem uma extensao a TVT para estruturas flexiveis modeladas segundo as teorias de
TVEB e de Rayleigh e a lei de Morison. Arany et al. (2015) apresenta um modelo analitico de
turbinas edlicas offshore apoiadas em uma fundacao flexivel para fornecer uma estimativa rapida
e razoavelmente da frequéncia natural.

A segunda envolve nanotecnologia, como pesquisas em nanotubos de carbono. Wang
et al. (2006) comparou as TVT e TVEB para a predicdo dos modos de vibragdo de nanotubos
de carbono de paredes multiplas. Chang e Lee (2009) investigaram a vibracao por flexdo de
um nanotubo de carbono de parede Unica devido ao transporte de fluido. Benzair et al. (2008)
estudaram a inclusdo do efeito térmico na analise de vibragdo livre em nanotubos de carbono de
parede Unica, utilizando uma variagao da TVT. (YAS; SAMADI, 2012) estudou a vibragao livre e
analisou a flambagem de vigas nanocompésitos reforgadas por nanotubos de carbono de parede
unica, (ANSARI et al., 2014) aborda o comportamento de vibragao forcada de uma viga similar.
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3.2 ELEMENTO FINITO DE TIMOSHENKO

A deflexdo da viga ou deslocamento transversal v(x,7) e a inclinagdo devido a flexéo
0(x,7) podem ser aproximadas por uma fungdo polinominal de grau 3 com 4 constantes a
determinar, em fungdo da coordenada parametrizada & da forma:

v=v(§) =a; + o+ 003&,,2 + 0‘4‘?

(3.2.1)
0=0(&) = B + P& +P3&” +Bak’
reescrevendo a equagao em forma matricial, temos,
v=[PE)] o] 522
6 =[P(S)] ]

onde [P(&)] é o vetor polinomial e [a] , [B] s&o os vetores coeficientes da deflexdo v(§) e da
inclinagao por flexao 6(§), respectivamente. Sao definidas por:

PEI=1 & & &

[a]” 2 03 oc4] (3.2.3)

= [061 o
BI"=[B1 B> Bs B
Avaliando a equagao (3.2.1) para § = F1, temos os exatos deslocamentos nodais para a

deflexdo e a inclinagéo por flexdo. A equacao (3.2.4) apresenta a relacao entre os deslocamentos

nodais e os coeficientes da fungao polindmio, € os subindice 1 e 2 representam o né.

Vi = 0] —0p+03—0y
0 = — —
1 Br—B2+Bs— P4 (3.2.4)
V) = O1+0p+ 03+ 04
02 = PBr+P2+Bs+Pas
Para a TVT, temos que a forga cortante e 0 momento fletor sdo dados por,
dv(x,1) dO(x,1)
t)=—-KGA| ———=—0 M(x,t) =El———— 3.25
Q('x’ ) 4 ( d.x ) ’ ('x7 ) d.x ( )

onde, K, é o coeficiente de cisalhamento (também chamado de coeficiente de Timoshenko), G
€ 0 modulo de cisalhamento, A é a 4rea da secao transversal, £ é o médulo de Youngel éo
momento de inércia de area.
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Em um dado instante de tempo, em um estado de equilibrio temos que Q(x) = dﬂj—)(cx).

Reorganizando a equagéao (3.2.5) vem,

dv_ EI d°0 3.26)
dx  k.GA dx? o
reorganizando e aplicando a equacgéo (3.2.1), temos,
ldv  EI [1d% ‘e 3.27)
adt,  k.GA \a?d&? o
reorganizando, temos,
ldv o cpdze 3.28)
adf d&? o
onde,
EI
b=— 3.2.9
k.GAa? ( )

Resolvendo a equacao diferencial (3.2.8), encontra-se uma relacao direta o deslocamento
transversal e o angulo de deformacdo da secdo transversal, sem a presenca de quaisquer
outras variaveis. Destacando que a equagao (3.2.8) somente é valida para propriedades fisicas
constantes ao longo do elemento de viga.

Substituindo a equacao (3.2.1) na (3.2.8) temos,

1 (02 + 203 + 304E%) = (B1 + Bo& + B3E” + Pa&’) — P (2B3 + 6Bat) (3.2.10)

a

reorganizando e forma matricial, vem,

1 1
@23 o) 5] = [b-2em) (Be-cepy B B3] 21
e 3

comparado as expressdes em ambos os lados temos,
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05}
— =p1 —2Pp;
a
2053
—— =B, — 6PPy
a (3.2.12)
30
i
a
0=1P4

Partindo-se das equacdes (3.2.4) e (3.2.12) obtemos um sistema linear com 8 equacoes

e 8 incognitas a determinar. Reorganizando em forma matricial vem,

que pode ser resumido pela seguinte expressao:

[a] = [cof] [b]

reorganizando a equacgao para isolar o vetor dos coeficientes temos,

[cof] ™' [a] = [b]

onde a matriz [cof] ! é dada por,

] [t -1 1 -1 0 o
o, 0 0 0 0 1 -1
v 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1

— 1
0 0= 0 0 1 0 —20
a
2
0 0 0 - 0 0 1
® 3
0 0 0 0 -2 0 0
a
(0] [0 0o 0 0o 0 o0

o
(05]
o3
Oy
B
B2
B3
Ba

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)
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1 a 1 —a a a(1+6®)
) Z 2 2 0 3 0 2
—(3+6¢’) —a 3+6D —a a 0 a(H—ZlIJ) O
47120 F+12® 41120 AF12D 216D 216®
—a a —a 76!(14’6@)
0 — 0 a0 F 0 .
1 a —1 a —a 0 —a(142®P) 0
fcof] ! 37120 F+120  A1120 4120 246D 216®
—3 —146P 3 —1+69 3 0 1 0
a(@+12®) 44120 a(4+12®) 41120 216D 2160
-1 1
0 = 0 10 0o o0 -1
3 3 -3 3 3 ~1 0
a(@+12®) 4120 a(d+12®) 41120 216D 2160
0 0 0 0 0 0 0 1
ou,
Alsxq Claxa
[cof] ' = Al (Claxs__. (3.2.17)
[Bax4 [D]ax4

onde [Al4xa, [Blaxs, [Clax4 € [D]sx4 s@o submatrizes de [cof] .

Da equagao (3.2.15) pode-se determinar os vetores [o] e [B] da equagéo (3.2.3), como,

[A] [v]e = [0] (3.2.18)
[B][v]. = [B] (3.2.19)
onde [v]l = [vi ©; v 6]
Substituindo a equacéo (3.2.19) na (3.2.2) temos,
v=[PE)][A] [V]e = [Q(8)] [V]e (3.2.20)
6 =[P(&)] [B] [v]e = [R(S)] [V]. (3.2.21)

onde [Q(&)] e [R(E)] s@o as chamadas fungdes de forma, e sdo dadas por:
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01(8)
. 1 02(8)
[0(8)] T 4(1+430) |05(8)
| 04(8)
[ 2(143®) - 3(14+20)E+8E} ] e
1 a[(1+3¢)—§_<1+3¢)é2+é3}
4(1+3®) 2(143®) +3(1+29)5 - &
a[_(1+3¢)_§+(1+3¢)§2+§3]
-R1(§>
1 R
RO = ;i 300 Rjg
_R4(§)
| e _ (3.2.23)
_ 1 a[(—1+6¢)—2(1+3®)&+3&2}
4(1+3®)a 33
a[(—1+6¢)+2(1+3¢>&+3&2}

3.3 ENERGIA POTENCIAL E CINETICA

A energia potencial e cinética de um elemento de viga de Timoshenko é definido por,

1 +a 7de\* 1 [ta dv \?
U, = = ElI|{— ) dx+= keGA| ——06) d 3.3.1
“ 2/ (dx> x+2 a (dx ) o ( )
1 pta  fdv\? 1 pte o 7de\?
T, == Al — | dx+ = L{— | d 3.32
fazendo a transformagao de variavel de x para & e reorganizando os termos, vem,
EI [+ (d0\* _  kGAa [+![ldv _\*
U, = — — | d -——0) d 3.3.3
‘" 2a /1 (d&) S+ 2 /1 (ad&, ) S ( )

1 1
T, — %/j (v)2dg + P14 T (6)2dE (3.3.4)
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Derivando as equagdes 3.2.20 e 3.2.21 em relagéo a § e o tempo, temos,

% = 5 (tenm.)
_d[Q(8)] "] (3.3.5)
d ¢

~[0 g)]@ (3.3.6)

e de forma analoga,

o = RV, 33.7)

6 = [R(E)][V], (3.3.8)

Substituindo as equagdes (3.3.5), (3.3.6), (3.3.7) e (3.3.8) dentro das equacdes (3.3.3)
e (3.3.4), temos,
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) (&) et (o)

:%/j <[ /E)] v, > JE+ kGAcz/_1 ([Q’(&)”V]e_[R(a)][v]e)zdg

a

:’25_;/: (R©IMe) e+ GAa/_1 K[Ql@] —[R(é)]) [v]erd%

I (rime) a9 [ (s e

+1 4
S MR R @I+ G [ s @I a

S {E [ R @I R @+ kG [ sS4}

a

= S L ]+ KcGo na] |

U=

SV Ve

(3.3.9)
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pAa [+l pla :

L= | 0)det+=— [ (8)d¢

=P [l ae+ P [ (1r@iL) a

=P [ (@) 0@ ) de+ P2 [ (W R@ IR ) de

— 51 {paa [ (10@ 10 ) de-+pta [ (RO RE)) e}l

= %[V]eT {pAa [maux,l] +pla [mauX,Z]} [V]e
T, = L7 [me] 3 1
= 5[ me] 9], (83.10)

As equacdes (3.3.9) e (3.3.10) apresentam em forma matricial a equacao da energia
potencial e cinética de um elemento de viga Timoshenko, respectivamente. Os termos [Kke| e
[me| representam as matrizes de rigidez e de massa do elemento, respectivamente. As matrizes
encontradas sao similares as apresentadas por Petyt (2010) e Thomas et al. (1973).

Para a determinagdo das matrizes de rigidez e massa do elemento € necessario
determinar as integrais, os calculos para a determinagao das matrizes de rigidez e massa estao
dispostos em apéndice. As matrizes sao:

3 3a -3 3a
El 2(4430) —3a a*(2—3®
K= a*(4+39) —3a @ ) (3.3.11)
2a° (1+3P) 3 —3a
simétrico .a? (4+3<I>)
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mq my;  m3 my
pAa ms —mg Mg
ml = —————>
16(1+43®) e omp —mp
simétrico ... ms
mzy mg —my mg
p] mg —mg mjQ
T 2
16a(1+3®) s my7 —mg
simétrico ... mg
onde,
416 3369 ’
=—+——+96P
m 35 + 5 +
352 88d 2
=a| —+—+24D
" “(105+ 5 " )
144 1440
=+ —— 14897
ms 35+ 5 +
208 72¢
= —a = 4+ == +249?
ms a<105+ 5 + )

5 128+326D+48<I>2
mEE 15T s TS

2<32 320 48<I>2)
me=—a |\ ;z+—(+

35 5 5
48

m; = —

5

8
mg =a (3 —24@)

64
my = a’ (B +16D + 96CI>2)

16
mio = —a* <E +16® —48<I>2>

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)

(3.3.16)

(3.3.17)

(3.3.18)

(3.3.19)

(3.3.20)

(3.3.21)

(3.3.22)

Partindo-se das matrizes de massa e rigidez, é possivel determinar a matriz de rigidez

dinamica. Entretendo a matriz de rigidez dinamica esta relacionada a uma frequéncia especifica

e é definida como:

D] = [kl — w’ [m],

(3.3.23)
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E segundo Doyle (2021) e Petyt (2010), a relacdo entre deslocamento e forca pode ser
expresso por:

D], [v]e = [FJe (3.3.24)

onde, [F|, é o vetor de forgas externas aplicadas nos nés.
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4 METODOLOGIA

Desenvolveu-se dois cédigos no software MATLAB 2022a, cada um implementando um
métodos diferente, 0o FEM e o SEM, para discretizar e calcular a resposta dinamica de cada uma
de duas configuracdes de vigas simuladas. Os codigos encontram-se no apéndice.

4.1 CONFIGURACAO DE VIGA

Definiu-se duas configuragdes distintas de vigas para simulagao, diferenciando-se
apenas pelo tipo de apoio encontrado nas extremidades. Escolheu-se duas configuragdes de
apoios comumente encontrados no campo de atuagédo das engenharias. As configuragdes sao:

* Configuracao I: Viga Engastada-Engastada (VEE).

» Configuracao lI: Viga Bi-Apoiada (VBA).

Nogueira (2015) calculou analiticamente as dez primeiras frequéncias naturais para 4
distintas configuracdes de viga, além de estimar experimentalmente estas frequéncias. As 2
configuragdes de vigas estudadas estao entre as configuragdes analisadas pela Tabela 4.1.1.
Assim, foram utilizados os dados disponiveis para referéncia.

Independentemente da configuracao de viga simulada, as propriedades fisicas e do
material utilizadas estao dispostas na Tabela 4.1.1.

Tabela 4.1.1 — Propriedades do material e dimensoes da estrutura tipo vida simulada

Geometria e Propriedades Nomeclatura Valor
Maodulo de Young [MPa] E 71000,0
Médulo de cisalhamento [MPa] G 25000,0
Fator de cisalhamento [-] K. 0,8333
Densidade [kg/m°] P 2770,0
Largura [m] b 0,0508
Altura [m] h 0,0031
Area secao transversal [m?] A 0,00015748
Comprimento [m] L 1,0

indice de esbeltez [-] L/h 332

Fonte: Adaptado (NOGUEIRA, 2015)

Todos os valores da Tabela 4.1.1 estao disponiveis por Nogueira (2015), exceto o
méddulo de cisalhamento do aluminio 6060 e o fator de cisalhamento que sdo necessarios para
os calculos da teoria de viga de Timoshenko. O valor para o médulo de cisalhamento utilizado é
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disponibilizado por CALLISTER e RETHWISCH (2012). O valor do fator de cisalhamento utilizado
é de K. = 5/6 (COWPER, 1966; FRANCO-VILLAFANE; MENDEZ-SANCHEZ, 2016).

4.2 SIMULACAO NUMERICA

4.2.1 ESPECIFICACAO DE MAQUINA E SOFTWARE

As especificagdes do PC sdo: Laptop Acer NITRO AN515-51; Sistema operacional
Windows 10 Pro 64 bits; Processador Intel(R) Core(TM) i5-7300HQ; Memdéria RAM de 16GB
DDR4 a 2666 MHz; Placa de video NVIDIA GeForce GTX 1050 com 4GB de VRAM.

As especificacdes do software sdo: MATLAB Version 9.12.0.2009381 (R2022a) Update
4 64-bits, licengca Academic.

O software MATLAB tem uma rotina interna que calcular a performance do PC usando a
funcao interna bech(). Segundo The MathWorks Inc. (2022) a fungao bech() executa um conjunto
de 6 rotinas internas e é esperado uma margem de erro de 5% a 10% nos resultados obtidos de
repetidos testes em uma mesma maquina. A Figura 4.2.1 apresenta o resultado da execucao
desta rotina.

Figura 4.2.1 — Resultado obtido pelo teste de performance do MATLAB

Relative Speed

Nindows 11, AMD Ryzen Threadripper(TM}) 3970x @ 3.50 GHz

Debian 10(R), AMD Ryzen Threadripper 2950x @ 3.50 GHz |

Windows 10, Intel Xeon(R) W-2133 @ 3.60 GHz |

Windows 10, Intel Xeon CPU E5-1650 v3 @ 3.50 GHz |

iMac, macOS 11.5.1, Intel Core i9 @3.6 GHz |

Windows 10, AMD Ryzen(TM) 7 1700 @ 3.00 GHz |

Windows 10, Intel Care i7-7600U @ 2.8 GHz
Mac mini, macOS 10.15.7, Intel Core i7 @ 2.3 GHz
0 10 20 30 40 50

Fonte: Autor (2023)

4.2.2 ESTRUTURA DO CODIGO FEM

O cdbdigo desenvolvido para simular o comportamento dindmico da viga usando o
método FEM, foi construido como uma cadeia de blocos, onde cada bloco s6 é executado
quando o anterior terminar sua rotina interna. A Figura 4.2.2 apresenta o fluxograma executado
pelo cédigo.
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Figura 4.2.2 - Fluxograma de execucao do algoritimo do codigo FEM

Inicio do Propriedades Vetor de Construgao da

Programa Fisicas Frequéncias Malha

Matrizes

Globais Matriz Local

Vetor Forga Restri¢cbes

Calculo das POs- Fim do
Deformacgdes Processamento Programa

Fonte: Autor (2023)

Onde cada bloco tem as seguintes fungdes:

* Inicio do Programa: Neste bloco ocorre a limpeza de variaveis € inicializagao do cédigo.

* Propriedades Fisicas: Neste bloco ocorre o carregamento dos dados relacionados as
propriedades fisicas (comprimento, largura, area, etc.) e do material (médulo de Young,
densidade, etc.) da viga.

* Vetor de Frequéncias: Neste bloco ocorre a definicdo de quais sao as frequéncias que
serdo usadas para simular o comportamento dinamico da viga.

* Construcao da Malha: Neste bloco ocorre a definicdo do numero total de elementos e
nds internos que serdo usados para discretizar a viga.

* Matriz Local: Neste bloco ocorre a escolha de qual modelo de viga sera usado, ou
Euler-Bernoulli ou Timoshenko, e calcula as matrizes de rigidez e massa locais para cada
elemento interno da viga.

* Matrizes Globais: Neste bloco ocorre a constru¢cao das matrizes globais de rigidez e
massa da viga.

* Restricoes: Neste bloco ocorre a modificagdo das matrizes globais de acordo com a
configuracédo da viga simulada (engastada, apoiada, livre).

* Vetor Forca: Neste bloco ocorre a construcao do vetor forca nodal, assim como qual né,
intensidade e tipo de forga aplicado.
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» Calculo das Deformacoes: Neste bloco ocorre a construgdo da matriz de rigidez dinamica
e o célculo das deformagdes nodais para cada frequéncia definida no vetor de frequéncias.

* Pos-processamento: Neste bloco ocorre o pds-processamento dos dados calculados, o
armazenamento do campo de deformagdes e a montagem dos graficos de FRF.

* Fim do Programa: Neste bloco ocorre 0 encerramento do programa.

O cédigo foi desenvolvido desta maneira para possibilitar organizacao, facil localizacao,
facil alteracao de parametros, facil alteragdo entre os modelos de viga e facil obtengéo do tempo
de processamento.

4.2.3 ESTRUTURA DO CODIGO FEM

Diferentemente da estrutura do codigo FEM, que realiza a simulagdo em uma Unica
sequéncia, a estrutura do codigo SEM se d& na forma de ciclos, onde para cada ciclo calcula-se
o campo de deformagdes nodais para uma frequéncia especifica. Logo, para cada frequéncia
desejada na resposta dindmica, deve-se recomecar o ciclo. A Figura 4.2.3 apresenta o fluxograma
executado pelo codigo, com as seguintes etapas:

* Inicio do Programa: Neste bloco ocorre a limpeza de variaveis € inicializacdo do cédigo.

* Propriedades Fisicas: Neste bloco ocorre o carregamento dos dados relacionados as
propriedades fisicas (comprimento, largura, area, etc.) e do material (médulo de Young,
densidade, etc.) da viga.

* Vetor de Frequéncias: Neste bloco ocorre a definicdo de quais sao as frequéncias que

serao usadas para simular o comportamento dinamico da viga.

* Malha e Restricoes: Neste bloco se defini o tamanho de malha e os tipos de apoios que
seréo simulados.

* Vetor Forca: Neste bloco ocorre a construcao do vetor forga nodal, assim como qual né,
intensidade e tipo de forca aplicado.

* Check Ciclo: Neste bloco € onde ocorrer o inicio do clico que compreende definir uma
frequéncia, e calcular o campo de deformagao.

* Elemento Espectral: Neste bloco entra a construcédo do elemento espectral de Euler-Bernoulli.
* Matriz Global: Neste bloco ocorre a montagem da matriz de rigidez dinamica global.

* Aplicando Restricoes: Neste bloco ocorre a modificagdo da matriz de rigidez global de
acordo com as restricoes pré-definidas.
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Figura 4.2.3 - Fluxograma de execucao do algoritimo do codigo SEM

nicio do Propriedades Vetor de Malha e
Programa Fislcas Frequéncias . Reslricles
FPos |_
'|I - -
Processamento ] Vetor Forga

— Check Cicla

v

Fim do - Elemento
FPrograma Espectral

Calculando Aplicando

Deformagfes Resirighes ‘ Matriz Global

Fonte: Autor (2023)

* Calculando Deformacdes: Neste bloco ocorre o solucionamento do sistema de equacoes
para obter o campo de deformagdes.

* Pés-processamento: Neste bloco ocorre o pds-processamento dos dados calculados, o
armazenamento do campo de deformacdes e a montagem dos graficos de FRF.

* Fim do Programa: Neste bloco ocorre o encerramento do programa.

Apesar do numero de operagdes requeridas para executar método SEM serem maiores
que as do métodos FEM, este demanda menos tempo de processamento, uma vez que um Unico
elemento é suficiente para descrever o comportamento dinamico real da estrutura simulada,
deste modo a solugcao da matriz de rigidez dinamica é reduzida, em contraponto ao método FEM
que a medida que é necessério haver uma refinamento da malha, aumentando-se o nimero de
elementos e nos internos, para poder obter solugées mais precisas.
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4.2.4 CONVERGENCIA DOS METODOS FEM E SEM

A analise de convergéncia do método FEM ser4 feita através do calculo do erro relativo
das frequéncias naturais obtidas durante a simulagao para diferentes refinamentos de malha,
conforme a equagéo:

. freferenciaj - feslimado,i .100 (4.2.1)

Erelativo,i -

freferencia,i

Onde, E,¢iarivo,i € 0 erro percentual relativo da i-ésima frequéncia natural, f.q.; € a
i-ésima frequéncia natural real, freym,; € a i-ésima frequéncia natural estimada pelo cédigo
usando método FEM.

Assim pode-se estimar o quanto a refinamento de malha melhora a precisdo dos
resultados obtidos usando-se o método FEM. Esta analise vai ser aplicada para ambos os
modelos de viga de Euler-Bernoulli e o de Timoshenko.

As frequéncias naturais reais para cada configurag@o de viga serdo consideradas as
frequéncias calculadas utilizando-se o método SEM, devido a natureza do método que dar a
resposta dindmica exata do problema.

A acuracia dos resultados obtidos pela aplicacdo do métodos SEM serao comparadas
com os dados disponiveis pelo Nogueira (2015), para todas as trés configuracbes de vigas
estudadas.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

As dez primeiras frequéncias naturais foram obtidas para duas configura¢des de vigas,
utilizando os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Cada frequéncia natural esta vinculada
a um modo de vibracao especifico. No apéndice, sdo apresentados os 10 modos de vibragcao
correspondentes a todas as combinagdes de vigas simuladas.

5.1 TEORIA DE VIGA DE EULER-BERNOULLI - SEM

5.1.1 TVEB - VIGA ENGASTADA-ENGASTADA - SEM

A Figura 5.1.1 apresentam os graficos FRF (Frequency Response Function) para a
configuracao de viga engastada-engastada, variando a frequéncia de 1 até 800 Hz com passo
de 0,01 HZ. Posicionou-se uma forgas unitaria de excitacao perpendicular ao eixo longitudinal e
um momento fletor unitario no centro da viga. O n6 de analise escolhido foi 0 n6 de aplicagao
das excitagdes, deste modo s6 é necessario 2 elementos espectrais.

Figura 5.1.1 — FRF - TVEB - Viga Engastada-Engastada - SEM
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Frequéncia [Hz]
Fonte: Autor (2023)

Dentro da faixa de 1 até 800 Hz, encontram-se as 10 primeiras frequéncias naturais
para a viga simulada. Na Figura 5.1.1, pode-se observar que 0s picos superiores da amplitude
indicam um fendmeno caracteristico quando se esta préximo de uma das frequéncias naturais.
As frequéncias obtidas foram comparadas com os dados disponiveis por Nogueira (2015) e sao
apresentadas na Tabela 5.1.1.
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A maior divergéncia entre os valores calculados e os de referéncia para a viga engastada-
engastada € inferior a ordem de 1072, que é o tamanho do passo adotado.

Tabela 5.1.1 — Frequéncias - TVEB - Viga Engastada-Engastada - SEM
Modo de vibracao [ [Hz] (NOGUEIRA, 2015) Frequéncia [Hz]

1 16,133 16,13
2 44,471 44,47
3 87,180 87,18
4 144,114 144,11
5 215,281 215,28
6 300,682 300,68
7 400,316 400,32
8 514,183 514,18
9 642,285 642,28
10 784,619 784,62

Fonte: Autor (2023)

5.1.2 TVEB - VIGA BI-APOIADA - SEM

A Figura 5.1.2 apresentam os gréaficos FRF (Frequency Response Function) para a
configuracédo de viga bi-apoiada, variando a frequéncia de 1 até 800 Hz com passo de 0,01 HZ.

Figura 5.1.2- FRF - TVEB - viga Bi-apoiada - SEM

50 -

-50

-100

Amplitude (FRF)

-150

-200

-250
0 100 200 300 400 500 G600 700 800

Frequéncia [Hz]
Fonte: Autor (2023)

Para a configuragao bi-apoiada é possivel observar as 10 primeiras frequéncias naturais,
sinalizadas pelos picos superiores da amplitude. As frequéncias obtidas para cada modo de
vibracdo estédo na Tabela 5.1.2.
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Tabela 5.1.2 - Frequéncias - TVEB - viga Bi-apoiada - SEM
Modo de vibracao f [Hz] (NOGUEIRA, 2015) Frequéncia [Hz]

1 7,117 7,12
2 28,467 28,47
3 64,051 64,05
4 113,868 113,87
5 177,918 177,92
6 256,202 256,20
7 348,720 348,72
8 455,470 455,47
9 576,455 576,45
10 711,673 711,67

Fonte: Autor (2023)

A maior diferenga encontrada entre o valor calculado e o de referéncia para a viga
bi-apoiada & de 0,005 Hz, valor inferior ao passo adotado.

5.1.3 TVEB - VALIDAGAO DO CODIGO - SEM

O cédigo SEM desenvolvido apresentou boa precisdo nas duas configuragdes de vigas
adotadas, a diferenga entre as frequéncias naturais calculadas e as de referencia é de uma
escala menor que a precisao adotada na simulagao que é na ordem de 10~2. Usando a equacao
(4.2.1), o maior erro percentual encontrado foi de 0,05%.

Com relagao ao tempo de execucdo, o cédigo desenvolvido gerou um custo operacional
na ordem de 2 segundos, 0 que é consequéncia da natureza do método que requer poucos
elementos para realizar a simulagao. Nas simulagdes geradas, foram necessarios apenas 2
elementos espectrais.

Desta forma, pode-se afirmar que o cddigo esta validado e pode ser usado para simular
o comportamento dindmico de estruturas do tipo viga usando o modelo de Euler-Bernoulli, desde
que o apoio seja do tipo engastado ou apoiado e em baixas frequéncias.

5.2 VIGA DE EULER-BERNOULLI - FEM

5.2.1 TVEB - VIGA ENGASTADA-ENGASTADA - FEM

A Figura 5.2.1 apresenta o grafico FRF da simulacdo da viga engastada-engastada,
variando a frequéncia de 1 até 800 Hz com passo de 0,01 Hz. Utilizando-se do método FEM, a
malha gerada é de 300 elementos internos.

O gréfico da Figura 5.2.1 é similar ao da Figura 5.1.1, o que indica que uma malha
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Figura5.2.1 - FRF - TVEB - Viga Engastada-Engastada - FEM (300 elementos)
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Fonte: Autor (2023)

de 300 elementos gera uma precisao aceitavel para a estimativa do comportamento dindmico
da estrutura. As dez primeiras frequéncias naturais calculadas, que correspondem aos dez
primeiros modos de vibragao estao disponiveis na Tabela 5.2.1.

O erro relativo foi obtido usando a equacao (4.2.1), onde a frequéncia real foi tomada
como sendo a frequéncia calculada pelo cédigo SEM e a estimada pelo cédigo FEM. O maior
erro percentual foi inferior a 0,01%, reforcando que a utilizagdo de uma malha fina com 300
elementos apresenta boa preciséo.

Tabela 5.2.1 — Frequéncias - TVEB - Viga Engastada-Engastada - FEM (300 elementos)
Modo de vibracao f (SEM)[Hz] f (FEM)[Hz] Erro percentual

1 16,13 16,13 0

2 44,47 44,47 0

3 87,18 87,18 0

4 144,11 144,12 -0,0069%
5 215,28 215,29 -0,0046%
6 300,68 300,69 -0,0033%
7 400,32 400,33 -0,0025%
8 514,18 514,19 -0,0019%
9 642,28 642,30 -0,0031%
10 784,62 784,64 -0,0025%

Fonte: Autor (2023)
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5.2.2 TVEB - VIGA BI-APOIADA - FEM

A Figura 5.2.2 apresenta as frequéncias naturais da simulacao da viga bi-apoiada, com
a frequéncia variando de 1 até 800 Hz com passo de 0,01 Hz. Nesta simulagao, utilizou-se uma
malha com 300 elementos.

As frequéncias naturais obtidas nesta simulacao sédo apresentadas na Tabela 5.2.2.
Observa-se que a precisao obtida é satisfatoria, pois o erro relativo encontrado é inferior a 0,01%,
e sO é detectavel nas frequéncias mais altas.

Figura 5.2.2 - FRF - TVEB - Viga Bi-apoiada - FEM (300 elementos)

50 -

50 - - - - . -l 4

-
=

=100 -

Amplitude (FRF)
- - -

-150

=200

| 1 | 1 1 1 1 I
0 100 200 300 400 500 600 700 800
Frequéncia [Hz]

-250

Fonte: Autor (2023)

Tabela 5.2.2 - Frequéncias - TVEB - Viga Bi-apoiada - FEM (300 elementos)

Modo de vibracao f (SEM)[Hz] f (FEM)[Hz] Erro percentual

1 7,12 7,12 0%

2 28,47 28,47 0%

3 64,05 64,05 0%

4 113,87 113,88 -0,0088%
5 177,92 177,92 0%

6 256,20 256,21 -0,0039%
7 348,72 348,73 -0,0029%
8 455,47 455,48 -0,0022%
9 576,45 576,47 -0,0035%
10 711,67 711,69 -0,0028%

Fonte: Autor (2023)
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5.2.3 TVEB - CONVERGENCIA DO METODO FEM

Com o aumento do refinamento da malha, aumenta-se a precisdo do método em
estimar e prever as frequéncias criticas da estrutura simulada. Entretanto, o custo computacional
aumenta exponencialmente, como pode ser observado durante a analise do trabalho. A Figura
5.2.3 apresenta o gréafico do tempo de execugao do cédigo FEM desenvolvido em funcao do
refinamento da malha. Esta curva foi obtida através da simulacido a VEE, variando-se a malha
de 2 até 300 elementos com passo de 2.

Figura 5.2.3 - TVEB - Relacao entre tempo de execucéo e refinamento de malha
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Fonte: Autor (2023)

Na Figura 5.2.3, observa-se que a curva do tempo de execugao em fungao do niumero
de elementos na malha apresenta um comportamento exponencial, crescendo rapidamente
quando a malha varia entre 2 e 50 elementos. Neste intervalo, a execugao do cédigo fica abaixo
de 10! segundos. A partir de 80 elementos, a taxa de crescimento € menor; no entanto, o tempo
de execucao ja ultrapassa 10? segundos.

A Figura 5.2.4 apresenta as curvas do erro relativo para as 10 frequéncias naturais em
fungcéo do numero de elementos presentes na malha. Os dados presentes nos graficos séo da
simulacao da viga engastada-engastada, onde variou-se a malha de 2 até 50 elementos com
passo de 2.

E notavel que para malhas mais grossas, ou seja, com menos elementos, nao é possivel
determinar modos de vibracdo de maior valor. Somente uma malha com mais de 16 elementos
torna possivel determinar todas as 10 frequéncias naturais com um erro relativo inferior a 1%.

Com uma malha com 26 elementos, é possivel estimar a décima frequéncia natural com um erro
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inferior a 0.1%, e a partir de 46 elementos, o erro fica na ordem de 0.01%.

Analisando os graficos das Figuras 5.2.3 e 5.2.4, tem-se que uma malha com um

refinamento acima de 50 elementos ndo apresenta ganhos substanciais na precisdo da determinacéo

do comportamento dindmico de uma estrutura do tipo viga, frente ao aumento do custo operacional
requerido.

Figura 5.2.4 — TVEB - Relacao entre erro relativo e refinamento de malha
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Fonte: Autor (2023)

5.3 TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO - FEM

5.3.1 TVT - VIGA ENGASTADA-ENGASTADA - FEM

A Figura 5.3.1 apresenta a amplitude FRF obtida através da simulagao da viga engastada
-engastada usando o modelo de Timoshenko e método FEM, com uma malha de 300 elementos.
A faixa de frequéncia analisada foi de 1 até 800 Hz com passo de 0,01 Hz.

As frequéncias obtidas na simulag¢do da viga usando o modelo de Timoshenko foram
comparadas com as obtidas pela TVEB usando o método SEM. Os valores das frequéncias
naturais estdo apresentados na Tabela 5.3.1.

A maior diferenca percentual e absoluta ocorre quando comparamos a décima frequéncia
natural, cuja diferenca € de 0,2%. Observa-se que todas as frequéncias estimadas sao
ligeiramente inferiores as obtidas pela TVEB pelo método SEM, exceto a primeira. Isto esta de
acordo com a literatura que indica que a TVEB superestima as frequéncias naturais (DOYLE,
2021; HAN et al., 1999; THOMAS et al., 1973; THOMAS; ABBAS, 1975).
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Figura5.3.1 - FRF - TVT - Viga Engastada-Engastada - FEM(300 elementos)
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Fonte: Autor (2023)

Tabela 5.3.1 — Frequéncias - TVT - Viga Engastada-Engastada - FEM(300 elementos)
Modo de vibracao fry (SEM)[Hz] f; (FEM)[Hz] Diferenca percentual

1 16,13 16,13 0

2 44,47 44,46 0,0225%
3 87,18 87,16 0,0229%
4 144,11 144,06 0,0347%
5 215,28 215,14 0,0650%
6 300,68 300,44 0,0798%
7 400,32 399,88 0,1099%
8 514,18 513,48 0,1361%
9 642,28 641,2 0,1682%
10 784,62 783,04 0,2014%

Fonte: Autor (2023)

5.3.2 TVT - VIGA BI-APOIADA - FEM

A Figura 5.3.2 apresenta a amplitude FRF calculada para a viga bi-apoiada usando o
modelo de Timoshenko e 0 método FEM, com uma malha de 300 elementos. O intervalo de
frequéncia analisado vai de 1 até 800 Hz com passo de 0,01 Hz.

Graficamente, os resultados obtidos aplicando-se 0 modelo de Timoshenko e 0 modelo
Euler-Bernoulli sdo semelhantes. A Tabela 5.3.2 apresenta os valores das 10 frequéncias naturais
e 0s compara diretamente com as frequéncias obtidas pela TVEB usando o método SEM.

Observa-se que ha uma diferenca na estimativa das frequéncias naturais, usando os
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Tabela 5.3.2 - Frequéncias - TVT - Viga Bi-apoiada - FEM(300 elementos)

Modo de vibracao frp (SEM)[Hz] fr (FEM)[Hz] Diferenca percentual

1 7,12 7,12 0%

2 28,47 28,46 0,0351%
3 64,05 64,04 0,0156%
4 113,87 113,84 0,0263%
5 177,92 177,84 0,0450%
6 256,20 256,06 0,0546%
7 348,72 348,44 0,0803%
8 455,47 455,00 0,1032%
9 576,45 575,70 0,1301%
10 711,67 710,50 0,1644%

Fonte: Autor (2023)

dois modelos. A partir da segunda frequéncia até a décima, o valor estimado pelo modelo
Timoshenko é ligeiramente menor que o apresentado pelo modelo EB, chegando a ser cerca de
0,16% abaixo. E esperado que para o modelo de Timoshenko, as frequéncias sejam ligeiramente
menores que as da TVEB (DOYLE, 2021; HAN et al., 1999; THOMAS et al., 1973; THOMAS;
ABBAS, 1975).

Figura 5.3.2—- FRF - TVT - Viga Bi-apoiada - FEM(300 elementos)
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5.3.3 TVT- CONVERGENCIA DO METODO FEM

(HAN et al., 1999) cita que um indice de esbeltez, h/L, igual ou superior a 100 é
suficiente para que haja pouca diferenca entre os modelos de Timoshenko e Euler-Bernoulli. O
indice de esbeltez da viga simulada é de /L = 322. Isto explica a razéo pela qual as frequéncias
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calculadas pelo modelo de Timoshenko foram tao préximas as do modelo de Euler-Bernoulli.
Entretanto, a TVT e o codigo FEM tiveram sensibilidade para calcular os efeitos de cisalhamento e
inércia rotacional de uma viga demasiadamente esbelta, e apresentando as frequéncias naturais
relacionadas.

A Figura 5.3.3 apresenta o grafico do tempo de execugéo do codigo FEM em fungao
do tamanho da malha. Este grafico foi obtido simulando se VEE usando TVT e variando o
refinamento da malha de 2 até 300 elementos, com um incremento de 2 elementos.

Figura 5.3.3 - TVT - Relacgao entre tempo de execucéo e refinamento de malha
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Fonte: Autor (2023)

A Figura 5.3.4 apresenta as curvas do erro percentual entre o modelo de Timoshenko
usando o método FEM e o modelo de Eeuler-Bernoulli usando o método SEM. Observa-se
que a medida que a malha vai ficando mais refinada, o erro percentual passa a ser positivo,
indicando que as frequéncias naturais estimadas pelo modelo de Timoshenko sdo menores que
as frequéncias de referéncia.

Observa-se que a partir de 25 elementos, todas as frequéncias estimadas apresentam
erros percentuais positivos. Quanto maior a frequéncia, maior é a distancia entre os valores
estimados pelos modelos de Timoshenko e Euler-Bernoulli. O erro relativo torna-se inferior a
0.1% a partir da malha de 36 elementos (adotando-se como frequéncia de referéncia os valores
calculados para a malha de 300 elementos).

A Tabela 5.3.3 mostrar o tempo gasto, em segundos, para a simulacao da viga
bi-apoiada, para 6 configuragdes de malhas (2, 10, 20, 50, 100 e 300 elementos) e os modelos
de viga estudados, usando os métodos FEM e SEM.
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Figura 5.3.4 - TVT - Relagéo erro relativo e refinamento de malha
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Fonte: Autor (2023)

Tabela 5.3.3 - Comparacao entre os tempos de execucao

N°de elementos t [seg] (TVEB-FEM) t [seg] (TVEB-FEM) t [seg] (TVI-SEM)

2 0,475 1,482 0,466
10 1,501 3,812 1,405
20 2,764 7,118 2,863
50 11,128 20,677 11,784
100 45,849 60,766 47,750
300 388,801 492,493 406,269

Fonte: Autor (2023)

Observa-se que para uma malha com a mesma quantidade de elementos, o cddigo
SEM gasta mais tempo do que o cédigo FEM para obter a resposta dindmica. Doyle (2021) e
Lee (2009) citam que a resolucao do método SEM demanda mais recursos, pois é necessario
recalcular toda a malha para cada nova frequéncia analisada. A vantagem do método reside na
caracteristica de necessitar de um numero menor de elementos para discretizar um problema e
na solugao obtida ser exata. Nas configuragdes de vigas simuladas, foram necessarios apenas 2
elementos espectrais para discretiza-las.

O custo operacional para executar o cdédigo FEM usando o modelo de Timoshenko &
essencialmente 0 mesmo que o custo operacional usando o modelo de Euler-Bernoulli, mas é
cerca de 5% mais devagar. Isso se deve a estrutura adotada durante a elaboracao do cédigo
FEM, que é executado em blocos. Uma vez que o tamanho das matrizes de massa e rigidez
dos modelos de viga possui a mesma dimensao e o modelo de Timoshenko ndo possui uma
quantidade de operacdes matematicas tao superior ao do modelo de Euler-Bernoulli.
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Para malhas inferiores a 20 elementos ndo observa-se uma vantagem no tempo de
execucgao perceptivel entre a TVEB e TVT. Entretanto a medida que aumenta-se o niumero de
elementos para 50, 100 e 300, o tempo gasto para simular a viga usando a TVT é aproximadamente
5% mais demorado que a TVEB.
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6 CONCLUSAO

Desenvolveram-se dois cédigos modulares no software MATLAB de maneira satisfatéria,
0 que possibilita a alteragao rapida de parametros, tais como: propriedades fisicas; intervalo
de frequéncia; condicdes de apoio; modelo de viga. Cada cédigo apresenta um método de
discretizagdo distinto, sendo um baseado no Método dos Elementos Finitos (FEM) e o outro no
Método dos Elementos Espectrais (SEM).

Conseguiu-se validar com boa precisao os cédigos desenvolvidos, simulando duas
configuragcdes de viga e comparando os resultados com dados experimentais disponiveis na
literatura.

O cédigo SEM demanda mais tempo de processamento em comparagao com o cédigo
FEM, considerando uma malha de mesmo tamanho. Entretanto, devido a natureza do método,
sa0 necessarios menos elementos para descrever uma estrutura e 0 comportamento dindmico
obtido é exato.

As dez primeiras frequéncias naturais obtidas para as duas configuracoes de vigas
estudadas usando o modelo de Euler-Bernoulli e método FEM tornaram-se efetivamente precisas
a partir de uma malha com 26 elementos. Para o modelo de Timoshenko usando método FEM, a
precisao relativa, considerando-se os valores obtidos para uma malha de 300 elementos como
os reais, foi alcangcada com uma malha de 40 elementos.

Mesmo para uma estrutura de viga excessivamente esbelta, como a simulada, foi
possivel observar os efeitos do cisalhamento e inércia rotacional na previsao das dez frequéncias
naturais calculadas para as duas configuracdes de vigas.

Como sugestao para trabalhos futuros:

* Ampliar a versatilidade do cédigo FEM introduzindo outros modelos de viga como exemplo
o modelo de Rayleigh;

* Ampliar a versatildiade do codigo SEM introduzindo 0 modelo de Timoshenko;
* Analisar outras configuragdes de apoios, como a livre-livre;

» Estudar e simular o comportamento dinamico de vigas em altas frequéncias.
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A EQUACIONAMENTO VIGA DE TIMOSHENKO

Esta secao contém todo o desenvolvimento mateméatico para a abordagem adotada na
determinagéo das matrizes de massa e rigidez de um elemento de viga de Timoshenko.

A.1 EQUACIONAMENTO ELEMENTO FINITO DE TIMOSHENKO

As funcbdes de forma para a deflexdo e a inclinacdo da secé&o transversal sdo dadas,

respectivamente, por,

01(8)
r_ 1 02(8)
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A1.1 DETERMINAGAO DA MATRIZ DE MASSA
A matriz de massa é dada pela seguinte formula,
1. +1 +1 -
m] = 9] {pAa [, (le@ie@n)de+pia | (RO RE)) d&} e s

[m] = %[V]Z {pAa [maux,l] +pla [maux,Z]}
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CEIOCI~tmer | L e o@es®
simétrico 04(8)? |
(A1.4)
onde,

0152 = (5-1) (20 +39) &~ &)’ (A15)
Ql(&)Qz(g):a(§—1 2(§+1>(2(1+3 _E_ §2>(1+3q> ) (A.1.6)
01(8)05(8) = — &-1)( +1> (2(1+3 2)( (1430) +&— E}) (A1.7)
01(8)0i(8) = ~a(t 1) (5+1) (201 +30) & &) ((1+39) +) (A18)

2 2 2

Q2(§)2=a2(§—1> (§+1) ((1+3q>)—§ (A.1.9)
Q2(§)Q3(§):—a<§—1)(§+1>2((1+3¢ )(2 (143D)+&— &2) (A.1.10)
0:(8)0a(8) = a2(§ 1) ( +1)2< 1 4 3) g)( (14 3®) +§) (A1.11)

7= (e41) (200430) +£-8) (A1.12)
05( ( ><§+1>< (1430)+&— §2>((1+3¢)+g> (A1.13)
04(E)? —a2<§ )2(&+1) ((1+3q>)+&> (A1.14)
mi m, m3  nmy
I N e I ISR
simétrico ... ms

onde,
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416 336P

my = ¥+T+96<I>2 (A.1.16)
m2:a<%+$+24¢2) (A.1.17)
m3 = %+$+48¢2 (A.1.18)
ms = —a (%+725—¢+24c1>2> (A.1.19)
i (25, 28, 88) 120
mg = —a’ (% + ? + 48;1)2) (A.1.21)

Ri(§)> Ri(§R2E) Ri(E)R3(E) Ri(E)R4(8)
ROV RO = gy | s R
simétrico R4(E)?

(A1.22)
Ri(£)>=9— 18824+ 9E* (A.1.23)
Ri(E)Rx() = 3a(&~ 1)2(§+ 1) ((1-6®)+3¢) (A1.24)
Ri(E)R3(8) = —Ri(8)? (A1.25)
Rl(a)R4(E,):3a(§—1) <§+1) <—(1—6CI))+3E_,> (A1.26)
Rz(g)z:a2<>:;.—1)2((1—6c1>)+3§>2 (A1.27)
R (E)R3(§) = —R1(§)R2(§) (A.1.28)
Ra(E)R4(E) = a? (g— 1) (§+ 1) ((1 —6D) +3§) (— (1 - 6®) +3§) (A1.29)
( )
( )

R3(§)R4(E) = —R1(§)R4(8)
R4(§)2:a2(§+1)2(—(1—6q>)+3&)2 (A1.32)
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mry mg —my mg
+1 1 mg —mg mjo
R(E)TIR d¢ = =— A.1.33
[ ROV RIS = ) = femrsgr | e M| s
simétrico ... . mg
onde,
48
m; = — (A.1.34)
5
mg =a (g — 24CI>) (A.1.35)
) (64 2
my=a 1—5+16CI>+96¢ (A.1.36)
2 (16 2
mio = —a IG + 169 — 48P (A.1.37)

A matriz de massa de um elemento de viga de Timoshenko com comprimento de 2a é
dado por:

[m]e = pAa[maux,l} + pla[maux,z]

mp mo m3 my my mg —my mg
im], pAa ... ms —ny me i pl .. myg —mg Mg
16(1+3®)2 o omyp —my | 16a(1+3d)2 eomg —mg
simétrico ... . ms simétrico ... ... mg

(A.1.38)

Realizando as devidas modificagées no termo ® e trabalhando com o comprimento
do elemento L a invés do semi-comprimento a, a matriz de massa encontrada € idéntica a
apresentada por Thomas et al. (1973). Com leve alteragdes chega-se a matriz de rigidez
apresentada por Petyt (2010).

A.1.2 SOLUGCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ [K]

Temos,
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(R (&)
JenT _ 1 R)(€)
[R'(©))" = 03 |RE)
[R4(S)
- 6t (A.1.39)
o a[—2(1+3<b)+6§}
- 4(1+3P)a —R/(€)
| a|+2(1+39) +6g] |
Assim,
R RIORE) —Ri(E)®  RIERLE)
B 1 e Ry(E?  —RI(ORE) RHE)R(E)
REIRE] = feaaii+3ayr LORE —RORKE
simétrico .. R, (€)?
(A.1.40)
onde,
R} (E)* = 3682 (A.1.41)
R(E)RL(E) = 6a§<—2(1 +30) +6<";> (A1.42)
R (B)R4(8) = 6t (2(1+30) + 62 ) (A1.43)
R, (&) :a2<—2(1+3d>)+6&>2 (A.1.44)
Ry (E)R, (&) =d® ( —2(143®)+ 6&) (2(1 +3P) + 6&) (A.1.45)
R, (E)? =d* (2(1 +3) + 6&)2 (A.1.46)
Temos,
ko ke —k
+1 1 i ks —ky kg
[ ROV RE) e = ke = o3 co e
simétrico ... k3
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ky =24
ky = 24a
ks = 84 (4 16D

+ 9q>2>

k4:—8a2(—2+661>+9<b2>

Para determinar [S(&)] vem que,

S3
S4(E)
[0/ (€)] é dado por,

(€)
$2(€) 1
(9]

Q') =

assim,

logo,

[SE©)]" =

0, (8)
05(8)
4(1+3P) | 04(8)
04(8)

—3(14-2d) +3&?
! a[—l—2(1+3¢)§—|—3§2]
4(1+39) —-01(8)

[2'©)]"

- [RE®))"

_a[—1—|—2(1+3¢)§+3§2] _

S1(8) —6P
S28) | 1 —6ad
S3(&) | 4a(1+3®) | 6

S4(€) —6adP

(A.1.48)
(A.1.49)

(A.1.50)

(A.1.51)

(A.1.52)

(A.1.53)

(A.1.54)

(A.1.55)
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3602  36ad? —36D%  36ad>

1 36a2®% —36ad? 36a>P>
T
- - AA.
SE)IISE)] 16a2(1 4+ 3P)2 3602 —36ad? (A.1.56)
simétrico ... .. 36a2d?
entao,
1 a —1 a
+1 72P2 a? —a a*
T
— [k R e AA1.57
[ SRVS@IE= bwa = e ey |y | AT
simétrico ... ... a?

A matriz de rigidez para um elemento de vida de Timoshenko de comprimento 2a é
dado por:

El
[k]e = z[kaux,l] "‘kCGAa[kaux,Z]

ki ky —ki k

El ks —ko ky
16 (14302 | ..k ke
simétrico ... ... k3
1 a —1 a
72k .GAa>®? e a —a d*
T30 | . 1 a
simétrico ... ... a*
ki kh _k Kk
24 24 24 24
_ 24EI T R
Tl 3e2 | .. .k ok
simétrico ... . ]2‘—3
1 a —1 a
24E1 a*> —a a®
614302 0| . 1 a
simétrico ... ... a®
3o L4300 (B 430) R340
_ 24EI o B 43d%0 (5 +3a®) K +34°0
" 1643 (1+3P)? Mi3e (82 4300)

simétrico ... ... ]2(—3 +3a%d
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Resolvendo os termos matriciais da equacao cima obtemos uma equacao simplificada
para a matriz de rigidez, dada por:

3 3a -3 3a
EI 2(44+3D) —3a a*(2-3®
kle = 55— @ (4+3®) —3a o ) (A.1.58)
2a3 (14 3P) 3 —3a
simétrico .at (4—1—3(1))

Realizando as devidas modificagdes no termo ® e alterando o comprimento para o
total do elemento L ao invés do semi-comprimento a, a matriz de rigidez encontrada é idéntica
a apresentada por Thomas et al. (1973). Com leve alteragcbes chega-se a matriz de rigidez
apresentada por Petyt (2010).



B CODIGOS DESENVOLVIDOS EM MATLAB

B.1 CODIGO FEM

%% Ubirajara Alves de Sousa Junnyor

o\

Curso de Engenharia Mecanica - UFMA
% Codigo FEM

close all

clear

clc

tic

%% <1> PARAMETROS DA SIMULACAO
$ DIFINICAO DO VETOR FREQUENCIA

\

freq_inicial = 1; % [Hz]
freg_final = 800; % [Hz]

freq_passo = 1; % [Hz]

fg = freg_inicial:freq_passo:freq_final; % vetor fg [Hz]

%% <2> DADOS DE ENTRADA
PROPRIEDADES DIMENSIONAIS

o\

L = 1.0; % comprimento [m]
b = 0.0508; % largura [m]

0.0031; % altura [m]

b*h; % area da secao transversal [m"2]

b*h”*3/12; % momento de inercia de area [m"4]

h
A
I
PROPRIEDADES DO MATERIAL

o\

eta = 0.00; % fator de amortecimento da estrutura
E = 71e9*(1 + li*eta); % modulo de Young [Pa]
rho = 2770.0; % densidade [kg/m3]

kc = 5/6; % coef. de cisalhamento de T. [-]
G = 26.5e9; % modulo de cisalhamento [Pa]

%% <3> ELEMENTOS DA MALHA
% REFINAMENTO DA MALHA

\

tic
num_ele = 300; % numero de elementos internos da estrutura
num_nos = num_ele+l; % numero de nos internos da malha

72
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le = L/num_ele; % comp. do elemento interno
a = le/2; % semi-comprimento do elemento int.
Phi = E*I/(kc*G*A*a”2); % numero adimensional [-]

%% <4> MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ LOCAIS
TEORIA DE VIGA DE EULER-BERNOULLI
ke = FEM_EB_rigidez (E,I,a);

o\

o\°

% me = FEM_EB_massa (rho,A,a);

TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

o\

ke = FEM_T_rigidez (E,I,a,Phi); % matriz de rigidez

me = FEM_T_massa (rho,A,a,Phi,I); % matriz de massa

o
o

<5> MATRIZES GLOBAIS
DEFININDO AS MATREIZES GLOBAIS

o\°

KG = zeros (num_nos*2,num_nos*2);
MG = zeros (num_nos*2, num_nos*2);
for ii = 0O:num_ele-1
pos = 1i*2+1:11*2+4;
KG (pos, pos) = KG(pos,pos) + ke;
MG (pos, pos) = MG(pos,pos) + me;
end

%% <6> CONDICOES DE CONTORNO

Srestri = [pos y, rotacao] ; 0==livre ; 1==fixo
restri_A = [1 1]; % restricao da extremidade A
restri_B = [1 1]; % restricao da extremidade B
for aux = 1:2
if restri_A(aux) == 1
KG (aux,:) = 0;
KG(:,aux) = 0;
KG (aux,aux) = 1000;
MG (aux,:) = 0;
MG (:, aux) = 0;
end
if restri B(aux) == 1
KG (end-2+aux,:) = 0;
KG(:,end-24+aux) = 0;
KG (end-2+aux,end-2+aux) = 1000;
MG (end-2+aux,:) = 0;

local

local
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MG (:,end-2+aux) = 0;
end

end

%$% <7> VETOR FORCA

QO

FG = zeros (num_nos*2,1); % vetor forca.

o\

aplica-se uma forca unitaria de 1IN no

o\°

sentido negativo do eixo y no

o\

centro da viga.

no_forca = round(num_ele/2)+1;
FG(no_forca*2-1) = -1;
FG(no_forca*2) = 1;

%$% <8> MATRIZ DINAMICA
for count = 1:length(fq)
% montagem da matriz de rigidez dinamica
DG = KG - MG*(2*pi*fqg(count)) "2;
u = linsolve (DG, FG);

u(l:2:end);

u(2:2:end);

des (:, count)

inc (:, count)

end

%% <9> POS-PROCESSAMENTO DOS DADOS
% Plotagem da FRF

no_ana = round (num_ele/2)+1;

pl = 20*10gl0 (abs (des (no_ana,:)));
ppl = 20*10gl0 (abs(inc(no_ana,:)));
fig = figure;

hold on

plot (fg,pl, '--c',LineWidth=2)

plot (fq,ppl, ":m',LineWidth=2)

hold off

grid on

ylabel ("Amplitude (FRF) ")

xlabel ('Frequencia [Hz]")

fig.Position = [100 100 800 4007];

legend ('S$vS$S', '$S\theta_{z}S', 'Interpreter', 'latex"')
toc

[

% Fim.
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B.2 CODIGO SEM

%% Ubirajara Alves de Sousa Junnyor
% Curso de Engenharia Mecanica - UFMA
% Codigo SEM

close all

clear

clc

tic

%% <1> DADOS DE ENTRADA
PROPRIEDADES DO MATERIAL E DIMENSOES

o\

L = 1.0; % comprimento [m]

b = 0.0508; % largura [m]

h = 0.0031; % altura [m]

A = b*h; % area da secao transversal [m2]

I = b*h"3/12; % momento de inercia de area [mé]

% PROPRIEDADES DO MATERIAL
eta = 0.00; % fator de amortecimento da estrutura
E = 71e9*(1 + li*eta); % modulo de Young [Pa]
rho = 2770.0; % densidade [kg/m3]

kc = 5/6; % coef. de cisalhamento de T. [-]
G = 25e9; % modulo de cisalhamento [Pa]

% NUMERO DE ELEMENTOS

nelem = 2; % numero de elementos interno [-]
nnos = nelem+l; % numero de nos [-]

%$% <2> DIFINICAO DO VETOR FREQUENCIA
freqg_inicial = 1; % [Hz]
freq_final = 800; % [Hz]

Q

freq_passo = 0.01; % [Hz]

Q

fq = freg_inicial:freq_passo:freq_final; % vetor fq [Hz]

%% <3> RESTRICAO

Q

% restri = [pos y, rotacao] ; 0==livre ; 1==fixo

restri_A [1 0]; % restricao da extremidade A

restri_B [1 0]; % restricao da extremidade B

%% <4> VETOR FORCA

F = zeros(nnos*2,1);
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no_forca = round (nelem/2)+1;
F(no_forca*2-1) = -1; % aplciando uma forca no eixo-y
F(no_forca*2) = 1; % aplicando um torque no eixo-z unitario

%% <5> CHECK CICLO
for count = 1:length (fq)

o\°

<6> MATRIZ ESPECTRAL DO ELEMENTO
se = SEM_EB_espectral (L/nelem,E,I,rho,A, fq(count));

o\°

<7> MATRIZ ESPECTRAL GLOBAL FORCA NO CENTRO DA VIGA
S = zeros (nnos*2,nnos*2);
for pivo = l:nelem
pos = 2*pivo-1:2*pivo+2;
S(pos,pos) = S(pos,pos) tse;

end

o\°

<8> APLICANDO CONDICOES DE CONTORNO

for aux = 1:2
if restri_A(aux) == 1
S(aux,:) = 0;
S(:,aux) = 0;

S(aux,aux) = 1000;

end

if restri_B(aux) == 1
S(end-2+aux,:) = 0;
S(:,end-2+aux) = 0;
S(end-2+aux,end-2+aux) = 1000;

end

end

% <9> RESOLVENDO SISTEMA
u = linsolve (S,F);
dados (:, count) = real (u);

end

des dados (1:2:end, :);

inc = dados (2:2:end, :);

%% <10> POS-PROCESSAMENTO
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no_ana = round(nelem/2)+1;
p = 20*1logl0 (abs(des(no_ana,:)));
pp = 20*1logl0 (abs(inc(no_ana,:)));

fig = figure;

hold on

plot (fg,p,"-b",LineWidth=2)

plot (fq,pp,"--r",LineWidth=2)

hold off

grid on

ylabel ("Amplitude (FRF) ")

xlabel ("Frequencia [Hz]"')

fig.Position = [100 100 800 4007];

legend ('SvS$',"S\theta_{z}$', 'Interpreter','latex', fontsize=12)

toc



C MODOS DE VIBRAGCAO

C.1 TVEB - VIGA ENGASTADA-ENGASTADA

Figura C.1.1 — Os 10 primeiros modos de vibracdao da VEE usando a TVEB
(a) (b)
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C.2 TVT- VIGA ENGASTADA-ENGASTADA

Figura C.2.1 — Os 10 primeiros modos de vibracao da VEE usando a TVT
(a) (b)
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C.3 TVEB - VIGA BI-APOIADA

Figura C.3.1 — Os 10 primeiros modos de vibracao da VBA usando a TVEB
(a) (b)
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C.4 TVT - VIGA BI-APOIADA
Figura C.4.1 — Os 10 primeiros modos de vibracao da VBA usando a TVT
(a) (b)
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