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RESUMO

O grafeno € um material que tem atraido grande atencdo nos tltimos anos devido ao seu imenso
potencial para aplicagdes tecnologicas, que variam de eletronicos avangados a sensores e
nanotecnologia. Este trabalho foca na analise das bandas de energia do grafeno, utilizando uma
abordagem multidisciplinar para compreender as interagdes elétron-fonon, essenciais para a
eficiéncia de dispositivos eletronicos baseados nesse material. As caracteristicas bidimensionais
do grafeno conferem propriedades eletronicas unicas e revelam efeitos quanticos intrinsecos de
relevancia para o desenvolvimento cientifico e tecnologico.

A pesquisa adota a Teoria Quantica de Campos como base tedrica, com énfase na aplicagdo da
equacdo de Dirac para descrever o comportamento dos elétrons no grafeno. Um levantamento
bibliografico em mecénica quantica, fisica da matéria condensada e mecanica quantica relativistica
assegura o suporte teorico necessario. A investigagdo explora a aplicagdo da equacdo de Dirac em
materiais bidimensionais, analisando as solugdes dessa equacdo no contexto do grafeno.

O estudo também aborda espinores de Weyl, que estdo intimamente relacionados as propriedades
eletronicas e quanticas do grafeno, e a Conjugacdo de Carga, que explora as simetrias de carga no
material. Finalmente, o fendmeno do Zitterbewegung, previsto em sistemas quanticos
relativisticos, ¢ examinado no contexto bidimensional, revelando possiveis manifestacdes
vibratorias do elétron no grafeno

O principal resultado desta pesquisa ¢ a andlise detalhada das bandas de energia do grafeno,
contribuindo para uma compreensdo mais ampla das suas propriedades eletronicas e potenciais
aplicagdes tecnologicas.

Palavras Chave: Grafeno, espinores de Weyl, Equag¢do de Dirac, materiais bidimensionais,
conjugacdo de carga.



ABSTRACT

Graphene is a material that has attracted great attention in recent years due to its immense potential
for technological applications, ranging from advanced electronics to sensors and nanotechnology.
This work focuses on analyzing graphene's energy bands, using a multidisciplinary approach to
understand electron-phonon interactions, essential for the efficiency of electronic devices based on
this material. The two-dimensional characteristics of graphene confer unique electronic properties
and reveal intrinsic quantum effects of relevance for scientific and technological development.

The research adopts Quantum Field Theory as a theoretical basis, emphasizing the application of the
Dirac equation to describe the behavior of electrons in graphene. A bibliographical survey in quantum
mechanics, condensed matter physics, and relativistic quantum mechanics ensures the necessary
theoretical support. The investigation explores the application of the Dirac equation in two-
dimensional materials, analyzing the solutions of this equation in the context of graphene.

The study also addresses Weyl spinors, which are closely related to the electronic and quantum
properties of graphene, and Charge Conjugation, which exploits the charge symmetries in the
material. Finally, the Zitterbewegung phenomenon, predicted in relativistic quantum systems, is
examined in the two-dimensional context, revealing possible vibrational manifestations of the
electron in graphene.

The main result of this research is the detailed analysis of graphene's energy bands, contributing to a
broader understanding of its electronic properties and potential technological applications.

Keywords: Graphene, Weyl spinors, Dirac equation, two-dimensional materials, charge conjugation.
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1 Introducao

A teoria quantica de campos € uma estrutura ampla que se desenvolveu a partir da década de
1920. Basicamente, € a estrutura para sistemas de modelagem quantica que, classicamente descritos,
contém um nimero muito grande ou um ndmero infinito de graus de liberdade. E na perspectiva da
teoria de campos que teorias bem fundamentadas como a eletrodinamica quantica, a teoria eletrofraca
e o modelo padrao siao formuladas.

Estudamos o desenvolvimento e as dificuldades de interpretacdo da mecénica quantica relativistica
que obrigaram os cientistas a reformular as teorias e incluir a teoria de campos. Este trabalho sera
dividido em duas partes. Primeiro, havera a motivacao por trds do surgimento da teoria de campo,
desde os primdrdios com os trabalhos de Max Planck, Einstein e outros (NUSSENZVEIG, 1998).
Serdo apresentadas as principais dificuldades da mecanica quantica, em particular suas extensoes
relativisticas.

Uma teoria quantica para o elétron completa e consistente com os postulados da relatividade
especial foi introduzida em 1928 por Paul Adrien Maurice Dirac (DIRAC; FOWLER). Ele prop6s
uma equacdo que descreve a dindmica do elétron como uma particula quantica e relativistica em que
introduz de forma natural o conceito de spin, escrita numa linguagem covariante, dando origem aos
espinores. A equacgdo de Dirac livre € usada para expressar 0 movimento de particulas massivas de
spin-1/2 (GREINER, 2000).

A equacdo de Dirac apresenta uma linguagem matemaética covariante e introduz de maneira natural
o conceito de spin. Dada a sua relevancia, iremos explorar suas implicagdes tanto na teoria quantica
de campos como na fisica da matéria condensada, como co conceito de quasi-particulas (OLIVEIRA,
2005).

Além disso, um aspecto crucial deste trabalho € o estudo da aplica¢do da equagdo de Dirac em
baixas dimensdes, particularmente no contexto da fisica do grafeno. O grafeno, um material bidimen-
sional composto por dtomos de carbono dispostos em uma malha hexagonal, apresenta propriedades
eletronicas que podem ser eficazmente descritas pela equagao de Dirac. Este estudo proporciona um
campo rico para explorar fendmenos quanticos em sistemas de dimensoes baixas (GREINER, 2000).

Assim, este trabalho se propde a fornecer uma compreensao da mecanica quantica relativistica,

teoria quantica de campos e fisica da matéria condensada, com um enfoque especial na relevancia da



equacao de Dirac para sistemas em baixas dimensdes. O trabalho é organizado da seguinte forma:

Primeiramente estudamos os osciladores para ententer as oscilagdes da Rede Cristalina com €nfase
particular na importancia dos fonons. Essas excitacdes quanticas da rede sdo cruciais para entender
diversas propriedades do material (OLIVEIRA, 2005).

Em seguida estudamos a origem da Equacdo de Dirac e suas solugdes tanto em 4D como em
Baixas Dimensdes: Abordamos como o grafeno pode ser descrito por uma versao da equacao de Dirac
que € valida em regimes de baixa dimensionalidade, revelando propriedades quanticas intrinsecas do
material (GREINER, 2000) .

Estudamos também os Espinores de Weyl: Nesta secao aborda-se como os espinores de Weyl sao
aplicaveis ao grafeno, fornecendo uma linguagem para descri¢do de quase-particulas no espago de
Hilbert.

Além de abordarmos a Conjugacdo de Carga e suas implicagOes para a simetria da estrutura de
bandas do grafeno, estudamos o efeito Zitterbewegung (GREINER, 2000).

Ao reunir esses topicos sob o arcabougo da teoria quantica de campos e da fisica de matéria con-
densada, esta pesquisa pretende nio apenas avancar no entendimento sobre materiais bidimensionais,
mas também elucidar como essas duas areas da fisica podem ser mutuamente enriquecedoras.

A Justificativa neste trabalho € investigar a fisica de materiais bidimensionais como o grafeno a
partir de aplicacOes de Teoria Quantica de Campos e fisica da matéria condensada. Fazendo uma
revisdo bibliografica desde a mecanica quantica através da equacdo de Schrodinger, Klein Gordon e
Dirac.

Tendo como Objetivos:

* Geral: Investigar as aplicacdes de fisica da matéria condensada além de estudar a fenomenolo-

gia e propriedades de mateirais como o grafeno

 Especificos: Utilizar o ferramental matematico da teoria quantica de campos como linguagem
para expressar os fendmenos acerca da estrutura da matéria e compreender as propriedades do

grafeno.

-Fazer uso de softwares computacionais como Mathematica, Maple para a confeccao de graficos

e algoritmos especificos da pesquisa.



2 Fundamentacao Tedrica

A radiagdo térmica de um corpo negro explicada a partir de aspectos da fisica classica apresen-
tava sérios problemas. Quando um corpo € aquecido, ele comeca a emitir radiagdo em fungao de sua
temperatura, que pode ser medida com um sensor, tratando-se da anélise espectral. Quando compa-
ramos a teoria € o experimento, percebeu-se que a teoria s6 funciona com os comprimentos de onda
pequenos, por outro lado existe uma diferenga com os comprimentos de onda altos (NUSSENZVEIG,
1998). Rayleight e Jeans, propdem outra teoria, mas que funciona apenas para grandes comprimen-
tos de onda e dé resultados que tendem ao infinito para pequenos comprimentos de onda, € o que se
chamou-se de “catéstrofe do ultravioleta”.

Usando seus conhecimentos de termodindmica e eletromagnetismo, Max Planck resolve este pro-
blema. Ao contrario de Rayleight e Jeans que partiram do postulado de que o espectro de emissao
€ continuo, Max Planck introduz a energia quantizada, e obtém resultados em conformidade com os

experimentos, nasce assim a teoria quantica:
E=hv=hw, (1)

em que i € uma nova constante universal, conhecida como constante de Planck.

Estudou-se os modelos atdmicos, primeiramente o modelo de Thomson, embora teve o éxito da
descoberta do elétron, foi fortemente abalado pelas descobertas de Rutherford. Mas somente no
modelo de Borh, que foi demonstrado como a matéria mantém sua estrutura e permanece estavel sem
que os dtomos colapsassem.

Nas secoes seguintes apresentamos o estudo da estrutura da rede cristalina e os osciladores harmonicos,

equacao de Schrodinger, equagdo de Klein Gordon e Equagao de Dirac.

2.1 Estudo da Rede Cristalina

E comum ouvirmos sobre cristais algumas vezes ao longo da nossa vida, na escola, Tv, no cotidi-
ano, ou qualquer situacdo corriqueira, de fato ao menos uma vez vocé€ ouvira falar de cristais, mas o

que de fato sdo?quem os estuda? uma caracteristica intrinseca do cristal € a periodicidade e padrdes



de simetria. Em estudos relacionados a natureza € possivel observar esses padroes em outros lugares
no mundo e em que vivemos, além possibilitar aspectos de simetria e periodicidade em plantas, em
minerais, at€é mesmo em niveis invisiveis a olho nu em alguns materiais, ou até mesmo num ser vivo
como zebras, além do préprio ser humano que possui um corpo simétrico. Entretanto nos minerais a
um destaque para os cristais com estruturas e leis Unicas e fascinantes que regem sua existéncia.

A cristalografia € a area da ciéncia que se dedica ao estudo dos cristais, das leis que regem a sua
formacdo, suas propriedades intrinsecas de cada tipo de material cristalino, explorando suas carac-
teristicas fisico-quimicas. A palavra cristalografia vem do grego Kristallos + grdfico = cristal mais
descricdo. Os gregos determinaram a dgua congelada como cristal. O quartzo claro é chamado de
cristal rochoso, que se formou quando a dgua congelou e ficou petrificada. Essa interpretacdo foi
valida até a Idade Média. A definicao atual € que um cristal é todo mineral com formas poliédricas
(Duarte, 2019).

Algumas substancias como sal ou agucar sdo compostas de pequenos cristais. Suas particulas
estdo dispostas em padrdes tridimensionais regulares, como cubos ou hexdgonos. A maioria dos
metais se cristaliza em trés estruturas cristalinas cubicas: cuibica simples; cibica de corpo centrado e

cubica de face centrada (GARCIA, et al.2020).

Figura 1: Representacdo grafica em sequéncia das estruturas cristalinas cubica simples, cubica de

corpo centrado e ctbica de face centrada

Figura 2: PUC 2022

Geralmente, um cristal € constituido de uma formacao estrutural com caracteristicas periddicas, ou
seja, que se repetem ao longo da rede cristalina. A periodicidade se da pelas repeticdes de estruturas

basicas contendo um atomo ou mais ligados entre eles (Oliveira, 2005). Isso equivale a dizer que o



cristal € constituido de pequenos blocos que se repetem ao longo de toda a rede do material cristalino.

Ha casos de simetrias tdo perfeitas em cristais, que se torna até duvidoso se sua origem € natural
ou artificial, por possuirem faces bem formadas e lapidadas mesmo na natureza sem acao humana.
Quando ndo ha essa padronizagdo na estrutura, ela € chamada de sélido amorfo, formado a partir do
super resfriamento de um liquido abaixo de seu ponto de congelamento, tendo como exemplo o vidro.
Genericamente, todos os sdlidos amorfos sdo chamados de vidro (Garcia, 2020).

Segundo Ostachuk, na rede cristalina encontram-se os chamados nds, que possuem um arranjo
proprio que depende do material observado. Cada n6 da rede possui os mesmos arranjos de nds vizi-
nhos, essa propriedade resulta na periodicidade e caracteristicas macroscopicas da estrutura cristalina.
Além de tornar possivel a separacdo da rede em unidades menores, como blocos que se repetem e,
agrupados de forma tridimensional, geram o cristal como um todo. Denomina-se essas partes menores
com propriedades periddicas de células unitdrias.

Os minerais com sua estrutura cristalina podem se desenvolver a partir de sete sistemas cristalinos
distintos, que originam-se a partir da célula unitdria com caracteristicas geométricas bem definidas
que regem toda a formacao da estrutura do material. Cada um dos sistemas contém diferentes formas
(células unitarias), e cada cristal se desenvolve a partir de um dos sistemas possiveis, uma propriedade
que € essencial do material (Garcia, 2020. Nota-se a impossibilidade da existéncia da formacao
de uma rede cristalina e consequentemente de um cristal como um todo a partir de dois sistemas
simultaneamente.

Deste modo, pela infinidade de tipos de cristais conhecidos, conseguiriamos imaginar que o
nimero de sistemas poderia ser gigantesco. Porém, como percebeu-se, possivelmente hé a existéncia
de somente sete sistemas, que devem obedecer a critérios para serem considerados como tais, como
o fato de ser necesséario a capacidade de se unirem em um arranjo tridimensional de células unitérias
capazes de preencher todo o espaco. Porém, existem arranjos de ndés nos mesmos sistemas, que sa-
tisfazem a regra de que cada né possua o mesmo nimero e disposi¢des de seus nds vizinhos, 0 que
causaria a existéncia de algumas formas de redes. No entanto, apenas em 1848 foi demonstrada a
existéncia dessas redes por Augusto Bravais, sendo elas 14 possiveis, que ficaram conhecidas como
redes de Bravais (Ostachuk, 2016).

Em uma linguagem sistematica, a rede de Bravais consiste em um arranjo infinito de pontos dis-

postos de forma regular no espacgo, sendo possivel a localizacdo de qualquer um dos pontos perten-



centes a rede por meio do vetor:

R = nlc_il + nQC_I:Q + ngch (2)

em que nq, Ny € ng S0 nimeros inteiros e di, dy € as sdo vetores, chamados de primitivos, que se
estendem por toda a rede a partir de um ponto comum (célula basica da rede). A rede de Bravais
consiste em um conceito matematico, por ser composta de dimensdes infinitas e pontos equivalentes
entre eles (Oliveira, 2005).

Além do conceito de rede de Bravais, outro conceito relacionado € o de rede reciproca quando
tratamos do estudo dos elétrons na rede cristalina. Segundo Oliveira (Oliveira, 2005), a rede reciproca
associada a uma dada rede cristalina é aquela formada por vetores de onda K que satisfazem a seguinte
condi¢do:

para todo vetor R da rede direta. Esta defini¢do caracteriza a propriedade de periodicidade da rede de
Bravais.

Assim como € possivel a divisao da rede cristalina em células unitarias, a rede reciproca € dividida
em zonas de Brillouin. A primeira zona de Brillouin é formada a partir de um ponto da rede reciproca.
Em seguida, € necessdrio fazer a ligacdo com seus vizinhos mais proximos. Logo apds, tracamos
planos perpendiculares a essas retas formadas, tendo como preocupacdo a localizagdo de onde elas
devem ser tragadas, sendo o local adequado os pontos médios das retas. Apds a ligacao de todas as
retas perpendiculares, restard no centro somente um ponto da rede reciproca. As demais zonas sao
construidas de forma andloga. Porém, dependendo de qual zona de Brillouin seré construida, deve-se
escolher o vizinho na zona desejada. Se for, por exemplo, a segunda zona, os pontos escolhidos serdo
os vizinhos mais proximos da primeira zona; os da terceira devem ser os vizinhos mais préximos da

segunda zona, e assim sucessivamente (Oliveira, 2005).

2.1.1 Oscilador Harménico Simples

Em uma rede cristalina, os &tomos oscilam em torno de suas posi¢oes de equilibrio, podendo ser
modelados como sistemas oscilatérios. Nas proximas secoes, exploraremos o comportamento dos

osciladores.



A forga restauradora do sistema massa-mola € dada pela lei de Hooke,

ma = F; = mi = —kT, 4)
mie = —kZ, &)
pelo fato da forc¢a restauradora ser conservativa, temos uma energia potencial associada
L
pela segunda lei de Newton, a equagdo de movimento serd,
T4 wiz =0, (7)

em que os dois pontos indicam a derivada segunda em relagdo ao tempo e wy = /k/m é a frequéncia
natural de vibracdo. Resolvendo essa equacdo diferencial, obtemos fungdes tipo exponencial ou

fungdes periddicas tipo seno ou cosseno
2(t) = Asin(wt + y), (8)
em que A é a amplitude e ¢, € a constante de fase.

Figura 3: Gréfico do oscilador harmdnico simples
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Fonte: Autoria Propria feito no programa Mathematica



2.1.2 Oscilador Harmonico Amortecido

Tornando a forca de atrito do ar do sistema massa mola proporcional a velocidade:

F=—bz
De modo que a equacao diferencial, obtida da segunda lei de Newton é:
T+ 292+ wiE =0
sendo a solucdo geral dependente da relacdo entre 7y e wy, teremos trés casos:
Quando v < wy, a solugdo é:

T(t) = Ae " sin(wit + )

em que w; = /7% — w?.

quando v = wy, temos:
x(t) = (A+ Bt)e ™"
por fim, caso v > wy. A solugdo geral é
x(t) = Ae " sinh(wyt + @)

sendo w; = /7? — wd.

Figura 4: Gréfico do deslocamento do oscilador harmonico amortecido
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2.1.3 Oscilador Harmonico Quantico

O oscilador harmdnico quantico corresponde ao tratamento do oscilador classico usando as fer-
ramentas tedricas da mecanica quantica, solucionando a equacao de Schrodinger, que possui solugdo

analitica.
2

1
H:T+V:p—+—kx2—>w2m:k (14)
2m 2

operadores
Na mecanica quantica, o hamiltoniano de um oscilador harmonico unidimensional € escrito na

forma:

N H2 1
=L 4 Zpe?s?, (15)
2m 2

no qual o acento circunflexo indica que estamos lidando com operadores , sdo os operadores de

posicdo e momento, dados por:

T = xi; (16)
(]
1 d
D, = ——. 17
Pa =5 (17)

O operador hamiltoniano pode ser escrito de modo mais simplificado, utilizando operadores reduzidos

XeP:

—\/—=ie P=—22_ (18)
h vmhw
X e P satisfazem a seguinte equagao notavel:
[5(, 15} — XP—PX =i, (19)
[X’ , ]5] sendo o comutador de X e P.
O operador H pode ser expresso em termos de XeP:
H= 7(X2 + P). (20)
Vamos procurar os autovalores e os autovetores de H:
H|V) = E|V) 21)
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Para isso € necessdrio utilizar trés novos operadores: o operador a, seu conjugado hermitiano

(indicado com uma cruz sobrescrita) € o operador numero N:

1 R
a=—(X+iP), a'l=-—=(X—-iP)e N=d'a 22
\/5( ) ( ) (22)

O comutador de G e de a'é o operador identidade:

[a,a'] = aa’ —ala =1 (23)
desse modo constata-se que:
N 1.
H = hw (a*& + 51) (24)
Assim podemos escrever:
. .\ 1.
H:hw(]\f+§1> (5)

Levando a quantizacdo da energia do oscilador harmdnico e observamos que autovetores do ope-

rador A também sdo os autovetores do operador V.

Ja as autofungdes de H sdo obtidas da equacgao abaixo:

h% d? mw?

Tem como solugdes os polindmios de Hermite.

Figura 5: Gréfico do oscilador harmdnico quantico

4 V(x)

Energia (unid. de hv)

Fonte: Ling; Sanny; Moebs, 2016
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2.2 Equacao de Schrodinger

Erwin Schrodinger estava a procura de uma equacdo de onda para o elétron,
0
H ) = ih= ) @7)

ou na base das posicoes

H() = ih () (28)

Para uma particula livre de spin nulo e massa m podemos escrever o Hamiltoniano classico,

=2 (29)
2m

Promovemos os observaveis, que neste caso € apenas 0 momento p'e energia H, para operadores

H= P (30)
2m
O operador momento p na base de posicao
p=—ihV (D

Assim, a equacao de Schrodinger para uma particula livre

.0 h?
ihth(x) = =5~V () (32)

A derivada temporal acima é de primeira ordem, mas a derivada espacial € de segunda ordem. Por
esta razdo, nao € invariante de Lorentz, o que implica que nao satisfaz a teoria da RR. Poderiamos

tentar incorporar a invariancia de Lorentz escrevendo o Hamiltoniano como

H = /12 + m2ct (33)

que advem da relagcao de energia da RR. Assim, a equacao de Schrédinger torna-se-ia

0y (x)
ot

V=222 4 m2chp(x) = ik (34)
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2.3 A equacao de Klein Gordon

A equacdo de Klein-Gordon-Fock, é uma versao relativistica da equacdo de Schrodinger que
descreve particulas massivas de spin zero.

E se operarmos ambos os lados com operador hamiltoniano mais uma vez?

2
(=r*V2e +mPct) y(a) = Y gt(f) (35)
rearranjando os termos
1 ? 2
2 (Z? g;(f) -vi+ (%) ) Y(z) =0 (36)
2
0=0,0" = 0—128 g’tgx) -V (37)
12 <D + (%)2) W(z) =0 (38)

Eq. de Klein-Gordon.

Em geral, trabalhamos nas unidades naturais i = ¢ = 1. Neste sistema de unidades, a eq. torna-se,
(O+m?)(z)=0 (39)

As transformagdes de Lorentz para as coordenadas,

ot = A ouat = (A7) 2 (40)
(A (), B m? e (A7) = 0 b
[0 +m?] ¥ (A7) = 0 @2

[0, +m?] W (&) = 0, (43)

verdade, se a funcdo de onda for invariante por TL (escalar de Lorentz):

Y (z) =y (A7) =9 (2) (44)

2.4 Equacao de Dirac

Em 1928, Paul Dirac publicou a equacdo de onda que descreve o movimento relativistico de
férmions na forma covariante, na tentativa de resolver as dificuldades que tinham na equagao de Klein-

Gordon. Com este trabalho, Dirac conseguiu restaurar a positividade da densidade de probabilidade.
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No entanto, ele enfrentou discussdes sobre as solucdes de energia negativa, o que o levou a levantar a
hipdtese da existéncia de um mar de particulas que preenche todos os estados com energia negativa.
Esses estados foram posteriormente interpretados como descrevendo antiparticulas (Dirac, 1928).
Em 1932, nos laboratérios do Instituto de Tecnologia da Califérnia, Carl D. Anderson, colabo-
rador de Robert Millikan, reconheceu e confirmou a existéncia do antielétron (positron), o que lhe
valeu o Prémio Nobel. A descoberta recebeu imediatamente a aprovacao da comunidade cientifica. A
equipe europeia de Blackett e Occhialini, no Laboratério Cavendish de Cambridge, obteve os mesmos

resultados, mas manteve uma postura mais cautelosa (Anderson, 1932).

2
(% -Vt mz) P(z,t) =0 (45)

Fazendo ¢ = h = 1, as energias correspondentes a equacao seguem da relacdo relativistica:

E? = p* + m®. (46)

Insatisfeito com as limitagdes das descricdes quanticas relativisticas existentes para o elétron, Dirac
buscava encontrar uma equagao de onda que fosse de primeira ordem em relacdo as derivadas de
espaco e tempo. Seu objetivo era criar uma formulagcdo que fosse consistente tanto com a mecanica
quantica quanto com a teoria da relatividade especial, além de incorporar as propriedades de spin do

elétron. A equacdo deveria ter a seguinte forma:

o,
Hpy = Z& 47)

Obedecendo a expressao relativistica para a energia, ele propds uma equacao do tipo:

(E—a-p—0Fm)p =0 (48)

em que & = (aq, ag, av3) € [ sdo operadores que atuam em ).

Exigir que a equagdo acima obedeca a relacdo de energia leva a:

(E2 —p— m2) =0 (49)

Multiplicando a equacdo (48) pela esquerda por (£ — « - p — fm), temos:
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(E* = B°m* — (- p)(a-p))¢p =0 (50)
(B? - 8°m? — (apapyp®)) ¥ = 0 (51)

Usando as propriedades a7 = 2 = 1, e notando que 5°m? = m? e (o)’ (px)” = p} = pa
equacgao acima se simplifica para:

(B> —m*—p*) v =0 (52)

Esta € uma confirmacdo de que a equagdo de Dirac é compativel com a relacdo de energia em uma
teoria relativistica.

Os operadores « e (3 devem satisfazer as condigdes:

ol =1, oFal + ala® = 0; (53)

5% =1, Bar +af5 =0 (54)

Finalmente, chegamos a equagao de Dirac:

(E—a-p—Bm)y=0 (55)

A equagdo de Dirac na forma (F — « - p — Sm)y = 0 pode ser convertida para a sua forma
covariante utilizando as matrizes v* em quatro dimensdes. A conexdo entre as matrizes « e 3 e as

matrizes v* € geralmente estabelecida como:
WY =8, 4 =pBa; parai=1,23 (56)
Comecemos por reescrever a equagdo original em termos de v*:
By —a-pp—pmy =0 (57)
Substituindo FE por i0; e p por —iV, podemos reescrever a equagao como:

0 +ia - Vip — Bmap = 0 (58)
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Agora, combinamos as derivadas temporais e espaciais em um tnico vetor quadrimomento p* =

(E, —p) e um tnico vetor de derivadas 0" = (0;, —V). A equagdo entdo toma a forma:
iv°0u) + iy 0 — ma =0 (59)
Ou, em notagdo indicial com a soma sobre i:
(iv"9, —m) ¢ =0 (60)

Esta é a forma covariante da equacg@o de Dirac. Ela € invariante sob transformacdes de Lorentz, e

dessa forma € compativel com os principios da teoria da relatividade especial.

2.4.1 Solucoes da Equacao de Dirac

Se buscarmos solugdes tipo ondas planas da forma

¥, (r) = e™u(k) para energias positivas,

Y_(x) = e™uv(k) para energias negativas,

onde u e v sdo bi-espinores. Obtemos para as quantidades espinoriais u(k) e v(k) as seguintes

equagoes lineares

(F — m)u(k) =0,
(k + m)v(k) = 0.

Admitiremos que as solucoes dessas equacdes sao dadas por

arin k- m uo(m

ut(h) = 2m (m + E) (m. 0)

V() = et (m, )
N 2m (m + E) n
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em qu = = m s solucoes para k£ = r Onica sa
mque F = k° 2 + m? e as solucdes para k = 0 na forma candnica sdo

1 0

0 1
uM(m,0) = ;o uP(m,0) = :

0 0

0 0

0 0

0 0
U(l) (ma 0) = ) U(Q) (m7 0) =

1 0

0 1

Os espinores candnicos satisfazem as seguintes normalizagoes

a®(k)uP (k) = da5, u®(k)0°(k) =0,
7 (k)P (k) = —04p, *(k)u’(k) = 0.

Estes vetores base também sdo estados proprios do operador de spin definido por >3 = %03 ® o3.

24.2 Equacao de Dirac em baixas dimensoes

2.4.3 a) Em uma Dimensao (1+1)D

A equacdo mais simples de Dirac € escrita em uma dimensao espacial e uma temporal e € expressa

por
aw(%t) o aw(xa t) 2
Era —hc—ax + mepy(x,t),

em que a solugao geral pode ser escrita em ondas planas

th

Y(x,t) = Au+ei(km_“t) + Buy_eilkztwt)

Substituindo na equagdo de Dirac e calculando termo a termo

0 t ) )
ih wé;? ) _ _imAu+ez(kac—wt) . Z'MBu_ez(kac—I—wt)
0 t ) .
—he ¢éx’ ) = ihckAu,e'**9t — ihck Bu_e'kret)
T
mCQé’w(x, t) —  mc? (Aquei(kacfwt) . Buiei(karwt)) )
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A equagdo para as constantes A e B na forma matricial se torna

—w-—mc®  ck—w A 0
= (66)

ck—w —w—mc? B 0

cujo determinante da matriz serd
—w—mc?  ck—w . )
det =(—w—mc")* = (ck—w)" =0 (67)
ck—w —w—mc

w? = Ak + m2d (68)

que € a relacdo de dispersdao envolvendo energia da particula com seu momento e sua massa.

2.5 Grafeno

O grafeno, segundo Nunes Filho et al. (2021), é uma forma alotrépica do carbono com uma es-
trutura totalmente bidimensional, composta por uma malha de hexdgonos regulares de d&tomos de car-
bono com orbitais do tipo sp®. Este material, derivado do carbono, também é a base para a formacio
de outros materiais amplamente utilizados na indistria mundial, como o grafite e o diamante, con-
forme destacado por Vieira e Vilar (2017).

O grafeno é essencialmente uma folha plana de dtomos de carbono, formando uma camada
monoatdomica. Sua estrutura peculiar confere-lhe propriedades notdveis, como elevada mobilidade
eletronica, resisténcia superior a ligas metédlicas como o ago e excelente condutividade térmica, entre

outras. Essas caracteristicas explicam o crescente interesse por esse material nas pesquisas atuais.
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Figura 6: Visualizagdo Estrutural do Grafeno: Uma Rede de Atomos de Carbono Dispostos em

Hexdgonos Perfeitos

Fonte: https://siteantigo.faperj.br/, acesso em 29/09/2024

O termo “grafeno”ja era utilizado em estudos tedricos antes de sua descoberta prética, geralmente
para explicar as propriedades alotrépicas do carbono e suas diversas formas. Acreditava-se que o
grafeno possuia uma estrutura instdvel, o que impossibilitava sua obtengdo prética (Vieira e Vilar,
2017).

Segundo Alencar e Santana (2016): O termo grafeno originou-se em 1987, entretanto sua
defini¢cdo oficial surgiu em 1994, embora a extracdo desse material ndo tenha sido realizada. Em
2004, dois professores e pesquisadores da Universidade de Manchester conseguiram extrair o grafeno
a partir do grafite através da esfoliacdo mecanica, uma das técnicas utilizadas para a extracdo desse
material.

Vieira e Vilar (2017) afirmam que o termo “grafeno’foi adotado em 1962, combinando o termo
“grafite”, uma forma alotrépica do carbono, com o sufixo “-eno”, devido a presenca de ligacdes duplas
em sua estrutura molecular. Isso demonstra que o termo era utilizado muito antes de sua descoberta
pratica em 2004 e antes da data mencionada por Alencar e Santana (2016).

Devido 2 hibridizacdo sp? em sua estrutura, o grafeno pode se organizar em duas dimensdes,
formando uma rede de hexdgonos de carbono, comumente chamada de “estrutura favo de mel”. Essa

versatilidade estrutural faz do grafeno a base para diversas formas alotrépicas do carbono (S4, 2011).
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Segundo Alencar e Santana (2016), ha trés principais estruturas na familia dos al6tropos do car-
bono baseadas no grafeno: o fulereno, com formato esférico; os nanotubos, com formato cilindrico;

e o grafite, formado por um empilhamento de camadas bidimensionais de grafeno.

Figura 7: Estrutura do grafeno e formas alotrépicas

w o
@

Fonte: Ars Physica, 2011.

As imagens graficas acima representam as estruturas formadas a partir da malha hexagonal do
grafeno, em sequéncia na parte inferior temos os fulerenos e nanotubos que mesmo possuindo um
formato esférico ou cilindrito ainda mantém a caracteristicas 2D por haver somente uma camada com
periodicidade em suas estruturas e o grafite.

O grafeno € o primeiro material bidimensional estavel descoberto, com vdrias caracteristicas
unicas devido a sua estrutura cristalina bidimensional, como transparéncia 6ptica, flexibilidade ine-
rente, alta condutividade térmica, grande drea superficial e aplicacOes em processos energéticos (Nu-
nes Filho et al., 2021). Essas propriedades conferem ao grafeno uma vasta aplicabilidade.

Essas propriedades despertam grande interesse em pesquisadores, que buscam aplicagdes em areas

como biologia, ci€ncias de materiais, sensores, dispositivos microeletronicos e processos energéticos
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(FILHO et al., 2021). O destaque geralmente recai sobre a alta mobilidade eletronica do grafeno,
impulsionando o desenvolvimento de nanotecnologias.

Alencar e Santana (2016) reforcam que, devido as caracteristicas do material, ele pode ser uti-
lizado em diversos setores sem limitacdes aparentes, permitindo avancos significativos no mercado.
O potencial do grafeno no ramo da tecnologia, como supercondutor, € na quimica, como elemento
filtrante, destaca sua versatilidade. Este potencial, juntamente com o alto valor comercial do grafeno,
aumenta gradualmente o volume de pesquisas sobre o material.

O grafeno, como mencionado anteriormente, possui propriedades singulares que o diferenciam
de materiais ja considerados excepcionais. Entre essas caracteristicas, destacam-se de forma notavel
sua alta mobilidade eletrOnica, resisténcia superior as ligas metdlicas atualmente disponiveis, trans-
paréncia, flexibilidade e excelente condutividade. Essa combinac¢ao de atributos permite que o grafeno
seja utilizado em uma ampla variedade de areas (SOUZA; SANTOS, 2019). Apesar de ainda nao ter
uma aplicacdo pratica amplamente difundida, principalmente devido a sua descoberta relativamente
recente e aos métodos de extracdo pouco eficientes para producdo em escala comercial, o grafeno ja
mostra grande potencial em diversos campos. O alto custo de obtenc¢do por métodos sofisticados e
a dificuldade em alcangar um grau elevado de pureza, por exemplo, através da esfoliagdo mecanica,
sdo desafios a serem superados. No entanto, hd inimeras aplicacdes experimentais sendo estudadas,
com possibilidades que vao desde o setor da construcao civil até a medicina, onde o grafeno pode
auxiliar em diagndsticos mais rapidos e até mesmo em tratamentos de doengas graves, como o cancer

(SOUZA; SANTOS, 2019; FIGUEIREDO et al., 2022).
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Figura 8: Grafeno na Tecnologia de Dispositivos: O Futuro da Inovagdo

Fonte: https://www.atraccionweb.com, acesso em 29/09/2024

Figura 9: Estrutura Flexivel de Grafeno: Aplicacdes em Dispositivos Eletronicos e Materiais

Avancados

Fonte: https://agencia.ufc.br/, acesso em 29/09/2024

2.5.1 Estrutura do Grafeno e Energia do Sistema

Como citado anteriormente, o grafeno possui uma estrutura caracteristica de favo de mel, com ar-

ranjos de dtomos de carbono em uma rede cristalina. Esta organiza¢ao em favos possibilita a formagao
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da rede de Bravais, tendo como base dois dtomos, pertencentes as sub-redes A e B, ambas triangu-
lares, sendo a segunda rotacionada em 108° em relacdo a primeira. Porém, esta estrutura € descrita
apenas como base para estudos, pois nao satisfaz todos os requisitos matematicos da rede de Bravais

(Dartora et al., 2015).

Figura 10: a) Rede do grafeno no espaco real b) Rede de Bravais do grafeno

Fonte: Figuras adaptadas da Ref. Dartora; Jimenes; Zanella, 2015

Na figura a esquerda os pontos circulados correspondem a base formada pelos d&tomos de carbono
das sub-redes A e B, e na figura a direita € correspondente a rede de Bravais formada a partir das sub-
redes que geram ‘“estruturas’triangulares independentes, pois a estrutura cristalina ndo forma uma
rede de bravais por nao possuir os critérios necessarios.

De acordo com Dartora et al. (2015), “a base constitui-se de um atomo da sub-rede A e um atomo
da sub-rede B, formando um haltere, cuja distancia entre os dtomos de carbono vale a = 1.42 A A

rede bidimensional do grafeno é constituida necessariamente de dois vetores primitivos a; € as:

a; = \/gai,

1 3 (69)
Ay = \/ga éi’ + \/7_@ 5

em que Z e ¢ sdo vetores que indicam a dire¢@o no plano x e y.
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O carbono no seu estado fundamental possui uma estrutura eletronica descrita por 1522s%2p?,
tendo como nimero quantico principal n = 2 correspondendo a camada de valéncia, possuindo
quatro fung¢des de onda duplamente degeneradas sp, p,, p, € p. devido ao spin eletronico, resultando
em um espago para 8 elétrons na camada de valéncia, sendo metade ja preenchida. Por esse motivo, o
carbono s6 pode fazer quatro ligacdes com outros elementos ou com ele mesmo, no caso da estrutura
do grafeno que € totalmente composta de carbono (Dartora et al., 2015).

As principais hibridizagdes do carbono sdo sp® e sp?, sendo a segunda correspondente 2 estrutura
cristalina do diamante, enquanto o grafite e o grafeno possuem estruturas que podem ser entendidas

utilizando a hibridagfo sp®. Esta, unida aos orbitais do tipo p, pode gerar orbitais hibridos dados por:

Y1) = —= (Is) + lpx) +py))

H«||H
[@6]

¥2) = —= (Is) + |p=) = 2[py)) (70)

-5

a) = 75 (1) = Ipa)
o orbital p, ndo se mistura aos demais, restando os orbitais x e y, que ficam perpendiculares a ele,

formando fung¢des orbitais ortogonais entre si no espaco de Hilbert e com angulo de 120° no espago

real.

Figura 11: Orbitais tipo p e sp?

orbital p

orbital sp2 sl orbital sp?

y

orbital sp?

Fonte: Wenzhong, 2012

Com a combinacao de orbitais do tipo s com dois p, origina-se trés orbitais sp2 e um orbital p, o
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que cria a forma hibridizada sp2 do carbono, como mostrado na figura acima.

Seguindo essa organizacdo, os atomos de carbono sdo capazes de formar ligagdes do tipo o no
plano z, y, ligacdes altamente resistentes e direcionais. Estas ligacdes formam-se nos orbitais sp? ao
se ligarem com outros dtomos de carbono. Nesse processo, trés dos quatro elétrons da camada de
valéncia ficam localizados nos orbitais do tipo sp?, os quais se conectam aos respectivos orbitais dos
seus vizinhos mais préximos, criando ligacdes do tipo 0. Enquanto o quarto elétron se posiciona no
orbital p, perpendicular aos demais orbitais, este, quando ligado a outro orbital p,, é capaz de gerar
uma ligacdo do tipo 7, resultante da unido linear dos orbitais p, entre dois d&tomos de carbono.

Na estrutura caracteristica do grafeno de favo de mel, contendo uma grande quantidade de atomos
de carbono, ocorre a ligacao dos orbitais p, entre si, formando uma nuvem eletronica, chamada de
bandas de energia 7 e 7, sendo elas de maior e menor energia, respectivamente. Se analisarmos as
ligagcdes no sistema, podemos facilmente imaginar que o transporte ao longo da estrutura fica a cargo
das ligacdes do tipo 7 e 7*, sendo as ligagdes o as que menos irdo influenciar no transporte ao longo
da rede cristalina do grafeno.

A rede cristalina ja sendo conhecida no espaco real pode-se determinar os vetores relativos entre
primeiros vizinhos e também a rede reciproca. Os vetores relativos dq,d2 e d3 ao conectar os 3

primeiros vizinhos de um carbono da sub-rede A, sdo dados por:

01 = ay,
5y = % (\/§:c - y) , 71)
5323(—\@33—@).
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Figura 12: Vetores ¢; 2 3 dos primeiros vizinhos da sub-rede A

e
/ \A B

Fonte: Figura adaptada da referéncia Castro Neto; Guiné; Peres, 2009

A figura acima represennta a estrutura reticulada do grafeno, composto por duas redes triangulares
A e B interpenetrantes (representadas em cores azul e amarelo) onde di , i = 1, 2, 3 sdo os vetores
vizinhos mais proximos.

Em relacdo a sub-rede B, os vetores relativos ligados aos trés primeiros vizinhos da sub-rede A,
sdo —d1, —dy € —03, ja que a sub-rede B é rotacionada 180° em relacdo a sub-rede A, o contrario
também € valido. Apds obtermos os vetores primitivos by e b, da rede reciproca, € possivel deter-
mina-la:

as X 2 a7 (V3
b=21—"—7—=—| 27—
(ag xag)-z2 3a\ 2

(72)

ZAIXEll 47

by =22 _ Ty
2 W(alxag)m% 3ay

Construindo a rede reciproca utilizando os vetores acima e tendo um ponto de origem, e realizando

translacdes do ponto determinado na forma Kj; = hb; + kb, sendo & e k nimeros inteiros.
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Figura 13: Os pontos da rede reciproca I', M, K e os vetores by e by

K,

Fonte: Antoniazzi, 2016

Os pontos I', M, K e K’ sdo pontos de alta de simetria. As propriedades elétricas incomuns
do grafeno sdo observadas para elétrons com vetor de onda préximo aos pontos K e K’, estes sdo
conhecidos como pontos de Dirac. 51 e 52 sdao vetores da rede reciproca,determinados na equagdo
(72).

Segundo Dartora et al. (2015), utilizando retas entre um ponto de referéncia da rede com os
demais pontos, e em seguida tracando retas também entre os pontos médios de forma perpendicular

as primeiras, obtém-se a primeira zona de Brillouin do grafeno, sendo o resultado a menor entidade

geométrica fechada. Apds a construgdo, percebe-se a existéncia de pontos inequivalentes K = 3%a£
e K/ = —K, esses pontos ndo podem ser ligados pelos vetores da rede reciproca, conforme a imagem

a seguir.
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Figura 14: As coordenadas dos pontos da rede reciproca

( 4 5
3'-..&4.1’

Fonte: Dartora; Jimenez; Zanella, 2015

Primeira zona de Brilluoin na rede reciproca,com as coordenadas necessdrias na sua construcao,
nas extremidades esquerda e direita do hexdgono observa-se dois pontos K’ e K que sdo inequivalentes
e que nao podem ser ligados por nenhum dos vetores da rede reciproca, sao os pontos de Dirac.

Por meio do modelo tight-binding, obtemos duas solucdes para a energia do sistema:

Ey(k) = x[f(k)| = £, |1+ 4cos (ﬁzlcxa) cos (%) + 4 cos? (%) (73)

sendo cada uma das fungdes responsaveis por determinar uma banda de energia no grafeno, onde
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E. (k) é a banda de maior energia e F_(k) a de menor energia. De acordo com Dartora et al.
(2015), “em relag@o a linha de energia £ = 0, o potencial quimico u(7 = 0) = Er do grafeno
em temperatura nula (7" = 0) passa exatamente por zero, ou seja, o nivel de Fermi no grafeno é

exatamente zero”. Demonstrado nas imagens a seguir:

Figura 15: Energia de banda do grafeno

a)

Fonte: Machado, 2017

Essa figura em cinza retrata as bandas de energia do grafeno na sua primeira Zona de Brillouin ou
cones de Dirac obtidas a partir das fungdes 3.73 apresentadas anteriormente, em func¢do de K=(Kx X

Ky), no destaque em vermelho encontra-se o plano onde passa o nivel de fermi com E=0.
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Figura 16: Contorno de energia da banda superior do grafeno na primeira zona de Brillouin

Fonte: Dartora; Jimenez; Zanella, 2015

Contorno da banda de energia, as manchas esverdeadas sao onde os “cones’se encontram, 0s

pontos da sub-rede A e sub-rede B.

Devido a existéncia de dois pontos inequivalentes, K = 33/%0,:?; e K' = —K, pode-se expandir a

funcdo f(k) em séries de Taylor em torno desses pontos, para criar uma teoria efetiva dos férmions

de Dirac.

2.5.2 A equacao de Dirac em um espaco-tempo de (1+2) dimensoes

Equacgao de Dirac em duas dimensdes espaciais e uma temporal

ih%—\f = (cd-p+mc®B) ¥ (74)

em que V(7 ¢) é a funcdo de onda da particula em um ponto 7 do espago e no tempo ¢, & é o vetor

matriz de Pauli que descrevem as projecdes do spin e /3 é a matriz que atua como operador de inversao
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temporal.

A equacdo de Dirac 2D descreve a propagacdo da fun¢do de onda de particulas relativisticas com
spin-1/2 em duas dimensdes do espaco e ¢ fundamental para a descricdo de elétrons em sistemas
bidimensionais, como em materiais semicondutores, topoldgicos, grafenos dentre outros.

As fungdes f(k) anulam-se nos pontos K = 33/7;5£ e K’ = —K, além dos outros quatro vértices

da primeira zona de Brillouin, que € um hexagono. Como demonstrado no tépico anterior, percebe-se
a formacdo de cones duplos proximos a esses pontos, sendo um para cima e outro para baixo. No

entanto, apenas 1/3 desses cones estd localizado na zona de Brillouin. Observa-se que 6 x % =2

cones duplos sdo inequivalentes, e a forma completa pode ser construida por meio de translagdes dos

vértices com vetores da rede reciproca.

Expandindo a fun¢do f(k) em torno do ponto K = 33‘/%:% em séries de Taylor, temos:

3at

7[% — iqy]

fl)=fk—K)=q-Vif(k)|,_, =
onde o vetor ¢(q,, q,) = k — K corresponde a um deslocamento no vetor de onda k£ em torno do
ponto K e V€ o operador gradiente em relagdo as variaveis k.

A constante % pode ser expressa por hvp, onde vy € a velocidade de Fermi. Isso vale para este
caso porque o nivel de Fermi passa pelo ponto /K. No caso do grafeno, a velocidade de Fermi tem
a mesma funcdo da velocidade da luz no vacuo. Se utilizarmos os valores de algumas constantes do
grafeno (t = 2,8eV, a = 1,42 /i, e para a constante de Planck 7 = 6,59 X 10716 eV.s), podemos
determinar a velocidade de Fermi vy = 9 x 10° ~ 10% m/s.

Podemos escrever o hamiltoniano expandido em torno do ponto K na forma:

Gz — iQy

ﬁ = th Z w(];o‘ wqcr
qo

Gz + Gy 0

onde v, = (}

de um elétron ocupar um atomo na sub-rede A ou B com spin verdadeiro ¢ e o momento g em relagio

Zz) ¢ um pseudo-spinor de Nambu, em que a,,(b,q) € a amplitude de probabilidade

ao vetor K. Sendo assim, o vetor total é dado por k = K + q.
Considerando as matrizes de Pauli para um pseudo-spin, afim de demonstrar que o hamiltoniano

acima € correspondente a um férmion de Dirac sem massa, temos:
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0 1
Te = )

1 0

0 —2
Ty = ,

1 0

1 0
T, =

0 —1

possibilitando escrever o hamiltoniano na forma:

H= thZ¢qUT Q)

2.5.3 Conjugacao de Carga

Na presenca de um campo eletromagnético, o acoplamento minimo requer a transformacgao
675 — (9t + iGAM (75)

a eq. de Dirac fica

(10 —eA—m)p =0 (76)

procuramos uma solugdo wc(conjugado de ) tq mudando o sinal da carga e — —e , obtemos a eq.
(id + e A —m)© =0 (77)
conectamos 1 e 1) pela operacio de conjugacio de carga
p=Cy° (78)
em que Céo op. conjugacgdo de carga. Verificado por
Ch=C"=C"'1=-C (79)
e a relacdo de unitariedade modificada

CyC™h =, (80)



ainda podemos verificar que na representacao de Dirac, o op. de conjugacdo de carga tem a expressao

0 10
C=ir*y" = i @81)
—iUQ 0

assim a eq. para 1) dar uma solucdo na forma de um espinor

(82)

as notagdes e e h significando elétron e hole (buraco) e as setas indicando a orientagcdo do spin das

particulas.

2.5.4 Massa Nula

No caso onde a massa m dos elétrons € nula, € pratico escrver na base quiral. A mudancga de base

envolve uma modificagdo da expressdo das matrizes de Dirac, e assim, temos nesta base
0 __ i J 83
/YC - ,yC - ( )

A passagem de uma base para outra € realizada através da relagio de mudanga de base 7', = Uy ,U ™!,

em que a matriz de mudanca de base U é dada por

1 1
U= (84)
-1 1
nesta base a equacgdo de Dirac torna-se
0 ~19,+5-V
. 71 =0 (85)
—%&t —0-V 0 X
Assim, obtemos as duas equagdes diferenciais desacopladas
1 -
(——&—i—a-V) o= 0 (86)
c
1 =
(_-at 1. v) - 87)
c



Em que os vetores ¢ e x sdo chamados de espinores de Weyl.

A base na qual trabalhamos aqui chama-se quiral, pois ao aplicarmos a matriz

.10
Ve = (83)
0 -1
. ® . - .
a0s espInores s , obtemos reciprocamente o vetor inicial e seu oposto. Esses dois vetores

0 X
representam as solugdes das equagdes diferenciais desacopladas. Assim, temos uma simples mudanca

de sinal para a segunda solu¢do. Entretanto, quando a massa é diferente de zero, a aplicacdo dessa
matriz em espinores com componentes relacionados por equacgdes diferenciais acopladas resultaria
na mistura de estados puros. Dessa forma, a presenca da massa causa uma mistura de autoestados,
exibindo um comportamento oscilatdrio entre os diferentes autoestados.Esse fendmeno de oscilagio
dos autoestados € o que possibilita a atribui¢do de massa aos neutrinos por exemplo, que oscilam
entre os tré€s sabores: eletronico, mudnico e taudnico. Portanto, a presenca da massa nos neutrinos
estd relacionada a esse fendmeno de oscilagdo, permitindo que os neutrinos tenham massa mesmo

que inicialmente sejam considerados de massa nula.

2.5.5 Efeito Zitterbewegung
Iniciamos com o Hamiltoniano de Dirac para uma particula livre em duas dimensoes:
Hp = cazp, + coyp, (89)
A relacdo de comutacdo entre o0 momento angular orbital I, e Hp é calculada como:
., Hp] = ih(a& x p). (90)

Isso implica que 0 momento angular orbital ndo € conservado.
No entanto, o momento angular total, J = [ + s, onde § = %hZ, ¢é conservado.

Para encontrar a trajetoria de uma particula de Dirac, resolvemos a equagao:

dr -
— = cd 1)
A aceleracgdo € dada por:
déﬁx QHDCYCC 26]51,
= 2
a T an in &2
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Integrando, obtemos a trajetdria:
. 1 . .
# = o + ¢, Hip't — Sihd ! (caz(t) - c2pr51> (93)

Este resultado mostra que um termo oscilatério € sobreposto a trajetoria retilinea da particula,

correspondendo ao efeito Zitterbewegung.
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3 Metodologia

Na elaboragdo deste trabalho utilizou-se/baseou-se da/na pesquisa bibliografica como metodolo-
gia, sendo o mesmo de cunho tedrico, sem uma parte pratica, experimental propriamente dita. A
pesquisa cientifica € iniciada com a pesquisa bibliografica, que consiste na busca de obras relaciona-
das ao tema do trabalho a ser realizado, que estdo publicadas e reconhecidas no meio cientifico, esse
meio de pesquisa torna-se relevante para saber se o assunto a ser estudado ja possui trabalhos sobre e
se ainda faz-se necessdrio em termos de contribui¢do para o meio cientifico e social a construcao de
outro trabalho envolvendo o tema desejado (DE SOUSA,2021).

Entretanto, hd aquelas pesquisas cientificas em que sdo escritas somente com intuito de revisar um
determinado assunto, porém de uma outra perspectiva das j4 existentes, em que por meio da procura
por referéncias tedricas existentes o pesquisador consegue adquirir o conhecimento necessario para
que se torne possivel elaborar uma resposta para o problema proposto inicialmente no trabalho ( FON-
SECA,2002,p.32). No presente trabalho utilizou-se de fontes provenientes de sites de universidades
nacionais, Scielo, google académico, entre outros, que antes de serem utilizados foram observados se
eram confidveis, o que garante a diminuicdo de riscos de adicionar conteido equivocado a pesquisa.

Essa € uma etapa crucial para o trabalho a ser desenvolvido, pois, além de garantir um embasa-
mento sélido para o desenvolvimento do estudo a ser realizado, ainda garante uma confiabilidade e
seriedade nos dados que serdo obtidos ap6s a finalizagdo do trabalho cientifico, o que torna de suma
importancia a procura de informacdes por meio da revisao de trabalhos existentes, como artigos,
monografias, teses, dissertacdes entre tantos outros, que sejam confidveis e ndo se origine de fontes
duvidosas (DE SOUSA,2021).

A Busca por fontes para a realizacdo das pesquisas geralmente preocupa pesquisadores iniciantes,
pela diversidade de locais com arquivos disponiveis, principalmente no meio digital, porém temos a
disposicdes sites com um grau de confiabilidade satisfatoria, o que garante a aceitagdo do trabalho
cientifico no meio académico. Cabe ao pesquisador ser critico na anélise dos arquivos, mesmo que
seja vantajoso a utilizacdo desses documentos pela praticidade, ainda tem como ponto negativo a
analise erronea por meio do pesquisador, ocasionando um escrita com dados infundados ou que nao
agregue tanta credibilidade ao trabalho como deveriam.

Segundo ANDRADE((2010) “A pesquisa bibliografica é habilidade fundamental nos cursos de
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graduacio, uma vez que constitui o primeiro passo para todas as atividades académicas. Uma pesquisa
de laboratorio ou de campo implica, necessariamente, a pesquisa bibliogréfica preliminar”.

Para a realizacdo do trabalho iniciou-se com uma revisio bibliografica do célculo diferencial e
integral, os conteidos abordados como embasamento para os estudos principais referente neste tra-
balho monografico foram: limites e seus conceitos iniciais, as diferentes formas de teoremas para a
resolucao de problemas envolvendo limites, conceito de derivadas e boa parte dos diversos teoremas
relacionados as derivadas e integrais. Fez-se uma revisao sobre o surgimento da mecanica quantica
desde a hipétese de Planck, os modelos atdmicos de Thomson, Borh e Schrodinger. Além de estudar
a fisica da matéria condensada com o estudo inicial dos osciladores para entendimento das oscilagoes
da rede cristalina.

Revisou-se o surgimento da mecanica quantica desde a hipétese de Planck, catdstrofe do ultravio-
leta, comportamento corpuscular e ondulatéria da matéria de De Broglie. Como aplicac¢ao estudou-se
o Efeito fotoelétrico e o Efeito Compton.

Foram estudados os modelos atomicos de Thomson, Rutherford, Bohr e Schrodinger por meio
de semindrios apresentados pelos integrantes do grupo de pesquisa, além de microaulas do profes-
sor, abordando o d4tomo totalmente quantico regido pela equacao de Schrodinger, com aplicag¢des da
particula livre e oscilador harmdnico. Também foram realizados estudos das tentativas de elaborar
uma equagao relativistica para o elétron, incluindo a abordagem de Klein-Gordon e a abordagem de

Dirac.
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4 Consideracoes Finais

Ao analisar a equacdo de Dirac em baixas dimensdes, descobrimos que o grafeno oferece uma
oportunidade tinica para estudar a fisica quantica e relativistica em um sistema de matéria condensada.
Os espinores de Weyl fornecem uma descri¢cdo mais completa dessas quase-particulas, lancando luz
sobre a dualidade entre particulas e antiparticulas no grafeno.

A conjugacio de carga, outro topico abordado, explicando sua importancia na estrutura de banda
do grafeno e como ela se relaciona com as simetrias, como a reversao temporal. Essas simetrias que
tém aplicacdes praticas em eletrOnica de spin e optoeletronica.

Por ultimo, discutimos o Efeito Zitterbewegung, que, embora ainda seja uma éarea de estudo em
progresso, sugere fendmenos quanticos de oscilagao rapida que poderiam ser observados experimen-
talmente em sistemas bidimensionais. Este efeito pode ter implicacOes tanto para a compreensao
fundamental da mecanica quantica como para aplicagdes praticas em dispositivos eletronicos.

Em sintese, o grafeno ndo € apenas um material com excelentes propriedades mecanicas e elétricas,
mas também um laboratdrio bidimensional de aprendizagem para a mecénica quantica relativistica e
fisica da matéria condensada.

Ainda ha uma série de questdes nao resolvidas e nuances a serem exploradas. Pretendemos dar
continuidade a esta pesquisa, focando na resolugcao das equacgdes diferenciais da equagdo de Dirac

bidimensional tanto no aspecto tedrico como nas resolugdes via simulacdo computacional.
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