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2.1.3 Oscilador Harmônico Quântico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 Equação de Schrödinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 A equação de Klein Gordon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4 Equação de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4.1 Soluções da Equação de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4.2 Equação de Dirac em baixas dimensões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4.3 a) Em uma Dimensão (1+1)D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5 Grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5.1 Estrutura do Grafeno e Energia do Sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5.2 A equação de Dirac em um espaço-tempo de (1+2) dimensões . . . . . . . . 30

2.5.3 Conjugação de Carga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5.4 Massa Nula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5.5 Efeito Zitterbewegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3 Metodologia 36

4 Considerações Finais 38

Referências 39

1



1 Introdução

A teoria quântica de campos é uma estrutura ampla que se desenvolveu a partir da década de

1920. Basicamente, é a estrutura para sistemas de modelagem quântica que, classicamente descritos,

contêm um número muito grande ou um número infinito de graus de liberdade. É na perspectiva da

teoria de campos que teorias bem fundamentadas como a eletrodinâmica quântica, a teoria eletrofraca

e o modelo padrão são formuladas.

Estudamos o desenvolvimento e as dificuldades de interpretação da mecânica quântica relativı́stica

que obrigaram os cientistas a reformular as teorias e incluir a teoria de campos. Este trabalho será

dividido em duas partes. Primeiro, haverá a motivação por trás do surgimento da teoria de campo,

desde os primórdios com os trabalhos de Max Planck, Einstein e outros (NUSSENZVEIG, 1998).

Serão apresentadas as principais dificuldades da mecânica quântica, em particular suas extensões

relativı́sticas.

Uma teoria quântica para o elétron completa e consistente com os postulados da relatividade

especial foi introduzida em 1928 por Paul Adrien Maurice Dirac (DIRAC; FOWLER). Ele propôs

uma equação que descreve a dinâmica do elétron como uma partı́cula quântica e relativı́stica em que

introduz de forma natural o conceito de spin, escrita numa linguagem covariante, dando origem aos

espinores. A equação de Dirac livre é usada para expressar o movimento de partı́culas massivas de

spin-1/2 (GREINER, 2000).

A equação de Dirac apresenta uma linguagem matemática covariante e introduz de maneira natural

o conceito de spin. Dada a sua relevância, iremos explorar suas implicações tanto na teoria quântica

de campos como na fı́sica da matéria condensada, como co conceito de quasi-partı́culas (OLIVEIRA,

2005).

Além disso, um aspecto crucial deste trabalho é o estudo da aplicação da equação de Dirac em

baixas dimensões, particularmente no contexto da fı́sica do grafeno. O grafeno, um material bidimen-

sional composto por átomos de carbono dispostos em uma malha hexagonal, apresenta propriedades

eletrônicas que podem ser eficazmente descritas pela equação de Dirac. Este estudo proporciona um

campo rico para explorar fenômenos quânticos em sistemas de dimensões baixas (GREINER, 2000).

Assim, este trabalho se propõe a fornecer uma compreensão da mecânica quântica relativı́stica,

teoria quântica de campos e fı́sica da matéria condensada, com um enfoque especial na relevância da
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equação de Dirac para sistemas em baixas dimensões. O trabalho é organizado da seguinte forma:

Primeiramente estudamos os osciladores para ententer as oscilãções da Rede Cristalina com ênfase

particular na importância dos fônons. Essas excitações quânticas da rede são cruciais para entender

diversas propriedades do material (OLIVEIRA, 2005).

Em seguida estudamos a origem da Equação de Dirac e suas soluções tanto em 4D como em

Baixas Dimensões: Abordamos como o grafeno pode ser descrito por uma versão da equação de Dirac

que é válida em regimes de baixa dimensionalidade, revelando propriedades quânticas intrı́nsecas do

material (GREINER, 2000) .

Estudamos também os Espinores de Weyl: Nesta seção aborda-se como os espinores de Weyl são

aplicáveis ao grafeno, fornecendo uma linguagem para descrição de quase-partı́culas no espaço de

Hilbert.

Além de abordarmos a Conjugação de Carga e suas implicações para a simetria da estrutura de

bandas do grafeno, estudamos o efeito Zitterbewegung (GREINER, 2000).

Ao reunir esses tópicos sob o arcabouço da teoria quântica de campos e da fı́sica de matéria con-

densada, esta pesquisa pretende não apenas avançar no entendimento sobre materiais bidimensionais,

mas também elucidar como essas duas áreas da fı́sica podem ser mutuamente enriquecedoras.

A Justificativa neste trabalho é investigar a fı́sica de materiais bidimensionais como o grafeno a

partir de aplicações de Teoria Quântica de Campos e fı́sica da matéria condensada. Fazendo uma

revisão bibliográfica desde a mecânica quântica através da equação de Schrodinger, Klein Gordon e

Dirac.

Tendo como Objetivos:

• Geral: Investigar as aplicações de fı́sica da matéria condensada além de estudar a fenomenolo-

gia e propriedades de mateirais como o grafeno

• Especı́ficos: Utilizar o ferramental matemático da teoria quântica de campos como linguagem

para expressar os fenômenos acerca da estrutura da matéria e compreender as propriedades do

grafeno.

-Fazer uso de softwares computacionais como Mathematica, Maple para a confecção de gráficos

e algoritmos especı́ficos da pesquisa.
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2 Fundamentação Teórica

A radiação térmica de um corpo negro explicada a partir de aspectos da fı́sica clássica apresen-

tava sérios problemas. Quando um corpo é aquecido, ele começa a emitir radiação em função de sua

temperatura, que pode ser medida com um sensor, tratando-se da análise espectral. Quando compa-

ramos a teoria e o experimento, percebeu-se que a teoria só funciona com os comprimentos de onda

pequenos, por outro lado existe uma diferença com os comprimentos de onda altos (NUSSENZVEIG,

1998). Rayleight e Jeans, propõem outra teoria, mas que funciona apenas para grandes comprimen-

tos de onda e dá resultados que tendem ao infinito para pequenos comprimentos de onda, é o que se

chamou-se de “catástrofe do ultravioleta”.

Usando seus conhecimentos de termodinâmica e eletromagnetismo, Max Planck resolve este pro-

blema. Ao contrário de Rayleight e Jeans que partiram do postulado de que o espectro de emissão

é contı́nuo, Max Planck introduz a energia quantizada, e obtém resultados em conformidade com os

experimentos, nasce assim a teoria quântica:

E = hv = ℏω, (1)

em que h é uma nova constante universal, conhecida como constante de Planck.

Estudou-se os modelos atômicos, primeiramente o modelo de Thomson, embora teve o êxito da

descoberta do elétron, foi fortemente abalado pelas descobertas de Rutherford. Mas somente no

modelo de Borh, que foi demonstrado como a matéria mantém sua estrutura e permanece estável sem

que os átomos colapsassem.

Nas seções seguintes apresentamos o estudo da estrutura da rede cristalina e os osciladores harmônicos,

equação de Schrödinger, equação de Klein Gordon e Equação de Dirac.

2.1 Estudo da Rede Cristalina

É comum ouvirmos sobre cristais algumas vezes ao longo da nossa vida, na escola, Tv, no cotidi-

ano, ou qualquer situação corriqueira, de fato ao menos uma vez você ouvirá falar de cristais, mas o

que de fato são?quem os estuda? uma caracterı́stica intrı́nseca do cristal é a periodicidade e padrões
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de simetria. Em estudos relacionados a natureza é possı́vel observar esses padrões em outros lugares

no mundo e em que vivemos, além possibilitar aspectos de simetria e periodicidade em plantas, em

minerais, até mesmo em nı́veis invisı́veis a olho nu em alguns materiais, ou até mesmo num ser vivo

como zebras, além do próprio ser humano que possui um corpo simétrico. Entretanto nos minerais a

um destaque para os cristais com estruturas e leis únicas e fascinantes que regem sua existência.

A cristalografia é a área da ciência que se dedica ao estudo dos cristais, das leis que regem a sua

formação, suas propriedades intrı́nsecas de cada tipo de material cristalino, explorando suas carac-

terı́sticas fı́sico-quı́micas. A palavra cristalografia vem do grego Kristallos + gráfico = cristal mais

descrição. Os gregos determinaram a água congelada como cristal. O quartzo claro é chamado de

cristal rochoso, que se formou quando a água congelou e ficou petrificada. Essa interpretação foi

válida até a Idade Média. A definição atual é que um cristal é todo mineral com formas poliédricas

(Duarte, 2019).

Algumas substâncias como sal ou açúcar são compostas de pequenos cristais. Suas partı́culas

estão dispostas em padrões tridimensionais regulares, como cubos ou hexágonos. A maioria dos

metais se cristaliza em três estruturas cristalinas cúbicas: cúbica simples; cúbica de corpo centrado e

cúbica de face centrada (GARCIA, et al.2020).

Figura 1: Representação gráfica em sequência das estruturas cristalinas cúbica simples, cúbica de

corpo centrado e cúbica de face centrada

Figura 2: PUC 2022

Geralmente, um cristal é constituı́do de uma formação estrutural com caracterı́sticas periódicas, ou

seja, que se repetem ao longo da rede cristalina. A periodicidade se dá pelas repetições de estruturas

básicas contendo um átomo ou mais ligados entre eles (Oliveira, 2005). Isso equivale a dizer que o
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cristal é constituı́do de pequenos blocos que se repetem ao longo de toda a rede do material cristalino.

Há casos de simetrias tão perfeitas em cristais, que se torna até duvidoso se sua origem é natural

ou artificial, por possuı́rem faces bem formadas e lapidadas mesmo na natureza sem ação humana.

Quando não há essa padronização na estrutura, ela é chamada de sólido amorfo, formado a partir do

super resfriamento de um lı́quido abaixo de seu ponto de congelamento, tendo como exemplo o vidro.

Genericamente, todos os sólidos amorfos são chamados de vidro (Garcia, 2020).

Segundo Ostachuk, na rede cristalina encontram-se os chamados nós, que possuem um arranjo

próprio que depende do material observado. Cada nó da rede possui os mesmos arranjos de nós vizi-

nhos, essa propriedade resulta na periodicidade e caracterı́sticas macroscópicas da estrutura cristalina.

Além de tornar possı́vel a separação da rede em unidades menores, como blocos que se repetem e,

agrupados de forma tridimensional, geram o cristal como um todo. Denomina-se essas partes menores

com propriedades periódicas de células unitárias.

Os minerais com sua estrutura cristalina podem se desenvolver a partir de sete sistemas cristalinos

distintos, que originam-se a partir da célula unitária com caracterı́sticas geométricas bem definidas

que regem toda a formação da estrutura do material. Cada um dos sistemas contém diferentes formas

(células unitárias), e cada cristal se desenvolve a partir de um dos sistemas possı́veis, uma propriedade

que é essencial do material (Garcia, 2020. Nota-se a impossibilidade da existência da formação

de uma rede cristalina e consequentemente de um cristal como um todo a partir de dois sistemas

simultaneamente.

Deste modo, pela infinidade de tipos de cristais conhecidos, conseguirı́amos imaginar que o

número de sistemas poderia ser gigantesco. Porém, como percebeu-se, possivelmente há a existência

de somente sete sistemas, que devem obedecer a critérios para serem considerados como tais, como

o fato de ser necessário a capacidade de se unirem em um arranjo tridimensional de células unitárias

capazes de preencher todo o espaço. Porém, existem arranjos de nós nos mesmos sistemas, que sa-

tisfazem a regra de que cada nó possua o mesmo número e disposições de seus nós vizinhos, o que

causaria a existência de algumas formas de redes. No entanto, apenas em 1848 foi demonstrada a

existência dessas redes por Augusto Bravais, sendo elas 14 possı́veis, que ficaram conhecidas como

redes de Bravais (Ostachuk, 2016).

Em uma linguagem sistemática, a rede de Bravais consiste em um arranjo infinito de pontos dis-

postos de forma regular no espaço, sendo possı́vel a localização de qualquer um dos pontos perten-
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centes à rede por meio do vetor:

R⃗ = n1a⃗1 + n2a⃗2 + n3a⃗3 (2)

em que n1, n2 e n3 são números inteiros e a⃗1, a⃗2 e a⃗3 são vetores, chamados de primitivos, que se

estendem por toda a rede a partir de um ponto comum (célula básica da rede). A rede de Bravais

consiste em um conceito matemático, por ser composta de dimensões infinitas e pontos equivalentes

entre eles (Oliveira, 2005).

Além do conceito de rede de Bravais, outro conceito relacionado é o de rede recı́proca quando

tratamos do estudo dos elétrons na rede cristalina. Segundo Oliveira (Oliveira, 2005), a rede recı́proca

associada a uma dada rede cristalina é aquela formada por vetores de ondaK que satisfazem a seguinte

condição:

eiK⃗·R⃗ = 1 (3)

para todo vetor R⃗ da rede direta. Esta definição caracteriza a propriedade de periodicidade da rede de

Bravais.

Assim como é possı́vel a divisão da rede cristalina em células unitárias, a rede recı́proca é dividida

em zonas de Brillouin. A primeira zona de Brillouin é formada a partir de um ponto da rede recı́proca.

Em seguida, é necessário fazer a ligação com seus vizinhos mais próximos. Logo após, traçamos

planos perpendiculares a essas retas formadas, tendo como preocupação a localização de onde elas

devem ser traçadas, sendo o local adequado os pontos médios das retas. Após a ligação de todas as

retas perpendiculares, restará no centro somente um ponto da rede recı́proca. As demais zonas são

construı́das de forma análoga. Porém, dependendo de qual zona de Brillouin será construı́da, deve-se

escolher o vizinho na zona desejada. Se for, por exemplo, a segunda zona, os pontos escolhidos serão

os vizinhos mais próximos da primeira zona; os da terceira devem ser os vizinhos mais próximos da

segunda zona, e assim sucessivamente (Oliveira, 2005).

2.1.1 Oscilador Harmônico Simples

Em uma rede cristalina, os átomos oscilam em torno de suas posições de equilı́brio, podendo ser

modelados como sistemas oscilatórios. Nas próximas seções, exploraremos o comportamento dos

osciladores.
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A força restauradora do sistema massa-mola é dada pela lei de Hooke,

ma⃗ = F⃗r = m¨⃗x = −kx⃗, (4)

m¨⃗x = −kx⃗, (5)

pelo fato da força restauradora ser conservativa, temos uma energia potencial associada

V (x) =
1

2
kx2, (6)

pela segunda lei de Newton, a equação de movimento será,

¨⃗x+ ω2
0x⃗ = 0, (7)

em que os dois pontos indicam a derivada segunda em relação ao tempo e ω0 =
√
k/m é a frequência

natural de vibração. Resolvendo essa equação diferencial, obtemos funções tipo exponencial ou

funções periódicas tipo seno ou cosseno

x(t) = A sin(ωt+ φ0), (8)

em que A é a amplitude e φ0 é a constante de fase.

Figura 3: Gráfico do oscilador harmônico simples

Fonte: Autoria Própria feito no programa Mathematica

8



2.1.2 Oscilador Harmônico Amortecido

Tornando a força de atrito do ar do sistema massa mola proporcional à velocidade:

F⃗ = −b
·
x⃗ (9)

De modo que a equação diferencial, obtida da segunda lei de Newton é:

¨⃗x+ 2γ ˙⃗x+ ω2
0x⃗ = 0 (10)

sendo a solução geral dependente da relação entre γ e ω0, teremos três casos:

Quando γ < ω0, a solução é:

x⃗(t) = Ae−γt sin(ω1t+ φ0) (11)

em que ω1 =
√
γ2 − ω2

0.

quando γ = ω0, temos:

x(t) = (A+Bt)e−γt (12)

por fim, caso γ > ω0. A solução geral é

x(t) = Ae−γt sinh(ω1t+ φ0) (13)

sendo ω1 =
√
γ2 − ω2

0.

Figura 4: Gráfico do deslocamento do oscilador harmônico amortecido

Fonte: Autoria Própria feito no programa Mathematica
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2.1.3 Oscilador Harmônico Quântico

O oscilador harmônico quântico corresponde ao tratamento do oscilador clássico usando as fer-

ramentas teóricas da mecânica quântica, solucionando a equação de Schrodinger, que possui solução

analı́tica.

H = T + V =
p2

2m
+

1

2
kx2 → ω2m = k (14)

operadores

Na mecânica quântica, o hamiltoniano de um oscilador harmônico unidimensional é escrito na

forma:

Ĥ =
p̂2x
2m

+
1

2
mω2x̂2, (15)

no qual o acento circunflexo indica que estamos lidando com operadores , são os operadores de

posição e momento, dados por:

x̂ = xı̂; (16)

e

p̂x ≡ i

ℏ
d

dx
. (17)

O operador hamiltoniano pode ser escrito de modo mais simplificado, utilizando operadores reduzidos

X e P:

X̂ =

√
mω

ℏ
x̂ e P̂ =

p̂2x√
mℏω

, (18)

X̂ e P̂ satisfazem a seguinte equação notável:[
X̂, P̂

]
= X̂P̂ − P̂ X̂ = i1̂, (19)[

X̂, P̂
]

sendo o comutador de X e P.

O operador Ĥ pode ser expresso em termos de X̂ e P̂ :

Ĥ =
ℏω
2
(X̂2 + P̂ ). (20)

Vamos procurar os autovalores e os autovetores de H:

Ĥ |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ (21)
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Para isso é necessário utilizar três novos operadores: o operador â, seu conjugado hermitiano

(indicado com uma cruz sobrescrita) e o operador número N̂ :

â =
1√
2
(X̂ + iP̂ ), â† =

1√
2
(X̂ − iP̂ ) e N̂ = â†â (22)

O comutador de â e de â†é o operador identidade:[
â, â†

]
= ââ† − â†â = 1̂ (23)

desse modo constata-se que:

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2
1̂

)
(24)

Assim podemos escrever:

Ĥ = ℏω
(
N̂ +

1

2
1̂

)
(25)

Levando à quantização da energia do oscilador harmônico e observamos que autovetores do ope-

rador Ĥ também são os autovetores do operador N̂ .

Já as autofunções de Ĥ são obtidas da equação abaixo:

h2

2m

d2

dx2
+

(
E − mω2

2
x2
)
ψ(x) = 0 (26)

Tem como soluções os polinômios de Hermite.

Figura 5: Gráfico do oscilador harmônico quântico

Fonte: Ling; Sanny; Moebs, 2016
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2.2 Equação de Schrödinger

Erwin Schrödinger estava à procura de uma equação de onda para o elétron,

H |ψ⟩ = iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ (27)

ou na base das posições

Hψ(x) = iℏ
∂

∂t
ψ(x) (28)

Para uma partı́cula livre de spin nulo e massa m podemos escrever o Hamiltoniano clássico,

H =
p2

2m
(29)

Promovemos os observáveis, que neste caso é apenas o momento p⃗ e energia H , para operadores

Ĥ =
p̂2

2m
(30)

O operador momento p̂ na base de posição

p̂ = −iℏ∇ (31)

Assim, a equação de Schrödinger para uma partı́cula livre

iℏ
∂

∂t
ψ(x) = − ℏ2

2m
∇2ψ(x) (32)

A derivada temporal acima é de primeira ordem, mas a derivada espacial é de segunda ordem. Por

esta razão, não é invariante de Lorentz, o que implica que não satisfaz a teoria da RR. Poderı́amos

tentar incorporar a invariância de Lorentz escrevendo o Hamiltoniano como

Ĥ =
√
p̂2c2 +m2c4 (33)

que advem da relação de energia da RR. Assim, a equação de Schrödinger torna-se-ia

√
−ℏ2∇2c2 +m2c4ψ(x) = iℏ

∂ψ(x)

∂t
(34)

12



2.3 A equação de Klein Gordon

A equação de Klein-Gordon-Fock, é uma versão relativı́stica da equação de Schrödinger que

descreve partı́culas massivas de spin zero.

E se operarmos ambos os lados com operador hamiltoniano mais uma vez?(
−ℏ2∇2c2 +m2c4

)
ψ(x) = −ℏ2

∂2ψ(x)

∂t2
(35)

rearranjando os termos

ℏ2
(

1

c2
∂2ψ(x)

∂t2
−∇2 +

(mc
ℏ

)2)
ψ(x) = 0 (36)

□ ≡ ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2ψ(x)

∂t2
−∇2 (37)

ℏ2
(
□+

(mc
ℏ

)2)
ψ(x) = 0 (38)

Eq. de Klein-Gordon.

Em geral, trabalhamos nas unidades naturais ℏ = c = 1. Neste sistema de unidades, a eq. torna-se,(
□+m2

)
ψ(x) = 0 (39)

As transformações de Lorentz para as coordenadas,

xµ′ = Λµ
νx

ν ou xµ =
(
Λ−1

)µ
ν
xν′ (40)

[(
Λ−1

)µ
α
∂′α
(
Λ−1

) β

µ
∂′β +m2

]
ψ
(
Λ−1x′

)
= 0 (41)[

δβα∂
′α∂′β +m2

]
ψ
(
Λ−1x′

)
= 0 (42)[

∂′β∂′β +m2
]
ψ′ (x′) = 0, (43)

verdade, se a função de onda for invariante por TL (escalar de Lorentz):

ψ (x) = ψ
(
Λ−1x′

)
= ψ′ (x′) (44)

2.4 Equação de Dirac

Em 1928, Paul Dirac publicou a equação de onda que descreve o movimento relativı́stico de

férmions na forma covariante, na tentativa de resolver as dificuldades que tinham na equação de Klein-

Gordon. Com este trabalho, Dirac conseguiu restaurar a positividade da densidade de probabilidade.
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No entanto, ele enfrentou discussões sobre as soluções de energia negativa, o que o levou a levantar a

hipótese da existência de um mar de partı́culas que preenche todos os estados com energia negativa.

Esses estados foram posteriormente interpretados como descrevendo antipartı́culas (Dirac, 1928).

Em 1932, nos laboratórios do Instituto de Tecnologia da Califórnia, Carl D. Anderson, colabo-

rador de Robert Millikan, reconheceu e confirmou a existência do antielétron (pósitron), o que lhe

valeu o Prêmio Nobel. A descoberta recebeu imediatamente a aprovação da comunidade cientı́fica. A

equipe europeia de Blackett e Occhialini, no Laboratório Cavendish de Cambridge, obteve os mesmos

resultados, mas manteve uma postura mais cautelosa (Anderson, 1932).

(
∂2

∂t2
−∇2 +m2

)
ψ(x, t) = 0 (45)

Fazendo c = ℏ = 1, as energias correspondentes à equação seguem da relação relativı́stica:

E2 = p2 +m2. (46)

Insatisfeito com as limitações das descrições quânticas relativı́sticas existentes para o elétron, Dirac

buscava encontrar uma equação de onda que fosse de primeira ordem em relação às derivadas de

espaço e tempo. Seu objetivo era criar uma formulação que fosse consistente tanto com a mecânica

quântica quanto com a teoria da relatividade especial, além de incorporar as propriedades de spin do

elétron. A equação deveria ter a seguinte forma:

HDψ = i
∂

∂t
ψ (47)

Obedecendo à expressão relativı́stica para a energia, ele propôs uma equação do tipo:

(E − α · p− βm)ψ = 0 (48)

em que α⃗ = (α1, α2, α3) e β são operadores que atuam em ψ.

Exigir que a equação acima obedeça à relação de energia leva a:

(
E2 − p2 −m2

)
ψ = 0 (49)

Multiplicando a equação (48) pela esquerda por (E − α · p− βm), temos:
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(
E2 − β2m2 − (α · p)(α · p)

)
ψ = 0 (50)(

E2 − β2m2 − (αkα
kpkp

k)
)
ψ = 0 (51)

Usando as propriedades α2
k = β2 = I, e notando que β2m2 = m2 e (αk)

2 (pk)
2 = p2k = p2a

equação acima se simplifica para:

(
E2 −m2 − p2

)
ψ = 0 (52)

Esta é uma confirmação de que a equação de Dirac é compatı́vel com a relação de energia em uma

teoria relativı́stica.

Os operadores α e β devem satisfazer as condições:

α2
k = I, αkαl + αlαk = 0; (53)

β2 = I, βαk + αkβ = 0 (54)

Finalmente, chegamos à equação de Dirac:

(E − α · p− βm)ψ = 0 (55)

A equação de Dirac na forma (E − α · p − βm)ψ = 0 pode ser convertida para a sua forma

covariante utilizando as matrizes γµ em quatro dimensões. A conexão entre as matrizes α e β e as

matrizes γµ é geralmente estabelecida como:

γ0 = β, γi = βαi para i = 1, 2, 3 (56)

Comecemos por reescrever a equação original em termos de γµ:

Eψ − α · pψ − βmψ = 0 (57)

Substituindo E por i∂t e p por −i∇, podemos reescrever a equação como:

i∂tψ + iα · ∇ψ − βmψ = 0 (58)
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Agora, combinamos as derivadas temporais e espaciais em um único vetor quadrimomento pµ =

(E,−p) e um único vetor de derivadas ∂µ = (∂t,−∇). A equação então toma a forma:

iγ0∂tψ + iγi∂iψ −mψ = 0 (59)

Ou, em notação indicial com a soma sobre µ:

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (60)

Esta é a forma covariante da equação de Dirac. Ela é invariante sob transformações de Lorentz, e

dessa forma é compatı́vel com os princı́pios da teoria da relatividade especial.

2.4.1 Soluções da Equação de Dirac

Se buscarmos soluções tipo ondas planas da forma

ψ+(x) = e−ikxu(k) para energias positivas,

ψ−(x) = eikxv(k) para energias negativas,

onde u e v são bi-espinores. Obtemos para as quantidades espinoriais u(k) e v(k) as seguintes

equações lineares

(k/−m)u(k) = 0,

(k/+m)v(k) = 0.

Admitiremos que as soluções dessas equações são dadas por

uα(k) =
/k+m√

2m (m+ E)
uα(m, 0),

vα(k) = − /k−m√
2m (m+ E)

vα(m, 0),
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em que E = k0 =
√
p2 +m2 e as soluções para k = 0 na forma canônica são

u(1)(m, 0) =


1

0

0

0

 , u(2)(m, 0) =


0

1

0

0

 ,

v(1)(m, 0) =


0

0

1

0

 , v(2)(m, 0) =


0

0

0

1


Os espinores canônicos satisfazem as seguintes normalizações

ūα(k)uβ(k) = δαβ, ūα(k)vβ(k) = 0,

v̄α(k)vβ(k) = −δαβ, v̄α(k)uβ(k) = 0.

Estes vetores base também são estados próprios do operador de spin definido por Σ3 =
1
2
σ3 ⊗ σ3.

2.4.2 Equação de Dirac em baixas dimensões

2.4.3 a) Em uma Dimensão (1+1)D

A equação mais simples de Dirac é escrita em uma dimensão espacial e uma temporal e é expressa

por

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
= −ℏc

∂ψ(x, t)

∂x
+mc2βψ(x, t), (61)

em que a solução geral pode ser escrita em ondas planas

ψ(x, t) = Au+e
i(kx−ωt) +Bu−e

i(kx+ωt). (62)

Substituindo na equação de Dirac e calculando termo a termo

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
= −iℏωAu+ei(kx−ωt) − iℏωBu−ei(kx+ωt) (63)

−ℏc
∂ψ(x, t)

∂x
= iℏckAu+ei(kx−ωt) − iℏckBu−ei(kx+ωt) (64)

mc2βψ(x, t) = mc2
(
Au+e

i(kx−ωt) −Bu−e
i(kx+ωt)

)
. (65)
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A equação para as constantes A e B na forma matricial se torna−ω −mc2 ck − ω

ck − ω −ω −mc2

A
B

 =

0

0

 (66)

cujo determinante da matriz será

det

−ω −mc2 ck − ω

ck − ω −ω −mc2

 = (−ω −mc2)2 − (ck − ω)2 = 0 (67)

ω2 = c2k2 +m2c4 (68)

que é a relação de dispersão envolvendo energia da partı́cula com seu momento e sua massa.

2.5 Grafeno

O grafeno, segundo Nunes Filho et al. (2021), é uma forma alotrópica do carbono com uma es-

trutura totalmente bidimensional, composta por uma malha de hexágonos regulares de átomos de car-

bono com orbitais do tipo sp2. Este material, derivado do carbono, também é a base para a formação

de outros materiais amplamente utilizados na indústria mundial, como o grafite e o diamante, con-

forme destacado por Vieira e Vilar (2017).

O grafeno é essencialmente uma folha plana de átomos de carbono, formando uma camada

monoatômica. Sua estrutura peculiar confere-lhe propriedades notáveis, como elevada mobilidade

eletrônica, resistência superior a ligas metálicas como o aço e excelente condutividade térmica, entre

outras. Essas caracterı́sticas explicam o crescente interesse por esse material nas pesquisas atuais.
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Figura 6: Visualização Estrutural do Grafeno: Uma Rede de Átomos de Carbono Dispostos em

Hexágonos Perfeitos

Fonte: https://siteantigo.faperj.br/, acesso em 29/09/2024

O termo “grafeno”já era utilizado em estudos teóricos antes de sua descoberta prática, geralmente

para explicar as propriedades alotrópicas do carbono e suas diversas formas. Acreditava-se que o

grafeno possuı́a uma estrutura instável, o que impossibilitava sua obtenção prática (Vieira e Vilar,

2017).

Segundo Alencar e Santana (2016): O termo grafeno originou-se em 1987, entretanto sua

definição oficial surgiu em 1994, embora a extração desse material não tenha sido realizada. Em

2004, dois professores e pesquisadores da Universidade de Manchester conseguiram extrair o grafeno

a partir do grafite através da esfoliação mecânica, uma das técnicas utilizadas para a extração desse

material.

Vieira e Vilar (2017) afirmam que o termo “grafeno”foi adotado em 1962, combinando o termo

“grafite”, uma forma alotrópica do carbono, com o sufixo “-eno”, devido à presença de ligações duplas

em sua estrutura molecular. Isso demonstra que o termo era utilizado muito antes de sua descoberta

prática em 2004 e antes da data mencionada por Alencar e Santana (2016).

Devido à hibridização sp2 em sua estrutura, o grafeno pode se organizar em duas dimensões,

formando uma rede de hexágonos de carbono, comumente chamada de “estrutura favo de mel”. Essa

versatilidade estrutural faz do grafeno a base para diversas formas alotrópicas do carbono (Sá, 2011).
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Segundo Alencar e Santana (2016), há três principais estruturas na famı́lia dos alótropos do car-

bono baseadas no grafeno: o fulereno, com formato esférico; os nanotubos, com formato cilı́ndrico;

e o grafite, formado por um empilhamento de camadas bidimensionais de grafeno.

Figura 7: Estrutura do grafeno e formas alotrópicas

Fonte: Ars Physica, 2011.

As imagens gráficas acima representam as estruturas formadas a partir da malha hexagonal do

grafeno, em sequência na parte inferior temos os fulerenos e nanotubos que mesmo possuindo um

formato esférico ou cilindrito ainda mantém a caracterı́sticas 2D por haver somente uma camada com

periodicidade em suas estruturas e o grafite.

O grafeno é o primeiro material bidimensional estável descoberto, com várias caracterı́sticas

únicas devido à sua estrutura cristalina bidimensional, como transparência óptica, flexibilidade ine-

rente, alta condutividade térmica, grande área superficial e aplicações em processos energéticos (Nu-

nes Filho et al., 2021). Essas propriedades conferem ao grafeno uma vasta aplicabilidade.

Essas propriedades despertam grande interesse em pesquisadores, que buscam aplicações em áreas

como biologia, ciências de materiais, sensores, dispositivos microeletrônicos e processos energéticos
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(FILHO et al., 2021). O destaque geralmente recai sobre a alta mobilidade eletrônica do grafeno,

impulsionando o desenvolvimento de nanotecnologias.

Alencar e Santana (2016) reforçam que, devido às caracterı́sticas do material, ele pode ser uti-

lizado em diversos setores sem limitações aparentes, permitindo avanços significativos no mercado.

O potencial do grafeno no ramo da tecnologia, como supercondutor, e na quı́mica, como elemento

filtrante, destaca sua versatilidade. Este potencial, juntamente com o alto valor comercial do grafeno,

aumenta gradualmente o volume de pesquisas sobre o material.

O grafeno, como mencionado anteriormente, possui propriedades singulares que o diferenciam

de materiais já considerados excepcionais. Entre essas caracterı́sticas, destacam-se de forma notável

sua alta mobilidade eletrônica, resistência superior às ligas metálicas atualmente disponı́veis, trans-

parência, flexibilidade e excelente condutividade. Essa combinação de atributos permite que o grafeno

seja utilizado em uma ampla variedade de áreas (SOUZA; SANTOS, 2019). Apesar de ainda não ter

uma aplicação prática amplamente difundida, principalmente devido à sua descoberta relativamente

recente e aos métodos de extração pouco eficientes para produção em escala comercial, o grafeno já

mostra grande potencial em diversos campos. O alto custo de obtenção por métodos sofisticados e

a dificuldade em alcançar um grau elevado de pureza, por exemplo, através da esfoliação mecânica,

são desafios a serem superados. No entanto, há inúmeras aplicações experimentais sendo estudadas,

com possibilidades que vão desde o setor da construção civil até a medicina, onde o grafeno pode

auxiliar em diagnósticos mais rápidos e até mesmo em tratamentos de doenças graves, como o câncer

(SOUZA; SANTOS, 2019; FIGUEIREDO et al., 2022).
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Figura 8: Grafeno na Tecnologia de Dispositivos: O Futuro da Inovação

Fonte: https://www.atraccionweb.com, acesso em 29/09/2024

Figura 9: Estrutura Flexı́vel de Grafeno: Aplicações em Dispositivos Eletrônicos e Materiais

Avançados

Fonte: https://agencia.ufc.br/, acesso em 29/09/2024

2.5.1 Estrutura do Grafeno e Energia do Sistema

Como citado anteriormente, o grafeno possui uma estrutura caracterı́stica de favo de mel, com ar-

ranjos de átomos de carbono em uma rede cristalina. Esta organização em favos possibilita a formação
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da rede de Bravais, tendo como base dois átomos, pertencentes às sub-redes A e B, ambas triangu-

lares, sendo a segunda rotacionada em 108◦ em relação à primeira. Porém, esta estrutura é descrita

apenas como base para estudos, pois não satisfaz todos os requisitos matemáticos da rede de Bravais

(Dartora et al., 2015).

Figura 10: a) Rede do grafeno no espaço real b) Rede de Bravais do grafeno

Fonte: Figuras adaptadas da Ref. Dartora; Jimenes; Zanella, 2015

Na figura a esquerda os pontos circulados correspondem à base formada pelos átomos de carbono

das sub-redes A e B, e na figura a direita é correspondente à rede de Bravais formada a partir das sub-

redes que geram “estruturas”triangulares independentes, pois a estrutura cristalina não forma uma

rede de bravais por não possuir os critérios necessários.

De acordo com Dartora et al. (2015), “a base constitui-se de um átomo da sub-rede A e um átomo

da sub-rede B, formando um haltere, cuja distância entre os átomos de carbono vale a = 1.42 Å”. A

rede bidimensional do grafeno é constituı́da necessariamente de dois vetores primitivos a1 e a2:

a1 =
√
3ax̂,

a2 =
√
3a

(
1

2
x̂+

√
3

2
ŷ

)
,

(69)

em que x̂ e ŷ são vetores que indicam a direção no plano x e y.
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O carbono no seu estado fundamental possui uma estrutura eletrônica descrita por 1s22s22p2,

tendo como número quântico principal n = 2 correspondendo à camada de valência, possuindo

quatro funções de onda duplamente degeneradas sp, px, py e pz devido ao spin eletrônico, resultando

em um espaço para 8 elétrons na camada de valência, sendo metade já preenchida. Por esse motivo, o

carbono só pode fazer quatro ligações com outros elementos ou com ele mesmo, no caso da estrutura

do grafeno que é totalmente composta de carbono (Dartora et al., 2015).

As principais hibridizações do carbono são sp2 e sp3, sendo a segunda correspondente à estrutura

cristalina do diamante, enquanto o grafite e o grafeno possuem estruturas que podem ser entendidas

utilizando a hibridação sp2. Esta, unida aos orbitais do tipo p, pode gerar orbitais hı́bridos dados por:

|ψ1⟩ =
1√
3
(|s⟩+ |px⟩+ |py⟩) ,

|ψ2⟩ =
1√
6
(|s⟩+ |px⟩ − 2|py⟩) ,

|ψ3⟩ =
1√
2
(|s⟩ − |px⟩) ,

(70)

o orbital pz não se mistura aos demais, restando os orbitais x e y, que ficam perpendiculares a ele,

formando funções orbitais ortogonais entre si no espaço de Hilbert e com ângulo de 120◦ no espaço

real.

Figura 11: Orbitais tipo p e sp2

Fonte: Wenzhong, 2012

Com a combinação de orbitais do tipo s com dois p, origina-se três orbitais sp2 e um orbital p, o
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que cria a forma hibridizada sp2 do carbono, como mostrado na figura acima.

Seguindo essa organização, os átomos de carbono são capazes de formar ligações do tipo σ no

plano x, y, ligações altamente resistentes e direcionais. Estas ligações formam-se nos orbitais sp2 ao

se ligarem com outros átomos de carbono. Nesse processo, três dos quatro elétrons da camada de

valência ficam localizados nos orbitais do tipo sp2, os quais se conectam aos respectivos orbitais dos

seus vizinhos mais próximos, criando ligações do tipo σ. Enquanto o quarto elétron se posiciona no

orbital pz perpendicular aos demais orbitais, este, quando ligado a outro orbital pz, é capaz de gerar

uma ligação do tipo π, resultante da união linear dos orbitais pz entre dois átomos de carbono.

Na estrutura caracterı́stica do grafeno de favo de mel, contendo uma grande quantidade de átomos

de carbono, ocorre a ligação dos orbitais pz entre si, formando uma nuvem eletrônica, chamada de

bandas de energia π e π∗, sendo elas de maior e menor energia, respectivamente. Se analisarmos as

ligações no sistema, podemos facilmente imaginar que o transporte ao longo da estrutura fica a cargo

das ligações do tipo π e π∗, sendo as ligações σ as que menos irão influenciar no transporte ao longo

da rede cristalina do grafeno.

A rede cristalina já sendo conhecida no espaço real pode-se determinar os vetores relativos entre

primeiros vizinhos e também a rede recı́proca. Os vetores relativos δ1, δ2 e δ3 ao conectar os 3

primeiros vizinhos de um carbono da sub-rede A, são dados por:

δ1 = aŷ,

δ2 =
a

2

(√
3x̂− ŷ

)
,

δ3 =
a

2

(
−
√
3x̂− ŷ

)
.

(71)
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Figura 12: Vetores δ1,2,3 dos primeiros vizinhos da sub-rede A

Fonte: Figura adaptada da referência Castro Neto; Guiné; Peres, 2009

A figura acima represennta a estrutura reticulada do grafeno, composto por duas redes triangulares

A e B interpenetrantes (representadas em cores azul e amarelo) onde di , i = 1, 2, 3 são os vetores

vizinhos mais próximos.

Em relação à sub-rede B, os vetores relativos ligados aos três primeiros vizinhos da sub-rede A,

são −δ1,−δ2 e −δ3, já que a sub-rede B é rotacionada 180◦ em relação à sub-rede A, o contrário

também é válido. Após obtermos os vetores primitivos b1 e b2 da rede recı́proca, é possı́vel deter-

miná-la:

b1 = 2π
a2 × ẑ

(a1 × a2) · ẑ
=

4π

3a

(√
3

2
x̂− 1

2
ŷ

)
,

b2 = 2π
ẑ × a1

(a1 × a2) · ẑ
=

4π

3a
ŷ.

(72)

Construindo a rede recı́proca utilizando os vetores acima e tendo um ponto de origem, e realizando

translações do ponto determinado na forma Khk = hb1 + kb2, sendo h e k números inteiros.
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Figura 13: Os pontos da rede reciproca Γ, M , K e os vetores b⃗1 e b⃗2

Fonte: Antoniazzi, 2016

Os pontos Γ, M, K e K’ são pontos de alta de simetria. As propriedades elétricas incomuns

do grafeno são observadas para elétrons com vetor de onda próximo aos pontos K e K’, estes são

conhecidos como pontos de Dirac. b⃗1 e b⃗2 são vetores da rede reciproca,determinados na equação

(72).

Segundo Dartora et al. (2015), utilizando retas entre um ponto de referência da rede com os

demais pontos, e em seguida traçando retas também entre os pontos médios de forma perpendicular

às primeiras, obtém-se a primeira zona de Brillouin do grafeno, sendo o resultado a menor entidade

geométrica fechada. Após a construção, percebe-se a existência de pontos inequivalentes K = 4π
3
√
3a
x̂

e K′ = −K, esses pontos não podem ser ligados pelos vetores da rede recı́proca, conforme a imagem

a seguir.
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Figura 14: As coordenadas dos pontos da rede recı́proca

Fonte: Dartora; Jimenez; Zanella, 2015

Primeira zona de Brilluoin na rede reciproca,com as coordenadas necessárias na sua construção,

nas extremidades esquerda e direita do hexágono observa-se dois pontos K’ e K que são inequivalentes

e que não podem ser ligados por nenhum dos vetores da rede reciproca, são os pontos de Dirac.

Por meio do modelo tight-binding, obtemos duas soluções para a energia do sistema:

E±(k) = ±|f(k)| = ±t

√√√√1 + 4 cos

(√
3kxa

2

)
cos

(
kya

2

)
+ 4 cos2

(
kya

2

)
(73)

sendo cada uma das funções responsáveis por determinar uma banda de energia no grafeno, onde
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E+(k) é a banda de maior energia e E−(k) a de menor energia. De acordo com Dartora et al.

(2015), “em relação à linha de energia E = 0, o potencial quı́mico µ(T = 0) = EF do grafeno

em temperatura nula (T = 0) passa exatamente por zero, ou seja, o nı́vel de Fermi no grafeno é

exatamente zero”. Demonstrado nas imagens a seguir:

Figura 15: Energia de banda do grafeno

Fonte: Machado, 2017

Essa figura em cinza retrata as bandas de energia do grafeno na sua primeira Zona de Brillouin ou

cones de Dirac obtidas a partir das funções 3.73 apresentadas anteriormente, em função de K=(Kx X

Ky), no destaque em vermelho encontra-se o plano onde passa o nı́vel de fermi com E=0.
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Figura 16: Contorno de energia da banda superior do grafeno na primeira zona de Brillouin

Fonte: Dartora; Jimenez; Zanella, 2015

Contorno da banda de energia, as manchas esverdeadas são onde os “cones”se encontram, os

pontos da sub-rede A e sub-rede B.

Devido à existência de dois pontos inequivalentes, K = 4π
3
√
3a
x̂ e K′ = −K, pode-se expandir a

função f(k) em séries de Taylor em torno desses pontos, para criar uma teoria efetiva dos férmions

de Dirac.

2.5.2 A equação de Dirac em um espaço-tempo de (1+2) dimensões

Equação de Dirac em duas dimensões espaciais e uma temporal

iℏ
∂Ψ

∂t
=
(
cσ⃗ · p⃗+mc2β

)
Ψ (74)

em que Ψ(r⃗, t) é a função de onda da partı́cula em um ponto r⃗ do espaço e no tempo t, σ⃗ é o vetor

matriz de Pauli que descrevem as projeções do spin e β é a matriz que atua como operador de inversão
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temporal.

A equação de Dirac 2D descreve a propagação da função de onda de partı́culas relativı́sticas com

spin-1/2 em duas dimensões do espaço e é fundamental para a descrição de elétrons em sistemas

bidimensionais, como em materiais semicondutores, topológicos, grafenos dentre outros.

As funções f(k) anulam-se nos pontos K = 4π
3
√
3a
x̂ e K′ = −K, além dos outros quatro vértices

da primeira zona de Brillouin, que é um hexágono. Como demonstrado no tópico anterior, percebe-se

a formação de cones duplos próximos a esses pontos, sendo um para cima e outro para baixo. No

entanto, apenas 1/3 desses cones está localizado na zona de Brillouin. Observa-se que 6 × 1
3
= 2

cones duplos são inequivalentes, e a forma completa pode ser construı́da por meio de translações dos

vértices com vetores da rede recı́proca.

Expandindo a função f(k) em torno do ponto K = 4π
3
√
3a
x̂ em séries de Taylor, temos:

f(q) = f(k −K) = q · ∇kf(k)
∣∣
k=K

=
3at

2
[qx − iqy]

onde o vetor q(qx, qy) = k −K corresponde a um deslocamento no vetor de onda k em torno do

ponto K e ∇k é o operador gradiente em relação às variáveis k.

A constante 3at
2

pode ser expressa por ℏυF , onde υF é a velocidade de Fermi. Isso vale para este

caso porque o nı́vel de Fermi passa pelo ponto K. No caso do grafeno, a velocidade de Fermi tem

a mesma função da velocidade da luz no vácuo. Se utilizarmos os valores de algumas constantes do

grafeno (t = 2, 8 eV, a = 1, 42 Å, e para a constante de Planck ℏ = 6, 59 × 10−16 eV.s), podemos

determinar a velocidade de Fermi υF = 9× 105 ≈ 106 m/s.

Podemos escrever o hamiltoniano expandido em torno do ponto K na forma:

Ĥ = ℏυF
∑
qσ

ψ†
qσ

 0 qx − iqy

qx + iqy 0

ψqσ

onde ψqσ =
(
aqα
bqα

)
é um pseudo-spinor de Nambu, em que aqα(bqα) é a amplitude de probabilidade

de um elétron ocupar um átomo na sub-redeA ouB com spin verdadeiro σ e o momento q em relação

ao vetor K. Sendo assim, o vetor total é dado por k = K + q.

Considerando as matrizes de Pauli para um pseudo-spin, afim de demonstrar que o hamiltoniano

acima é correspondente a um férmion de Dirac sem massa, temos:
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τx =

0 1

1 0

 ,

τ y =

0 −i

i 0

 ,

τ z =

1 0

0 −1


possibilitando escrever o hamiltoniano na forma:

Ĥ = ℏυF
∑
qσ

ψ†
qσ(τ · q)ψqσ

2.5.3 Conjugação de Carga

Na presença de um campo eletromagnético, o acoplamento mı́nimo requer a transformação

∂t → ∂t + ieAµ (75)

a eq. de Dirac fica

(i /∂ − e /A−m)ψ = 0 (76)

procuramos uma solução ψC(conjugado de ψ) tq mudando o sinal da carga e→ −e , obtemos a eq.

(i /∂ + e /A−m)ψC = 0 (77)

conectamos ψ e ψC pela operação de conjugação de carga

ψ = ĈψC (78)

em que Ĉ é o op. conjugação de carga. Verificado por

Ĉ† = ĈT = Ĉ−1 = −Ĉ (79)

e a relação de unitariedade modificada

Ĉγ†µĈ
−1 = −γµ (80)
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ainda podemos verificar que na representação de Dirac, o op. de conjugação de carga tem a expressão

C = iγ2γ0 =

 0 iσ2

−iσ2 0

 (81)

assim a eq. para ψC dar uma solução na forma de um espinor

ψC =


ue↑

ue↓

vh↑

vh↓

 (82)

as notações e e h significando elétron e hole (buraco) e as setas indicando a orientação do spin das

partı́culas.

2.5.4 Massa Nula

No caso onde a massa m dos elétrons é nula, é prático escrver na base quiral. A mudança de base

envolve uma modificação da expressão das matrizes de Dirac, e assim, temos nesta base

γ0c =

 0 −1

−1 0

 γic =

 0 σi

−σi 0

 (83)

A passagem de uma base para outra é realizada através da relação de mudança de base γic = UγDU
−1,

em que a matriz de mudança de base U é dada por

U =

 1 1

−1 1

 (84)

nesta base a equação de Dirac torna-se 0 −1
c
∂t + σ⃗ · ∇⃗

−1
c
∂t − σ⃗ · ∇ 0

φ
χ

 = 0 (85)

Assim, obtemos as duas equações diferenciais desacopladas(
−1

c
∂t + σ⃗ · ∇⃗

)
φ = 0 (86)

(
−1

c
∂t + σ⃗ · ∇⃗

)
χ = 0 (87)

33



Em que os vetores φ e χ são chamados de espinores de Weyl.

A base na qual trabalhamos aqui chama-se quiral, pois ao aplicarmos a matriz

γ5c =

1 0

0 −1

 (88)

aos espinores

φ
0

,

0

χ

, obtemos reciprocamente o vetor inicial e seu oposto. Esses dois vetores

representam as soluções das equações diferenciais desacopladas. Assim, temos uma simples mudança

de sinal para a segunda solução. Entretanto, quando a massa é diferente de zero, a aplicação dessa

matriz em espinores com componentes relacionados por equações diferenciais acopladas resultaria

na mistura de estados puros. Dessa forma, a presença da massa causa uma mistura de autoestados,

exibindo um comportamento oscilatório entre os diferentes autoestados.Esse fenômeno de oscilação

dos autoestados é o que possibilita a atribuição de massa aos neutrinos por exemplo, que oscilam

entre os três sabores: eletrônico, muônico e tauônico. Portanto, a presença da massa nos neutrinos

está relacionada a esse fenômeno de oscilação, permitindo que os neutrinos tenham massa mesmo

que inicialmente sejam considerados de massa nula.

2.5.5 Efeito Zitterbewegung

Iniciamos com o Hamiltoniano de Dirac para uma partı́cula livre em duas dimensões:

ĤD = cαxp̂x + cαyp̂y (89)

A relação de comutação entre o momento angular orbital l̂z e ĤD é calculada como:

[l̂z, ĤD] = iℏ(α⃗× p⃗)z (90)

Isso implica que o momento angular orbital não é conservado.

No entanto, o momento angular total, ˆ⃗
J =

ˆ⃗
l + ˆ⃗s, onde ˆ⃗s = 1

2
ℏΣ⃗, é conservado.

Para encontrar a trajetória de uma partı́cula de Dirac, resolvemos a equação:

dˆ⃗r

dt
= cˆ⃗α (91)

A aceleração é dada por:
dα̂x

dt
+

2ĤDαx

iℏ
=

2cp̂x
iℏ

(92)

34



Integrando, obtemos a trajetória:

x̂ = x̂0 + c2p̂xĤ
−1
D t− 1

2
iℏĤ−1

D

(
cαx(t)− c2p̂xĤ

−1
D

)
(93)

Este resultado mostra que um termo oscilatório é sobreposto à trajetória retilı́nea da partı́cula,

correspondendo ao efeito Zitterbewegung.
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3 Metodologia

Na elaboração deste trabalho utilizou-se/baseou-se da/na pesquisa bibliográfica como metodolo-

gia, sendo o mesmo de cunho teórico, sem uma parte prática, experimental propriamente dita. A

pesquisa cientı́fica é iniciada com a pesquisa bibliográfica, que consiste na busca de obras relaciona-

das ao tema do trabalho a ser realizado, que estão publicadas e reconhecidas no meio cientifico, esse

meio de pesquisa torna-se relevante para saber se o assunto a ser estudado já possui trabalhos sobre e

se ainda faz-se necessário em termos de contribuição para o meio cientı́fico e social a construção de

outro trabalho envolvendo o tema desejado (DE SOUSA,2021).

Entretanto, há aquelas pesquisas cientı́ficas em que são escritas somente com intuito de revisar um

determinado assunto, porém de uma outra perspectiva das já existentes, em que por meio da procura

por referências teóricas existentes o pesquisador consegue adquirir o conhecimento necessário para

que se torne possı́vel elaborar uma resposta para o problema proposto inicialmente no trabalho ( FON-

SECA,2002,p.32). No presente trabalho utilizou-se de fontes provenientes de sites de universidades

nacionais, Scielo, google acadêmico, entre outros, que antes de serem utilizados foram observados se

eram confiáveis, o que garante a diminuição de riscos de adicionar conteúdo equivocado à pesquisa.

Essa é uma etapa crucial para o trabalho a ser desenvolvido, pois, além de garantir um embasa-

mento sólido para o desenvolvimento do estudo a ser realizado, ainda garante uma confiabilidade e

seriedade nos dados que serão obtidos após a finalização do trabalho cientı́fico, o que torna de suma

importância a procura de informações por meio da revisão de trabalhos existentes, como artigos,

monografias, teses, dissertações entre tantos outros, que sejam confiáveis e não se origine de fontes

duvidosas (DE SOUSA,2021).

A Busca por fontes para a realização das pesquisas geralmente preocupa pesquisadores iniciantes,

pela diversidade de locais com arquivos disponı́veis, principalmente no meio digital, porém temos a

disposições sites com um grau de confiabilidade satisfatória, o que garante a aceitação do trabalho

cientifico no meio acadêmico. Cabe ao pesquisador ser critico na análise dos arquivos, mesmo que

seja vantajoso a utilização desses documentos pela praticidade, ainda tem como ponto negativo a

analise errônea por meio do pesquisador, ocasionando um escrita com dados infundados ou que não

agregue tanta credibilidade ao trabalho como deveriam.

Segundo ANDRADE(2010) “A pesquisa bibliográfica é habilidade fundamental nos cursos de
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graduação, uma vez que constitui o primeiro passo para todas as atividades acadêmicas. Uma pesquisa

de laboratório ou de campo implica, necessariamente, a pesquisa bibliográfica preliminar”.

Para a realização do trabalho iniciou-se com uma revisão bibliográfica do cálculo diferencial e

integral, os conteúdos abordados como embasamento para os estudos principais referente neste tra-

balho monográfico foram: limites e seus conceitos iniciais, as diferentes formas de teoremas para a

resolução de problemas envolvendo limites, conceito de derivadas e boa parte dos diversos teoremas

relacionados às derivadas e integrais. Fez-se uma revisão sobre o surgimento da mecânica quântica

desde a hipótese de Planck, os modelos atômicos de Thomson, Borh e Schrodinger. Além de estudar

a fı́sica da matéria condensada com o estudo inicial dos osciladores para entendimento das oscilações

da rede cristalina.

Revisou-se o surgimento da mecânica quântica desde a hipótese de Planck, catástrofe do ultravio-

leta, comportamento corpuscular e ondulatória da matéria de De Broglie. Como aplicação estudou-se

o Efeito fotoelétrico e o Efeito Compton.

Foram estudados os modelos atômicos de Thomson, Rutherford, Bohr e Schrödinger por meio

de seminários apresentados pelos integrantes do grupo de pesquisa, além de microaulas do profes-

sor, abordando o átomo totalmente quântico regido pela equação de Schrödinger, com aplicações da

partı́cula livre e oscilador harmônico. Também foram realizados estudos das tentativas de elaborar

uma equação relativı́stica para o elétron, incluindo a abordagem de Klein-Gordon e a abordagem de

Dirac.
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4 Considerações Finais

Ao analisar a equação de Dirac em baixas dimensões, descobrimos que o grafeno oferece uma

oportunidade única para estudar a fı́sica quântica e relativı́stica em um sistema de matéria condensada.

Os espinores de Weyl fornecem uma descrição mais completa dessas quase-partı́culas, lançando luz

sobre a dualidade entre partı́culas e antipartı́culas no grafeno.

A conjugação de carga, outro tópico abordado, explicando sua importância na estrutura de banda

do grafeno e como ela se relaciona com as simetrias, como a reversão temporal. Essas simetrias que

têm aplicações práticas em eletrônica de spin e optoeletrônica.

Por último, discutimos o Efeito Zitterbewegung, que, embora ainda seja uma área de estudo em

progresso, sugere fenômenos quânticos de oscilação rápida que poderiam ser observados experimen-

talmente em sistemas bidimensionais. Este efeito pode ter implicações tanto para a compreensão

fundamental da mecânica quântica como para aplicações práticas em dispositivos eletrônicos.

Em sı́ntese, o grafeno não é apenas um material com excelentes propriedades mecânicas e elétricas,

mas também um laboratório bidimensional de aprendizagem para a mecânica quântica relativistica e

fı́sica da matéria condensada.

Ainda há uma série de questões não resolvidas e nuances a serem exploradas. Pretendemos dar

continuidade a esta pesquisa, focando na resolução das equações diferenciais da equação de Dirac

bidimensional tanto no aspecto teórico como nas resoluções via simulação computacional.
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