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“A matemdtica é a linguagem com a qual Deus escreveu o uni-

verso.”

Galileu Galilei (1564 — 1642)



Resumo

Este trabalho aborda a resolucdo da Equacao de Poisson, uma Equagao Diferencial
Parcial (EDP), utilizando métodos numéricos e Redes Neurais Informadas pela Fisica
(PINNSs). Inicia-se com uma introducao as EDPs e a Equacao de Poisson em uma e duas
dimensoes, incluindo as condig¢oes de contorno. Em seguida, explora-se as Redes Neurais,

sua arquitetura e funcao de ativacao, destacando a abordagem PINN.

A monografia compara o método de Diferencas Finitas com as PINNs, abordando precisao,
eficiéncia computacional e facilidade de implementacao. O método de Diferencas Finitas é
detalhado, incluindo sua aplicagao na Equacao de Poisson. A comparacao quantitativa

dos métodos é discutida em termos de robustez numérica.

Por fim, sdo apresentados experimentos e resultados da solucao da Equacao de Poisson
com ambos os métodos em uma e duas dimensoes. Os resultados destacam a eficacia
e eficiéncia dos métodos, oferecendo insights sobre sua aplicabilidade. O trabalho foi

realizado utilizando Python.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Métodos Numéricos, Diferencas Finitas,

Redes Neurais Informadas pela Fisica, Equacao de Poisson.



/usammenfassung

Diese Arbeit behandelt die Losung der Poisson-Gleichung, einer partiellen Differentialglei-
chung (PDE), unter Verwendung numerischer Methoden und Physik-informierten neurona-
len Netzen (PINNs). Sie beginnt mit einer Einfithrung in PDEs und die Poisson-Gleichung
in einer und zwei Dimensionen, einschliefilich der Randbedingungen. Anschliefend wird
auf neuronale Netze, ihre Architektur und Aktivierungsfunktion eingegangen, wobei der
Fokus auf dem PINN-Ansatz liegt.

Die Monographie vergleicht die Methode der Finite Differenzen mit PINNs hinsichtlich
Genauigkeit, Rechenleistung und Implementierungsaufwand. Die Methode der Finite
Differenzen wird im Detail erlautert, einschliefllich ihrer Anwendung auf die Poisson-
Gleichung. Der quantitative Vergleich der Methoden wird im Hinblick auf numerische
Robustheit diskutiert.

AbschlieBend werden Experimente und Ergebnisse zur Losung der Poisson-Gleichung mit
beiden Methoden in einer und zwei Dimensionen prasentiert. Die Ergebnisse heben die
Wirksamkeit und Effizienz der Methoden hervor und bieten Einblicke in ihre Anwendbarkeit.
Die Arbeit wurde unter Verwendung von Python durchgefiihrt.

Schliisselworter: Partielle Differentialgleichungen, Numerische Methoden, Finite Diffe-

renzen, Physik-Informierte Neuronale Netze, Poisson-Gleichung.
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1 Introducao

As Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) desempenham um papel fundamental na
modelagem matematica de diversos fendmenos fisicos, biolégicos e engenharias. A resolucao
dessas equagoes € frequentemente desafiadora e requer o emprego de métodos numéricos
eficazes. Neste contexto, as Redes Neurais (RNs) tém se destacado como uma abordagem

poderosa e inovadora para resolver EDPs de forma eficiente e precisa.

No ambito deste estudo, exploraremos a aplicacao das RNs na resolugao da Equacao
de Poisson, tanto em uma dimensao (1D) quanto em duas dimensoes (2D). A Equagao
de Poisson é uma EDP importante que descreve fenémenos de difusao eletrostatica,
temperatura e potencial gravitacional, entre outros. O uso de RNs para resolver a Equacao
de Poisson tem sido objeto de intensa pesquisa devido a sua capacidade de lidar com

problemas complexos de forma eficaz.

Para tanto, utilizaremos Python como principal ferramenta de implementacao,
aproveitando as bibliotecas Numpy, Pandas e Matplotlib para manipulagao de dados,
calculos numéricos e visualizagao de resultados. Além disso, exploraremos a arquitetura
das RNs informadas pela fisica, que incorporam conhecimento fisico ao processo de

aprendizagem da rede, tornando-as mais eficientes e precisas na resolu¢ao de EDPs.

Por fim, este estudo também comparard quantitativamente o método de Diferencas
Finitas, amplamente utilizado na resolucao de EDPs, com as RNs informadas pela fisica.
Serao analisados aspectos como precisao, eficiéncia computacional, robustez numérica e
facilidade de implementagao, a fim de avaliar o desempenho relativo desses métodos na

resolucao da Equacao de Poisson em diferentes dimensoes.

Dessa forma, esta monografia pretende contribuir para o avanco do conhecimento
na area de resolucao numérica de EDPs, apresentando uma abordagem inovadora e
comparativa entre métodos tradicionais e novas técnicas baseadas em RNs informadas

pela fisica.
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2 Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs)

Nesta secao, as equagdes diferenciais parciais serao brevemente apresentadas, jun-
tamente com alguns conceitos matematicos que sao uteis ao estuda-las. As Equagoes
Diferenciais Parciais (EDPs) representam um dos pilares fundamentais da matematica
aplicada e desempenham um papel crucial na modelagem de fené6menos complexos que
evoluem no espacgo e no tempo. Neste capitulo, exploraremos os conceitos basicos das
EDPs, classificaremos os tipos de EDPs e concluiremos, mostrando alguns métodos para a

resolucao de EDPs.

2.1 Introducao as EDPs

Uma equagao diferencial parcial, conforme (EVANS, 2022), “é uma equagao que
envolve uma funcao desconhecida de duas ou mais variaveis e algumas de suas derivadas

parciais”.
Definigao 2.1. Uma equacgdo diferencial parcial é apresentada na sequinte forma
F(D*u(x), D" 'u(x), ..., Du(z), u(x),z) = 0 (2.1)
na qual k representa a ordem da equacao diferencial parcial,
F:RY' xRY 5. . xRV xRxU =R (2.2)

com U CRY aberto conexo (dominio).

Na solucao de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs), o objetivo é encontrar todas
as fungoes u que satisfagam a equacdo (2.1), considerando as possiveis restrigoes impostas
pelas condigoes de contorno em uma regiao especifica I' da fronteira do dominio U. A
expressao “resolver” implica, de maneira ideal, na obtencao de solugoes que sejam simples
e explicitas ou, quando essa abordagem nao for factivel, na deduc¢ao da existéncia e de

outras propriedades das solucoes.

2.1.1 Principais Tipos de EDPs

Nesta subsecao, iremos abordar os quatro principais tipos de equagoes diferenciais
parciais: a equacao de Laplace, a equacao de transporte, a equagao do calor e a equagao
da onda. Estes modelos mateméaticos desempenham um papel crucial na descricao de

fenémenos fisicos em diversas areas da ciéncia e engenharia.
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a)

Equacao de Laplace
A equacao de Laplace é uma das mais importantes equagoes diferenciais parciais
para representar fendmenos estacionarios. Na qual é representada da seguinte

forma

Au =0 (2.3)

Equacao do Transporte
Representada por (EVANS, 2022) como

u+b-Du=0 (2.4)

Equacao (da Difusao) do Calor
Como mostrado em (EVANS, 2022) a equagao do calor “também conhecida como
equagao de difusao, descreve em aplicagoes tipicas a evolugdo no tempo da
densidade U de alguma quantidade, como calor, concentracao quimica etc.” que
e definida como

uy — AAu =0 (2.5)

e a equacgao de calor nao homogénea
up — Au = f (2.6)

ambas sujeitas a condi¢oes iniciais e a condi¢des de contorno.

Equacao das Ondas
Representada em (EVANS, 2022) como

Uy — *Au =0 (2.7)
e a equagao da onda nao homogénea
Uy — EAu = f (2.8)

ambas sujeitas a condigoes iniciais e a condigoes de contorno.

2.1.2 Métodos de Resolucao de EDPs

Resolver equagoes diferenciais parciais (EDPs) é um desafio que requer uma

compreensao profunda de varias técnicas matematicas. Existem varios métodos para

resolver EDPs, cada um com suas préprias vantagens e desvantagens. Vamos explorar

alguns desses métodos em detalhes.

Métodos Analiticos
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1. Método das Caracteristicas

O método das caracteristicas é uma técnica poderosa para resolver EDPs
de primeira ordem. Ele transforma a EDP em uma série de equagoes
diferenciais ordindrias (EDOs) ao longo de curvas chamadas caracteristicas.

Ao resolver essas EDOs, podemos obter a solu¢ao da EDP original.

2. Método de Separacao de Variaveis

O método de separacao de variaveis ¢ uma técnica comum para resolver
EDPs lineares homogéneas. Este envolve assumir que a solucao pode ser
escrita como o produto de fungoes, cada uma das quais depende apenas de
uma das variaveis independentes. Isso transforma a EDP em um conjunto

de EDOs que podem ser resolvidas separadamente.

3. Método de Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta poderosa para resolver EDPs.
Ela transforma a EDP de um dominio espacial ou temporal para um
dominio de frequéncia, onde a equacao pode ser mais facil de resolver. A
solucao é entao transformada de volta para o dominio original usando a

transformada inversa de Fourier.
e Métodos Numéricos

1. Método das Diferencas Finitas

O método das diferencas finitas é uma técnica numérica para resolver
EDPs. Ele aproxima a EDP por uma equacao de diferencas finitas, que
pode ser resolvida usando técnicas de Algebra Linear. Este método é

particularmente 1til quando a solucao exata ¢ dificil de obter.

2. Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos é outra técnica numérica para resolver
EDPs. Ele divide o dominio da solugao em uma malha de elementos finitos
e aproxima a solucao dentro de cada elemento. Este método ¢ amplamente

utilizado em simulag¢oes de engenharia e fisica.

2.2 Equacao de Poisson 1D

A equagao de Poisson unidimensional é uma equagao diferencial parcial (EDP)
eliptica ndo homogénea que desempenha um papel fundamental em diversas areas da fisica,
como eletrostatica, eletrodinamica, mecanica dos fluidos e transferéncia de calor. Esta é
uma extensao direta da equacao de Laplace unidimensional e pode ser escrita como

d*u

5 =—f@), vclebCR (2.9)
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Nesta equacao, u é a fungdo desconhecida que estamos tentando determinar, que
pode representar quantidades fisicas como o potencial elétrico em um fio condutor. A
fungao f é a funcao de fonte conhecida, que representa a distribuicao de carga ou matéria

ao longo da linha unidimensional.

A solucao da equacao de Poisson unidimensional nos da a distribui¢do do potencial

ao longo da linha em resposta a distribuicao da fonte f.

2.2.1 Condicoes de Contorno para a Equacao de Poisson 1D

As condig¢oes de contorno sao essenciais para a solucao da equacao de Poisson
unidimensional, pois elas especificam o comportamento da solugao nas extremidades do

intervalo = € [a, b], que define o dominio do problema.

As condigoes de contorno mais comuns para a equacao de Poisson 1D sao as
condigoes de Dirichlet, onde o valor da funcao é especificado nas extremidades do intervalo,
e as condi¢oes de Neumann, onde a derivada da fungao é especificada nas extremidades.
Por exemplo, em um problema eletrostatico, as condi¢oes de Dirichlet podem ser usadas
para especificar o potencial elétrico em cada extremidade do fio condutor, enquanto as
condi¢oes de Neumann podem ser usadas para especificar a densidade de corrente elétrica

nas extremidades.

A escolha adequada das condigdes de contorno é crucial para garantir que a solugao

da equacao de Poisson unidimensional seja fisica e 1til para o problema em questao.

Em resumo, a equacao de Poisson unidimensional é uma ferramenta poderosa
para descrever o comportamento de sistemas fisicos em uma dimensao, e as condi¢des de

contorno desempenham um papel crucial na determinagao da solugao desta equagao.

2.3 Equacao de Poisson 2D

A equagao de Poisson é uma equagao diferencial parcial (EDP) eliptica nao ho-
mogénea que desempenha um papel fundamental em varias areas da fisica. Fssas areas
incluem, mas nao se limitam a teoria do potencial, a teoria da elasticidade e a teoria do
eletromagnetismo. A equacao de Poisson é uma extensao direta da equagao de Laplace,

que é uma EDP homogénea.

Na forma bidimensional, a equacao de Poisson pode ser escrita como

Viu=f(z,y), (z,y)€UCR’ (2.10)
na qual U é um aberto conexo. Nesta equacio, V2 é o operador Laplaciano, o qual em
coordenadas cartesianas bidimensionais ¢ dado por V? = g—; + g—;. Este operador ¢ uma

medida da curvatura de uma fungdo em um espac¢o multidimensional.
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A funcao u é a funcao desconhecida que estamos tentando resolver. Esta func¢ao
pode representar uma variedade de quantidades fisicas, dependendo do contexto. Por

exemplo, na teoria do potencial, u pode representar o potencial gravitacional ou elétrico.

Finalmente, f é a funcdo de fonte conhecida. Esta fungdo representa a distribuicao
de matéria (na teoria do potencial gravitacional) ou carga (na teoria do potencial elétrico)
no espaco. A solugao da equacao de Poisson nos dé a distribuicao do potencial em resposta

a esta distribuicao de fonte.

Resolver a equagao de Poisson é um problema comum em fisica e engenharia.
Existem varias técnicas para resolver esta equagao, incluindo métodos analiticos e numéricos.
A escolha do método depende das condig¢oes de contorno do problema e da natureza da

fungao de fonte f.

2.3.1 Condicoes de Contorno para a equacao de Poisson 2D

A equacao de Poisson é uma equacao diferencial parcial eliptica que desempenha um
papel fundamental em varias areas da fisica. Em particular, a versdo bidimensional dessa
equagao ¢é frequentemente encontrada ao resolver problemas de potencial eletrostatico,

fluxo de calor e outros fendémenos fisicos que podem ser descritos por um campo escalar.

As condigoes de contorno sao essenciais para a solugao da equacgao de Poisson. Elas
especificam o comportamento da solucao na fronteira do dominio do problema. Existem
varios tipos de condigoes de contorno que podem ser aplicadas, incluindo condigoes de
Dirichlet, onde o valor da func¢ao é especificado na fronteira, e condi¢oes de Neumann,

onde a derivada normal da funcao é especificada na fronteira.

Ao resolver a equacao de Poisson 2D, é importante escolher as condi¢oes de contorno
apropriadas para o problema fisico em questao. Por exemplo, em um problema de potencial
eletrostatico, as condigoes de contorno de Dirichlet podem ser usadas para especificar
o potencial na fronteira, enquanto as condigoes de Neumann podem ser usadas para

especificar o campo elétrico na fronteira.

Além disso, em alguns casos, pode ser necessario usar uma combinacao de condigoes
de contorno de Dirichlet e Neumann, conhecida como condi¢ao de contorno mista. A escolha
das condicoes de contorno adequadas é crucial para garantir que a solucao da equagao de

Poisson seja fisicamente significativa e 1til para o problema em questao.

Em resumo, as condigoes de contorno desempenham um papel crucial na solugao
da equacao de Poisson 2D. Elas determinam o comportamento da solugao na fronteira do
dominio e devem ser escolhidas com cuidado para refletir o problema fisico que esta sendo
resolvido. A escolha correta das condi¢des de contorno garante que a solugao da equacao
de Poisson seja fisicamente relevante e fornega insights 1iteis sobre o fenémeno fisico em

estudo.
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3 Redes Neurais

Neste capitulo, faremos uma introdugao as redes neurais, um componente essencial
da inteligéncia artificial. As redes neurais sao inspiradas no funcionamento do cérebro
humano e sao usadas para resolver uma ampla gama de tarefas, desde reconhecimento de
padroes até processamento de linguagem natural. Exploraremos seus elementos fundamen-
tais, como camadas, neuronios e conexoes. Ao longo deste capitulo, explica-se como as redes
neurais sao treinadas, otimizadas e aplicadas em problemas do mundo real, preparando o

terreno para uma compreensao mais profunda deste campo empolgante.

3.1 Introducao as Redes Neurais

Redes neurais artificiais, as vezes abreviadas como RNAs ou simplesmente redes
neurais, sao um elemento essencial da aprendizagem de maquina e inteligéncia artificial.
Elas sdo modeladas a partir do funcionamento do cérebro humano e sio utilizadas para
resolver uma variedade ampla de problemas complexos. Em sua forma mais basica, uma
rede neural consiste em unidades de processamento interconectadas, conhecidas como

neurdnios artificiais ou unidades, que trabalham juntas para realizar tarefas especificas.

A ideia das redes neurais foi inicialmente inspirada pelo funcionamento do cérebro
biologico, composto por bilhoes de neurénios interconectados. Da mesma maneira, nas
redes neurais artificiais, os neurdnios artificiais sao organizados em camadas, incluindo a
camada de entrada, uma ou mais camadas ocultas e a camada de saida. Cada neuronio

esta conectado a outros nas camadas adjacentes através de conexoes ponderadas.

As redes neurais sao especialmente adequadas para tarefas de aprendizado supervi-
sionado, onde algoritmos sao treinados com dados conhecidos tanto na entrada quanto
na saida para aprender a mapear os dados inseridos nos resultados desejados. Durante
o treinamento, a rede ajusta automaticamente os pesos das conexoes entre os neurénios

para otimizar o desempenho na tarefa.

Em tarefas de classificagao, por exemplo, uma rede neural pode aprender a distinguir
diferentes categorias com base em caracteristicas extraidas dos dados inseridos. No contexto
de regressao, a rede tem a capacidade de fazer previsoes de valores numéricos com base

nos padroes identificados nos dados utilizados para treinamento.
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3.2 Tipos de Rede neurais

Nesta secao, vamos explorar diferentes tipos de redes neurais, que desempenham
papéis cruciais em diversas aplicacoes de aprendizado de maquina. As redes neurais sao
modelagens matematicas inspiradas na estrutura e fungao do cérebro humano, capazes
de aprender padroes complexos em dados. Vamos focar em trés arquiteturas distintas
que desempenham um papel fundamental em varias areas do aprendizado de maquina e

processamento de dados. Sao elas

I. Redes Neurais Feedforward (FNN):

1. Redes Feedforward de Camada Unica:

Em (HAYKIN, 2009) define-se uma rede neural de feedforward de camada
unica como uma rede neural em que as neuronios sao organizados em duas
camadas: uma camada de entrada e uma camada de saida. Na camada
de entrada, os neurénios nao executam nenhuma computacao, apenas
passam os dados de entrada para a camada de saida. Na camada de saida,
os neurdnios executam uma operacao de soma ponderada dos dados de

entrada e aplicam uma funcao de ativagao para produzir a saida da rede.

2. Redes Feedforward Multicamadas:

Conforme (HAYKIN, 2009), as Redes Feedforward Multicamadas distin-
guem-se pela presenca de uma ou mais camadas ocultas, cujos nos de
computacao sao denominados neurdnios ocultos. Esses neuronios ocultos
tém a funcado de intervir entre a entrada externa e a saida da rede de
alguma forma 1til. Ao adicionar uma ou mais camadas ocultas, a rede é
capacitada a extrair estatisticas de ordem superior de sua entrada. Em um
sentido bastante amplo, a rede adquire uma perspectiva global apesar de
sua conectividade local, devido ao conjunto extra de conexdes sindpticas e

a dimensao extra de interacoes neurais.

IT. Redes Neurais Recorrentes (RNN):

(HAYKIN, 2009) afirma que uma rede neural recorrente distingue-se de uma
rede neural feedforward por ter pelo menos um lago de retroalimentagao. Isso
significa que a saida de um neurénio é alimentada de volta para suas préprias
entradas, ou para as entradas de outros neurdnios na rede. Essa estrutura
permite que as redes recorrentes aprendam padroes sequenciais de dados, o
que as torna particularmente tuteis para tarefas como reconhecimento de fala e

traducgao de idiomas.
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ITI. Redes Neurais Convolucionais (CINN):

(GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016) afirmam que as redes convolucionais
(apud LeCun, 1989) sao um tipo especializado de rede neural para processar
dados que possuem uma topologia de grade conhecida. Exemplos incluem dados
de séries temporais, que podem ser pensados como uma grade 1-D com amostras
tomadas em intervalos de tempo regulares, e dados de imagens, que podem
ser pensados como uma grade 2-D de pixels. As redes convolucionais tém sido
tremendamente bem-sucedidas em aplicagoes praticas. O nome “rede neural
convolucional” indica que a rede emprega uma operacao matematica chamada
convolugao. A convolucao é um tipo especializado de operacao linear. As redes
convolucionais sao simplesmente redes neurais que usam a convolucao no lugar

da multiplicacao de matriz geral em pelo menos uma de suas camadas.

3.3 Arquitetura de Redes Neurais

Nesta secao, explora-se em detalhes a arquitetura de redes neurais utilizada para
abordar a resolugao da equacao de Poisson. Como mencionado anteriormente, as redes
neurais tém se mostrado uma ferramenta poderosa para resolver uma ampla variedade de
problemas, incluindo equagoes diferenciais parciais. A escolha adequada da arquitetura de
rede desempenha um papel fundamental no desempenho e na eficacia do modelo. Portanto,
¢é crucial entender como a estrutura da rede neural é projetada para atender as necessidades

especificas do problema em questao.

Comegaremos discutindo os componentes essenciais de uma rede neural, como
camadas, neuronios e fungoes de ativagdo. Em seguida, descreveremos a arquitetura geral
da rede neural, incluindo o nimero de camadas, o dimensionamento e a organizagao
dessas camadas. Além disso, abordaremos as escolhas de hiperparametros, como a taxa
de aprendizado, a fun¢do de custo e o otimizador, que desempenham um papel critico no

treinamento da rede neural.

3.3.1 Camadas de uma Rede Neural

Uma rede neural é composta por varias camadas que desempenham fungoes especi-
ficas no processamento de informacoes. Compreender a organizagao e a fungao de cada
camada é fundamental para projetar uma arquitetura eficaz na resolugdo da equacao de
Poisson. Nesta subsecao, exploraremos as principais camadas de uma rede neural e seu
papel no contexto do nosso problema. A ilustracao visual das camadas de uma rede neural

é apresentada abaixo.

A primeira camada, denominada de camada de entrada, é representada por V4 e é
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Figura 3.1 — Arquitetura da Rede Neural

(Vo) (V1) (Va)

I _—

T _—
Saida
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Constante ——

Fonte: Baseado em (SHALEV-SHWARTZ; BEN-DAVID, 2014)

composta por um total de n + 1 neurdnios, onde n corresponde a dimensionalidade do
espaco de entrada. As camadas denotadas como V] até Vp_; s@o comumente referidas como
camadas ocultas em redes neurais. A ultima camada, designada como V7, é especificamente
denominada camada de saida. Em problemas de previsao de complexidade reduzida, a
camada de saida consiste em um tnico neurdnio, cuja saida representa o resultado da
rede neural. Denominamos por T" o nimero de camadas na rede, excluindo-se Vj, ou seja,

referimo-nos a “profundidade” da rede.

3.3.2 Neuronios

De acordo com (HAYKIN, 2009), um neur6nio é uma unidade de processamento
de informacoes que é fundamental para a operagao de uma rede neural. Compreender o
funcionamento dos neurdnios ¢é essencial para entender como a rede neural aprende e como

isso se aplica a resolucao da equacao de Poisson.
3.3.2.1 Estrutura de um Neurénio

Cada neuronio em uma rede neural é composto por esses componentes

a) Sinais de entrada: Sao os valores xy, 9, ..., x, que constituem os dados que

nutrem o modelo preditivo em questao.
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Figura 3.2 — Estrutura de um neurdnio

() Saida (yx)

Fonte: (HAYKIN, 2009)

b) Pesos sindpticos: (wy,ws, ..., w,) Sdo os pesos atribuidos as entradas da rede

neural, e esses valores sao adquiridos por meio do processo de treinamento.

¢) Combinador linear: (}°) Soma-se os sinais de entrada, ponderados pelos

pesos sinapticos correspondentes, a fim de gerar um potencial de ativacao.

d) Funcao de ativagao: (¢) O propoésito consiste em restringir a amplitude de

saida de um neurdnio dentro de um intervalo predefinido de valores.

e) Saida: (yx) O valor final de saida, em um contexto neural, constitui-se como um
ponto crucial, passivel de utilizacao como entrada em neurénios subsequentes

que se encontram interconectados de maneira sequencial.

3.3.3 Funcoes de Ativacao

Conforme (HAYKIN, 2009),

uma funcgao de ativacdo é uma funcao que limita a amplitude da saida
de um neurénio. A funcéo de ativacdo também é conhecida como fun¢ao
de compressao, pois comprime (limita) a faixa de amplitude permitida
do sinal de saida para algum valor finito. (HAYKIN, 2009)

a) Fungao Sigmoide:

Em (HAYKIN, 2009) encontra-seque a fung¢ao sigmoide é amplamente utilizada
em redes neurais devido as suas propriedades de suavizagao e nao-linearidade.
Estaé definida como uma funcao estritamente crescente que equilibra de maneira

elegante o comportamento linear e nao linear. Sua férmula é dada por

B 1
I

o(2) (3.1)
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o'(z) = f(z) (1= f(2)) (3.2)

A funcao sigmoide, definida na equagao (3.1), abrange uma faixa continua de
valores no intervalo de 0 a 1. Além disso, é importante notar que a funcao
sigmoide é diferenciavel, o que a torna uma escolha relevante em diversas

aplicagoes em que a suavidade e a diferenciacao sao caracteristicas desejaveis.

Func¢ao ReLU (Rectified Linear Unit):

A fungdo ReLU é uma func¢ao de ativagdo linear para entradas positivas e

zero para entradas negativas. Sua férmula é dada por

f(2) = max(0, 2) (3.3)
1, 2>0

f'(z) = (3.4)
0, 2<0

De acordo com (GERON, 2019), a fungao de ativagao ReLU é continua, mas
nao ¢ diferenciavel em z = 0. No entanto, na pratica ela funciona muito bem
e tem a vantagem de o céalculo ser rdpido. Mais importante ainda, o fato dela
nao possuir um valor maximo de saida também ajuda na reducao de alguns

problemas durante o Gradiente Descendente.
Funcgao Tangente Hiperbdlica (tgh):

A fungdo tangente hiperbdlica mapeia a entrada para o intervalo (—1,1). Sua

formula é dada por

tgh(z) = Z;Z_ (3.5)
(tgh)'(2) = 20(22) — 1 (3.6)

De acordo com (GERON, 2019), a fungao de ativagdo tangente hiperbdlica

tem o formato de S, é continua e diferenciavel, mas seu valor
de saida varia de —1 a 1 no inicio do treinamento, o que tende
a tornar cada saida da camada mais ou menos normalizada,
ajudando frequentemente a acelerar a convergéncia.
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4 Materiais e métodos

Este capitulo destina-se a apresentar e discutir as principais ferramentas e métodos
empregados na construcao de redes neurais para a resolucao da Equagao de Poisson em
duas dimensoes e da Equacao de Poisson em uma dimensao. O objetivo é fornecer uma

compreensao detalhada das técnicas utilizadas nesse contexto.

4.1 Rede neurais Informadas Pela Fisica

Como Segundo (ALKHADHR; ALMEKKAWY, 2023), as Redes Neurais de Aproximagao
de Equagoes Diferenciais Parciais (PINNs;, do inglés “ Physics-Informed Neural Networks”)
sao uma classe de redes neurais profundas que funcionam como ferramentas de aproximagcao

de equagoes diferenciais parciais (EDP).

As redes neurais artificiais (RNA) representam modelos mateméaticos capazes
de serem treinados para executar tarefas complexas, como a classificacdo de imagens
e a previsao de séries temporais. Essas redes tém demonstrado sucesso em diversas
aplicacoes em engenharia e ciéncia, inclusive na resolu¢ao de problemas envolvendo

Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs).

As redes neurais informadas pela fisica (PINNs) sdo uma técnica que integra
de forma continua as informagoes tanto das medi¢oes quanto das equacoes diferenciais
parciais (EDPs). As EDPs podem ser de ordem inteira, equagoes integro-diferenciais, EDPs
fracionarias ou EDPs estocasticas (KARNIADAKIS et al., 2021).

4.1.1 A arquitetura da rede neural informada pela fisica

A metodologia empregada nessa monografia se baseia nas contribuigoes de ALKHADHR;
ALMEKKAWY (2023) e RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS (2019), cujos trabalhos serviram
como fonte de inspiracao para a estrutura arquitetonica adotada. Essa estrutura é delineada

essencialmente por dois elementos-chave: a rede aproximadora e a rede residual.

A rede aproximadora visa a previsao do resultado do modelo u no ponto de colisao
x apos ser treinada. Ja a rede residual aplica a férmula da equacao fisica governante ao
resultado da rede neural aproximadora como parte da funcao de perda. Esse processo

incorpora as principais caracteristicas das Physical-Informed Neural Networks (PINNs).

As PINNs combinam a capacidade de aproximacao de uma rede neural com a
incorporacgao direta das leis fisicas subjacentes, representadas pela equagdo governante do

problema. Isso possibilita ndo apenas a predi¢ao dos resultados, mas também a garantia
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de que as solugoes obtidas respeitem os principios fisicos subjacentes.

Na figura abaixo tem-se a ilustracao para a arquitetura de uma PINN

Figura 4.1 — Uma arquitetura PINN

Approximator Network x : Input parameters

t: Input time
Al Activation function for layer |
I : number of layers

AT Al T AL k: number of neurons

N ' __,‘:jf:"’ ' (z,t) : Predicted solution
AN u(z,t) : boundary condition

4 N, : number of collocation points

All ] Al2 Ai, N;: number 5 f boundaryl/xi)nitial points
Loss : Loss function
Wk, bx : Optimized FNN parameters

€ : Loss threshold

5 i oM
P2V : Spatial derivative s : Time derivative

L N N
PDE(A) IC & BC!

No Loss < 7 >—Yes
~

Fonte: (ALKHADHR; ALMEKKAWY, 2023)

A integracao das redes aproximadoras com as redes residuais dentro das PINNs
oferece uma abordagem poderosa para resolver problemas de fisica, possibilitando a
modelagem e a predi¢ao de fendmenos complexos. Essa técnica torna-se essencial em
diversas areas, incluindo ciéncias naturais, engenharias e até mesmo em ciéncia de dados,
onde a combina¢ao de modelos baseados em fisica com métodos de aprendizado de maquina

¢é de grande relevancia para a obtencao de resultados precisos e confiaveis.

A topologia da rede é tal que a entrada é composta por duas variaveis, correspon-
dentes as coordenadas espaciais necessarias para a solucao da equacao diferencial parcial.
Uma caracteristica importante é a normalizacdo das entradas para o intervalo [—1, 1],
realizada através da aplicacao de uma escala adequada baseada nos limites espaciais da

regiao de interesse, que sao derivados dos dados fisicos do problema.

Ademais, a arquitetura da rede é complementada pelo uso de otimizadores ade-

quados, neste caso, o algoritmo Adam com uma taxa de aprendizado de 1-1073, visando
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minimizar a funcao de perda definida para capturar tanto a consisténcia com as condigoes

de contorno quanto a solugao precisa da equacao diferencial parcial.

4.2 Funcao de Perda

Na pratica do treinamento de redes neurais, a funcao de perda desempenha um
papel crucial. Essa funcao ¢é definida com base em dois componentes priméarios: a perda
associada a Equagao Diferencial Parcial (PDE do ingés Partial Differential Equations) e
a perda nas Condigoes de Contorno (BC, do inglés Boundary Conditions).

A expressao que define a funcao de perda, comumente conhecida como Erro
Quadratico Médio (MSE, do inglés Mean Squared Error), pode ser representada pela
seguinte formula como mostrado em (ALKHADHR; ALMEKKAWY, 2023), (KARNTADAKIS et
al., 2021) e (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019):

MSE = wy - MSEf + wy, - MSE, (4.1)
na qual

o MSE é o Erro Quadratico Médio total;

e wy e wy sao pesos atribuidos as perdas das equacoes diferenciais parciais e das

condic¢oes de contorno, respectivamente;
« MSE; ¢ o Erro Quadratico Médio associado a equacao diferencial parcial;

o MSE, é o Erro Quadratico Médio referente as condigoes de contorno.

Para calcular MSE¢, utiliza-se a seguinte féormula

MSE; = ZHf (8w 1) — Faity)|

na qual

e Ny ¢é o namero de pontos relacionados a equagao diferencial parcial;

o (x',t!) representa a solugao aproximada; diferenciais parciais e das condigoes de

contorno, respectivamente;

o fla(zl,tl)) e f(zt, ) sdo respectivamente as fungoes aproximadas e reais associadas

ur’u ur’u

a equacao diferencial parcial.
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Ja para calcular MSE, , utiliza-se a seguinte expressao

et 8)) — folad )] (4.3)

b

Ny
MSE, = 1 Y
j=1
na qual

e N, é o nimero de pontos associados as condig¢oes de contorno;

o Q(x?, 1)) é a solugao aproximada para os pontos das condigdes de contorno;

o fula(xd t0)) e fy(xl, ) representam as fungdes aproximadas e reais para as condigoes

ur’u ur’u

de contorno.

Essas formulagoes do Erro Quadratico Médio ponderam as discrepancias entre as
solucoes aproximadas e reais tanto das equacgoes diferenciais parciais quanto das condigoes
de contorno. O uso de pesos wy e w;, permite atribuir importancias relativas a essas duas
parcelas da fun¢ao de perda, de acordo com a relevancia de cada aspecto no treinamento

da rede neural.

4.2.1 Funcao de Ativacao

Nesta secao, descrevemos a implementacao das fungoes de ativacao utilizadas na
arquitetura da Rede Neural Artificial (RNA) empregada para a solugao de problemas de

fisica via Redes Neurais de Diferenciagao (PINNs).

A RNA foi projetada com duas camadas ocultas, cada uma contendo 1500 neur6onios.
Esses neur6nios sao ativados pela fungao tangente hiperbdlica (tgh), conforme mostrado
em (3.5).

A escolha da fungdo de ativagdo tgh foi motivada pela sua capacidade
de lidar com a nao-linearidade dos problemas fisicos e sua habilidade de
mapear os valores de entrada para um intervalo entre —1 e 1, promovendo
estabilidade numérica durante o treinamento. (FIORIN et al., 2011)

A funcao de ativacao tgh é aplicada sequencialmente as camadas da rede, permitindo
a aprendizagem de representacoes complexas dos dados de entrada. Essa funcao apresenta
um comportamento suave e continuo, o que facilita a propagacao do gradiente durante o
processo de otimizacao.

A utilizagdo da funcéo de ativagdo tgh na arquitetura da RNA demons-
trou ser adequada para a resolucao eficiente de equacgoes diferenciais
parciais (EDPs) por meio dos PINNs, fornecendo resultados satisfatérios
e convergéncia durante o treinamento. (FIORIN et al., 2011)

Esta escolha da funcao de ativagao foi baseada em consideracoes tedricas e experi-
mentais, visando a obtencao de resultados precisos e a eficiéncia na resolucao de problemas

fisicos modelados por EDPs.
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4.2.2 A dinamica dos PINNs e o processo de otimizacao

A dindmica dos PINNs é fundamentada na minimizacao de uma funcao de perda
composta por duas componentes principais: a perda associada a satisfacao da equacao
diferencial parcial em pontos internos do dominio e a perda relacionada ao atendimento

das condigoes de contorno impostas.

Segundo (RAISST; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019), o processo de otimizagao
busca ajustar os pardmetros da rede neural de forma a minimizar a discrepancia entre a
solugao aproximada pela rede e as condig¢oes de contorno impostas, ao mesmo tempo em

que satisfaz a equacao diferencial nos pontos internos do dominio.

Para tanto, a rede neural é treinada iterativamente utilizando métodos de otimizacao,
neste caso, empregando o algoritmo do Método do Gradiente (Método do Maximo Declive).
Segundo (BOTTOU, 2010), durante o treinamento, os pesos da rede sao atualizados em
direcao ao gradiente da funcdo de perda em relagdo aos parametros treinaveis da rede.
Essa otimizacao é realizada com o intuito de encontrar valores para os parametros da rede
neural que minimizem simultaneamente a discrepancia entre a solucao aproximada e as

condi¢oes impostas, garantindo a precisao da solucao dentro do dominio.

A classe PINN encapsula essa dindmica, definindo a arquitetura da rede neural,
as fungoes de perda associadas a equacao diferencial e as condi¢des de contorno, bem
como os métodos para calculo dos gradientes e atualizacao dos pesos da rede. Assim,
essa implementacao ilustra a interacao entre a arquitetura da rede neural, a formulacao
matematica das equacoes diferenciais e o processo iterativo de otimizacao para resolver

tais problemas fisicos.

(RATSSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2019) afirmam que essa abordagem oferece
uma forma flexivel e eficaz de resolver EDPs, representando um avanco significativo no

campo da modelagem matematica e computacional de problemas fisicos complexos.
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5 Comparacao entre o Método de Diferencas
Finitas e as Redes Neurais Informadas pela

Fisica

Este capitulo é dedicado a exploracao e andlise comparativa entre duas abordagens
distintas para a resolucao de equagoes diferenciais parciais (EDPs): o método de diferengas
finitas e as redes neurais informadas pela fisica (PINNs). Em particular, focaremos na
aplicacao dessas técnicas as equagoes de Poisson 1D e Poisson 2D. Ambas as abordagens
tém suas vantagens e desvantagens, e a escolha entre elas depende em grande parte do

problema especifico que estamos tentando resolver.

5.1 O Método de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas é uma técnica numérica amplamente utilizada para a
resolucao de equacgoes diferenciais. Este método baseia-se na ideia de substituir as derivadas
que aparecem em uma equacao diferencial por diferencas finitas, que sao formas discretas
das derivadas. A principal vantagem deste método ¢é sua simplicidade e flexibilidade. Pode
ser aplicado a uma ampla gama de problemas, e é particularmente 1til quando a solucao

analitica para a equacao diferencial é desconhecida ou dificil de obter.

5.1.1 Diferencas finitas na equacdo de Poisson 1D

Existem varios esquemas de diferencas finitas que podem ser usados para resolver
a equacao de Poisson em uma dimensao. Vamos explorar esses esquemas de diferencas

finitas em detalhes.

1. Diferencas Centrais de Segunda Ordem

Esta abordagem usa uma férmula de diferenga central de quarta ordem para a
segunda derivada. A equagao resultante para um ponto x; é mais complexa, mas

oferece maior precisao.

U = (Upy1 — 2, + Upyp1) — 5 1 ul™ — o= b u;”” + O(R®) (5.1)

2. Diferencas Centrais de Quarta Ordem

Esta abordagem usa uma férmula de diferenga central de quarta ordem para a
segunda derivada. A equagao resultante para um ponto x; é mais complexa, mas

oferece maior precisao.
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u/a; = % (uwi—l - 2u$i + uﬂ»‘ri—l) + % h2 f;;ﬁ - % h4 ugc?) + O(h6) (52)

3. Método de Relaxacao

O método de relaxagao é um método iterativo usado para resolver equacoes dife-
renciais, como a equacao de Poisson, discretizadas por diferencas finitas. A ideia
basica é comecar com uma estimativa inicial para a solucao e, em seguida, atualizar

iterativamente essa estimativa até que ela convirja para a solugao precisa.

ut D (@) = 4 (U(k) (25-1) +u (@541) — B f(ffz‘)) (5.3)
na qual f é a funcdo conhecida na equacao de Poisson.

Este é um método simples e amplamente utilizado para resolver equacoes diferenciais
parciais, mas a convergéncia pode ser lenta em alguns casos. Existem variantes mais
avancadas do método de relaxagao, como o método de sobrerrelaxacao sucessiva

(SOR), que pode acelerar a convergéncia.

4. Método de Diferencas Finitas Nao-Estruturadas

O método de diferencas finitas nao estruturadas é uma técnica para resolver equagoes
diferenciais em geometrias complexas, onde a grade nao segue uma estrutura regular,
como uma grade retangular ou triangular tipica. Em vez disso, ele usa uma malha
arbitraria que se ajusta a geometria do problema. A formulacao geral do método de
diferencas finitas nao estruturadas é semelhante a dos métodos estruturados, mas a

discretizacao da equacao diferencial é realizada em uma malha irregular.

Uma formulagao geral para um ponto P em uma malha nao estruturada poderia ser

Pu . 1 - (up—un)  (zp—ay) (5.4)
2 .

Essa expressao é uma forma de discretizar a segunda derivada parcial em relagdo a x
para torna-la solucionavel numericamente em métodos de elementos finitos e outros
métodos numéricos. onde Ap é a area do poligono em torno do ponto P, a soma é
feita sobre todos os pontos vizinhos Np de P, e up e uy sao os valores da funcao u

nos pontos P e Np, respectivamente.

Essa é apenas uma aproximacao geral e a formulagao exata dependera da configuracao
especifica da malha nao estruturada e da equacao diferencial sendo resolvida. O
método de diferengas finitas ndo estruturadas é mais complexo de implementar do
que os métodos estruturados, mas pode ser necessario para resolver problemas em

geometrias complexas.



Capitulo 5. Comparagio entre o Método de Diferengas Finitas e as Redes Neurais Informadas pela Fisid

Estes sao apenas alguns dos esquemas comuns utilizados para resolver a equagao
de Poisson com diferencas finitas. A escolha do esquema depende da precisao desejada, da

complexidade da geometria e de outras consideracoes especificas do problema.

5.1.2 Aplicacao das Diferencas Finitas na Equacado de Poisson 2D

Nesta se¢ao, vamos considerar a aplicagdo do método de diferencas finitas a equagao
de Poisson 2D. Esta equacao é dada por uy, + u,, = f(z,y), onde u,, e u,, representam
as segundas derivadas parciais de u em relacdo a x e y, respectivamente, e f é uma funcao
dada.

Seguindo a abordagem em (STRIKWERDA, 2004), considera-se a equagao de Pois-
son no quadrado unitario. Em (STRIKWERDA, 2004) apresenta-se uma aproximacao de
diferencas centrais para as segundas derivadas em duas dire¢oes. Esta aproximacao leva a
seguinte féormula de diferenga

55, Vem + 55 Vom = f (55)

ou, de forma equivalente,
1
2 (Uf+1,m + Ve—1,m + Ve, m+1 + Vem—1 — 4v€,m) = fé,m (56)

O operador de diferenga no membro esquerdo de (5.6) é chamado de laplaciano
discreto de cinco pontos. Este operador desempenha um papel fundamental na formulagao

e resolugao de problemas de diferencas finitas.

5.2 Comparacdo Quantitativa

Para realizar uma comparacao quantitativa entre o método de diferencas finitas
(MDF) e as Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINNs), vamos considerar diversos
critérios relevantes para a resolugdo de equagdes diferenciais parciais (EDPs). Estes
critérios incluem precisao, eficiéncia computacional, robustez numérica e facilidade de

implementagao.

5.2.1 Precisao

A precisao é um aspecto crucial na resolucao de EDPs, pois determina quao
préximas as solugoes numéricas estao da solucdo analitica (quando disponivel) ou de
solucoes de referéncia. O método de diferencas finitas oferece precisao de ordem superior,
especialmente quando esquemas de alta ordem sao utilizados. No entanto, a precisao das
PINNs também pode ser alta, especialmente quando treinadas com dados suficientes e

arquiteturas adequadas.
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5.2.2 Eficiéncia Computacional

Em termos de eficiéncia computacional, as PINNs podem oferecer vantagens
significativas. Uma vez treinadas, as PINNs podem fornecer solugoes rapidas para uma
ampla gama de problemas, sem a necessidade de discretizacdo do dominio espacial ou
temporal. Por outro lado, o método de diferencas finitas requer a discretizacao do dominio,
o que pode resultar em malhas computacionais volumosas e tempos de computagdo mais

longos, especialmente em problemas tridimensionais ou com geometrias complexas.

5.2.3 Robustez Numérica

A robustez numérica refere-se a capacidade de um método numérico lidar com uma
variedade de condigoes e caracteristicas do problema, como singularidades, discontinuidades
ou nao linearidades. Embora o método de diferencas finitas seja conhecido por sua
robustez em muitos casos, ele pode enfrentar dificuldades em problemas com geometrias
irregulares ou singularidades fortes. As PINNs, por outro lado, tém a capacidade de
aprender automaticamente caracteristicas complexas do problema durante o treinamento,

0 que as torna mais robustas em certos cenarios.

5.2.4 Facilidade de Implementacao

Em relagao a facilidade de implementacao, as diferencas finitas tendem a ser
mais diretas e simples de implementar, especialmente para aqueles familiarizados com
métodos numéricos classicos. Por outro lado, a implementacao de PINNs pode exigir um
conhecimento mais profundo de aprendizado de maquina e frameworks especificos de deep
learning. No entanto, com o crescente desenvolvimento de bibliotecas de c6digo aberto para
deep learning, como TensorFlow e PyTorch, a implementacao de PINNs esta se tornando

mais acessivel.

Em resumo, a escolha entre o método de diferencas finitas e as PINNs depende das
caracteristicas especificas do problema em questdao, bem como das consideracoes relaciona-
das a precisao, eficiéncia computacional, robustez numérica e facilidade de implementacao.
Em muitos casos, uma abordagem hibrida que combina o melhor dos dois métodos pode

ser a mais adequada.
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6 Experimentos e Resultados

Este capitulo descreve os experimentos e resultados alcangados ao resolver a equagao
de Poisson 1D e a equagao de Poisson 2D usando redes neurais do tipo Physics-Informed
Neural Networks (PINNs), utilizando Python e suas bibliotecas TensorFlow, NumPy e
Matplotlib. Os resultados sao comparados com os obtidos pelo método das diferencas finitas,
com o objetivo de analisar a eficicia e precisao das redes neurais na resolugdo de problemas
de fisica computacional em comparacao com métodos tradicionais. Os experimentos sao
realizados em diversas configuracoes para avaliar o desempenho e a generalizacao das redes
neurais em diferentes cenarios de problemas. As secoes seguintes detalham os experimentos
realizados e os resultados obtidos, seguidos de uma discussao sobre as conclusoes derivadas

desses resultados.

6.1 Solucdo da Equacdo de Poisson 1D

Nesta se¢ao, abordamos a resolucao da equagao de Poisson unidimensional, um
problema fundamental na fisica que descreve a distribuicdo de um campo escalar em
um meio unidimensional. Utilizamos exemplos relevantes como referéncia para ilustrar
a aplicagdo de técnicas de solu¢ao. Os resultados dos experimentos realizados e uma

discussao sobre as conclusoes alcangadas sdo apresentados detalhadamente.

o Exemplo 1

Viu(z) =Y ksen(kz) + 8sen(8z), =z € (0,m)

h=t (6.1)
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Figura 6.1 — Treinamento do exemplo 1 com 1000 Epocas

—— history loss
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Fonte: Prépio Autor

Para o exemplo 1, o treinamento da Physics-Informed Neural Network (PINN)
foi realizado ao longo de 1000 épocas, conforme representado no grafico anteri-
ormente apresentado. A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos com o
treinamento da PINN para o exemplo 1, juntamente com uma compara¢ao com

a solucao obtida utilizando o método das diferencas finitas.

O treinamento da PINN resultou em um conjunto de parametros otimizados,
os quais foram empregados para calcular a solugao aproximada da equagao em
questao. A precisao e a eficacia da solugao obtida foram avaliadas mediante a

diferenca entre a solucao utilizando diferencas finitas e a solug¢do da rede neural.

Para o treinamento, foi utilizado uma taxa de aprendizado de 0.001. A rede
neural implementada foi uma rede densa com trés camadas: duas camadas
ocultas, cada uma com 1500 neurdnios e ativagao tangente hiperbélica (tanh),
e uma camada de saida com um neurénio, que nao possui funcao de ativagao

especificada, o que implica em uma saida linear.
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Figura 6.2 — Solucao do exemplo 1 com Diferen- Figura 6.3 — Solug@o do exemplo 1 com a PINN
cas Finitas

Fonte: Préprio Autor
Fonte: Préprio Autor

o Exemplo 2:

Viu(z) = 3z + 2?)e”, z € (0,1)
, z € (0,1) (6.2)
, z € (0,1)

Figura 6.4 — Treinamento do exemplo 2 com 1000 Epocas

—— history loss
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Fonte: Prépio Autor

No exemplo 2, foi empregado o mesmo método utilizado no exemplo 1, que
consiste na aplicagdo da Physics-Informed Neural Network (PINN). Assim como

no exemplo anterior, o treinamento da PINN foi conduzido ao longo de 1000
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épocas, e os resultados foram comparados com a solugao obtida pelo método
das diferencas finitas. O objetivo foi avaliar a precisao e a eficacia da solugao
obtida pela rede neural em relacao a solu¢ao numérica tradicional. Além disso,
no exemplo 2 também foi utilizada uma taxa de aprendizado de 0.001 e a mesma
arquitetura de rede neural densa, com trés camadas: duas camadas ocultas, cada
uma com 1500 neurénios e ativagio tangente hiperbélica (tanh), e uma camada
de saida com um neurdnio, sem funcao de ativacao especificada, resultando em
uma saida linear. Essa abordagem foi adotada com o intuito de comparar o
desempenho da PINN em diferentes exemplos e validar sua aplicabilidade em

problemas diversos.

Figura 6.5 — Solucao do exemplo 2 com Diferen- Figura 6.6 — Solucdo do exemplo 2 com a PINN
cas Finitas

Fonte: Préprio Autor
Fonte: Préprio Autor

o Exemplo 3:

Viu(r) = n?sen(rz), x€(—1,1)
w(z,—1) =0, ze(-1,1) (6.3)
u(z,1) =0, re(—1,1)
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Figura 6.7 — Treinamento do exemplo 3 com 1000 Epocas

—— history loss
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Fonte: Prépio Autor
Figura 6.8 — Solucao do exemplo 3 com Diferen- Figura 6.9 — Solucao do exemplo 3 com a PINN

cas Finitas

Fonte: Préprio Autor
Fonte: Préprio Autor

6.2 Solucdo da Equacdo de Poisson 2D

Nesta se¢ao, exploramos a aplicacao da rede neural do tipo Physics-Informed Neural
Networks (PINNs) para resolver a equagao de Poisson em duas dimensoes. Utilizamos exem-
plos relevantes apresentados em (AGGARWAL; UGAIL, 2019) como base para demonstrar a
eficacia e a precisdo do método proposto. Por meio da abordagem de PINNs, buscamos
nao apenas obter solugoes precisas para a equacgao de Poisson, mas também explorar a
capacidade das redes neurais em lidar com problemas de fisica computacional de forma
eficiente e versatil. Nossos experimentos e resultados sao apresentados detalhadamente

nesta secao, seguidos de uma andlise critica das descobertas.
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« Exemplo 1:
Viu(z,y) = —5n?sen(mx) cos(2my), (x,y) € (0,1) x (0,1)
u(z,0) = sen(mzx), z e (0,1)
u(z,1) = sen(wz), z e (0,1) (6.4)
u(0,y) =0, y e (0,1)
u(l,y) =0, y € (0,1)

Figura 6.10 — Treinamento do Exemplo 1 com 1000 Epocas

—— history loss
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Fonte: Prépio Autor

Para o exemplo 1, o treinamento da Physics-Informed Neural Network (PINN)
foi realizado ao longo de 1000 épocas, conforme representado no grafico anteri-
ormente apresentado. A seguir, sao apresentados os resultados obtidos com o
treinamento da PINN para o exemplo 1, juntamente com uma compara¢ao com

a solucao obtida utilizando o método das diferencas finitas.

O treinamento da PINN resultou em um conjunto de parametros otimizados,
os quais foram empregados para calcular a solugao aproximada da equagao em
questao. A precisao e a eficacia da solucao obtida foram avaliadas mediante a

diferenca entre a solucao utilizando diferencas finitas e a solu¢do da rede neural.

Para o treinamento, foi utilizado uma taxa de aprendizado de 0,001. A rede
neural implementada foi uma rede densa com trés camadas: duas camadas
ocultas, cada uma com 1500 neurdnios e ativagao tangente hiperbélica (tanh),
e uma camada de saida com um neurénio, que nao possui funcao de ativagao
especificada, o que implica em uma saida linear. Na camada de entrada, a rede

espera dados de entrada bidimensionais.
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Figura 6.11 — Solucdo do Exemplo 1 com Dife- Figura 6.12 — Solucdo do Exemplo 1 com a
rencas Finitas PINN

Fonte: Préprio Autor Fonte: Préprio Autor
o Exemplo 2:
Viu(z,y) = —4e” W (@ +y? +1), (2,y) € (0,1) x (0,1)
u(z,0) = e*’ z e (0,1)
u(z,1) = e+, z € (0,1) (6.5)
u(0,y) = e, ye(0,1)
u(l,y) = eVt y€(0,1)

Figura 6.13 — Treinamento do Exemplo 2 com 1000 Epocas

—— history loss
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Assim como foi feito no Exemplo 1 repetiu-se o processo no Exemplo 2, o

treinamento da Physics-Informed Neural Network (PINN) foi realizado ao longo



Capitulo 6. FEzperimentos e Resultados

39

de 1000 épocas, conforme representado no grafico anteriormente apresentado. A

seguir, sao apresentados os resultados obtidos com o treinamento da PINN para

o Exemplo 2, juntamente com uma comparagao com a solugao obtida utilizando

o método das diferencas finitas.

Figura 6.14 — Solugdo do Exemplo 2 com Dife-

rencas Finitas

PNWw e oo o

Fonte: Préprio Autor

» Exemplo 3:

Figura 6.15 — Solugdo do Exemplo 2 com a
PINN

Fonte: Préprio Autor

(z,y) € (0,1) x (0,1)

z e (0,1)

z € (0,1) (6.6)
y€(0,1)

y€(0,1)
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Figura 6.16 — Treinamento do Exemplo 3 com 1000 Epocas

17.5

—— history loss

15.0 4

12.5 4

10.0 A

7.5 4

5.0 4

2.5 1

0.0 4

T T T T T
200 400 600 800 1000

o4

Fonte: Prépio Autor

Assim como foi feito no Exemplo 1 e no exemplo 2 repetiu-se o processo no
Exemplo 3, o treinamento da Physics-Informed Neural Network (PINN) foi
realizado ao longo de 1000 épocas, conforme representado no grafico anteri-
ormente apresentado. A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos com o
treinamento da PINN para o Exemplo 3, juntamente com uma comparagao com
a solugao obtida utilizando o método das diferencas finitas.

Figura 6.17 — Solugdo do Exemplo 3 com Dife- Figura 6.18 — Solugdo do exemplo 3 com a
rencas Finitas PINN

Fonte: Préprio Autor Fonte: Préprio Autor
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