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Resumo

Neste trabalho introduzimos axiomas e defini¢des da Teoria dos Conjuntos que nos permite
enunciar e demonstrar a equivaléncia do Lema de Zorn com o Axioma da Escolha, o
Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo e o Principio Maximal de Hausdorff. Apresentamos
também aplicagoes do Lema de Zorn na Matematica, especificamente na Algebra Linear,

na Anaélise Funcional, na Teoria de Anéis e Mddulos e na Geometria Diferencial.

Palavras-chave: Lema de Zorn, Axioma da Escolha, Teorema da Boa Ordenacgao de

Zermelo, Principio Maximal de Hausdorff, Aplicacoes.



Abstract

In this work we introduce the axioms and definitions of Set Theory that enable us to
enunciate and demonstrate the equivalence of Zorn’s Lemma with Axiom of Choice,
Zermelo’s Well-Ordering Theorem, and Hausdorft’s Maximal Principle. Additionally, we
present applications of Zorn’s Lemma in Mathematics, specifically in Linear Algebra,

Functional Analysis, Rings and Modules Theory, and Differential Geometry.

Keywords: Zorn’s Lemma, Axiom of Choice, Zermelo’s Well-Ordering Theorem, Hausdorff

Maximal Principle, Applications.



2.1
2.2
221
2.2.2
2.2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Sumario

INTRODUCAO . . . . . i ittt e e e et e et e et e 10
DESENVOLVIMENTOS PRELIMINARES . . . . . .. .. ... ... 11
Teoriados Conjuntos . . . . . . . ... ... ... .. .......... 11
O LEMA DE ZORN E SUAS EQUIVALENCIAS . ... ....... 18
OLemade Zorn . . . . . . . . . ... ... 18
As equivaléncias do Lemade Zorn . . . . . . . ... ... 19
Axiomada Escolha . . . . . . ... 19
Teorema da Boa Ordenacdo de Zermelo . . . . . . . .. ... .. .. ... 23
Principio Maximal de Hausdorff . . . . . . . ... . ... ... .. .... 26
APLICACOES . . .. .. . . et 28
Algebra Linear. . . . . . . . . ... ... ... 28
Analise Funcional . . . . . . . . . . ... .. 30
Anéis e Médulos . . . . . . ... 32
Geometria Diferencial . . . . . . . . .. ... 0oL 35
Aplicacao do Teorema da Boa Ordenacao . . . . .. ... ... ... 36
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . . . . et 38

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s e s i 39



10

Introducao

A Teoria dos Conjuntos, inicialmente desenvolvida por Georg Cantor no fim do
século XIX, foi axiomatizada por Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel na primeira metade
do século XX. Tal axiomatizacao ficou conhecida como sistema Zermelo-Fraenkel, ou

sistema ZF, e estabeleceu os principios fundamentais da Teoria dos Conjuntos.

Um importante teorema da Teoria dos Conjuntos é conhecido como Lema de Zorn,
que garante a existéncia de um elemento maximal em um conjunto parcialmente ordenado
onde toda cadeia nesse conjunto tem uma cota superior. Na época da formulagao dada

por Max Zorn, diversos outros estudos sobre principios maximais estavam sendo feitos.

Este trabalho tem como objetivo apresentar, demonstrar e fazer aplica¢oes do Lema
de Zorn e visa oferecer uma compreensao da relevancia do Lema de Zorn em diferentes areas
da Matematica. A metodologia apresentada nesta pesquisa consiste predominantemente
na revisao bibliogréfica, explorando as contribuigoes ja existentes sobre o Lema de Zorn e

suas consequéncias.

No capitulo 1, introduzimos os axiomas do sistema ZF, assim como defini¢oes e teo-
remas decorrentes da Teoria dos Conjuntos. Essa fundamentacao possibilita a compreensao

e formulacao do Lema de Zorn que é abordado posteriormente.

No capitulo 2, enunciamos e demonstramos o Lema de Zorn a partir da sua
equivaléncia com o Axioma da Escolha, o Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo e o

Principio Maximal de Hausdorff.

De posse do Lema de Zorn, no capitulo 3, provamos que ele garante a existéncia de
elementos maximais em quatro diferentes dreas da Matemética: na Algebra Linear, na
Anélise Funcional, na Teoria de Anéis e Médulos e na Geometria Diferencial; além de
apresentarmos duas aplicagoes do Teorema da Boa Ordenagao de Zermelo. Dessa forma,

mostramos a importancia do Lema de Zorn para a Matematica.
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1 Desenvolvimentos Preliminares

Neste capitulo introduzimos axiomas e defini¢bes da Teoria dos Conjuntos que

servem como base para o capitulo seguinte.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Um conjunto é uma lista ou colecao formada por objetos bem definidos, esses
objetos sao chamados de elementos ou membros. Entre um conjunto e seus elementos
existe uma relacgao de pertinéncia, quando um elemento arbitrario x pertence a um conjunto

A escreve-se: © € A, essa relagao é definida em (HALMOS, 2001) como o axioma a seguir:

Axioma 1 (Axioma da Especificagdo). Para todo conjunto A e toda condi¢ao S(x)
corresponde um conjunto B cujos elementos sao exatamente aqueles elementos v de A

para os quais S(x) € vdlida, ou seja, B={x € A: S(x)}.

Quando x nao satisfaz a condigao S(z) escreve-se que z ¢ B. Assim, quando nenhum
elemento de A satisfaz S(x), o conjunto B nao possui elemento algum e é enunciado a

partir do axioma da existéncia.

Axioma 2 (Axioma da Existéncia). Ewxiste um conjunto B = {z : x # x} = ), denominado

conjunto vazio.

O seguinte axioma pode ser encontrado em (JECH, 2003):

Axioma 3 (Axioma da Extensao). Dois conjuntos sdo iguais se, e somente se, eles

possuem os mesmos elementos, isto é, VANB,A=B < (Vz,z€ A< z € B).

Os dois ultimos axiomas podem ser utilizados para provar o teorema a seguir:

Teorema 1.1. O conjunto vazio é unico.

Demonstragao: Utilizando o axioma da extensao queremos provar que A = B é verdade
e, portanto, o conjunto vazio é tinico. Seja A = () ¢ B = (). Suponha, por contradi¢ao, que
existe x € A tal que x ¢ B, que é impossivel pois o axioma da existéncia garante que
A = ) nao possui elementos, logo a suposicao é falsa. Suponha agora, por contradigao, que
existe z € B tal que z ¢ A, que também é impossivel, pois o axioma da existéncia garante
que B = () nao possui elementos, logo a suposicao também é falsa. Portanto, A = B, logo,

o conjunto vazio é tnico.
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A seguir em (HALMOS, 2001), temos:

Axioma 4 (Axioma da Unido). Para toda colecao de conjuntos existe um conjunto que
contém todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos da dada colegao,
ou seja,

U={xeU:xe€ A para algum A em C},

onde C é uma colecao.

Existe pelo menos um conjunto A com as seguintes propriedades:

1. 0 € A;

2. se x € A entdo (zU{z}) € A.

Isto é, existe pelo menos um conjunto que é indutivo, como é afirmado pelo axioma do
infinito em (JECH, 2003).

Axioma 5 (Axioma do Infinito). Existe um conjunto indutivo.

Sejam A e B conjuntos, diz-se que B é um subconjunto de A quando todos os
elementos de B também forem elementos de A e denota-se por B C A, em outras palavras,
B é parte de A. Um subconjunto B é dito subconjunto proprio ou parte propria de A se
B C Ae B # A. De posse disso, temos:

Teorema 1.2. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstracdo: Sejam A um conjunto arbitrario e B = @. E necessario mostrar que
B C A. Uma vez que o conjunto vazio nao possui elemento algum, nao hé elementos em B
que nao sejam elementos de A, logo B C A. Portanto, () é subconjunto de A, para qualquer

que seja A.

De acordo com (JECH, 2003) o conjunto das partes tem o seguinte:

Axioma 6 (Axioma do Conjunto das Partes). Para algum conjunto A existe um conjunto

B ="P(A), o conjunto de todas os subconjuntos de A.

Em outras palavras, o axioma do conjunto das partes quer dizer que dado um
conjunto A, o conjunto formado pelos subconjuntos de A é indicado por P(A) = {X :
X C A}, ou seja, P(A) é o conjunto das partes de A. Assim, conforme (LIMA, 2014),
P(A) nunca é vazio, pois nele existe pelo menos () € P(A) e A € P(A).
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Sejam A, B conjuntos, a interseccao de conjuntos é a parte comum entre eles, isto
é, ANB={x:2€ Aex € B}, quando AN B = () diz-se que A e B sao disjuntos.
Ja a unido dos dois conjuntos é formada pelos elementos de A e os elementos de B, ou
seja, AUB = {z:x € Aouxz € B}. A diferenca entre esses dois conjuntos é dada pelos
elementos que estdo em A mas nao estao em B, denotada por A— B ={x:z € Ae
x ¢ B}.

Um importante conceito no estudo de conjuntos ¢ o de par ordenado. Ele estabelece
que dados dois objetos, x e y, um par ordenado é formado ao selecionar um desses objetos,
por exemplo, z para ser a primeira coordenada e o objeto y para ser a segunda coordenada,
assim, ele é denotado por (z,y). A partir desse conceito é possivel estabelecer a operagao

do produto cartesiano entre dois conjuntos como em (LIPSCHUTZ, 1973).

Defini¢ao 1.3 (Produto Cartesiano). Sejam dois conjuntos A e B. O produto cartesiano
de A e B, ou conjunto produto de A e B, consiste de todos os pares ordenados (x,y), onde

z€ A eye B. E denotado por

Ax B={(z,y):x€ Ay € B}.

Baseado no conceito de par ordenado e na definicdo de produto cartesiano, pode-se
introduzir o conceito de relagao definido em (MUNKRES, 2000).

Definigao 1.4 (Relagdo). Uma relagio entre os conjuntos A e B € um subconjunto R do

produto cartesiano A X B, denotada por xRy onde (x,y) € R.

Seja R C (A x B) uma relagao. Um conjunto X C A, dado por todos os primeiros
elementos dos pares ordenados pertencentes a R, ou seja, X = {z:x € A, (z,y) € R} é
o dominio da relagao R de A para B. Um conjunto Y C B, dado por todos os segundos
elementos da relacdo R ,isto é, Y ={y:y € B, (z,y) € R}.

Inspirado pela defini¢cao de relagao, (LIPSCHUTZ, 1973) definiu uma relagao
inversa da seguinte forma: toda relacdo R entre A ¢ B tem uma relacdo inversa R~! entre
B e A, definida por R™! = {(y,z) : (z,y) € R}.

A partir da definicao de relagao pode-se construir o conceito de fungao, pois uma
funcao f de A para B é um subconjunto de A x B tal que cada elemento do conjunto A
corresponde, de alguma forma, a um unico elemento do conjunto B. Essa correspondéncia

é chamada de funcao e denota-se por f: A — B.

De acordo com (LIMA, 2014), as defini¢oes de dominio de uma fungao, contra-
dominio, grafico de uma funcao e familia sdo dadas da seguinte forma: o conjunto A
¢ denominado o dominio da func¢ado f, ou seja, onde a funcao é definida; B é chamado
contradominio, isto é, o conjunto onde a funcao toma valores e f ¢ a regra que permite

associar a cada elemento de A um tinico elemento de B. Se x € A, o elemento de B que
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corresponde a = é denominado imagem de x e é denotado por f(x) e o conjunto f(A) C B

¢é chamado de imagem de f.

O grafico de uma funcao f : A — B é definido por

G(f) ={(z,y) e AxB:zeAy= f(x)}.

Dai tem-se que duas fungoes sao iguais se, e somente se, possuem o mesmo grafico. A

restricao de uma funcdo f: A — B a um subconjunto X C A é a funcao f‘X : X — B,
definida por f‘X(x) = f(x) para todo z € X.

Uma familia ¢ uma fungao x onde o seu dominio é dado por um conjunto 7, chamado
de conjunto de indices, e seu contradominio ¢ dado por X, chamado de conjunto indexado.
O valor que x recebe em cada A € I é denominado termo da familia. Usualmente, os
termos sao indicados por x, e desta forma, a familia x é representada por {x, }e;. Quando
para cada A\ € I faz-se corresponder um conjunto Ay, diz-se que {A,}res é uma familia de

conjuntos com indices em [.

Retomando o conceito de relacao, tem-se que uma relacao pode ter as seguintes

propriedades:

1. reflexividade: Vx € A, (x,2) € R C A X A;
2. transitividade: (z,y) € Re (y,2) € R= (x,2) € R;
3. simetria: (z,y) € R = (y,z) € R;

4. antissimetria: (z,y) € Re (y,x) € R=x =y.

Uma ordem parcial em um conjunto A é uma relagdo, agora denotada por <,
em A tal que essa relagao é reflexiva, transitiva e antissimétrica. Se uma relagdo < em A
define uma ordem parcial em A, entdo isso significa que para todo (x,y) € A tem-se que

x < y. A partir disso pode-se definir um conjunto parcialmente ordenado:

Definigao 1.5 (Conjunto parcialmente ordenado). Um conjunto A, com uma rela¢io <,

é chamado conjunto parcialmente ordenado e pode ser denotado por (A, <).

Dois elementos x e y, num conjunto parcialmente ordenado, sao ditos nao com-
paraveis quando r £ y e y £ x. Se uma relacdo R num conjunto A define uma ordem
parcial em A, R~! também define uma ordem parcial em A, chamada ordem inversa.
Em outras palavras, por exemplo, se < é uma relagdo de ordem no conjunto A, a relacao

inversa, isto é, >, é também uma ordem parcial em A.

Exemplo 1.6. A relagcio de inclusdo é uma ordem parcial. A relacio C € reflexiva, pois
A C A, para qualquer conjunto A; antissimétrica, pois se AC B e B C A, entdio A= B
e, transitiva, pois se AC B e BC C, entio A C C.



Capitulo 1. Desenvolvimentos Preliminares 15

Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e B um subconjunto de A. Como
a relacdo < em A é uma relagdo de ordem parcial, tem-se que se x,y € B entao = < y.

Desta forma, o par ordenado (B, <) é chamado subconjunto parcialmente ordenado de
(A, <).

Uma ordem total em um conjunto A é uma relagao < em A, tal que essa relagao
é de ordem parcial e para cada (z,y) € A tem-se x < y ou x > y ou x = y, isto é, a relacdo
< em A é reflexiva, transitiva e antissimétrica e seus elementos sdo comparaveis. A partir

disso pode-se definir um conjunto totalmente ordenado, também denominado de cadeia.

Definicao 1.7 (Cadeia). Um conjunto A munido de uma ordem total é chamado de

cadeia.

Exemplo 1.8. A relagio < no conjunto dos nimeros naturais N é uma ordem total. Ela
¢ reflexiva, pois para todo n € N, n < n; transitiva, pois para todo n,m,p € N sen <m e
m < p, entdo n < p; antissimétrica, pois para todo n,m € N sen < m e m < n, entao

n =m e; para todo n,m € N entdon < m oum < n.

Um outro exemplo de cadeia pode ser encontrado em (LIPSCHUTZ, 1973):

Exemplo 1.9. Uma unido U;c; A; € totalmente ordenada, onde {A;}icr € uma familia
de conjuntos totalmente ordenados de pares disjuntos. Assim, seja a,b € U;cr Ai, existe
J.k €1 tal que a € Aj eb € Ay, se j <k, entdio a < b e se j =k entdo a e b sao

ordenados pela ordenagdo de A;.

Dado um conjunto ordenado (A, <), se existir um = € A tal que, para todo y € A,
tem-se x < y, entdo x é denominado elemento minimo de A. De modo analogo, se
existir um y € A tal que, para todo x € A, tem-se x < y, entdo y é denominado elemento

maximo de A.

Se x,y € A sdo ambos os elementos minimos de A entao tem-se que r <y ey < x,
que implica em x = y, desta forma, o elemento minimo de A, quando ele existe, é tinico.
Analogamente, se z,y € A sdo ambos os elementos maximos de A entao tem-se que y < x

e x <y, que implica em x = y, assim, o elemento maximo de A, quando ele existe, é tinico.

A partir disso pode-se definir os elementos minimal e maximal de um conjunto.

Defini¢do 1.10 (Elemento minimal). Sejam A um conjunto parcialmente ordenado e

x € A. Sey < x implica em y = x, entdo x é elemento minimal de A.

Defini¢ao 1.11 (Elemento maximal). Sejam A um conjunto parcialmente ordenado e

y € A. Sey <z implica em y = x, entdo y é elemento maximal de A.
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As defini¢oes de elemento maximo e elemento maximal sdo importantes chaves

para a demonstragao do teorema a seguir, que pode ser encontrado em (LIPSCHUTZ,

1973).

Teorema 1.12. Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Se y € A € o elemento

mdximo de A, entao y é elemento mazximal de A, e o inico.

Demonstracdao: Suponha que y é um elemento maximo de A, isso significa que, para
todo z € A, temos que z < y. Agora suponha que existe um elemento z € A tal que y < z,
isso contradiz a definicao de elemento méaximo, pois y deve ser maior ou igual a todos os
elementos de A, incluindo z. Portanto, nao pode existir nenhum elemento z € A que seja
estritamente maior que y, logo y é elemento maximal de A. Para provar que y é o nico
elemento maximal de A, suponha que exista um outro elemento maximal z € A. Pela
defini¢do de elemento maximal, isso significa que nao existem elementos em A maiores que
z, ou seja, para todo y € A tem-se y < z. Como y € A é o elemento maximo de A, temos
que z < y. Entao como y < z e z < y tem-se, pela antissimetria de uma ordem parcial,

que y = z. Logo, y é o unico elemento maximal de A.

De modo similar ao teorema anterior, seja A um conjunto parcialmente ordenado,
se x € A é o elemento minimo de A, entao x é um elemento minimal de A, e o inico. A

verificacao pode ser feita de forma analoga a do teorema.

Segue-se dai em (MUNKRES, 2000) encontramos as defini¢bes de infimo e supremo
de um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado. Sejam A um conjunto parcial-
mente ordenado e B um subconjunto de A. O subconjunto B é limitado inferiormente se
existe a € A tal que a < z, para todo x € B; o elemento a é chamado cota inferior de B.
Se o conjunto de todas as cotas inferiores de B tem um elemento méaximo, este elemento é
chamado infimo de B e denotado por inf(B). O infimo de B pode ou nao pertencer a B,

quando pertence ele é o minimo de B.

De modo analogo, o subconjunto B é limitado superiormente se existe b € A tal
que x < b, para todo x € B; o elemento b é chamado cota superior de B. Se o conjunto
de todas as cotas superiores de B tem um elemento minimo, este elemento é chamado
supremo de B e é denotado por sup(B). O supremo de B pode ou nado pertencer a B,

quando pertence ele é o elemento maximo de B.

A partir disso, em (SILVA, 2011) é demonstrado o seguinte teorema.



Capitulo 1. Desenvolvimentos Preliminares 17

Teorema 1.13. Sejam C' uma cadeia e B = {x1,x9, ..., x,} um subconjunto de C. Entao
existe x;, com 1 < j < mn, tal que x; < x;, para todo x; € B. Portanto, qualquer subconjunto

finito de uma cadeia possui uma cota superior.

Demonstracdo: Utilizando o processo de indugao sobre n, temos que quando n = 1

nada ha para ser provado. Sejam
B ={x1,29,...,xn,Tps1} ¢ D ={x1,29, ..., 25}

Pela hipétese de inducao tem-se que existe x;, com 1 < j < n, tal que x; < x; para todo
x; € D. Como C ¢é uma cadeia tem-se que z; < 41 oU 241 < x;. Assim, existe x;, com

1 <j<n+1, tal que x; < x;, para todo z; € B.
|
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2 O Lema de Zorn e suas Equivaléncias

Neste capitulo apresentamos e provamos o Lema de Zorn através de sua equivaléncia

com o Axioma da Escolha, o Teorema da Boa Ordenacgao de Zermelo e o Principio Maximal
de Hausdorff.

2.1 O Lema de Zorn

Em 1934, Max Zorn apresentou um artigo a AMS- American Mathematical Society
(Sociedade Americana de Matematica) com o titulo “A remark on method in transfinite
algebra”, que foi publicado no ano seguinte. Em (ZORN, 1935) ele apresenta as duas

definigoes a seguir:

Definigao 2.1. Um conjunto B = {B} de conjuntos B é chamado uma cadeia se para
cada dois conjuntos By, By, ou By C By ou By C By

Defini¢ao 2.2. Um conjunto U de conjuntos A é dito fechado (fechado a direita), se ele

contém a uniao Y pep B de todas cadeia B contida em U.

Assim, ele formulou seu principio maximal da seguinte forma:

PM. Em um conjunto fechado U de conjuntos A existe no minimo um, Ax, ndo contido

como um subconjunto proprio em qualquer outro A € U.

Ele ainda propds que em um artigo futuro ele discutiria as equivaléncias entre o

seu principio maximal, o Axioma da Escolha e o Teorema da Boa Ordenacao.

De acordo com (MOORE, 1982), Chevalley, amigo de Max Zorn, introduziu o
principio maximal de Zorn ao grupo de matematicos franceses de pseudénimo Nicolas
Bourbaki. Os Bourbakis, por sua vez, se referiram a este principio maximal, no primeiro

livro publicado por eles em 1939, da seguinte forma:

Proposicao 2.3. Seja E um conjunto ordenado no qual todo subconjunto bem ordenado é

limitado superiormente; entao E € tem um elemento maximal.

Em 1940, John Tukey utilizou o Lema de Zorn como um axioma e o enunciou de
quatro formas equivalentes. Enunciamos aqui apenas a primeira forma dada em (TUKEY,
1941):

Teorema 2.4. Um sistema ordenado, onde cada um de seus subsistemas lineares tem uma

cota superior, contém um elemento maximal.
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A hipétese do Lema de Zorn garante a existéncia da cota superior para uma cadeia
C em um conjunto parcialmente ordenado X. E a sua conclusao é a existéncia de um

elemento m em X com a propriedade que se m < x entao tem-se m = x.

Enunciamos a seguir o Lema de Zorn como encontrado em (HALMOS, 2001):

Teorema 2.5 (Lema de Zorn). Se X é um conjunto parcialmente ordenado tal que para

toda cadeia em X hd uma cota superior, entao X contém um elemento maximal.

2.2 As equivaléncias do Lema de Zorn

Nesta se¢ao provamos algumas das equivaléncias do Lema de Zorn, especificamente
a sua equivaléncia com o Axioma da Escolha, o Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo e

o Principio Maximal de Hausdorff.

2.2.1 Axioma da Escolha

A primeira referéncia especifica ao Axioma da Escolha, de acordo com (RUBIN;
RUBIN, 1970), foi feita em 1890 por George Peano, em um de seus trabalhos, ao provar um
teorema de existéncia para equacoes diferenciais ordinarias. O axioma também foi utilizado
anteriormente por Georg Cantor, no entanto ele nao foi especificamente mencionado. Em
1904, Ernst Zermelo deu nome ao Axioma da Escolha e provou a sua equivaléncia com o

Principio da Boa Ordenacao.

Enunciamos a seguir o Axioma da Escolha como encontrado em (LIPSCHUTZ,
1973).

Axioma 7 (Axioma da Escolha). Se A € um familia de conjuntos nao vazios, existe uma

fungao f tal que, para todo X € A, f(X) C X.

Intuitivamente, f escolhe um elemento de cada subconjunto nao vazio de uma

familia A, ou seja, f: A — X, sendo assim chamada de funcao escolha.

A demonstracao da equivaléncia entre o Axioma da Escolha e o Lema de Zorn
é uma adaptacio das demonstracoes encontradas em (GARLING, 2013), (KOMJATH;
TOTIK, 2006) e (HALMOS, 2001). Provamos primeiro que o Axioma da Escolha é uma

consequéncia do Lema de Zorn e em seguida que a sua reciproca é verdadeira.

Para estabelecer que o Lema de Zorn implica o Axioma da Escolha consideramos
X um conjunto nao vazio e {4;};c; uma familia de conjuntos nao vazios tal que I =
P(X) — {0}. Definimos £ como o conjunto de fung¢oes com dominio Y C I e f(i) € A;

para todo ¢ € Y, isto é,

E={f:Y — A :Y CI, f(i) € A paratodo i€ Y}.
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Sejam f, g € £ funcoes onde Y C I é o dominio de f e Y, C I é o dominio de g. Considere
[ <gse

1.YCYy

2. f(i) = g(i), para todo i € Y.

Proposicao 2.6. £ ¢ parcialmente ordenado.

Demonstracao: Note que o conjunto £ nao é vazio, pois contém pelo menos uma funcao
para cada A; € {A;}i € I, que é ndo vazio. A relacao é reflexiva poiscomoY CYe f = f
entdo f(i) = f(i) para todo i € Y. A propriedade da transitividade é satisfeita pois se
f<gentaoY CY,, e f(i) = g(i) paratodo i € Y ese g < hentao Y,, C Ya, e g(i) = h(7)
para todo i € Y, assim tem-se f < g < h,entdao Y C Y,, C Yy, e f(i) = g(i) = h(i) para
todo 7 € Y. Note aindaquese f <geg< fentaioY C Y, eY, CY, logoY =Y, e

f(i) = g(i) para todo i € Y, assim f = g, que satisfaz a propriedade da antissimetria.

Proposicao 2.7. Toda cadeia em &£ possui cota superior.

Demonstracao: Seja C uma cadeia em &, assim, para f,g € C temos f < gou g < f.
Defina p uma func¢ao cujo dominio é a unido dos dominios das fungdes f pertencentes a C,
ou seja, Yz = Uy Y, e para cada i € Y tem-se f(i) = p(i). Como Y C Y3 entdo p é cota
superiorde Cep € £.

Como & é parcialmente ordenado e toda cadeia C C £ tem cota superior, temos,

pelo Lema de Zorn, que £ tem um elemento maximal, digamos h.

Teorema 2.8. Se 0 Lema de Zorn ¢ vdlido entao o Azioma da Escolha também € vdlido.

Demonstracao: Seja Ys o dominio de h. Devemos mostrar que Ys = I. Se Y5 # I entao
existe 7 € I tal que i € I —Yj. Seja x um elemento de A; e seja r uma fungao escolha tal
que r é uma extensao de h, com dominio Y, = Ys; U {i} e r(i) = z. Assim, r(i) = = para
todo i € Y). Note que Y5 C Y, e r(i) € A; para todo i € Y). Entao r € &€, o que contradiz
a maximalidade de h. Portanto, Y5 = I e h(I) C I.

Antes de provarmos que o Lema de Zorn é uma consequéncia do Axioma da Escolha,

precisamos pontuar algumas defini¢oes.
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Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadeia Y C X tem uma

cota superior. Considere o conjunto de todas as cadeias em X, isto é,
S={Y:Y C X, onde Y é uma cadeia}
e ordene S por inclusdo de conjuntos. Defina
T={rxeX:(YU{x}) CS},

donde tem-se que Y C T para todo Y € S. Como queremos provar que o Lema de Zorn é
uma consequéncia do Axioma da Escolha, vamos considerar que o Axioma da Escolha é
vélido. Entdo, sejam f : P(X) — {0} — X uma fungao escolha e g : S — S definida

como segue

g(Y):{ Y, se (I'-Y)=
YU{f(T'-Y)}, se (T-Y)#
A funcao g estd bem definida pois Y U{f(T —=Y)} C S.

0
0.

Segue da definicao de T que T'—Y = () se, e somente se, Y é um conjunto maximal.
De fato, suponha que Y C S é maximal e seja x € T, entdao z € X e Y U{z} C S; como
Y CYU{z} eY é maximal entdo Y U{z} C Y, dessa forma tem-se Y =Y U {z}, logo
Y =T e, portanto, T — Y = (). Reciprocamente, suponha que T —Y =0, assim T =Y, e
seja A C S tal que Y C A; seja a um elemento de A, assim Y U{a} C AeY U{a} C S,

como por hipétese T'=Y entao se a € T tem-se a € Y, dessa forma A C Y e, portanto,

A=Y, logoY é maximal em S.

Assim devemos provar que existe Y C S tal que g(Y) =Y.

Definigao 2.9 (Torre). Seja T uma subcolegio de S, T é uma torre se:

1. 0eT;
2. seY €T, entio gY)€T;

3. se C' € uma cadeia em T, entio Uycc Y € T.

Note que o conjunto S é uma torre pois () € S; pela definigdo da fungao g, se Y C S
entdo g(Y) € S para ambos os casos e; se C' € S é uma cadeia tal que C' = {Y;};c/, entao,
para todo i € I, Y; C X assim U;c; Vi C X, como Y; C S é cadeia, temos que ;e Yi € S.

Em (HALMOS, 2001), o autor define que a intersecao de uma colegiao de torres é
ela propria uma torre, segue-se em particular que se 7y € a intersecao de todas as torres

entdo 7y é a menor torre.

Seja Tp a menor torre em S. Um conjunto C' € Ty é comparavel se para todo
Y'eTytem-se Y CcCouC CY'.
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Proposigao 2.10. 7y é uma cadeia.

Demonstracdo: Suponha que Y’ € 7y e seja Y/ um subconjunto préprio de C. Se C' é
comparavel entdao g(Y') C C ou C C g(Y'), com C # g(Y”). Pela definigao de g, quando
C' é subconjunto proprio de g(Y”), tem-se g(Y') =Y U {f(T" — Y’)}. Dessa forma, existe
yeg(Y)talquey ¢ Ceexistex € Ctal quex ¢ Y'. Assim, x € g(Y') =Y'U{f(T"-Y")}
comz € f(T"=Y'). Comox € Centaox #yey e g(Y')=Y' U{x},logoye D CC,
que contradiz o fato de que y ¢ C|, logo g(Y') C C.

Considere a colegao V de todos os conjuntos Y’ € T, para os quais Y/’ C C ou
g(C) C Y, isto é,
V={Y'eTy:Y CcCoug(C)CY'},

onde C' é um conjunto comparavel em Ty. Note que se Y € V, como C C g(C) tem-se
Y’ C g(C)oug(C) CY'.

Vamos provar que V é uma torre. A primeira condicdo é satisfeita, pois ) C C
fixado e () € Ty. Para provar a segunda condicao temos trés casos: se Y’ é subconjunto
proprio de C, entao g(Y’) C C, de fato, ja que g(Y') C C ou C C g(Y’), mas C C g(Y”)
nao ocorre, pois Y’ C C' e, pela defini¢do de g, g(Y') = Y’ ou g(Y”) é a unido de Y’ com um
ponto, assim g(Y') C C, segue-se dai que g(Y') € V; se Y/ = C, entao g(Y') = g(C), ou
seja, g(C) C g(Y”) e, portanto, g(Y’) € V;se C C Y’ entao g(C) C Y/, mas Y’ C g(Y’),
portanto g(Y’) € V. Para a terceira condi¢ao, tomemos C uma cadeia em V e provemos
que Ueey C € V, de fato, se Y’ C C, para todo Y’ € C, entao Ueey C € C, agora, se existe
Yy € Ctal que Yy C C, como Yy € V, segue-se que g(C) € Yy € Uegey C € V, logo a terceira
condicao sobre torres é satisfeita. Portanto, ¥V é uma torre contida em 7,. Note que como

To é a menor torre em S, entdao V = 7.

Dessa forma, para cada conjunto comparavel C' tem-se que o conjunto g(C) também

¢é comparavel. Considere o conjunto
C={C € 7Ty:C écomparével}.

Note que g(Y’) C C. Seja C' uma cadeia em C, como C C Ty, tem-se que a uniao dos
subconjuntos de C estdao em Ty. Seja F € Ty temos que C' € Fou F € C. Se C € FE
entao C; C E para todo ¢ € I e, portanto, U;c; C; C E. Se E € C entao 2 C U;c; C; C C.
Logo U;er C; € C. Portanto, C é uma torre. Dessa forma, os conjuntos comparaveis em 7

constituem uma torre, assim 7y é uma cadeia. [ |

Teorema 2.11. Se o Azioma da Escolha é vdlido entao o Lema de Zorn também € vdlido.

Demonstracdo: Seja A = Uycr, Y, note que A C T, g(A) C To, g(A) C A e, pela
defini¢ao da fungéo g temos, A C g(A), dessa forma g(A) = A. Considere o conjunto

T,={re X: Au{z} € S}.
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Como g(A) = A, pela defini¢do de g, temos que T,, — A = ), logo T,, = A. Seja B C S tal
que A C B. Dado = € B temos que AU{z} C Be AU{z} CS. Assim, z € T, = Ae,
portanto, B C A. Dessa forma A = B, logo A é maximal em S.

Seja a € X tal que x < a com z maximal em A. Entao o conjunto AU {a} é uma
cadeia em X. Como A é maximal em S, temos que a € A, logo a < x e assim tem-se que

a = x. Portanto £ é maximal em X.

2.2.2 Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo

O principio da boa ordenacao ja era conhecido antes mesmo de Zermelo provar que
é uma consequéncia do axioma da escolha. Ele era considerado autoevidente. De acordo
com (RUBIN; RUBIN, 1970), outros autores, como Cantor, ja utilizavam esse principio

em seus trabalhos.

Segundo (HALMOS, 2001), um conjunto parcialmente ordenado pode ou nao
possuir um elemento minimo, e quando ele possui, este elemento minimo pode nao estar

contido em algum subconjunto.

Seja X um conjunto parcialmente ordenado, é dito bem ordenado se para todo
Y C X, tal que Y # (), Y possui um elemento minimo. A ordem do conjunto X é chamada

de boa ordenacao.

Enunciamos a seguir o Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo formalmente.

Teorema 2.12 (Teorema da Boa Ordenagao de Zermelo). Todo conjunto pode ser bem

ordenado.

A demonstracao de que o Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo é uma consequén-
cia do Lema de Zorn é uma adaptacao das demonstragoes encontradas em (GARLING,
2013), (LIPSCHUTZ, 1973) e (SILVA, 2011).

Seja X um conjunto qualquer, tal que X # ). Seja Y C X, onde Y # 0, podemos

construir um conjunto A de todos os conjuntos bem ordenados Y de X. Assim, temos:
A={Y,<y):Y C X,Y # 0},

onde a notagao <y define a ordem em Y.

Definimos uma relagao em A por (Y7, <y,) < (Y3, <y,) se, e somente se, (Y7, <y,)

é um segmento inicial de (Y5, <y,). Em outras palavras, isso significa que:
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Definicao 2.13. Seja (Y1, <y,), (Y2, <y,) € A. Entdo (Y1, <y,) < (Y3, <y,) se, e somente

se,

1. Y1 C Yy
2. sex,y €Yy, entao x <y, y se, e somente se, x <y, y:
3. sexeY) eye (Yo—Y]), entio x <y, y.

Proposigao 2.14. A € ndo vazio e parcialmente ordenado.

Demonstragao: Provaremos primeiro que A é nao vazio e (A, <) é parcialmente or-
denado: como o conjunto X é nao vazio, existe um x € X tal que o conjunto unitario
{z} C X. Seja {z} = X, entdo a <y b se, e somente se, a = b. Queremos provar que
(X, <x) é bem ordenado, ou seja, (X, <) é uma cadeia com um elemento minimo. Sejam
a,b,c € X, quando a = z, tem-se que a <y a, portanto a propriedade da reflexividade é
satisfeita; se a <y be b <y ¢, segue que a <y cpoisa=x =beb=1x = ce assim a
propriedade da transitividade é satisfeita; para a <y b e b <y a tem-se a = x = b, logo a
propriedade da antissimetria também é satisfeita; para todo a € X', o conjunto (X, <y) é
comparavel pois x = a, logo © <y a e entao x ¢ o elemento minimo do conjunto. Dessa

forma, (X, <y) é um conjunto bem ordenado de X e portanto .A é nao vazio.

Para provar que (A, <) é parcialmente ordenado mostraremos que as propriedades
da reflexividade, transitividade e antissimetria sao validas para todo (Y7, <y,), (Y2, <y,),
(Y3, <y;) € A: seja (Y1,<y,) < (Y1,<y;), entdo Y} C Y], assim para x,y € Y] tem-se
x <y, y se, e somente se, r <y, y, que prova a reflexividade; seja (Y7, <y,) < (Y3, <y,),
entdao Y] C Ys, para x,y € Y] tem-se © <y, y se, e somente se, z <y, y e seja (Y, <y,
) < (Y3, <y,), entao Yy C Y3, para z,y € Y, tem-se z <y, y se, e somente se, x <y, ¥,
pela definicao, Y7 C Y5 e Yo C Y3 implica em Y] C Yy C Y3 e, portanto, Y; C Yj, pela
transitividade da relacao de inclusao, assim, para x,y € Y; tem-se x <y, y se, e somente se,
T <y,y,parax € Y; ey € Y;—Y) tem-se x <y, y, que termina a prova da transitividade;
seja (Y1, <y;) < (Y2, <y,) e (Ya,<y,) < (Y1, <y;) entdo tem-se Y; C Y5 e Y5 C Y}, assim
para x,y € Y; temos que x <y, y implica em x <y, y, portanto (Y7, <y,) = (Y5,<y,) e a

propriedade da antissimetria é valida.

Pela proposicao anterior estabelecemos que < é uma ordem parcial em A. Para

que o Lema de Zorn seja satisfeito, devemos mostrar que a proposicao a seguir é valida.

Proposigao 2.15. Toda cadeia em A tem uma cota superior.

Demonstracao: Seja C C A tal que C = {(Y;, <y,);i € I}, isto é, C é uma cadeia em A.
Definiremos Y = U,¢; Y;. Suponha a,b € Y, tem-se a,b € Y; para algum j € I pois C é
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uma cadeia. Assim, a <y b se, e somente se, a <y, b. Seja k € I, tal que Y; C Y}, entao

a <y, b se, e somente se, a <y, b.

O conjunto (Y, <y) é parcialmente ordenado pois como a relagdo <y estd bem
definida, temos que para todo x € Y, existe um Y; tal que z € Y, assim, como a relacao
de ordem <y, em Y; é reflexiva, entdo x <y x pois x <y, x, mostra que a propriedade da
reflexividade ¢é valida; seja z,y,2 € Y tal que x <y y e y <y 2, assim existe ¥;,Y; € YV tal
que ¥ <y, y e y <y, z para 1,y € Y; e y, 2 € Y}, pela transitividade de <y, e <y, temos
r <y z, que mostra que a propriedade da transitividade ¢é valida; seja x,y € Y tal que
r <y yey <y x, entao existem Y;,Y; € Y tal que z,y € Y; e z,y € Y}, assim z <y, y e
y <y, x, pela antissimetria de <y, e <y; concluimos que r =y e x =y € Y e portanto

<y ¢é antissimétrica.

Para todo z,y € Y, ou z <y y ou y <y x. Como C é uma cadeia de A, para = €
Y;CYeyeY; CY, temos que Y; e Y} sdo comparaveis, assim, ou (Y;, <y;) <y (¥}, <y,)
ou (Y}, <y;) <y (i, <y;). Para ¥; C Y} temos (Y;,<y;) <y (Y}, <y;), entdo = <y, y e
r <y y; para Y; C Y; temos (Y}, <y,) <y (¥;,<y;), entdo y <y, x e y <y z. Portanto,

(Y, <y) é uma cadeia.

Seja A CY, A# (. Existe Y; € C para algum i € I, tal que ANY; # (). Como Y;
¢ bem ordenado, existe um elemento minimo a € A N'Y;. Suponha que a nao é elemento
minimo de A, entao existe b < a para algum b € A. Note que pela definicao de a, o
elemento b ¢ Y;. Entao existe Y; € C, tal que j € I e j #i,onde b€ Y; —Y;. Entao a < b
pela definicdo de <y, que é uma contradicdo. Logo a é elemento minimo de A, assim
(Y, <y) é bem ordenado.

Relembre que Y; C Y para todo i € I. Pelo fato de Y ser parcialmente ordenado,
dado j € I e a,b € Y; tem-se que a <y, b se, e somente se, a <y b. Dessa forma, como
C é uma cadeia, para a € Y; e b € (Y —Yj), faremos (Y —Y)) =Y}, tal que k # j, assim
(Y}, <y;) < (Ya, <y,) ou (Y, <y,) < (Y}, <y;). Como b € Y}, entdo b ¢ Y}, assim A; C Ay,
logo (Y}, <y;) < (Y, <y,). Pela definicdo, a <4, b e portanto a <4 b. Dessa forma, para
todo i € I tem-se (V;, <y,) < (Y, <y), logo (Y, <y) é cota superior de C.

De posse dos fatos de que A é parcialmente ordenado e toda cadeia C C A tem
uma cota superior, temos, pelo Lema de Zorn, que A tem um elemento maximal, ou seja,

existe M C A tal que (M, <,/) é maximal.

Teorema 2.16. Se o Lema de Zorn é valido entdo o Teorema da Boa Ordenagdo de

Zermelo também é valido.

Demonstragdo: Construiremos um conjunto L bem ordenado. Seja L = {M U {z};z €

X}, como L é bem ordenado, tem-se, para (L,<r) e a,b € M, a <j b se, e somente
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se, a <pr be, para b=z, a <y b Assim, como L é um conjunto bem ordenado de X,
temos que L C A. Pela construgao de L, M C L, assim, (M, <;;) < (L, <p) implica que,
pela maximalidade de (M, <,;), M = L. Portanto, x € M, dessa forma, X C M. Como
provamos que X C M e, pelo Lema de Zorn, M C X, entao X = M. O que conclui que

X é bem ordenado.

Para provar que a reciproca do teorema anterior é verdadeira adaptamos a demons-
tracio dada em (KOMJATH; TOTIK, 2006).

Teorema 2.17. Se o Teorema da Boa Ordenagdo de Zermelo € vdlido entdio o Lema de

Zorn também é vdlido.

Demonstracao: Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadeia
Y C X possui uma cota superior. Pelo Teorema da Boa Ordenagao, X pode ser bem
ordenado como

X ={z,:a < p}

Pode-se construir uma cadeia Y determinando com recursdo transfinita se z, € Y vale.
Primeiro, coloque xy em Y. Para 0 < «, adicione z, em Y se, e somente se, x, ¢ maior

que algum g selecionado em Y, com 8 < a. Dessa forma Y é uma cadeia em X.

Pela hipétese do Lema de Zorn existe uma cota superior x, para Y. Afirmamos
que z, ¢ elemento maximal. Assuma que nao. Entao x, < x5. Quando consideramos s,
observamos que este era maior que todo zg selecionado em Y com § < v, entao devemos

te-lo escolhido em Y, isto é, 5 < x,. Assim, x5 = . Portanto, ., ¢ maximal em X.

2.2.3  Principio Maximal de Hausdorff

De acordo com (MOORE, 1982), a formulagao explicita de um principio maximal
ocorreu pela primeira vez em um trabalho de Felix Hausdorff, em 1909. Durante trés
décadas, multiplas descobertas simultaneas envolvendo principios maximais, tais como o
Lema de Zorn e proposicoes similares foram feitas de formas independentes por matematicos

da época.

Em 1909, em um artigo publicado, Hausdorff enunciou seu principio maximal. Em
1914, em seu livro Grundzige der Mengenlehre (Fundamentos da Teoria dos Conjuntos), o
resultado foi aperfeicoado. Ele nao tinha pretencao de que suas proposigoes fossem tidas
como um axioma. Em 1927, na segunda edi¢ao de seu livro, ele estabeleceu a formulagao

do seu principio maximal e do principio minimal correspondente. Ainda nesta edi¢ao de
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Grundziige der Mengenlehre ele pontuou que a partir do principio maximal pode ser obtida

uma base de Hamel para os niimeros reais.

Em (RUDIN, 1987), o Principio Maximal de Hausdorff é enunciado da seguinte

forma:

Teorema 2.18 (Principio Maximal de Hausdorff). Todo conjunto parcialmente ordenado,

nao vazio, contém uma cadeia maximal.

No teorema a seguir afirmamos que o Principio Maximal de Hausdorff é uma
consequéncia do Lema de Zorn. A demonstragdo é uma adaptacao da encontrada em
(RUDIN, 1987).

Teorema 2.19. Se o Lema de Zorn € vdlido entdo o Principio Maximal de Hausdorff

também € wvadlido.

Demonstracdo: Seja X um conjunto parcialmente ordenado por <x, pelo Lema de
Zorn, toda cadeia em X tem uma cota superior e, assim, X tem um elemento maximal.
Pela hipdtese do Principio Maximal de Hausdorff, suponha que C = (C, <¢) é uma cadeia
maximal em (X, <x). Queremos mostrar que C é maximal. Seja ¢ o elemento maximal
de X, entao nao existe d € X tal que ¢ < d. Para todo z € X, tem-se z < ¢, entao, por
definicao, ¢ é cota superior de C e como ¢ é elemento maximal de X, logo C é uma cadeia

maximal.

A seguir afirmamos a reciproca do teorema anterior também é valida. A demons-

tragao é uma adaptagdo da encontrada em (SILVA, 2011).

Teorema 2.20. Se o Principio Maximal de Hausdorff € vdalido entao o Lema de Zorn

também € vdlido.

Demonstracdo: Seja X um conjunto parcialmente ordenado por <x, pelo Principio
Maximal de Hausdorff, (X, <y) tem uma cadeia maximal C = (C, <¢). Pela hipdtese do
Lema de Zorn, C tem uma cota superior em X. Seja ¢ a cota superior de C em X, ¢ é um
elemento maximal de X. Suponha que existe d € X tal que ¢ < d, a C U {d} é uma cadeia
pois b < d para todo b € C, o que contradiz a maximalidade de C. Logo, nao existe d € X

tal que ¢ < d e, portanto, ¢ ¢ um elemento maximal de X.
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3 Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes do Lema de Zorn em diferentes
areas da Matematica, mais especificamente na Algebra Linear, na Anélise Funcional,
na Teoria de Anéis e Mdédulos e na Geometria Diferencial. Também apresentamos duas

aplicagdes do Teorema da Boa Ordenagao de Zermelo.

3.1 Algebra Linear

Uma importante aplicagdo do Lema de Zorn ¢é prova da existéncia de uma base
para todo espaco vetorial, que é fundamental na Algebra Linear. A partir disso, nessa
secdo apresentamos algumas definicdes da Algebra Linear encontradas em (LIPSCHUTZ;
LIPSON, 2011) e provamos que a existéncia de uma base para todo espago vetorial ¢ uma

consequéncia do Lema de Zorn.

Definigao 3.1 (Espacgo Vetorial). Seja V' um conjunto nao vazio de vetores com duas

operacoes:

1. Adigao: sejam u,v €'V, a somau+v € V;

2. Multiplicacdo: sejam uw € V e a € K, o produto au € V,

V' é um K-espaco vetorial, isto €, V é um espaco vetorial sobre um corpo K, se as sequintes
propriedades sao satisfeitas:

[A1] Para todo u,v,w €V, (u+v)+w=u+ (v+w);

[Ay] Existe 0 €V, tal que para todouw € V, u+ 0=u= 0+ u;

[A3] Para cada u € V', existe um simétrico —u tal que u+ (—u) = 0= (—u) + u;

[A4] Para todo u,v €V, u+v=v+u;

[M,] Para todo u,v € V ea € K, a(u+v) = av + au;

[M,] Para todo a,b € K eu € v, (a+ b)u = au + bu;

[Ms] Para todo a,b € K eu € v, (ab)u = a(bu);

[M]

My| Para todouw € V el € K, onde 1 ¢ o escalar unitario de K, 1lu = u.

A partir da definicdo de um K-espago vetorial podemos definir combinacao linear.

Definigao 3.2 (Combinagao Linear). Seja V' um K-espaco vetorial. Um vetor v € V é
uma combinacao linear dos vetores uq, ...,u, € V se existirem escalares ay,...,a, € K tais

qQue v = a1ty + ... + Aply.
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De posse da definicdo de combinacao linear podemos introduzir a definicao de

subespaco gerado como segue.

Definigao 3.3 (Conjunto Gerador). Sejam V' um K-espaco vetorial e B C V. Dizemos
que B é um conjunto gerador de V' se, ou seja, B gera V', se cada elemento de V' se escreve

como combinacao linear de um numero finito de elementos de B.

A definicao dada a seguir desempenha um papel essencial na Algebra Linear.

Defini¢ao 3.4 (Dependéncia Linear e Independéncia Linear). Sejam uy, ..., u, € V. Eles
sao linearmente dependentes se existirem escalares aq,...,a, € K, com pelo menos um
a; # 0 tais que ayuy + ... + ay,u,, = 0. Se todos os escalares da combinagdo linear forem

tguais a zero, entao os vetores sao linearmente independentes.

Com a defini¢ao de independéncia linear podemos definir base de um espaco vetorial

CcOomo segue.

Definicao 3.5 (Base de um Espago Vetorial). Seja V' um K-espago vetorial. Dizemos que

um subconjunto B C'V é uma base de V' se

1. B ¢ linearmente independente;

2. B gera V.

A partir das defini¢oes anteriores podemos apresentar e provar o resultado principal

dessa secao.

Teorema 3.6. Todo espaco vetorial tem uma base.

Demonstragdo: Seja V um K-espaco vetorial. Se V = {0} entdo () é uma base de V.
Seja V' # {0}, isto é, V' é um espago vetorial ndo nulo e seja S o conjunto de conjuntos

linearmente independentes de V', ou seja,
S ={W C V:W ¢ linearmente independente}.

Um vetor v € V, v # 0 é um conjunto linearmente independente, entao o conjunto
{v} € S. Portanto, S # (). Defina em S a ordem parcial dada pela inclusao, ou seja, para
Wa,Wﬁ € S, W, < Wg se W, C Wg.

Seja C' = {W,}aeca uma cadeia de S, isto é, todo W, é um conjunto linearmente
independente em V' e para qualquer «, € A tem-se W, C W ou Wz C W,. Seja a uniao
U = Unea Wq cota superior de C', devemos mostrar que U ¢ linearmente independente:
seja {vy,...,v,} € U, cada v; desse conjunto pertence a pelo menos um W, de U, digamos

vy € Wy, ...,v, € W, , entao existe um conjunto W,, que contém todos os outros W,,’s
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pois como C' é uma cadeia, todo subconjunto finito de C' possui cota superior; isso significa
que {vy,...,v,} € W,, entdao W,, é linearmente independente, logo, U é linearmente

independente e, entao, U C S.

Pelo Lema de Zorn S tem um elemento maximal, isto é, existe um conjunto
linearmente independente 5 C V tal que nao existe outro conjunto Sy C V com B < f,.
Assim, seja § C V, para que [ seja base de V' é preciso mostrar que [ gera V. Para
isso, suponha, por absurdo que 5 nao gera V, ou seja, [5] é subconjunto préprio de V.
Dessa forma, existe v € V tal que v ¢ [3]. Considere o conjunto (5 U {v}) C V. Como
¢é linearmente independente, entao av1 + ... + a,v, =0 = a; = ... = a, = 0, para todo
ai,...,a, € K e para todo vy, ...,v, € 5. O conjunto (U {v}) é linearmente independente,
pois se nao fosse existiria um escalar b € K, b # 0 tal que para todo vy, ..., v,,v € (BU{v})
teriamos ajv1 + ... + a,v, + bv = 0 = bv = 0, dessa forma v seria combinacao linear e
assim seria pertenceria a [(], o que contradiz o fato de [3] ser subconjunto préprio de V.
Assim, a afirmagao de que (S U {v}) é linearmente independente contradiz a maximalidade
de f. Portanto, [3] ndo é subconjunto préprio de V', logo 5 gera V. Como 3 é linearmente

independente e gera V', 3 é base de V.
|

3.2 Analise Funcional

Um dos resultados mais fundamentais da Anéalise Funcional é o teorema de Hahn-

Banach que, por sua vez, é uma importante aplicacao do Lema de Zorn.

Teorema 3.7 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam V' um espaco vetorial sobre R e

p:V — R uma funcao que satisfaz:

1. p(Ax) = A\p(z), para todo x € V' e para todo A > 0

2. p(z +y) < p(z) +p(y), para todo x,y € V.

Sejam W C V' um subespaco vetorial e f: W — R um funcional linear tal que f(x) <
p(z), para todo x € W. Entao, eziste um funcional linear f: V — R que estende f, isto

é, f(x) = f(z) para todo x € W e que satisfaz f(x) < p(z), para todo z € V.

Demonstracdo: Considere a seguinte familia P de funcionais lineares definidos em

subespacos de V' que contém W,

P ={(¢.D(¢)); ¢ : D(¢) — R},
onde D(¢) é subespaco vetorial de V., W C D(¢), ¢ estende f e f(z) = p(z) para todo

x € D(¢). Sobre P definimos a relagdo de ordem parcial onde (¢1, D(¢1)) < (¢2, D(¢2))

se, e somente se, D(¢1) C D(¢s) e ¢2’D(¢ )= ¢1. Note que P é nao vazio, pois f € P.
1
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Seja T = {(¢i, D(¢;)) : i € I} cadeia em P. T possui cota superior. De fato, defina
¢ D(¢p) — R por D(¢) = Uier D(¢), ¢(x) = ¢s(x) se x € D(¢;) para algum i € I. Note
que a boa definicio de ¢ decorre da ordenacio total de 7. E imediato que ¢ € P e que ¢

é cota superior para 7.

Pelo Lema de Zorn, P possui um elemento maximal, digamos f . Precisamos
verificar que D( f ) = V. De fato, suponha que D( f) # V. Nesse caso, podemos escolher
2o € V — D(f) e definir ¢ : D(¢) — R por D(¢) = D(f) + [x0] € ¢z + tag) = f(x) + ta,
onde a é uma constante que sera escolhida posteriormente de forma a garantir que gg eP.

Queremos, por enquanto, que « satisfaca as seguintes desigualdades:

f(:c) +a= 5(95 + x9) < p(x + x0), para todo z € D(f) e

f(x) —a = ¢z — xp) < pla — x0), para todo x € D(f).

Por isso devemos escolher a de modo que,

sup {f(x) =p(z —x0)} <a < inf {p(z+z) - f(2)}.
zeD(f) zeD(f)

Note que essa escolha é de fato possivel pois para x,y € D(f) temos,

f@)+ fly) = fle+y) <plez+y) <ple+z0+y—20) < pl2+20) + (Y — 20),

e consequentemente,
f(y) = p(y — z0) < plz + 20) — f(2),

para quaisquer z,y € D(f). Portanto, podemos escolher a dentro de tais condigoes. Assim,

temos que:

e parat > 0, tem-se
oz +tzg) = &(t <;: + x[)))
= t<5 (f + a:())
= 1(7(3) o)
< (4

= p(x+ txg)

o(x +try) = ¢ (—t (i — x0>)

R
< of-5-)

= p(x + txg)

e parat < 0, tem-se
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e para t =0, tem-se

Olx + tx0) = dlx) = F(x) < p(x) = plo + tao).

Segue entao que b€ P, f <ge f #* #. No entanto, isso contradiz a maximalidade de f )

Logo, D(f) =V.
]

3.3 Anéis e Médulos

O Lema de Zorn desempenha um papel fundamental na prova da existéncia de
um submoédulo maximal para modulos finitamente gerados. Assim, apresentamos a seguir
algumas defini¢oes da Teoria de Anéis e Mdédulos que sao importantes para a demonstracgao

do resultado principal desta secao.

Uma estrutura algébrica do tipo (G, *) é definido como um mondéide, com uma
operacao * sobre um conjunto GG, quando satisfaz a propriedade associativa e possui um
elemento neutro. A partir disso podemos definir um grupo abeliano como um mondide se,
e somente se, os elementos de G sdo invertiveis e se a sua operagao é comutativa. (R, +),

por exemplo, ¢ um grupo abeliano.

O terno ordenado (A, +,-) é um anel se (A4, +) é um grupo abeliano, se o produto
¢é associativo e se a soma e o produto sdo distributivos. Se o anel A tem identidade para
o produto entdao (A4, -) é um mondide, nesse caso dizemos que A é um anel unitdrio. Um
anel é abeliano quando a - b = b - a para todo a,b € A. Os conjuntos Q, R e C com as

operacoes de soma e produto sdo anéis abelianos unitarios.

Assim podemos definir modulos a direita e a esquerda como segue.

Definicao 3.8 (Moddulo a direita). Seja R um anel com identidade. Um R-mdédulo a

direita, denotado por Mg, é um grupo abeliano (M,+) junto com a fungao

MxR — R

(m,a) — m-a
que satisfaz as sequintes propriedades, para todo m,n € M e a,b € R,
1. (m+n)a =ma+ na;
2. m(a+b) = ma+ mb;
3. m(ab) = (ma)b;

4. mlp =m.
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Definigao 3.9 (Médulo a esquerda). Seja R um anel com identidade. Um R-mdédulo a

esquerda, denotado por gM, € um grupo abeliano (M, +) junto com a fungdo
RxM — M

(a,m) — a-m

que satisfaz as sequintes propriedades, para todo m,n € M e a,b € R,

1. a(m+n) =am+ an;
2. (a+bym = am+bm;
3. (ab)m = a(bm);
4. Ipm =m.
Se R é um anel comutativo e Mgz é um mddulo, podemos definir

RxM — M

(a,m) — a-m=m-a

entao M é um R-modulo a esquerda entao
(ab)ym = m(ab)

a(bm) = (mb)a = m(ba)

Se R ¢ comutativo podemos falar de R-modulo M.

A seguir apresentamos alguns exemplos de maédulo.

Exemplo 3.10. (G,+) € um grupo abeliano em um Z-mdédulo de forma natural com
ZxG—Ge

Zgz-, se n>0

i=1
0, se n=20

—Zgi, se n <0

=1

(n,g) —rn-g=

com g; = g para todo 1 <1 < n.

Exemplo 3.11. Se R ¢ um anel, Rr,r R
RxR — R
(a,m) — a-m

(m,a) — m-a
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Exemplo 3.12. Se [ é um ideal a direita de um anel R, entao I é um R-mddulo a direita

I xR — 1T

(y,a) — y-a
Exemplo 3.13. Seja I um ideal de um anel R, podemos considerar R/

R/IXR — R/I
(x+1,a) — xa+1

com R-mddulo a direita.

Exemplo 3.14. Seja K um corpo e V- um K-espago vetorial.

V x Endg(V) — V Endg(V)xV —V
(v, T) — (v)T (T,v) — T'(v)

onde Endg (V) ={T:V — V, T K-linear}.

A partir da definicao de médulo podemos definir submodulo.

Definicao 3.15 (Submédulo). Seja R um anel com identidade e M um R-mddulo. Um

subconjunto N de M é um submddulo de M se satisfaz

1. 0 € N;
2. sem,n € N, entdto m —n € N;

3. sea€ R, ne N, entao an € N.
Com notacao N < M.

Alguns exemplos de submdédulos sao apresentados como segue.
Exemplo 3.16. M ¢ um K-espaco vetorial. Entdo K-submoddulos = K -subespacos.

Exemplo 3.17. (G,+) é um grupo abeliano em Z-mddulo. Entao Z-submddulos = sub-

grupos.

Exemplo 3.18. Submddulos de Rr = ideais a direita e submodulos de rRR = ideais a

esquerda.

Agora podemos introduzir o resultado principal desta sec¢ao.
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Teorema 3.19. Se Mg # 0 € um mddulo finitamente gerado, entdo todo submaodulo N

proprio, N # M, estd contido em algum submddulo mazximal.

Demonstracao: Seja N < Mgr com Mg finitamente gerado entao existem x1, xo, ..., T,
em Mp tais que N + 1R + x2R + ... + z,R = Mpg. Escolhemos n maximal. Seja K =
N+ xR+ 23R+ ...+ x, 1R # Mg. Considere o conjunto

(T={L+#MKCL,z, ¢L},C).

Note que T' # () pois K € L pela construgao de T. Seja C = {N,}aca uma cadeia de T.

Queremos mostrar que U = Jyeq No € um submoédulo de N contido em 7.

De fato, sejam nq,ne € U e a € R. Se ny € U entao n; € N,, para algum oy € A
e se ny € U entao ny € N,, para algum as € A. Como C é uma cadeia entao temos ou
N,, C Ny, ou N,, C N,,. Se N,, C N,,, entao para n; € N,, tem-se n; € N,, e, para
ng € Ny,, como N,, é um submoédulo temos que ny +ny € N,, C U, isto é, ny +ny € U.
Se N,, C N,,, entdao para ny € N,, tem-se ny € N,, e, para ny € N,,, como N,, é um

submédulo temos que ny +ng € N,, C U, isto é, ny +ny € U.

Observe ainda que se n € U entdo n € N, para algum o € A. Como N, é
submodulo entao na € N, para algum o € A logo na € U. Portanto, U é submédulo
contido em T. Assim temos que K C U pois K C N, para todo a € A e x,, ¢ U pois se
x, € U entao z, € N, para algum a € A. Como Nz C U, para todo 3 € A, temos que U

é uma cota superior em 1" de C.

Pelo Lema de Zorn, existe pelo menos um médulo maximal em 7', digamos () tal
que L C Q. Assim, queremos mostrar que Q é maximal em M. Note que, seja L < Mp tal
qungz, ouxnezouxng’;‘z. Semn6zenténgQgiassimK+an§E10go
L=M.Seuz, ¢ L entdo L € T assim L < Q. Como @ é maximal em 7, entdo Q = L.

3.4 Geometria Diferencial

O Lema de Zorn também pode ser utilizado na Geometria Diferencial. Nesta secao
o resultado principal tem como objetivo utilizar o Lema de Zorn para construir uma
superficie maior possivel em um cone satisfazendo as propriedades de um dado problema

do tipo Bjorling.
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Aplicagao 3.20 (Um problema do tipo Bjorling). Seja ¢ uma curva tipo espago de R no
cone de luz C. Suponha que exista um vetor L de tipo luz tal que (c'(t), L) = 0 para todo

t € R. Entao € possivel construir uma superficie S C C' maior possivel satisfazendo:

1. ¢(t) € S para todo R

2. ﬁs =L, onde ¢ € F(S,R).
Demonstragdao: Seja P um conjunto nao vazio tal que
P ={X,;: (a;,b;) x J — C é a solugao do problema de Bjorling},

onde (a;,b;) x J = M;. Defina em P a ordem parcial dada por X; < X; se M; C M, e
X=X, ay onde X;, X; C P e M é o dominio de Xj. Seja P’ = { X, }ica C P uma cadeia,
isto é, para todo 7, j € A tem-se X; < X ou X; < X, ouseja, M; C M; e X, =X;

MjCMZ‘er:Xi

ou
M;

M;

Sejam M = Ujea M; e X : M — C, pondo X(w) = X;(w). Note que X estéd
bem definida, isto é, X;(w) = X; se w € M; N M,. De fato, como X; < X; entdo
Xi(w) = Xj‘M,-(w) = Xj(w). Note ainda que M; C M e X; = X‘MZ-’ logo, para todo
X; € P tem-se X; < X, ou seja, X é cota superior de P'.

Portanto, pelo Lema de Zorn, P tem um elemento maximal. Seja W o elemento
maximal de P. Suponha que existe Y € P tal que W <Y, entdao My C My e W = Y‘MW.
Como W é maximal em P entdao Y < W para todo Y € P, entao My C My eY = W‘MY
portanto W =Y.

3.5 Aplicacdo do Teorema da Boa Ordenacao

Nesta se¢ao apresentamos duas aplicagdbes do Teorema da Boa Ordenagao. A
primeira aplicacdo nos prova que o namero /2 é um ntmero irracional e a segunda

aplicagao nos mostra que todo nimero inteiro positivo ¢ maior ou igual ao niimero 1.

Aplicacéo 3.21. /2 € irracional.

Demonstracdo: Suponha que v/2 é racional, ou seja, v/2 € Q, entdo existem a,b € Z

com b # 0 de forma que /2 = a/b. Desse modo, considere o conjunto
A={cV2:ceZ}.

Note que A # ) pois como v2 = a/b entdo a = by/2, logo a € A e A é limitado

inferiormente.



Capitulo 3. Aplicagées 37

Pelo Teorema da Boa Ordenacio, A tem um elemento minimo. Seja s = tv/2 o
elemento minimo de A. Temos entao que V2 —s=3sV2—1/2 = \/5(3 —t). Observe
que, pela construcao do conjunto A, v/2(s —t) € A. Entdo sv/2 = t/2v/2 = 2t, logo s e
2t sao numeros inteiros. Note ainda que como sV2—s= 5(\/§ — §), como V2 > 1 entao s
e 2t também sdo positivos. Assim temos que s(y/2 — 1) < s, que contradiz o fato de s ser
elemento minimo de A, portanto v/2 é irracional pois o que nos levou a esta contradicio

foi a suposicio de que v2 € Q.
|

Aplicacao 3.22. Todo niumero inteiro positivo € maior ou tqual a 1.

Demonstracao: Suponha que a é um ntimero inteiro positivo tal que a < 1, isto é, a € Z

e 0 < a < 1. Considere o conjunto
A={zxe€Z:0<z <1} CZ.

Note que A # () pois a € A e A é limitado inferiormente. Pelo Teorema da Boa Ordenacao,
A possui um elemento minimo, digamos, b. Como b € A entdo 0 < b < 1, pela construcao
de A, e entdo 0 < b? < b. Assim, 0 < b?> < b < 1, ou seja, 0 < b* < 1, entdo b> < b

contradiz o fato de b ser elemento minimo de A. Logo, se a > 0 entao 1 < a.



38

Consideracoes Finais

O estudo do Lema de Zorn evidencia sua significativa influéncia e conexao com
principios fundamentais da Matematica. Ao longo deste trabalho, exploramos a relagao
entre o Lema de Zorn, o Axioma da Escolha, o Teorema da Boa Ordenacao de Zermelo e
o Principio Maximal de Hausdorff, demonstrando como esses conceitos se entrelacam e se
complementam. Ao demonstrar a equivaléncia entre esses principios, foi possivel mostrar

que podemos aplicar o Lema de Zorn em diferentes areas da Matematica.

As aplicacdes no campo da Algebra Linear, da Andlise Funcional, da Teoria de
Anéis e Médulos e da Geometria Diferencial destacam a versatilidade do Lema de Zorn e
sua capacidade de fornecer solugoes para questoes diversas. E importante ressaltar que a
sua relevancia vai para além da Teoria dos Conjuntos, o que o torna um elemento essencial

na Matematica.

Em suma, esta pesquisa oferece um compreensao sobre o Lema de Zorn, destacando
seu papel fundamental na Matematica e sua aplicabilidade em diversas dreas. A medida
que encerramos esta exploracdo do Lema de Zorn e suas implicagoes, reconhecemos a

riqueza de sua relevancia.
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