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Resumo

Nesta pesquisa realizou-se um estudo introdutério referente a Teoria dos Polinémios
Ortogonais na reta real, incluindo os, assim chamados, Polinémios Ortogonais Cldssicos,
como os de Jacobi, Laguerre e Hermite, bem como suas aplica¢cbes nas formulas de
quadratura Gaussianas. A metodologia aplicada nesse trabalho foi a pesquisa bibliografica,
de natureza qualitativa, onde utilizou-se, para a fundamentacao tedrica, de materiais
encontrados em base de dados como Scielo, Capes, sites de Universidades, bem como
materiais impressos, artigos cientificos, dissertagoes, teses, revistas e outros peridédicos. Os
polindmios ortogonais, na reta real, podem ser estudados em relacao a funcao peso, a uma
medida (positiva) ou, mais geralmente, a um funcional de momento. Entretanto, nesta
pesquisa, abordou-se, especificamente, o estudo desses polindomios em relacao a uma fungao
peso, onde sdo apresentadas defini¢oes e propriedades bem particulares dos polinémios
ortogonais, como por exemplo, a relacao de recorréncia de trés termos satisfeita por esses
polinémios e o fato de seus zeros serem todos reais, simples, pertencerem ao intervalo de
ortogonalidade dado, além de satisfazerem uma propriedade de entrelacamento. A revisao
de literatura aqui proposta mostra a importancia do estudo e conhecimento da Teoria dos
polinémios ortogonais uma vez que, por exemplo, os seus zeros sao os nés das “famosas”
Formulas de Quadratura Gaussianas e seus estudos sdo de grande utilidade na resolucao

de problemas das ciéncias e engenharias.

Palavras-chave: Polinomios Ortogonais. Fungao peso. Férmulas de Quadratura Gaussia-

nas.



Abstract

In this research, we carried out an introductory study of the theory of orthogonal polyno-
mials on the real line, including the so-called orthogonal polynomials, Classical Orthogonal
Polynomials, such as Jacobi, Laguerre and Hermite, as well as their applications in Gaussian
quadrature formulas. The methodology applied in this work was bibliographical research of
a qualitative nature. The methodology applied in this work was qualitative bibliographical
research, using materials found in databases such as Scielo, Capes, university websites,
as well as printed materials, scientific articles, dissertations, theses, magazines and other
periodicals. Orthogonal polynomials on the real line can be studied in relation to a weight
function, a (positive) measure or, more generally, a moment functional. However, in this
research, we specifically address the study of these polynomials in relation to a weight
function, where we present very particular definitions and properties of orthogonal poly-
nomials, such as the three-term recurrence relation satisfied by these polynomials and
the fact that their zeros are all real, simple, belong to the given orthogonality interval, in
addition to satisfying an interlacing property. The literature review proposed here shows
the importance of studying and knowing the theory of orthogonal polynomials since, for
example, their zeros are the nodes of the “famous” Gaussian Quadrature Formulas and

their study is of great use in solving problems in science and engineering.

Keywords: orthogonal polynomials. weight function. gaussian quadrature formulas.
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Produto escalar.

Espaco dos polinomios de grau menor ou igual a n.
Sequéncia de polinémios ortogonais (SPO).

Sequéncia de polindmios ortogonais monicos.
Sequéncia de polindmios ortonormais.

Polinémios de Jacobi (a, 8 > —1 e a, B € R).
Polinémios de Legendre.

Polindmios de Gegenbauer (A € R tal que A — 2 > —1).
Polinémios de Chebyshev de 1* espécie.

Polinomios de Chebyshev de 2% espécie.

Polinémios de Laguerre (o € R tal que o > —1).
Polinémios de Hermite.

Zeros dos polindmios ortogonais P,(x), k =1,2,...,n.

Pesos usados nas formulas de quadratura, £k =1,2,...,n.
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1 Introducao

Os polinémios ortogonais surgiram através do estudo de fra¢oes continuas e a partir
do século XIX iniciou-se uma andlise mais detalhada e exploratéria de tais polinémios.
Eles contribuem significativamente para resolucdo de problemas envolvendo diversas
areas da matematica, como por exemplo em estudos relacionados a equagoes diferenciais,
interpolacao, aproximagao numérica, fracdes continuas, estabilidade numérica, além de
ter aplicagao no ramo da Mecanica Quantica, Fisica Estatistica e outros. Sua aplicacao
também esta bastante relacionada com a revolucao dos computadores e ao aumento da
atividade na teoria da aproximacao e analise numérica (para mais detalhes sobre aplicagoes
dos polindémios ortogais veja, por exemplo, os trabalhos de (AGARWAL; MILOVANOVIC,
2002), (ANSHELEVICH, 2005), (GAUTSCHI, 1985) e (BRACCIALI; LI; RANGA, 2005)).

Apesar da Teoria de polindmios ortogonais na reta real necessitar de pré-requisitos
simples (tais como, da Algebra Linear, da Andlise real e do Célculo Diferencial e Integral),
de modo geral, essa teoria nao é tao bem explorada e difundida a nivel de graduacao, o que
torna relevante alguns questionamentos sobre essa classe tao importante de polinémios, a
saber: o que sao, de fato, polindmios ortogonais? quais as principais propriedades desses
polindmios? qual a sua relagao com a Teoria da aproximagao niimerica, especificamente no
que se refere as “famosas” Férmulas de Quadratura Gaussianas, que tém maximo grau de

precisao algébrica?

Diante do exposto, o presente trabalho tem como principal objetivo realizar um
estudo introdutorio sobre a Teoria dos polinomios ortogonais na reta real e sua aplicagao
nas formulas de quadratura Gaussianas. Especificamente, pretende-se, com esta pesquisa,
estudar pré-requisitos tanto na area de Anélise quanto em Algebra Linear relacionados a
Teoria de Polinomios Ortogonais; Introduzir a definicdo de polinémios ortogonais na reta
real, bem como estudar os principais resultados e propriedades destes polindmios; Aplicar

a Teoria de Polindmios Ortogonais nas Férmulas de Quadratura Gaussianas.

Uma abordagem introdutoéria dentro dessa tematica possibilitard a compreensao
de muitos outros resultados relacionados a Teoria de polindomios ortogonais na reta real,
contribuindo assim para obtencao de novos resultados sobre o tema, os quais estao
relacionados, de forma intrinseca, ao crescimento cientifico e tecnolégico do pais. Além
disso, esta pesquisa contribuird para o desenvolvimento de estudos futuros dos chamados
Polinémios Ortogonais no Circulo Unitario (OPUC) que tém aplicagoes em diversas areas
da matematica e ciéncias aplicadas, tais como: regras de quadratura, processamento de

sinal, teoria espectral e muitos outros tépicos (SIMON, 2005).

A metodologia aplicada nessa pesquisa foi a revisao de literatura, de natureza
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qualitativa. Para isto, foram consultadas obras bibliografias especificas voltadas a Teoria
de Polindémios Ortogonais na reta real, encontradas em livros, dissertacoes, teses, artigos
cientificos, revistas e outros periddicos, e como secundario, também foram consultados
materiais relacionados a fungées especiais e pré-requisitos da Analise, da Algebra Linear e

do Calculo, que deram suporte para alcancar os objetivos aqui almejados.

O trabalho esta organizado em cinco se¢oes, onde a primeira delas é a introducao e

as demais sao descritas como se segue.

A Secao 2 é dedicada a algumas defini¢oes e resultados preliminares que sao
necessarios para maior compreensao e desenvolvimento da tematica da presente pesquisa.
Aqui, por exemplo, sio revisados conceitos da Algebra Linear como os de espaco vetorial e
produto interno. Também sao dadas defini¢oes de polinomios, zeros de polinomios, fungoes

gama e beta, interpolacao polinomial e formulas de quadratura interpolatorias.

Na Secao 3 inicia-se, de fato, o estudo dos polindmios ortogonais. Especificamente,
sao fornecidas defini¢oes e propriedades gerais relacionadas a estes polinémios, assim como
algumas propriedades particulares associadas ao comportamento dos seus zeros. Nesta
secdo também serd apresentada uma importante propriedade dos polindémios ortogonais na
reta real, que é o fato deles serem gerados a partir de uma relagao de recorréncia de trés
termos, isto é, dados os dois elementos iniciais da sequéncia de polinébmios ortogonais é
possivel encontrar o terceiro termo, e assim por diante, facilitando, dessa forma, a obtencao

dos demais termos da sequéncia de polindomios ortogonais.

Ja na Secao 4 sao apresentados os, assim chamados, polindmios ortogonais cldssicos.
Serao fornecidas defini¢oes e propriedades aplicadas aos polinémios classicos como os de
Jacobi, Laguerre e Hermite, denotados, respectivamente, por P,Saﬁ) (z) (com o, > —1e
a,B3 €R), LI (x) (com a € R tal que a > —1) e H,(x). Apresenta-se, inclusive, alguns
casos especiais do polinémio de Jacobi P,Ea’ﬂ) (x), que sao os polindmios de Legendre quando
a = f =0, Gegenbauer quando oo = f = X\ — 1/2 > —1, Chebyshev de 1* espécie quando
a = 3 = —1/2 e Chebyshev de 2% espécie quando av = = 1/2.

Por fim, na Se¢ao 5, apresenta-se uma valiosa aplicacao dos polindmios ortogonais
na Teoria da aproximagao numérica. Especificamente, sdo fornecidas algumas propriedades
relacionadas a aplicagao dos polinémios ortogonais nas formulas de quadraturas gaussianas.
A principal delas é que os zeros dos polinémios ortogonais sdao os nés da quadratura
Gaussiana. A quadratura gaussiana é um método numérico amplamente utilizado para
calcular integrais definidas, especialmente em problemas que envolvem fungoes complexas
ou integrais de alta ordem. Ela se baseia na escolha adequada dos nos e pesos de integracao,
sendo os polindomios ortogonais na reta real essenciais para essa determinacao. Escolhendo

os nos deste modo a precisao da féormula é a maior possivel.
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2 Resultados Preliminares

Nesta secio serdo abordados brevemente alguns contetidos da Algebra Linear, da
Analise e do Calculo que sao pré-requisitos para os estudos relacionados aos polinémios
ortogonais. Aos interessados em se aprofundar um pouco mais nos assuntos aqui discutidos
recomenda-se, por exemplo, os textos de (ANDREWS; ASKEY; ROY, 1999), (BARTLE, 1983),
(BARTLE, 1996), (BOLDRINI, 1980), (DAVIS, 1963), (PHILLIPS; TAYLOR, 1973) e (SANTOS,
2010).

2.1 Espaco Vetorial

Um espago vetorial sobre um corpo K é um conjunto V' onde estao definidas as

operagoes de adigao e multiplicacao por escalar, satisfazendo as seguintes propriedades:
Para adicao:
i) u+v €V, para todo u,v € V;
it) u+v = v+ u, para todo u,v € V (Comutativa);
iii) u+ (v+w) = (u+v) + w, para todo u, v, w € V (Associativa);

iv) Existe um elemento neutro 0 € V', tal que u+0 = u para todo u € V' (Elemento

neutro);
v) Para todo v € V existe um elemento (—v) € V tal que v+ (—v) = 0 (Elemento
simétrico);
Para multiplicacao por escalar:
i) a-veV, paratodov e Veack

it) - (u+v)=a-u+a-v, para todo u,v € V e a € K (Distributiva a direita

em relagao a adigao);

i) (¢ +B)-v=a-v+ - v, paratodov € V e a, € K (Distributiva a esquerda

em relagao a adigao);
i) a-(Pv) = (af) - v, para todo v € V e a, f € K (Associativa);

v) Existe um elemento neutro 1 € K| tal que 1-v = v, para todo v € V' (Elemento

neutro).

Observacao 2.1. Em relacao aos espagoss vetorias, vale salientar que:

(1) Se K =R, entdo V é chamado de espago vetorial real;



Capitulo 2. Resultados Preliminares 14

(2) Um elemento v de um espago vetorial V' é chamado vetor;

(3) Um elemento o de um corpo K é chamado escalar.

Definicao 2.2. Sejam V' um espago vetorial e vy, vs, ..., v, € V. O conjunto {vy, va, ..., v, }
¢ dito linearmente independente (LI), se a equag¢do ajvy + asve + « - - + a,v, = 0 implica
emay =ay = ...=a, =0 (unicamente). Neste caso, os vetores sao ditos LI. Além disso,
no caso em que existir algum a; # 0 diz-se que {v1, v, ...,v,} € linearmente dependente

(LD) ou que os vetores sio LD.

Um exemplo cléssico de espago vetorial (real) é o conjunto dos vetores no plano
bidimensional, conhecido como R? - que é definido como o conjunto de todos os pares
ordenados de niimeros reais (z,y), uma vez que, munido das operagoes usuais de adigao e
multiplicagdo por um escalar, satisfaz todas as propriedades mencionadas acima. Além
disso, considerando-se os vetores canonicos de R?, isto é, e; = (1,0) e e5 = (0, 1), pode-se

verificar, facilmente, que o conjunto {e;,es} é LI.

2.2 Produto Interno

Seja V' um espago vetorial sobre K. Uma aplicagdo (u,v) — (u,v) de V-x V em K
é considerada um produto interno (ou produto escalar) sobre V' se, para todo u,v,w € V e

todo escalar a € K, as seguintes condicoes sao satisfeitas:

u)y =2 0e (u,u) =0 < u=0;

) (u,
i) (ou,v) =alu,v);
iti) (u,v) = (v, u);
i) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

Considere o espago vetorial R%. Para qualquer par de vetores u = (uj,us) e
v = (vi,v2) em R? definindo-se a aplicacao (u,v) := uyv; + usvs em R? nao ¢ dificil
verificar que esta aplicacao satisfaz todas as propriedades de i) a iv) (da definigdo de
produto interno), tornando essa aplicacdo, de fato, um produto interno sobre R? e,

consequentemente, R? um espaco vetorial com produto interno.

Observagao 2.3. Seja V' um espago vetorial com o produto interno (-,-). Diz-se que u e

v €V sao ortogonais com relagio ao produto interno (-,-) se

(u,v) = 0.

2.3 Funcoes Especiais: Gama e Beta

A fungao Gama, denotada por I'(x), foi descoberta por Euler por volta de 1729
(confira (ANDREWS; ASKEY; ROY, 1999)) no estudo do problema de estender o dominio da
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funcao fatorial. Tal fungao, para x € C e x # 1,2, ..., pode ser definida como
nln® !
[(z) = lim ——— 2.1
(z) = lim @ (2.1)

onde (x), = x(z+ 1)(x +2)--- (x +n — 1) é conhecido por simbolo de Pochhammer. Vale
salientar que uma outra forma de definir a funcdo Gama é por meio da integral de Euler

de sequnda espécie
() = / e~ g1, (2.2)
0

para z € C e Re(x) > 0.

A funcao Gama satisfaz muitas propriedades interessantes, dentre elas tem-se:

Proposicao 2.4. I'(x + 1) =z ['(z).

Demonstracao:
Inz—1 1,z—1
zT(z) = x lim B 2 lim ik (x4 n)n
n—oo (1), nsoo gp(r 4+ 1)(x+2)---(x+n—1)(z+n)n
In® In®
= lim nn ren_ lim&:F(x—i—l).

o (r4+1)(x+2)---(c+n—1)(x+n) n e (2 4+ 1)y
|

Dentre as chamadas Funcoes Especiais, também existe uma outra importante
funcado conectada a Teoria dos polinémios ortogonais, a saber: a func¢io Beta, denotada

por B(x,y). Esta fungdo, para z,y € C, Re(xz) > 0 e Re(y) > 0, pode se definida por

1
B(z,y) = / #5711 — )Lt (2.3)
0
conhecida como integral de Fuler de primeira espécie.

Uma importante relagdo entre as fungoes Gama e Beta é dada no teorema a seguir,
cuja demonstragao pode ser vista, por exemplo, em (ANDRADE; BRACCIALI; RAFAELI,
2012).

Teorema 2.5. A funcao Beta pode ser dada em termos da fung¢io Gamma da sequinte

forma:
I'(z)l(y)
Bz, y) =
com z,y € C, Re(z) > 0 e Re(y) > 0.
2.4 Polindbmios
Dados n € Ne appn,npn-1,-..,a,0 € R (com a,, # 0) , chama-se polindmio (de

grau n) a funcao P, : R — R definida por:

P, (z) = apna" + an,n_lx”_l + o+ a1 T+ anp. (2.4)
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O espaco vetorial dos polindbmios em geral é denotado por P e o espago vetorial

dos polinémios de grau no maximo n sao denotados por P,.

Observagao 2.6. Seja P,(x) um polinomio. Chama-se raiz (ou zero) do polinomio P, (x)
o numero real o tal que p(a) = 0. Logo, o é uma raiz de de P,(x) se, e somente se,

p(a) =0 e p(x) pode ser dado por
Po(z) = (z — )Q(x),

onde Q(x) é um polindomio de grau menor do que n.

2.4.1 Interpolacdo Polinomial

A interpolagdo polinomial consiste em aproximar func¢oes por uma classe de fungoes
mais simples. Para interpolacao pode-se utilizar as func¢oes trigonométricas, exponenciais,
racionais, entre outras. Todavia, tendo em vista o desenvolvimeto da Teoria de polinomios
ortogonais, as fungoes que atenderao melhor o objetivo da tematica da presente pesquisa

serao as polinomias.

Tomando um conjunto de n+1 pontos distintos, x,, 9, Zp 1, .., Tnn, de um intervalo

[a,b] C R e uma f(z) definida em [a,b] com valores reais tais que

yn,k:f(xn,k); kZ:O,l,...,n,

chama-se de polindmio de interpola¢io de f(x) sobre os n+1 pontos distintos x,, g, Ty 1, - - - ,
Tp.n, 0 polindémio de grau n, P,(x), que coincide com f(z) nos n+ 1 pontos distintos dados,
ou seja,

Ynk = Po(znr), k=0,1,...,n.

Observacao 2.7. Em relacao a interpolagdo polinomial, pode-se mostrar que:

(1) O polinémio de interpolacio de f(x) sobre os n + 1 pontos distintos xny (k =
0,1,...,n), P.,(z), existe e é unico. Além disso, o polindmio de interpolacio de
Lagrange de f(x) sobre os n+ 1 pontos distintos x, (k = 0,1,....,n), P,(x), é

escrito como
n

Po(z) =) f(zni)

k=0 (@ = 2 )7 (Tn k)

7(x)

onde (z) = (x — Tno)(® —xp1) ... (T — Tpp) (chamado de polindmio dos nds).

(2) No processo de interpola¢io polinomial existe um erro, R,(x), que pode ser dado por

m(z)

Ru(r) = fa) = Pulo) = (U /() a<&<h (25)

onde f € C""a,b] (isto é, f continua com derivadas continuas até a ordem
n+1), P,(x) é o polindmio de interpolagio de f(x) sobre os n + 1 pontos dis-

tintos, Tno, T, -- -, Ton, de [a,b], e m(x) € o polinémio dos nos.
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A interpolacao polinomial é amplamente utilizada em varias areas. Através dela
pode-se encontrar um logaritmo, o valor de uma funcao trigonométrica, pressao de gas
correspondente ou, ainda, o volume para uma determinada temperatura quimica. A
interpolacao permite encontrar um valor que nao esteja listado em uma tabela de referéncia

ou como um ponto no grafico.

2.4.2 Foérmulas de Quadraturas Interpolatérias

Uma das importantes aplica¢des do polinémio interpolador é na construcao das
chamadas formulas de quadratura interpolatorias que sao utilizadas para aproximar o valor

numérico da integral
b
1) = | fa)da.

onde (a,b) C R e f uma func¢do continua em (a, b). Essas féormulas sdo classificadas como

aquelas do tipo:

1) = [ @ = 3 W (o) + Eal ),

k=0
onde, para todo k = 0,1, ...,n, os valores W,, ; sao chamados pesos enquanto z, ; sao
denominados de nds da férmula de quadratura. Aqui, E,(f) representa o erro obtido na

aproximacao.
Observacao 2.8. (1) Uma regra de quadratura tem grau de precisio n, se E,(f) =0
para todo f(z) € P, e existe um polinomio de grau n+1, f(x), para o qual E,(f) # 0;

(2) Na construgao das formulas de quadratura é possivel mostrar que os pesos, Wy, e

o erro, E,(f), sio dados, respectivamente, por:

1 b
Wi = — / ™) e k=012 .m,
’ T (Tng) Ja T — Ty
¢ b 1 b (nt1
Bu(f) = [ Balw)dz = gy [ w0 €,

onde a < &, < b emn(x) € o polindmio dos nds, dado como na Observagio 2.7;

(3) Pode-se mostrar também que uma formula de quadratura é interpolatoria se, e
somente se, E,(f) =0 para todo f(z) € P,.

2.5 Integral de Riemann

Considere [a,b] um intervalo finito e f uma fungao real, limitada, definida em
[a, b]. Denomina-se parti¢io de [a,b] (denotada por A) uma sequéncia de niimeros reais
Tk, k=0,1,...,m, onde

a=20 < T1 < Tg <..<xy,;=0>.
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Agora, considere para cada particao A de [a,b], My = sup f(z) e my = inf f(x),

onde x;_1 < x < xp. Dai, fazendo-se
U(AJ) = ZMk(fﬁk—l’kq) € U(A,f) = ka(xk_xkfl)a
k=1 k=1

diz-se que f € integravel em [a,b] no sentido de Riemann se

lim U(A, f) = & A f)=1,
HAlﬁEo< f) H&ﬁi‘o“( f)

onde ||Al| denota a norma da particao A (de [a,b]), definida por:

Al = max [ - @i

No caso em que f for integravel no intervalo [a, b] (no sentido de Riemann), I serd

o valor da integral de f nesse intervalo, o qual é denotado por:

I= /abf(x)dx.

2.6 Integral de Riemann-Stieltjes

Seja [a, b] um intervalo finito, ¢ uma funcao real nao decrescente, definida em [a, b],

f uma funcao definida, também, em [a,b] e A uma particao de [a, b].

Considerando-se, agora, o subconjunto C, da particio A, de pontos Zj, tais que
T ST <y, k=1,2,..,m,

e definindo-se a soma

m

S(A,C) =) f@)(ar) — (zr-1)],

k=1
diz-se que f € integravel no sentido de Riemann-Stieltjes se existe um nimero S de modo
que para qualquer € > 0, existe § = d(€) > 0 tal que, para toda partigdo A, com ||A|| <4,

e para toda escolha de C, tem-se

IS(A,C) — S| <e.
Ou seja, se
lim S(A,C)
lall=0

existe, entao este limite é chamado de integral de Riemann-Stieltjes (ou, simplesmente,
integral de Stieltjes) de f com respeito a ¥ no intervalo [a, b], a qual é, geralmente, denotada

por

[ sy
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Observacao 2.9. As propriedades da integral de Stieltjes sdo bastante semelhantes das
propriedades da integral de Riemann. Por exemplo, nao é dificil verificar a validade de

propriedades usuais tais como:

(1)

b

/ab cf (z)dy(r) = c/ f(x)dy(z), VYeeR;

(2) b b b
[ 1h@ + p@dee) = [ p@ae) + [ o)
3) b
| @) = v(e) - (o)

(4) Para todo ¢ € R tal que a < ¢ < b, tem-se:
b c b
| f@dv@) = [ f@de@ + [ @),

Para mais proprieddaes e detalhes das integrais de Riemann-Stieltjes, sugere-se,
por exemplo, o texto de (RUDIN, 1971).

2.7 Distribuicoes

Definicao 2.10. Seja 1 uma fungao real, nao decrescente, definida no intervalo em [a,b].
Chama-se ponto de aumento de v qualquer ponto & € [a,b] tal que (£ +¢€) — (£ —€) > 0,
para todo € > 0. Um ponto de aumento &, de v, é dito isolado se existir ¢ > 0 tal que 1) é

constante nos intervalos (£ —€,€) e (£,€ +€).

Defini¢ao 2.11. Diz-se que ¢ é uma distribuicao (ou medida positiva) em [a,b] se 1 for
uma fungao definida em [a,b], nao descrescente, limitada, com infinitos pontos de aumento

em [a,b], -00 < a<b< oo, e tal que as integrais de Stieltjes

b
o = [ tdy(a) (2.6)
existam para k =0,1,2,....

Observagao 2.12. (1) Os wvalores py, dados em (2.6), sao chamados de momentos da
distribuicdo 1. No caso desses momentos . existirem para k = ..., —2,—1,0,1,2,...,

W € dita uma distribuicao forte em [a, b];

(2) O ndmero infinito de pontos de aumento na Defini¢ao 2.11 garante que

[ l@Pdv) > o,

para qualquer polinémio ndo identicamente nulo em [a,b]. Este fato serd essencial

para a Teoria de polindomios ortogonais que serd estudada na proxima secao.
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(3) Quando o intervalo [a,b] € tal que [a,b] C (0,00), a distribuicio ¢ é chamada de
distribuicao de Stieltjes.

Um exemplo interessante de integral de Stieltjes é obtido quando ¢ é uma funcao

do “tipo escada” (definida num intervalo [a, b), com saltos nos pontos &1, &, . .., &,, dada
por
0, se a<x <&,
c1, se & <x <&,
Y(x) = c1 + ¢, se & <x <&,
ciL+co+...4+cp se & <x<b,

onde ¢y, ¢o, . . ., ¢, sd0 nimeros arbitrarios. Neste caso, pode-se mostrar, a partir da definicao

de Riemann-Stieltjes, que

[ f@vta) = 3 ree

para qualquer fungao continua f, definida em [a, b]. Para um estudo mais aprofundado
sobre as distribuigdes recomenda-se, por exemplo, os textos de (CHIHARA, 1978) e (SZECO,
1939).



21

3 Polindmios Ortogonias

Nesta secao iniciamos o estudo dos chamados polinémios ortogonais. Como men-
cionado anteriormente na introducao deste trabalho, a teoria de polinémios ortogonais
tem vasta aplicagdo em muitos tipos de problemas da Matematica Pura e Ciéncias Apli-
cadas. Tais polindomios podem ser estudados tanto na reta real como no circulo unitario,
entretanto o estudo aqui proposto esta relacionado a Teoria dos polindmios ortogonais
na reta real, onde serao apresentadas defini¢oes e importantes propriedades satisfeitas
por esses polindmios (bem como pelos seus zeros). Usamos como referéncia e indicamos
para estudos mais detalhados dos assuntos abordados nessa secao, os livros de (ANDRADE;
BRACCIALI; RAFAELIL, 2012), (CHIHARA, 1978), (ISMAIL, 2005) e (SZEGO, 1939).

3.1 Sequéncia de Polinomios Ortogonais

Seja ¢ uma distribuigdo como na Defini¢ao 2.11. Se d(¢) = w(x)dz, entdo, de
acordo com o item (2) da Observacao 2.12, deve-se ter w(xz) > 0 em [a,b] (mas nao

identicamente nula). Nesta situagao, a fungao w(x) serd chamada de func¢io peso.

Apesar da Teoria de polindbmios ortogonais na reta real poder ser estudada, também,
em relagao a um funcional de momento ou, mais geralmente, a uma medida positiva
qualquer, considera-se, nesta pesquisa, apenas o caso em que d(¢) = w(x)dx (ou seja,
a medida 1 é dada, particularmente, em termos de uma fungao peso w(x)). Neste caso,

define-se, em Cla, b], o seguinte produto escalar:

b
(£.9) = [ f@)g(ayu(e)de (3.1

Definicao 3.1. Seja P,(z) um elemento de P,. Diz-se que a sequéncia de polinomios
{P.(2)}52, € uma sequéncia de polindmios ortogonais (SPO) com relagio a fungio peso
w(z) no intervalo (a,b) se:
(1) P,(x) é de grau exatamente n, n > 0;
b 0, se n#m

(i) (Py, Po) = / Po(2) P (2)w(2)dz =

a pn 70, se n=m

Observacao 3.2. (1) Note que, novamente a partir do item (2) da Observagio 2.12,

tem-se:

pn = / 1Py (o) Pw(x)dz > 0.



Capitulo 3. Polinémios Ortogonias 22

(2) Usando o delta de Kronecker 6y, definido por

0,
S = se. m#n , (3.2)

1, se m=n

o item (ii) da Defini¢ao 3.1 pode ser reescrito como:
(P, Pyn) /P Yo (2)dz = Snpn, mon=0,1,2,....

(3) Se p, =1 entao a SPO é denominada sequéncia de polindmios ortonormais (SPO*),

e serd denotada por {P}(x)}>2,.

(4) Os polinomios ortogonais de grau n, P,(x), serdo denotados, nesse texto, por:
n -
)= an;x’,  ap, #0.
=0

(5) Na Secdo 4 serdo apresentadas, explicitamente, algumas sequéncias de polinémios
ortogonais (os chamados polinémios ortogonais cldssicos), onde serao constatadas,

também, muitas das propriedades apresentadas ao longo da presente secao.

3.2 Propriedades Gerais dos Polinémios Ortogonais

Nesta secao serao apresentadas algumas importantes propriedades satisfeitas pelos
polindmios ortogonais. A primeira delas trata da independéncia linear dos primeiros m + 1

(m > 0) termos de uma SPO conforme descrito na proposigao a seguir.

Proposigao 3.3. Se Py(z), Pi(x), ..., Pp(x) pertencem a uma SPO entdo eles sio linear-

mente independentes.

Demonstracao: Considere a seguinte combinacao linear nula dos m + 1 polindémios
dados:

> ¢Pi(x) = O(z) = O,
5=0
onde ¢; € R, para todo j =0,1,2,...,m

Agora, para cada polindmio Py(z), 0 < k < m, usando-se o produto escalar definido
m (3.1), tem-se

<Zc] > (0.P) =0,

ou, ainda,

Soc; (PR = 0. (33)
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Uma vez que Py(z), Pi(x), ..., Pn(z) pertencem a uma SPO, entao, por definicao,
tem-se (P, P;) > 0 e (P;, P;) = 0 para j # k. Consequentemente, a partir de (3.3),
obtém-se .

0="> ¢ (P, Py =ci(Pr, Py), 0<k<m.
=0

Finalmente, da tltima igualdade, como (P, P;) > 0, conclui-se que ¢, = 0, para
todo k=0,1,2,...,m. [ |

Observacao 3.4. Como consequéncia da Proposicao 3.3, pode-se afirmar que os polinomios
ortogonais Py(z), k =0,1,2,...,m, formam uma base para o espago vetorial dos polindmios

de grau menor ou igual a m, P,,.

O préximo resultado (que é uma consequéncia direta da Proposicao 3.3) fornece

uma importante caracaterizacdo para uma SPO. A saber:
Teorema 3.5. Considere uma sequéncia de polinomios {P,(z)}22, e w(x) uma fungao
peso no intervalo (a,b). Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(@) {P.(z)}>2, € uma SPO com relagao a fungio peso w(x) em (a,b);
(b) (Pp,m) =0,Vr(z) € Py, n>1, e (P, m) # 0 se w(x) tem grau n;
b 0, se 0<m<n—1,
a pn#0, se m=n.
Demonstragdo: Suponha, inicialmente, que { P, (z)}5%, ¢ uma SPO com relagao a fungao
peso w(z) em (a,b), e seja 7(x) um polindémio de grau menor ou igual a n — 1 qualquer. A/
partir da Proposicao 3.3 (veja também Observacao 3.4) sabe-se que Py(z), Pi(x), ..., Py_1(2)

formam uma base para o espaco P,,_;. Logo, existem constantes reais ay, 0 < k <n —1,

tais que

m(x) = "z:: ay Py ().

Agora, como {P,(x)}>, ¢ uma SPO com relagdo a fun¢do peso w(z) em (a,b),

segue por definicdo que (P, P;) = 0 para 0 < k < n — 1. Consequentemente,

n—1 n—1
<Pn,7T> = <Pn, Z akPk> = Z Oék<Pn,Pk> = 0
k=0 k=0

Analogamente, se 7(z) for um polinémio qualquer de grau n (isto é, m(z) € P,), entao

existem constantes reais f, 0 < k < n, tais que

n(#) = 32 BPula), com B, 0.
k=0
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Logo,
<Pn77T <Pnazﬂkpk>—Zﬁk<Pn7Pk>_Bn<anpn>#07
k=0

uma vez que {P,(x)}5, é uma SPO com relagao a fun¢ao peso w(z) em (a,b), e isto
conclui a prova de (b).

Suponha, agora, que (P,,7) = 0 para qualquer polinémio 7(z) € P,,_1, n > 1, e
que (P,,m) # 0 se m(z) tem grau n. Entdo, claramente, tem-se (FP,,z™) = 0 se m < n
(ou seja, se 0 < m < n — 1). Por outro lado, se m = n, entdo n(z) = 2" € P,, e
considerando-se a SPO {P,(z)}°, com relacio & funcio peso w(z) em (a,b) (onde, neste
caso, Py(z), Pi(z), ..., P,(z) formam uma base para o espaco P,), é possivel encontrar

constantes v, € R, 0 < k < n, de modo que

= nyjf’j(x), com v, #0.
=0

Mas, pela hipétese considerada, sabe-se que (P, P;) = 0 para j < n, e (P,, 15n) 2 0. Dai,

<x"7Pn>=<Pn,x">=<Pm§:7j15j > Z% Po, Pj) = 7 (P, Py) # 0,
=0

7=0
o que finaliza a prova do item (c).

Por fim, assumindo-se a validade da afirmativa em (c), e considerando-se
m .
= Zamvjxj, com G m # 0,

tem-se:

(1) Se m < n (o caso m > n é andlogo), entao
(P, P,) <Z A 27, P, > = ap {2, P,) = 0;
=0
(17) Se m = n, entdo

Pn; P <Z Cln](L’ P, > = Zan,j<xj7 Pn> = an,n<xn7 Pn> = an,nﬁn 7é 07
=0

de onde segue que {P,(z)}>2, é uma SPO com rela¢ao a fun¢ao peso w(z) no intervalo
(a,b). |

Corolario 3.6. Sejam {Q,(2)}5°, e {P.(x)}2, duas sequéncias de polindmios ortogonais

no intervalo (a,b) com relagio 4 mesma fungio peso w(x). Entao,
Q](x):CJ'PJ(x>’ j:0717"'7

onde c; € uma constante que depende apenas de j.
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Demonstragdo: Considere Q;(z) € {Qn(z)}52,. Uma vez que a subsequéncia finita de

polinémios ortogonais {P;(z)}/_, formam uma base para o espaco dos polinémios P;,

existem constantes reais ci, ca, ..., ¢; tais que:
J
Qj(z) => ePi(x), com ¢ #0. (3.4)
i=0

Por outro lado, pelo Teorema 3.5, sabe-se que (Q;, ) = 0, para todo polinémio 7 (x) de
grau menor do que ou igual a j — 1 (pois {@Qn(x)}22, ¢é, também, uma SPO com relagao a

mesma func¢ao peso w(z) em (a,b)). Consequentemente,

(Q;, Py = (Qj, P) =---={(Qj,Pj_1) =0

Assim, para k=0,1,2,...,7 — 1, tem-se

O: <Q],Pk> = <XJ:CZPZ,P]§> :zj:ci <B,Pk> :Ck<Pk,Pk>, (35)

i=0 i=0
ja que (P, Py) = 0 para i # k.

Finalmente, como (P, P;) # 0, a igualdade em (3.5) implica em ¢, = 0 para

k=0,1,...,7 — 1, de onde se conclui, por (3.4), que
Q; = ¢; Pi(x).
|

Observacao 3.7. O Coroldrio 3.6 informa que, a menos de um fator constante, a sequéncia
de polinomzios ortogonais com relacao a um determinado produto interno, se existir, é
inica. Além disso, como foi visto, se {Qn(x)}22, e {Pn(2)}52, sao duas sequéncias de

polinémios ortogonais no intervalo (a,b) com relagio & mesma fungdo peso w(x), entdo,
Qi(x) =¢Pi(x), j=0,1,....

Neste caso, a constante c; pode ser obtida do fato que:
(Qj, Pj) = (¢; By, Pj) = ¢;i(Fj, By,

isto €,

<Qj7pj>

c :
j
(P}, Pj)
Um questionamento importante em relacao a Teoria de polindmios ortogonais
estd relacionado as possiveis condigoes para que exista uma SPO (com relagdo a uma
determinada funcao peso em um intervalo (a,b)). Visando sanar esse questionamento é

necessario apresentar a definicdo de determinante de Hankel, dada a seguir.
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Definicao 3.8. Chama-se de determinante de Hankel, de ordem n+ 1, aquele definido por

Mo M1 .. Hn
T e ) (3.6)
Hn  MPny1 --. fhop
onde, [, = ff 'w(x)dz, r=0,1,2,...,2n, sio os momentos dados como (2.6).
Teorema 3.9. Se os momentos p,., r =0,1,2,...,2n, existem, entao o determinante de

Hankel, dado em (3.6), € diferente de zero.

Demonstragcao: Considere o sistema linear homogéneo abaixo:

HoGn,0 + H1Gp 1 + o+ HnQnn

1Qn.0 + 20n1 + -+ n+1nn =
e o oo (3.7)
HnQn. 0 + Hn+410n,1 + -+ Honlpn = 0

Na forma de matriz o sistema acima pode ser reescrito como H,a = 0, onde

flo  fn i,
1 2 n+1 Qn,1
e I R L B
Hn Hnt1 -0 Hon Qpn 0

Note que o determinante da matriz dos coeficientes H,, é o determinante de Hankel
H,,. Desta forma, para mostrar que H, # 0, é suficiente verificar que a tnica solugao
para o sistema linear (3.7) é: a,0 = an1 = -+ = ay, = 0. Com efeito, substituindo os

momentos g1, = [ #"w(z)dz no sistema linear (3.7), obtém-se:

0 f; 2w(r)dr + - + Ann ff 2"w(r)dr =
.0 ff zw(z)dr + - + apn ff " (z)de =

. ) (3.8)
a0 [Parw(x)de + - + Unn [P a?rap(z)de = 0

Agora, multiplicando-se, respectivamente, cada equacao do sistema (3.8) por



Capitulo 3. Polinémios Ortogonias 27

(05 An 1s - - -, Ann € depois somando-as, tem-se

b b b
ai,o/ 2w (x)dr + ail/ 2*w(x)dr + -+ &i,n/ 2" w(r)dx

b
zw(x)dr + -+ 2an70an7n/ x"w(z)dz

a

b
+ 2an,Oan,l /

a

b b

+ 2an71an,2/ w(x)dr + -+ 2an71an7n/ " Mw(z)dx
b b
+ 2(1n,2an73/ ow(z)dr + -+ Qan,gamn/ 2" 2w (z)da

b
+ 2an,n—1an,n/ xn+(n_1)w(x)d$

a
= 0,
isto é,
b
/ (Gno + Q1@ + ...+ appr™)?w(x)de = 0.
a
Finalmente, considerando-se Q(z) = Y, a,2', a tltima igualdade pode ser reescrita

como
b

(@.Q) = [ Q@) u(x)dz = 0.

Consequentemete, da definicdo de produto interno, pode-se concluir que Q(z) = 0 para

todo x € R, de onde segue que
An,0 = Qn,1 :"':an,nzo
¢ a unica solugao do sistema linear dado, exatamente como se desejava. [ ]

O préximo teorema fornece uma condi¢ao necesséria e suficiente para a existéncia

de uma SPO.

Teorema 3.10. Eziste uma (tdnica) sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b)
com relagio a fungdo peso w(x) se, e somente se, os determinates de Hankel, H,, dados

em (3.6), sdo diferentes de zero paran =0,1,2,....

Demonstragdo: Seja P,(x) = 37, an 27, n > 0, um polindmio qualquer. Observe que

as condig¢oes de ortogonalidade descritas no Teorema 3.5, isto €,
n n b
— m+j
D nglitm = Y G, / e w(x)de
=0 e

=0
b n ,
= / ™ (Zamj:rj) w(x)dz
a =0

b
= / 2" Py (x)w(z)dx
= <$m7 Pn> = ﬁném,na pn#0, m<n,
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(onde 6., 6 0 delta de Kronecker definido em (3.2) e p, = [ 2"w(z)dz, r = 0,1,2,..., sio

os momentos dados como em (2.6)) sdo equivalentes ao sistema

HnQnn + ...+ H1Qp 1 + HoGn,0
Mn4+1Gnn + ...+ H20n 1 + H1Qn 0 =
Hon—1Qn.n + ...+ HnQn 1 + Hn—1Qno = 0
HonQn n + ...+ Hn+41Qn,1 + HnQn. 0 - ﬁn
quando se faz, respectivamente, m = 0,1,...,n.

Observe, também, que o sistema anterior em forma de matriz, fica:

Lo M1 oo f Qn,0
L N Qn,1 _ (3.9)
Hn Hnt+1 - Hon Anp.n ﬁn 7é 0

Agora, se existe uma tnica SPO, {P,(7)};%,, Pu(z) = X7, anjx?, n > 0, em

relagdo a fungdo peso w(x) no intervalo (a,b), entdo, para cada n = 0,1,2, ..., existem
Unicos an,0, A1 - - - 5 An g, COM a, , 7 0, satisfazendo o sistema (3.9). Logo, deve-se ter
Mo M1 oo fn
H = ,U.l /i.2 Mn.+1 20, n>0
Hn  Hpy1 --o Hon

ou seja, os determinates de Hankel, H,, sdo diferentes de zero paran =0,1,2,.. ..

Reciprocamente, se os determinantes de Hankel, H,,, sdo diferentes de zero para n =
0,1,2,... (ou seja, H, # 0, para n > 0), entao o sistema (3.9) admite uma unica solugao.
Consequentemente, existe uma tnica sequéncia de polindmios, {P,(x)}:2,, P.(x) =

o an 7, n > 0, tais que (™, P,) = ppdmn, pn # 0, m < n, isto é, uma tinica SPO em
relagdo a funcdo peso w(z) no intervalo (a,b), uma vez que, pela Regra de Crammer, o

sistema (3.9) garante que
_ ﬁan—l

an n
) Hn

£ 0.

3.3 Relacdo de Recorréncia de Trés Termos

Uma das maneiras de se construir uma SPO, {P,(x)}52,, com relacao a fungao peso

w(z) (a partir da qual define-se o produto interno dado em (3.1)), em um intervalo (a, b), é
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através do “conhecido” processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Esse processo pode
ser julgado por muitos como método um tanto quanto trabalhoso ou, até mesmo, dificil.
Todavia, através da relacao de recorréncia de trés termos — que é uma das mais importantes
propriedades satisfeitas pelos polindmios ortogonais, tais polinémios podem ser facilmente
gerados a partir de dois termos iniciais dados. Além disso, varias outras propriedades dos
polinémios ortogonais sdo consequéncia dessa relacdo que serd apresentada no teorema a

seguir.

Teorema 3.11. Seja {P,(x)}.2, uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b) com

relagio a fungio peso w(x). Entao,
Pn+1($) = (7n+1$ - 5n+1)Pn($) - Oén+1pn—1($); n >0, (3-10)

com PO(:U> - 1; P—l(w) - O; an+175n77n € R; n Z 17 €

an+1,n+1 o <xPn7 Pn) o Yn+1 <Pn7 Pn)
w7 D S T e e B

Yot = (3.11)

Demonstragao: Seja Po(x) = apn®™ + anpn1@™ 4+ ..o 4 ap1 + ang € {Pu(x)}52,.
Neste caso, a,,, # 0 para todo n > 0, pois {P,(z)}2, sendo uma SPO garante que P, (z)

tem grau exatamente n para todo n > 0.

Note que P, (z) é um polinémio de grau n+ 1 (n > 0) e, como os polindémios orto-

gonais Py, Ps, ..., P,y formam uma base para o espaco vetorial P, 1, existem constantes
reais by, . .., bn41 tais que xP,(x) pode ser representado por:
n+1
zPy(z) = bP(x) (3.12)
i=0

Note que comparando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da
igualdade acima, tem-se
Apn = bn+1an+1,n+17
isto é,
a
bppr = —— #£0, paratodo n>0. (3.13)

Ap+1,n+1

Agora, para j < n — 2, considere o polinémio 7(x) = zP;(z) (de grau menor ou

igual a n — 1) e veja que, pelo Teorema 3.5,

@By = [ R Byl

_ /aan(:L’) [P, (@) w(z)dz
= (Po,xby) = (Py,m)
= 0.
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Consequentemente, como {P,(z)}>", é uma SPO, a igualdade (3.12) garante que:

n+1 n+1

i=0 =0

pois (P, Pj) = 0, se i # j. Logo, deve-se ter
b] = 07 j S n— 27

ja que, sendo {P,(z)},2, uma SPO, (P}, P;) # 0.

Dessa forma, usando a equacao (3.12) e o fato que b; = 0 para j < n — 2, obtém-se
zP,(x) = bpy1 Poy1(x) + b, Po() + b1 Poq(z), n >0, (3.14)

com Py(z) =1e P_i(z) =0, ou, equivalentemente,

1 bn— bn
Po(z) = TPy (z) — 2Py 1 (z) — —— P, ()
bn+l bn+1 bn+1
= xr — P,(x)— P, 1 (x
<bn+1 anrl) ( ) anrl 1< )
= (7n+1$ - 5n+1)Pn(I) - Oén+1Pn—1($)a n > 0, (3-15)
com Py(z) =1, P_1(x) =0, e, para n > 0,
]_ bn bn—l
Yn+1 bt Bt bt € Qpp bt ( )
Finalmente, resta mostrar que
An+1,n+1 <xPn7 Pn> Yn+1 <Pna Pn>
n = : 07 n = TIn n = 0.
T = P P =t T e e = e T Ry T

De fato, considerando os valores de b, 41 € 7,11, dados respectivamente em (3.13) e (3.16),

tem-se

1
/yn+1 = —=
bn-‘rl Qpn

a
ntlntl £, para todo n > 0.

Além disso, usando (3.14) e algumas propriedades do produto interno apresentadas na

Secao 2, pode-se concluir que

<$Pn7 Pn> = <bn+1Pn+1 + ann + bn—lpn—la Pn>
- bn+1<Pn+1aPn> +bn<Pn7Pn> +bn—1<Pn—laPn>
Consequentemente, como (P11, P,) =0e (P,_1, P,) = 0 (ja que {P,(z)}>", é uma SPO),

a ultima igualdade fica
(xPp,, P,) = b,(P,, P,).
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Agora, considerando os valores de 3,11 € Y41 (dados em (3.16)) e o valor de b, obtido a
partir da igualdade anterior, tem-se

by, (xP,, P,)

6n+1 = = ’Yn+1bn = ’Yn+1<PTPn>-

bn+1

De modo andlogo, usando a relacao de recorréncia de trés termos (estabelecidada

na igualdade (3.15)), propriedades do produto interno e as relagoes de ortogonalidade
(Poy1, Poo1) = 0= (P,, P,_1) (dadas pelo fato de {P,(x)}:2, ser uma SPO), obtém-se

0= <Pn+17 Pn—l) = <(7n+1x - ﬁn—&—l)Pn - an—l—lpn—lu Pn—1>
= Tn+1 <$Pn7 Pn—1> - ﬁn+1<Pna Pn—1> - an+1<Pn—17 Pn—l)
= Tn+1 <xPTL7 Pn—l) - an—i-l(Pn—h Pn—1>7

de onde segue que
<$Pn7 Pn—1>

fnt Tt <Pn—17 Pn—l) ( )
Entretanto, da relagao de recorréncia (3.15), isto é,
P,(z) = (yax — Bn)Pu1(x) — ayPy_o(x), n>1,
tem-se
zP, 1(x) = —P,(z) + —PFP,_1(x) + —P,_2(z), n>1. (3.18)
Tn Tn Tn
Portanto, como
b
(€Py, Py_y) = / 2Py (2) Py (2)w(z)dz = / Po(2)2 Py (2)w(z)dz = (Py, 2Py_y),
a igualdade em (3.18) implica em
<$Pnapn—1>:<PnaxPn—1> = <P P +Bnpn 1+ Pn 2>
/Yn n ’Yn
]_ /Bn an
= 7Pn7Pn +7Pnapnf +7Pn7Pnf
1
= —(P,,P,), (3.19)
Tn

pois (P, P,—1) = 0= (P,, P,_2), ja que {P,(x)}.>, é uma SPO.

Finalmente, substituindo o valor de (xP,, P,—1) (estabelecido na igualdade (3.19))

na expressao para o, (dada em (3.17)), conclui-se que

Tn+1 <Pm Pn>
Tn <Pn717 Pn71> ,

Opt1 =

exatamente como se desejava. |
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Observacao 3.12. (1) Uma outra forma de escrever a relagao de recorréncia de trés
termos € escrevé-la em sua forma monica, onde o coeficiente do termo de maior grau
de cada polinémio gerado é igual a 1. Nesse caso, usando-se a relagio (3.10) (dada no
Teorema 3.11) e considerando-se os polindmios ortogonais monicos, Pn(a:) = ]Z”n—(xn),

n > 1, nao € dificil ver que a relagio de relacao de recorréncia de trés termos, para

0s polindomios monicos, fica:
Poa(z) = (2 = Bosr) Pul) = dnia Paca(z), n >0, (3.20)

onde Py(x) =1, P_y(x) =0,

R zP,, P, b, P
671—}—1 = g € dn-{—l = M
<P P > <Pn717Pn71>

(2) E possivel escrever, também, a relagao de trés termos na forma ortonormal, onde

cada termo de P, ¢ dividido pela sua norma. Neste caso, € possivel mostrar que a

relagao de recorréncia de trés termos para os polindémios ortonormais Pt (x) = ﬁ?r’fjl)’
com ||P,|| = \/(Py, Py), n >0, € expressa como:

Pra(@) = (i = Bp) Pr (@) — oy Py (7)), n >0, (3.21)
onde

a*
* _ ntln+l x % * * * _ Ot
fyn-q—l - a* ) ﬁn+1 - f}/n—ﬁ—l(xpn? Pn> e Oén—&—l -

n,n

com as mesmas condigoes inicias Py(x) =1 e P*,(z) = 0.

Entre as consequéncias da relagdo de recorréncia de trés termos esta a chamada
Identidade de Christoffel-Darboux que tem importantes implicagoes no que se refere a
zeros de polindomios ortogonais. Tal identidade seré apresentada e demonstrada no préoximo

teorema.

Teorema 3.13. (Identidade de Christoffel-Darbouz) Seja {P,(2)}2, uma sequéncia de
polinémios ortogonais monicos e {&y, }oo, a sequéncia real de coeficientes dados na relagdo

de recorréncia (3.20). Entao,

A

zi: Pu(2)Pi(u) _ Pusi(2)Bu(u) = Bu(2) B ()

= PN . (3.22)
Ot a1y . Oén+1(l‘ - U)
Demonstragcao: Para demonstrar este teorema sera utilizado a relacao de recorréncia
para polindémios ortogonais ménicos dada em (3.20). Precisamente, reescrevendo (3.20)
como

2Py (x) = Py () + Bpi1 Po(@) + Gpi1 Po_y (), 1 >0, (3.23)

com Po(x) =1, ﬁ_l(x) = 0, é possivel obter, para m > 0, as seguintes identidades:

A

2P (2) P (t) = Pryi1 () Py () 4 Brs1 P (2) Pru(10) + Gy Prn1 (2) Pr(u) — (3.24)

>
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WP, (u) P () = Pyt () P () + Brs1 P () P () + Gy Py (W) P (1), (3.25)

onde a identidade em (3.24) é obtida multiplicando-se, membro a membro, a igualdade
dada em (3.23) (com n = m) por P, (u), enquanto (3.25) é obtida quando se faz 2 = u e

m =n em (3.24) e, em seguida, multiplica-se (a nova igualdade) por P, (z).

Agora, subtraindo-se, membro a membro, a identidade (3.25) da identidade (3.24),
obtém-se
(z — u)pm(:p)pm(u) = pm-i-l(m)pm(u) - pm(x)pm-kl(u)

A

— Gt [Pr(@) Prooa (1) = Py (2) Po(u)] . (3.26)

Dai, denotando-se o lado direito da igualdade em (3.22) por G, (z,u), ou seja, fazendo-se

A A A

Por(2)Po(w) = Po() B (u)
6{1@2 Ce één+1($ — U)

Gn(z,u) = , n=>0,

e dividindo-se, membro a membro, a igualdade em (3.26) por (Gy1ds...&me1)(x — u),

tem-se . .
Prn(x) Py,
Lu@bnle) _ ) — Gr(asu), om0, (3.27)
102 ... Oyt
onde considera-se, por definigdo, G_1(z,u) := 0.
Finalmente, da igualdade em (3.27) resulta que

" Pu(x)Piu)

k=0 102 ... Oy

exatamente como se desejava.

Observagdo 3.14. (1) Uma vez que P(z) = IZ’Z(@, como consequéncia do Teorema
3.13, pode-se obter, também, a Identidade de Christoffel-Darbouz para os polinomios
ortonormais, a saber:

zn:P,;‘(:p)Pg(u) _ 1 Pr(@)Br(u) — Pi(x) Py (u)

n

*
Tn+1 r—u

, (3.28)

onde v} 1, n >0, sdo os coeficientes dados na relagio de recorréncia (3.21).

(2) Como consequéncia da Identidade de Christoffel-Darboux para os polinomios orto-
normais, dada em (3.28), € possivel obter a chamada Formula Confluente (vdlida

para todo x € R):
S (P =

*
k=0 7n+1

Pr(@)(Pry(2)) = Pryy (2)(P(2))'] > 0, (3.29)
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onde (P} (z))', j > 0, denota a derivada do polinomio P;(x). De fato, somando-se e
subtraindo-se P}, (x)P(x) na identidade dada em (3.28), obtém-se

@) = Bia() _p (o (Pale) = Piw) } |

Yt r—1u r—1u

> Pi(x)Pi(u) = {Pn (z) (

k=0

Agora, para se obter a Formula Confluente (3.29) basta fazer u — x em ambos os
membros da ultima igualdade. Observe que a soma dada no lado direito da igualdade

(3.29) € sempre positiva para todo x € R, pois Py(x) =1 > 0 para todo x € R.

3.4 Zeros de Polinomios Ortogonais

Existem muitas propriedades conhecidas relacionadas aos zeros dos polinémios
ortogonais. Algumas dessas propriedades serdao apresentadas nessa subsecao e, como sera
visto, elas sdo consequéncias, justamente, das propriedades satisfeitas pelos polindmios

ortogonais que foram apresentadas ao longo desta secao.

A primeira propriedade relacionada aos zeros de polinémios ortogonais, aqui apre-

: oA . 00
sentada, garante que dois polindmios consecutivos P,(z) e P,_1(x) de uma SPO {P;(z)}52,
nao possuem zeros em comum. Como veremos no teorema a seguir, essa propriedade é

uma aplicagao direta da Férmula Confluente (3.29).

Teorema 3.15. Seja {P;(x)};2, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo
(a,b) com relagao a fungio peso w(x). Entdo, dois polinémios consecutivos P, (z) e P,_1,

ndo tém zeros em comum.

Demonstragdo: Denotando por x,,1 < Zp2 < -+ < Ty, 0s zeros de P,(x) (em ordem

crescente) e substituindo-os em (3.29) (com n — 1 no lugar de n e considerando P}(x) =

P ()
[1Pnl|

), obtém-se, para k=1,...,n— 1,

Pn(xnfl,k>Pl

n—1

(Tpo1x) <0 ou Py(xn_1x)P_(xn_1%) >0,

se Ynyq1 > 0 ou v, <0, respectivamente. Em qualquer dos casos pode-se concluir que

P, (zy-1x) # 0 para todo k = 1,...,n—1, o que garante a prova do resultado desejado. M

Outro importante resultado relacionado aos zeros de polindémios ortogonais é o fato
de que esses zeros sao todos reais, distintos e pertencentes ao intervalo de ortogonalidade

(a,b), da funcdo peso w(z), como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.16. Seja {P.(z)};2, uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b) com
relagdo a fungao peso w(x). Entao, os zeros de um dado polinomio P,(x),n > 1 (da SPO

dada) sdo reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).
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Demonstrag¢do: Suponha, inicialmente, por absurdo, que P,(z) ndo muda de sinal
em (a,b). Entdo P,(z) > 0 (mas ndo identicamente nulo) em (a,b), de onde segue que
[P P, (x)w(x)dz > 0, ou P,(z) < 0 em (a,b) implicando em [’ P,(z)w(z)dz < 0. Note que
nenhuma das duas desigualdades obtidas relacionadas a integral [° P, (z)w(z)dz podem

ocorrer, pois, da relacao de ortogonalidade, tem-se

/ab P(x)w(x)dx = /ab 1- P, (2)w(z)dz = 0.

Portanto P,(z) deve mudar de sinal pelo menos uma vez no intervalo (a,b). Sendo assim,

existe pelo menos uma raiz real de P,(z) de multiplicidade impar em (a, b).

Suponha, agora, que as raizes distintas (de multiplicidade impar) de P, (z) em (a, b)

SA0: Tp1y Tn2, .y Tnyp (1 < m). Entao

P,(z) =(x —2p1)(x — 2p2)...(x — 2,,)Q(2) = R(2)Q(z), (3.30)

onde R(z) é um polinémio de grau r < n com raizes z,1,%n2, ..., Tny, € Q(x) é um
polindémio de grau (n — r) que tem somente raizes complexas ou raizes de multiplicidade
par em (a,b) ou raizes fora de (a,b). Sendo assim Q(z) ndo muda de sinal em (a,b). No

entanto, como r < n, da relagdo de ortogonalidade, tem-se
b
/ R(2) Py (x)w(z)dz = 0 (3.31)
Mas, por (3.30) e pelas defini¢oes de R(z), Q(x) e w(z), obtém-se

/ab R(z) Py (z)w(z)dx = /ab R(2)Q(z)w(z)dz # 0,

o que contraria o resultado obtido em (3.31). Portanto, P,(x) deve ter r > n raizes
(distintas) de multiplicidade impar em (a, b). Como P,(x) tem grau n, entdo r = n e P,(x)

tem n raizes de multiplicidade impar em (a, b), de modo que
Po(%) = appn(® — 2p1)" (2 — 200) (2 — 20 ,) ™.

Como iy, s, ..., 1, sao indices positivos e impares, e i; + 73 + ... + i, = n, conclui-se que

11 =iy = ... =1, = 1, 0 que finaliza a prova do teorema. [ ]

O ultimo resultado apresentado nessa subse¢ao sobre zeros de polindmios ortogonais
estd relacionado a uma importante relagao de entrelacamento dos zeros de polinémios
ortogonais de graus consecutivos. Isto é, se colocados em ordem crescente, os zeros de

P,(x) e P,_1(x) satisfazem
Tn,1 < Tp—1,1 < Tn,2 < Tp—1,2 <--- < Ln,n—1 < Tn—1,n—2 < Lnn < Tp—1n—1-

Essa propriedade esté descrita no teorema a seguir.
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Teorema 3.17. Seja {Pj(v)}52, uma SPO. Entdo, entre dois zeros consecutivos do

polinomio de graun — 1, P,_1(x), existe somente um zero de P,(x).

Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que os polindmios P;(z) sejam
ortonormais (denotando, no caso, Pj(r) := P (x)) e aj; := a;; > 0 para j = 0,1,2,....
Sejam Z,—11 < Tp_12 < ... < Tp_1,-1 08 zeros de P,_1(z) em ordem crescente. Considere

Tp-1k € Tn_1k4+1, onde Kk =1,2,...,n — 2, dois zeros consecutivos de P,_1(x).

Observe que, substindo esses dois zeros consecutivos de P,_1(z) na Férmula Con-

fluente (3.29) (com n substituido por n — 1), obtém-se
Po(wn-10) Py 1 (1) <0 e Pu(Zn-1p41) Py 1 (Zn-1441) <0, (3.32)

uma vez que 7, = ay /a5 1,y > 0e Byy(2no1p) = Py (Tno1k41) = 0, para k =
1,2,...,n—2.

Agora, da teoria de fungoes e suas derivadas é facil observar que P!, (z,_1%) €

P! (2p-1 k1) possuem sinais opostos, ja que T,_j1x € Tp—1 41 SA0 zeros consecutivos de

P,_1(z). Consequentemente, dos resultados obtidos em (3.32), conclui-se que P,(x,_1) €
P, (zy—1+1) também possuem sinais opostos, de onde segue que P,(x) possui pelo menos

um zero em (Ty_1k, Tn_14+1), Para k=1,2,...,n — 2.

Dessa forma, em cada um dos n — 2 subintervalos (z,—1 4, Zn—1x%+1) de (a,b) (cujos
extremos correspondem a dois zeros consecutivos de P, 1(z)) jd existe pelos menos um
zero de P,(x), e como P,(x) tem grau extamente n, so restam apenas dois zeros de P,(x)

para serem localizados no intervalo (a,b).

Observe que esse dois zeros restantes de P,(z) devem estar nos intervalos (a, £,—1,1)
e (Tn—1n-1,b0), um em cada intervalo. De fato, como a;; > 0, j = 0,1,2,..., deve-se
ter, necessariamente, P;(b) > 0 (pois se Pj(b) < 0 isso implicaria que P;(x) deveria ter
um zero fora do intervalo (a,b) ja que, neste caso, lim, , . P;(z) = 400, 0 que seria
um absurdo pelo Teorema 3.16) e, portanto, P._,(x,—1x+1) > 0. Dai, usando novamente
(3.32), tem-se P,,(z,-1,-1) < 0, de onde se conclui que P,(z) muda de sinal entre x,,_1 ,,—1

e b, garantindo-se que P, (z) tem um zero no intervalo (,_1,-1,b).

Analogamente pode-se mostrar que existe um zero de P, (z) entre a e x,_; . Para

isso, basta observar que, sendo a;; > 0, tem-se
sinal [Py(a)] = (~1)",

e isto conclui a prova do teorema. [ ]

3.5 Polindomios Ortogonais Simétricos

Definig¢ao 3.18. Uma funcdio peso w(x) definida em (—b,b) é chamada par se w(x) =

w(—1).
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Na proxima secao serao apresentados alguns exemplos classicos de fungoes pesos
pares, a saber: w(z) = 1, w(z) = (1 — 22)*71/2 (onde A — (1/2) > —1, com X € R),
w(z) = (1 —2%)72 e w(z) = (1 — 22)"/? todas definidas no intervalo (—1, 1), bem como a
funcio peso w(z) = e~** definida no intervalo (—co, 00). Tais funcdes estdo associadas,
respectivamente, aos polinomios de Legendre, Gegenbauer, Chebyshev de 1% e 2¢ espécies,

e Hermite, que sao alguns dos chamados polinomios ortogonais cldssicos.

Um importante resultado associado a polindmios que sdo ortogonais com relagiao a

fungoes pesos pares é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.19. Se uma fungio peso w(x) definida em (—b,b) € par, entao os momentos
de ordem impar sio nulos, isto é, pa,+1 =0, n=0,1,2,.... Além disso, se {P,(x)}°, €

a sequéncia de polindomios ortogonais relativa a w(x), entdo
P,(—z) = (=1)"P,(z), n>=0.

Demonstragdgo: Uma vez que a fungao peso w(z) é par, tem-se w(z) = w(—z). Conse-

quentemente, como
b ont
n
u2n+1:/bx w(z)dr, n=0,1,2,...,

fazendo a mudancga de variavel x = —y, obtém-se

Hont+1 = /b $2n+1w($)dx = /b_b(_y)QnHw(_y)[_dy]

b
b
= - /_ by2"+1w(y)dy

— _M2n+17

de onde segue que 29,1 = 0 ou, ainda, ps,+1 = 0, para todon =0,1,2,....

Agora, considerando, sem perda de generalidade, { P, (2)}°°, a SPO moénicos relativa
a funcfio peso par w(z), resta provar que P,(—z) = (—1)"P,(z), para todo n > 0. Com
efeito, uma vez que w(x) = w(—=z), fazendo novamente a mudanga de variavel x = —y,

observe que

() Pu(y)w(—y)[—dy]

\@
3’“@
|
=
>
g
|
=
£
=
QL
S
I
Q\I
5’:@

= /_bb P.(2) B, (x)w(x)dr, (3.33)

onde na tultima igualdade apenas se troca a notacao da variavel y por x.

Da igualdade obtida em (3.33) pode-se concluir que {P,(—z)}°2, e {P,(x)}22, sdo

duas SPO, em (-b,b), relativas a mesma fungao peso w(z) (ja que os respectivos polindémios
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de ambas as sequéncias, Pn(—x) e ﬁn(x), terdo grau n e a ortogonalidade da sequéncia
{P,(—z)}22, é dada a partir da ortogonalidade de {P,(z)}2>,). Logo, pelo Corolério 3.6,

deve-se ter

A

P,(—z) = ¢, P(x) para n >0, (3.34)

onde ¢, é uma constante. Mas, sendo

A

1
P,(z) =2" 4+ appna" " 4 ...+ 01T + anp,

tem-se

cnpn(x) = ™ + Cplp 1"+ Cun 1T+ Crling (3.35)

Po(—x) = (=1)"z" + (=1)" Yapn12"  + . 4 (1)1 + anp. (3.36)

Finalmente, como P,(—x) = ¢, P,(z) para n > 0, comparando-se os coeficientes dos
termos de maior grau de P,(—z) e ¢, P, (x), dados, respectivamente, por (3.35) e (3.36),
obtém-se

¢ =(—1)", n>0.

Por fim, substituindo o valor de ¢,, obtido na igualdade acima, na expressao dada
em (3.34), conclui-se que P,(—z) = (—1)"P,(x) para n > 0, e isso finaliza a prova do

teorema. [ |

Observagao 3.20. De acordo com o resultado dado na seqgunda parte do Teorema 3.19
0s polinomios P,(x), ortogonais no intervalo (—b,b), com relagio d uma fungio peso par

deve sempre satisfazer a condicao:
P,(—z) = (=1)"Py(x) para n>0. (3.37)
Tais polinomios serao chamados polinomios ortogonais simétricos.

O teorema a seguir fornece uma importante caracterizagao relativa a férmula de

recorréncia de trés termos satisfeita por polindmios ortogonais simétricos, a saber:
Teorema 3.21. Seja {P,(x)}22, uma SPO relativa a uma fungio peso w(x). Entdo, as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Py(—z)=(—1)"P,(z) paran > 0;

(b) Na relagio de recorréncia de trés termos (3.10), tem-se 5, = 0 para n > 1.
Demonstragdo: Para provar as equivaléncias (a) e (b) serd utilizado novamente, sem

perda de generalidade, os polinémios ortogonais simétricos na forma monica P,(x), ou

seja, aqueles polindmios tais que o coeficiente do termo de maior grau é sempre igual a 1.
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Para provar que (a) implica em (b) considere, inicialmente, Q,(z) = (—=1)"P,(—x)
para todo n. Como, por hipétese, P,(z) = (—1)"P,(—z), subtraindo a relacao de recor-
réncia de pn(m) da relacao de recorréncia de Qn(x) (dadas, em suas respectivas formas

monicas, por (3.20)), obtém-se
0 = Qn(x) —Pn(x)
= (@4 Bu)Qu-1(2) = GnQn-2(7) — (¥ = Bu) Pacs (z) — G Pra(2))]
= 2Bnpn,1(x), n>1,
de onde chega-se a conclusao que Bn = 0 para todo n > 1.
Reciprocamente, considerando, na relagdo de recorréncia de trés termos (3.10),
B, = 0 para todo n > 1 ou, ainda, sem perda de generalidade, Bn = 0 na relacao de

recorréncia de trés termos em sua forma monica (3.20), tem-se que as relagoes de recorréncia

para os polindmios Q,(z) = (—1)"P,(—x) e P,(x) sido dadas, respectivamente, por

Qn(J:) = m@n—l(x) - anQn—Q(x)y n Z 17

e
P(z) = 2P,_1(x) — apnPo_s(z), n>1.
Observe que Q,(z) e P,(z) satisfazem a mesma férmula de recorréncia e, além
disso,

Qfl(fb’) = lf’fl(fﬁ) € @o(l’) = ]50(3;),
isto é, as mesmas condi¢Oes iniciais. Portanto, deve-se ter
pn(x) = Qn(x) = (_1)”ﬁn(_x)’ n =0,
o que conclui a prova do teorema. [ |

Observacao 3.22. Dos resultados obtidos nessa subsecao pode-se concluir que se a funcao
peso w(x), definida em (—b,b), for par, entio a sequéncia de polinomios {P,(x)}5%,,
ortogonais com relagao a fung¢ao peso w(x), é tal que a iqualdade em (3.37) ocorre, isto
é, 0s polindmios ortogonais sao simétricos. Para esses polindmios se & é um zero P,(x),
entdo pela relagao (3.37), deve-se ter que —x também é um zero de P,(x). Assim, se n for
par s6 serd necessdrio calcular a metade dos x, ) (k=1,2,...,n) zeros de P,(x) (jd que
a outra metade € obtida por simétria). Por outro lado, se n for impar, x = 0 serd sempre
um zero de P,(x) (em virtude do Teorema 3.21) e para calcular os outros n — 1 zeros sé
haverd, necessidade (novamente) de se calcular a metade deles. Em resumo, se { P,(x)}2,
¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais simétricos tal que T,y (k =1,2,...,n), com
Tp1 < Tpo < -+ < Tpn, SG0 0s zeros de P,(x), e [m| denota o maior niumero inteiro

menor ou igual a m, entao:

(1) Tng = —Tpn-k+1 para k=1,2,...,|n/2];

(it) Sen for impar, tem-se Ty |n/2)+1 = 0.



40

4 Polinomios Ortogonias Classicos

Nesta se¢ao serao apresentados exemplos explicitos de sequéncias de polinémios
ortogonais, os chamados polinomios ortogonais cldssicos, a saber: os polinémios de Jacobi
(incluindo os casos especiais de Legendre, de Gegenbauer, de Chebyshev de 1% e 2% espé-
cies), de Laguerre e de Hermite (CHIHARA, 1978). Aqui, serd feito um breve estudo desses
polinémios, onde poderao ser observadas, por exemplo, as relagdes de ortogonalidade,
recorréncia de trés termos e propriedades de entrelacamento de zeros, que foram apresenta-
das (e demonstradas) na se¢ao anterior. Para um estudo mais detalhado e aprofundado dos
polindmios ortogonais classicos sugere-se, por exemplo, os textos de (ANDRADE; BRACCIALL,
RAFAELIL, 2012), (CHIHARA, 1978), (ISMAIL, 2005), (KRYLOV, 1962) e (SZEGO, 1939).

Segundo Agarwal e Milovanovié¢, os polindomios ortogonais classicos sao aqueles que
satisfazem a definigdo a seguir (AGARWAL; MILOVANOVIC, 2002):

Definigao 4.1. Polinémios ortogonais com relagao ao produto interno (f,g). (definido
por (3.1) em termos da fungdo peso w(x)) no intervalo (a,b) sio chamados polinémios

ortogonais cldssicos se a fungdo peso, w(x), satisfaz a sequinte equagdo diferencial:

e N(x) é um polinémio de primeiro grau.

Observacao 4.2. Nao ¢ dificil verificar que, de acordo com a Definigcdo 4.1, 0s polinomios
de Jacobi, Laguerre e Hermite (apresentados nas subsecoes a sequir) sdo polindomios

ortogonais cldssicos, em acordo com a classifica¢io dada por (CHIHARA, 1978).

4.1 Polinomios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi, denotados por P{*?) (x), podem ser definidos por meio

da Férmula de Rodrigues da seguinte maneira (KRYLOV, 1962):
PP (z) = ﬂu — )" (1 + m)*ﬁdi (1= 2)* (14 2)7]. (4.1)
" 2nn! dz™
Observagao 4.3. (1) Pode-se mostrar que os polinomios de Jacobi, dados a partir da

formula (4.1), sao ortogonais no intervalo (—1,1) em relagio da fungdo peso
w(z) = (1 —2)%(1 + z)° (4.2)

coma,>—-1ceca,feR;



Capitulo 4. Polinémios Ortogonias Cldssicos 41

(2) Os polinémios de Jacobi também podem ser definidos como aqueles que sao miltiplos
da férmula (4.1), ou seja, no lugar do coeficiente (—1)"(2"n!)~1 tem-se o coeficiente
(=2)""(n!)~' (CHIHARA, 1978).

Implementando-se a regra de Leibnitz (para calcular a n-ésima derivada do produto

de duas fungoes)
dm n n .
e @l = 3 (7)o @), (43)
x i—o \k
na férmula de Rodrigues (4.1), e fazendo-se algumas manipulagoes algébricas, pode-se
mostrar que o coeficiente do termo de maior grau dos polindémios de Jacobi, a,,,, ¢ dado

por (ANDRADE; BRACCIALL; RAFAELI, 2012):

1 D(a+B+2n+1)
Apn =
o2l a4+ B+ n+1)

. (4.4)

A ortogonalidade dos polindmios de Jacobi é fundamental para véarias aplicagoes,
como na expansao de fungbes em séries de polindmios e na solucao de problemas de

integracao numeérica. Dessa forma, utilizando o produto interno
1
(P, Pe) = [ PN @) P (@) (1 = 2)°(1+ 2)'ds,
-1

juntamente com a definigdo para os polinémios de Jacobi (dada em (4.1)), o processo de
integragao por partes, a definicao da fungao beta dada em (2.3) (bem como a relagao entre
as fungdes gama e beta dada no Teorema 2.5) e o valor do coeficiente do termo de maior
grau dos polinémios de Jacobi a,,, (dado em (4.4)), é possivel mostrar que a relagdo de

ortogonalidade para os polinomios de Jacobi fica:

(,8) plasf) " se mn
(B, PPy =4 2084 (v + n+ DD(B+n + 1) . (4D)
se m=n
(a+B+2n+1Dnl(a+B+n+1)

No que tange a relagao de recorréncia de trés termos (dada pelo Teorema 3.11), os

polinémios de Jacobi satisfazem:
P(@) = (i = fus) PSP(2) = ann P2 (1), n >0, (4.6)

onde P\*” ) (r) =1c¢e P£0{75)(:17) = 0. Neste caso, os valores dos coeficientes v,+1, Bnt1
e a,41 (calculados por meio das expressoes em (3.11)), apds a utilizagdo do valor do
coeficiente do termo de maior grau, a,, ,, dos polindmios de Jacobi (dado em (4.4)), de sua
relacao de ortogonalidade (dada em (4.5)) bem como de algumas manipulagoes algébricas,

sao dados, explicitamente, por:

(a+p+2n+2)(a+f+2n+1)
2+ 1) (a+p+n+1)

Tnt+1 = ’ (47)
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(B> —a®)(a+pB+2n+1)

P = 2(n+ 1)(a+B+n+1)(a+ 5+ 2n) (48)
) (et n)BHnatpt20+) wo)
T+ D) (a+ B+n+)(a+B+2n) '

No que se refere aos zeros dos polindmios de Jacobi, de acordo com os resultados
apresentados na Subsecao 3.4, sabe-se que, independente da variacdo de « e [3, esses zeros
sdo reais, distintos e pertencem ao intervalo de ortogonalidade (—1,1). Além disso, havera
entrelacamento dos zeros dos polindmios de Jacobi de graus consecutivos, isto ¢, entre
dois zeros consecutivos do polinémio de Jacobi P\*)(z) existe um (e somente um) zero
do polindmio de Jacobi P{®#)(x). Na Figura 4.1 sdo ilustrados os graficos dos polinémios
de Jacobi de graus 1 a 4 para os mesmos valores de a e 5 (no caso, « =2 e §=1), onde é

possivel observar a propriedade de entrelacamento descrita acima.

Figura 4.1 — Grafico dos polindmios de Jacobi de graus 1,2, 3 e 4 paraa=2¢e = 1.

L N
-1.0

Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).

Ainda falando sobre os zeros dos polinémios de Jacobi é possivel mostrar (veja,
por exemplo, (SZEGO, 1939)) que estes zeros (para polindmios de mesmo grau n) sao
fungoes crescentes do parametro 3, pois a medida que S aumenta, os zeros dos polinémios
de Jacobi se deslocam para a direita no eixo x. Por outro lado, estes zeros, sao fungoes
decrescentes no que diz respeito ao parametro «, pois quando « aumenta, os zeros se
deslocam para a esquerda no eixo x. Esta propriedade é bastante 1til em problemas onde

é necessario manipular ou compreender a distribuicao dos zeros dos polinomios de Jacobi.

4.1.1 Polindbmios de Legendre

Quando se tem um polinémio de Jacobi P,g”"ﬁ) (x) onde o = B = 0, este polindbmio
¢ chamado de polinomio de Legendre, o qual é denotado por P,(x). Ou seja, os polindmios

de Legendre sao casos especiais dos polinémios de Jacobi. Neste caso, a funcao peso, w(z),
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definida no intervalo (—1,1), e dada em (4.2), é expressa simplesmente por: w(z) = 1.
Desse modo, fazendo o = § = 0 na Férmula de Rodrigues (4.1), que fornece os polindémios

de Jacobi, é possivel obter os Polinémios de Legendre, P,(x), a saber:

1 oan
—onp) dan

P, () (@ = 1] (4.10)

Da mesma forma, considerando-se & = 3 = 0 na expressao do coeficiente do termo de
maior grau para os polindémios de Jacobi (dada em (4.4)), tem-se que o coeficiente do

termo de maior grau, a, ,, para os polindmios de Legendre, ¢ dado por:

(2n)!
o = ()2

Ja a relacao de ortogonalidade, para polindmios de Legendre, fica

0, se m#mn
<Pmpm>: 2 ’

m, se Mm=n

que, obviamente, também pode ser obtida, a partir da relacdo de ortogonalidade para os

polindmios de Jacobi, fazendo-se « = = 0 na relagdo dada em (4.5).

Por fim, substituindo-se a = 8 = 0 nas expressoes para V,i1, Bni1 € Qni1, dadas,
respectivamente, por (4.7), (4.8) e (4.9), uma conta simples mostra que a relagao de
recorréncia de trés termos (4.6), agora, para os polindémios de Legendre, pode ser expressa

COmo:
2n+1 n

zP,(z) — ——
n+1 n+1

onde, Py(z) = 1 e Pi(x) = x (observe que neste caso tem-se (,.; = 0 para n > 0,

Pn-i-l(x) =

P, 1(z), n>1, (4.11)

exatamente como esperado pelos resultados estabelecidos na Subsegao 3.5).

Uma vez que a fun¢do peso para os polindmios de Legendre, w(x) = 1 definida no
intervalo (—1,1), é uma funcao par, os resultados apresentados na Subsegao 3.5 garantem
que os zeros dos polinémios de Legendre, P,(z), estdo simetricamente distribuidos em
relagdo ao eixo x, se n é par. Isso significa que se zo é um zero de P, (z) entdo —xy também
é um zero de P,(z) (ou seja, s6 ha necessidade de calcular a metade dos zeros de um
polinémio de Legendre de grau par, pois a outra medade é obtida por simetria). Além
disso, se n é impar, tem-se que x = 0 é sempre um zero de P,(z) e os demais n — 1 zeros
sao simétricas em relagao a origem. Na Figura 4.2, onde é ilustrado o esboco do grafico
dos polinémios de Legendre de graus 1 a 4, é possivel observar esse comportamento dos
zeros dos polindmios de Legendre bem como a propriedade de entrelacamento dos zeros de

polinémios de graus consecutivos descrita no Teorema 3.17.
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Figura 4.2 — Grafico dos polinomios de Legendre de graus 1,2,3 e 4.

) -16 -14 -12 -1 ‘gfs -08, -04 -02 02 w4 As ps 1 12 14 18 1

Fonte: Autoria prépria (2024).

4.1.2 Polindomios de Gegenbauer

Os polinomios de Gegenbauer (ou polindmios Ultrasféricos) podem, também, ser
considerados um caso especial dos polinomios de Jacobi. Na verdade, eles sao multiplos
dos polinémios de Jacobi, agora, com aw = 3 = A — (1/2) > —1, onde A é um parametro
real. Esses polindmios sdo usualmente denotados por GV (z) e sdo ortogonais, em (—1,1),
com relacdo & funcdo peso w(x) = (1 — 2%)*~/2 (obtida a partir da funcio peso dada para
os polindémios de Jacobi em (4.2), quando se faz o = § = A — (1/2)). Dessa forma, os

polinémios de Gegenbauer podem ser definidos por

GV (z) = <2a> B (n * 20‘) : w , (4.12)

(0% (0%

. Polindmio de Jacobi
= Ln

onde P{®(x) sdo polindmios de Jacobi com o = 3 e

T\ [(x+1)
<y>_F(y+1)F(x_y+1)v x>0 e y>0.

Dessa forma, os polindomios de Gegenbauer podem ser reescritos como:

T+ H0(n+2)\) ool
(N) — 2 X Pn 272
@) = TNt AT 1y O

=Cp

Polinémio de Jacobi

onde a = A — (1/2).
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Observacao 4.4. Alguns casos especiais dos polinomios de Gegenbauer merecem destaque,

a saber:

(@) = PO = P(e) ¢ GO(x) = Un(a),

onde P,(x) sao os polinémios de Legendre e Uy, (x) sdo os polinémios de Chebyshev de 2¢

espécie que serd apresentado mais a frente.

Nao é dificil ver que a relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios de

Gegenbauer fica
(n+ DG () = 2(n+ N)aGV () — (n+ 22 = DG, (),

com G{V(z) =1 e GY(z) = 0. Neste caso, essa relacdo 6 oriunda da relacio de recorréncia
de Jacobi, dada em (4.6), substituindo-se « = = A\ — (1/2) nas expressdes para Y,1,
Bns1 € ani1, dadas, respectivamente, por (4.7), (4.8) e (4.9), e considerando-se que

. (n 4+ 2)\) .
T (n—O—)\—l-%) "

Observe que, neste caso, também tem-se (5,1 = 0 para n > 0, o que ja era esperado,
pois a funcao peso w(z) = (1 — 22)*1/2 (XA — (1/2) > —1), definida em (—1,1), é uma

funcdo par (veja Teoremas 3.19 e 3.21).

Em relacao aos zeros dos polindmios de Gegenbauer, uma vez que sua funcao peso
é par, pode-se afirmar que eles apresentam o mesmo tipo de simetria, no intervalo (—1,1)
que os polinomios de Legendre. Isso significa que se xﬁk é um zero, entao —x;\%k também o
é (lembrando que, neste caso, x = 0 é sempre um zero para os polinémios de Gegenbauer
de grau impar). Além do mais, os zeros dos polinémios de Gegenbauer dependem tanto da
ordem n quanto do parametro A. Quando n aumenta, os zeros se tornam mais densamente

distribuidos no intervalo (—1,1).

4.1.3 Polinbmios de Chebyshev de 12 espécie

Outro caso especial de miiltiplos dos polinémios de Jacobi, P\ (x), sdo os po-
linomios de Chebyshev de 1% espécie, obtidos, neste caso, quando se faz o = f = —1/2.
Estes polindémios sao geralmente denotados por T),(x), e sdo ortogonais no intervalo (—1,1)
com relacdo a funcio peso w(z) = (1 — 22)~1/2. Os polindmios de Chebyshev de 1% espécie

(em termos dos polinémios e Jacobi) sao dados por

2 -1
n@»=ﬂ(§> PR ),

————
=G,

onde para z > 0 e y > 0, tem-se

(1’) B I'(z+1)
y) Ty+LDl(z—y+1)
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Estes polinomios podem, também, ser escritos como

T,(x) = cos (narccosz), z€[-1,1] e n=0,1,2,.... (4.13)

A forma dada em (4.13) para os polindémios de Chebyshev de 1% espécie é bem util
no que se refere a obtencao da relagdo de recorréncia de trés termos para esses polinémios,

pois, neste caso, usando a identidade trigonométrica
cos(n+1)0 4+ cos(n—1)0 = 2cos(nb)cosb
e fazendo x = cosf em (4.13), obtém-se, facilmente, que
Thi1(z) = 22T, (x) — Tt (), n>1, (4.14)

com Ty(x) = 1 e Ti(x) = =z, isto é, a relagdo de recorréncia de trés termos para os
polinémios de Chebyshev de 1* espécie T),(x). Aqui é possivel observar, novamente, que
Bni1 = 0 para n > 0, exatamente como esperado pelos resultados fornecidos na Subsegao

3.5, j& que a funcdo peso w(z) = (1 — x?)~Y/2, definida em (—1, 1), é uma funcdo par.

A partir da relagao de recorréncia (4.14) e dos polindmios iniciais (condigdes iniciais)
das sequéncias dos polindmios de Chebyshev de 1* espécie (Ty(x) =1 e Ti(z) = v = 2%z)
é possivel observar que:

Ty(z) = 22> — 1, Ty(z) =22 — 3z
e, por recorréncia,
To(x)=2""1a" + ...,

de onde segue que o coeficiente do termo de maior grau para os polindmios de Chebyshev

de 1* espécie, a,, ,, ¢ dado por:
A = nl > 1.
Por fim, considerando a defini¢io dada em (4.13) para os polindémios de Chebyshev

de 1% espécie, nao é dificil mostrar que as relagoes de ortogonalidade (em relagao a fungao

peso w(x) = (1 — 22)71/2), para esses polinomios, ficam:

m, se m=n=0,
1
(T, Trn) = /1Tn(x)Tm(x)w(x)dx =12, se m=n>0,
0, se m#n.

Abaixo, na Figura 4.3, apresenta-se um esboco dos graficos dos polinémios de
Chebyshev de 12 espécie de graus 1 a 4. E possivel observar, claramente, nessa figura, a
propriedade de entrelacamentos dos zeros de polindmios de Chebyshev de 1* espécie de
graus consecutivos, conforme demonstrado no Teorema 3.17. Além disso, pode-se observar
que os valores minimo e maximo dos polinomios de Chebyshev de 1 espécie, no intervalo

(—1,1), sao, respectivamente, iguais a —1 e 1.
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Figura 4.3 — Grafico dos polindmios de Chebyshev de 1? espécie de graus 1,2,3 e 4.
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Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).
Observacao 4.5. (1) Para calcular os zeros dos polindmios de Chebyshev de 1% espécie
T.(z) (n > 1), dados por (4.13), basta fazer x = cos @ e considerar a equagao
cos(nf) =T,(x) =0, para 0<6<m.
Uma vez que T, (x) tem grau n, a equagao anterior apresenta como solugao
(n@)k:g—l—lm, k=0,1,2,... .n—1,

ou, equivalentemente,

(2k — 1)m
2n

Dessa forma, os zeros,z,j, dos polinomios de Chebyshev de 19 espécie, T,,(x), sao

en,k: k:1,2,...,n.

dados, explicitamente, por

(2k— )7

k=1,2,...,n. 4.15
) b=t (4.15

T = €08 O, ), = COS (
(2) Analogamente, para determinar os pontos de maximo e de minimo (no intervalo
[—1,1]) dos polinomios de Chebyshev de 1% espécie T, (x), dados por (4.13), basta

considerar x = cosf e resolver a equagdo
T.(z) =cos(nf) =+1, para 0<6<m,

que tem como solugdo

~ k
n,kzly kJ:O,l,...,n.
n

Portanto, os pontos extremos, Ty, dos polinomios de Chebyshev de 1 espécie, T,,(x)

>

(n > 1), sao dados, explicitamente, por

~ k
T = cos O, = cos <W> , k=0,1,...,n.
n
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4.1.4 Polindmios de Chebyshev de 22 espécie

Os polinémios de Chebyshev de 2 espécie, denotados por U,(z), sdo ortogonais
no intervalo (—1,1) com relacio a funcio peso w(z) = (1 — 22)'/2. Estes polinémios sao,

também, multiplos dos polinémios de Jacobi, quando se considera o = § = 1/2. Neste

caso,
o+ 1\
Un — 22n P(l/?,l/?)
=220 e
=,
onde ( )
x I'z+1
= , x>0 e > 0.
<y> Dy+ Dl —y+1) ’
Os polindémios de Chebyshev de 2% espécie também podem ser definidos por:
1 1)6
U, (z) = sen((n + 1) arccosz) _ sen((n+1)0) 1,1, n=0,1,2,..., (4.16)

V1 — a2 B sen 0
onde x = cosf e 6 € (0, 7).

Note que, usando a relagao trigonométrica
sen(n + 2)0 + sen(nf) = 2 cos @ sen(n + 1)0

com z = cos @, e a definicdo dada em (4.16), a relacdo de recorréncia de trés termos para

os polindmios de Chebyshev de 2% espécie fica:
Upi1(x) =22 U, (z) — Uypi(z), n>1, (4.17)

tendo Up(z) =1 e Uy(x) = 22 como condigbes iniciais.

Comparando-se a relagdo de recorréncia de trés termos (4.17) com a relagao de
recorréncia (3.10), nota-se, mais uma vez, que 5,41 = 0 para n > 0. Esse fato é uma
consequéncia esperada dos Teoremas 3.19 e 3.21, ja que a funcio peso w(z) = (1 — x2)'/2,

definida em (—1,1), é uma funcao par.

Para saber como se comporta o coeficiente, a,,, do termo de maior grau dos
polinomios de Chebyshev de 2% espécie, como no caso dos polindomios de Chebyshev de 1?
espécie, basta observar os primeiros polindémios e, por recorréncia, deduzir a expressao

geral para esse coeficiente. De fato, uma vez que

Do) = sen(arccosz)  senfl 1
0 N V1—a22 _\/1—C0829_
e
sen(2arccos x 2senfcosd

Vi—22  senf s
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utilizando a relacao de recorréncia de trés termos, obtém-se
Us(z) = 22Uy (7) — Up(z) = 2%% -1
Us(z) = 22Us(x) — Uy(x) = 2%2° — 4a

Udz) = 2" +....

Ou seja, por recorréncia, conclui-se que o coeficiente do termo de maior grau para os

polindémios de Chebyshev de 22 espécie é dado por

pn =2", n>0.

)

Finalmente, usando a definicao dada em (4.16) para os polindmios de Chebyshev
de 22 espécie, é possivel verificar que a relagdo de ortogonalidade (com respeito a fungao

peso w(z) = (1 — 22)'/?), para esses polindmios, é tal que:

)= [ ot {5 % P
B se m=n.

5
Observagao 4.6. (1) Os zeros dos polinomios de Chebyshev de 2% espécie Uy (x) (n > 1),

definidos como em (4.16), sao os pontos x,x (k=1,2,...n) tais que
sen[(n+1)0,%] = Up(znk) =0, para 0 <6, <,

onde x, , = cosb, . Consequentemente, esses zeros sao dados, explicitamente, por

k
xnk:cosﬁnk:cos< T >, k=1,2,...,n.
5 5 n+1

(2) Uma vez que os polindmios de Chebyshev de 1% espécie, T, (x), sao dados por
T, (x) = cos (narccos x),

entdo, derivando T, (x) em relagio a x e observando a defingao dada em (4.16) para

0s polindmios de Chebyshev de 2% espécie U, (x), tem-se

n
/
T (x) = sen (n arccos x)ia72 =nU,_1(x),
de onde é possivel se concluir que os zeros de U,_1(x) sdo os pontos de mdzimo e

minimo de T,(z).

Um esbogo dos graficos dos polindmios de Chebyshev de 2% espécie de graus 1 a
4 ¢é fornecido na Figura 4.4. Note que a propriedade de entrelagamentos dos zeros dos
polinémios de Chebyshev de 2% espécie de graus consecutivos também ocorre (o que ja
era esperado de acordo com o Teorema 3.17). Além disso, comparando-se o polinémio de
Chebyshev de 22 espécie de grau 3, Us(x), com o Polinémio de Chebyshev de 1* espécie
de grau 4, Ty(x), e observando as figuras 4.3 e 4.4, é possivel notar que os zeros de Us(x)
sao os pontos de maximo e minimo locais de Ty(z), exatamente como mencionado no item
(2) da Observagao 4.6.
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Figura 4.4 — Grafico dos polindmios de Chebyshev de 2% espécie de graus 1,2,3 e 4.
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Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).

4.2  Polindbmios de Laguerre

Os polinomios de Laguerre, denotados por LS{J‘) (x), sao aqueles definidos (a partir

da féormula de Rodrigues) por:

mn

d
L (x) = (=1)"a %"

e |2t (4.18)

Os polindmios de Laguerre sao ortogonais no intervalo [0, 00) em relagao a fungao
peso w(z) = z%~*, com a > —1. No texto de (CHIHARA, 1978) é possivel observar os
polinémios de Laguerre sendo definidos como um multiplo da férmula dada em (4.18).
Além disso, nesse mesmo texto, Chihara menciona que, originalmente, Laguerre fez estudos
com a = 0, tal que, L,(z) = LY (x), porém L{*) é apenas uma generalizacio desde que
a > —1.

Usando a regra de Leibnitz, dada em (4.3), com f(z) = 2*™ e g(x) = ¢ %, na

expressao (4.18) - que define os polindmios de Laguerre, e apés algumas manipulagoes
algébricas, pode-se mostrar que (ANDRADE; BRACCIALL; RAFAELI, 2012):

Lz) =z —nla+n)z" 4.

Consequentemente, tem-se que os polinomios de Laguerre, definidos como em (4.18), sao

monicos, isto €, sao tais que o coeficiente do termo de maior grau, a,,, satisfaz
nn =1, n>1
Um outro ponto importante em relagao aos polinémios de Laguerre diz respeito a

sua ortogonalidade, no intervalo [0, c0), com respeito & fungao peso w(z) = 2% %, a > —1.

Neste sentido, considerando o produto interno

(L) (@) :/ L (z) L) (z)2%e % da
0
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e a definicdo dada em (4.1) para os polinémios de Laguerre, é possivel verificar (apds uso
do método de integracao por partes bem como da definicdo da fun¢do Gamma dada em

(2.2)) que essa ortogonalidade é dada por:

0, se m £ n,
(L), L) = 7 (119
n'n+a+1), se m=n.

Como ja se é conhecido (veja Teorema 3.11), os polinémios de Laguerre também

satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos, a saber:
L) (@) = (Y12 = Bap) L () — anir L (), 1> 0, (4.20)

onde L (z) = 1, L) (x) = 0, ans1, Buy1n ER, n > 1, @

Ant1,m+1 <xL7(za)7 L%a)> Yn+1 <L7(1a)7 L(a)>
7714—1 I BTZ+1 - '7n+1 ) Oén+1 - a) ) .

AEn 0 ] 421
(nn (LY, L) T (L (421)

Neste caso, usando a ortogonalidade dada em (4.19) e o fato que ap, =1, n > 1, é
possivel mostrar que os valores dos coeficientes ;1 1, 8,11 € a1 da relagdao de recorréncia

(4.20) (calculados por meio das expressoes em (4.21)), sdo dados, explicitamente, por
Y1 =1, Bppi=2n+a+1 e apy=nn+a), n>0,
e a relacao de recorréncia de trés termos para os polindmios de Laguerre fica:
Lih(x) =[x = @n+ a+ DO (@) = n(n + o)L (z), n>0,  (4.22)

com L (z) =1 e L'2) = 0.

Na Figura 4.5 sao apresentados os esbogos dos gréaficos dos polindmios de Laguerre
LO(z) paran = 1,2,3,4 (com parametro o = 0) onde é possivel observar a propriedade
de entrelacamento dos zeros dos polindomios de Laguerre de graus consecutivos, descrita
no Teorema 3.17. Por outro lado, na Figura 4.6, sdo fornecidos os esbogos dos graficos
dos polindmios de Laguerre Lia) (x) para a = 0,1,2,3. Neste segundo caso, é possivel
observar o crescimento do zero x,;, de Lff‘) (x), com o crescimento do pardmetro « para
cada i = 1,2,3,4. Na verdade é possivel mostrar (mais geralmente) que os zeros dos
polinémios de Laguerre (para polindmios de mesmo grau n) sao, de fato, fungoes crescentes

do pardmetro « (veja, por exemplo, o texto de (SZEGO, 1939)).
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Figura 4.5 — Grafico dos polinomios de Laguerre de graus 1, 2,3 e 4 para a = 0.

Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).

Figura 4.6 — Grafico dos polinomios de Laguerre de grau 4 para a =0, 1,2, 3.

Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).

4.3 Polinomios de Hermite

Originados a partir da formula de Rodrigues, os polinomios de Hermite, denotados
por H,(x), podem ser definidos da seguinte maneira:

H,(z) = (—1)%902;; e (4.23)

E possivel mostrar que esses polindmios sao ortogonais, no intervalo (—oo, 00), com relagao

a fungdo peso w(z) = e’ (veja, por exemplo, (KRYLOV, 1962) ou (CHIHARA, 1978)).

Usando a defini¢ado dada em (4.23) para os polindémios de Hermite, pode-se mostrar
que a relagao de recorréncia de trés termos (descrita no Teorema 3.11), para esses polindémios,
é expressa como:

Hyii(x) =22H,(x) — 2nH,—1(x), n>1, (4.24)
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com Hy(z) =1 e Hi(z) = 2x. Dai, uma vez que Hp(z) =1 = 2° e Hy(z) = 22 = 2",

calculando-se os proximos polinémios de Hermite da sequéncia, isto é,

Hy(z) = 2xH(x)—2Hy(z) = 22(2z) — 2 = 2%2% — 2
Hs(z) = 22 Hy(x) —4H (x) = (22)(2%2% — 2) — 4(22) = 2%2% — 122

H,(z) = 2"2"+...,

¢ possivel afirmar, por recorréncia, que o coeficiente do termo de maior grau, a,,, dos

polinémios de Hermite, é dado por
pn =2", n>0.

22

Em relagdo a ortogonalidade (com respeito a fungao peso w(x) = e=*"), a defini¢ao

(4.23) juntamente com o processo de integragdo por partes garantem que

0 0, se m#mn,
(H,, H,,) = / H,(z)H,,(z)w(z)de =
—o0 2"nl\/m, se m=n.

Uma vez que a sequéncia de polinémios de Hermite, { H,,(x)},>, ¢ uma sequéncia

de polinémios ortogonais (no caso, ortogonais com relacao a fungao peso w(x) = e
no intervalo (—o00,0)), estes polindémios devem, também, satisfazer a propriedade de
entrelagamento dos zeros dos polindmios de graus consecutivos, descrita no Teorema 3.17.
Esta propriedade pode ser observada, por exemplo, na Figura 4.7, onde sao fornecidos os

esbocgos dos graficos desses polindomios do grau 1 até o grau 4.

Figura 4.7 — Grafico dos polindmios de Hermite de graus 1,2,3 e 4.

\ [ - H, //
o iy /
- w Al
\x\\\ 4}»— NG H, //,'f//
N N B
L pANLT / = ="
7W_,_\,_\——)\’ 1/ / 2
/ r T
_10}k
\ / \
/ / L \\ /
/ —20}
/ \ S [ <~/

Fonte: Andrade, Bracciali e Rafaeli (2012).
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Observagao 4.7. (1) Uma vez que a fungao peso w(zx) = e~ definida em (—oo, 00), €

uma funcao par, os resultados estabelecidos na Subsecao 3.5 classificam os polinomios
de Hermite como polinémios ortogonais simétricos. Além disso (veja Teoremas 3.19
e 3.21), na relagio de recorréncia de trés termos (3.10), deve-se ter: B,.1 = 0 para

n > 0, ezatamente como pode ser observado a partir da relagao de recorréncia (4.24).

Considerando y(z) = e~ e observando a definicio dos polinomios de Hermite dada
em (4.23), obtém-se
Y™ (z) = A e ] = (=1)"e ™ Hy(2). (4.25)
dx"
Consequentemente,
@) = (1) B (o)
dz
= (=1)" {—er_IQHn(x) + e_IQHT’l(:L')}
= (=1)"'e ™ [22H,(z) — H.(2)]. (4.26)

Agora, substituindo o valor de y™ V) (z) obtido por (4.25) (quando se troca n por

n+ 1) na expressao (4.26), pode-se concluir que
H,1 = 2zH,(z) — H (2).

Assim, obtém-se uma outra relacao para os polinomios de Hermite muito util para
estabelecer uma expressao explicita para os pesos das formulas de qudratura de

Gauss— Hermite que serdo estudadas na proxima se¢io (veja Subsubsegio 5.2.4).
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5 Quadratura Gaussiana

O termo quadratura é sinénimo de integracao numérica em uma dimensao e o
uso da quadratura Gaussiana tem justamente o objetivo de ganhar mais exatidao no
calculo de aproximagao das integrais, pois existem integrais definidas que nao sao tao
faceis de se calcular analiticamente, o que vem motivando cientistas e matematicos a
utilizarem métodos numéricos para superar tal dificuldade. Neste caso, é possivel substituir
essa integral por uma soma ponderada através da integragao numeérica e existem varios
métodos de integragdo numérica para avaliacao de integrais definidas, entre eles as regras
de quadratura Gaussianas, que sao féormulas de quadratura com n pontos que tém precisao
2n — 1.

Nesta secao serao apresentadas aplicagoes dos polindmios ortogonais na quadratura
Gaussiana. Aqui serd feita uma breve explicacdo de como podemos usar os polindémios
ortogonais no calculo de aproximacao das integrais. Precisamente, utilizando-se os zeros
dos polinémios ortogonais como os nés das féormulas de quadratura Gaussianas, pode-se

mostrar que a precisdo desta féormula é a maior possivel.

As pricipais referéncias utilizadas nessa segao (e as quais também se indica para um
estudo mais detalhado das aplica¢oes dos polinémios ortogonais na quadratura Gaussiana)
sdo os livros de (ANDRADE; BRACCIALI; RAFAELI, 2012), (DAVIS, 1975) e (STROUD;
SECREST, 1966).

5.1 Foérmulas de Quadratura Gaussiana

Considere integrais da forma:

100 = [ ez, 6.1

onde w(z) é uma func¢do peso em (a,b) C R, —o0o < a < b < 0.

Sejam a < xp1 < Tpo < Tpp, < b, n pontos distintos em [a.b]. De acordo com os
resultados apresentados na subsecao 2.4, é possivel construir o polinomio de interpolagao
de Lagrange de f(z) sobre os n pontos distintos z,,, (kK = 1,2,3,...,n), denotado por
P, 1(x), de modo que f(x) = P, 1(z) + R,_1(z), onde

()

(z — xn,k)ﬂ/ (Tn1)

Por(a) = Z F(n) ,

com 7(z) = (x — xp1)(x —xp1) ... (T — Tp,) (conhecido como polindmio dos nds), e

= (;(_"””i)!f(“)(&x), a <& <b,
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onde f € C"[a,b]. Consequentemente, a integral em (5.1) fica
b
1) = [ TPa@) + Rus(@)]w(e)de

- /“b Ln1 (z — x:l(c:)pil(xn,k)f@n’k) + R”_l(x)l w(x)dz

= ilﬁ,(l /ab ) w(x)dx] F ) + /abRnlw(a:)dx.

— |7 (Xng) Ja T — 20,

=

Portanto,
1) = [ S@ula)de = 3 WS on) + Ealf) (5.2

onde os pesos, W, i, € o erro, E,(f), sao dados, respectivamente, por:

1 b
W, = / m(x) w(x)dx, k=1,2,...,n, (5.3)

’ T (Tnk) T — Tpy

b
Bulf) = [ Bus(@)ula)de,
sendo 7(z) o polindémio dos nés.

Como mencionado na subsecao 2.4, as férmulas do tipo (5.2) (como pesos dados
por (5.3)) sao conhecidas como férmulas (ou regras) de quadratura. Essas férmulas sdo do
tipo interpolatéria ja que E,(f) = 0 para todo f(z) € P,_;. Além disso, uma regra de
quadratura tem grau de precisao n (ou, ainda, é exata), se E,(f) = 0 para todo f(z) € P,

e existe um polinémio de grau n + 1, f(z), para o qual E,(f) #0 .

Definicao 5.1. Toda formula de quadratura com n pontos que tem precisao 2n — 1 é

chamada de Formula de Quadratura Gaussiana.

Um importante resultado relacionado a férmulas de quadratura Gaussianas é

apresentado no teorema a seguir.

Teorema 5.2. A regra de quadratura (5.2), com pesos dados pela equagao (5.3), é exata

para polinomios de grau no mdzrimo 2n — 1 se, e somente se,

(i) é interpolatoria;

(7i) o polinémio dos nds w(x) € ortogonal em (a,b), com relagio da fung¢ao peso w(x), a

todo polinomio de grau menor que n.

Demonstragdo: Suponha, inicialmente, que a regra de quadratura (5.2), com pesos
dados pela equagao (5.3), é exata para polindomios de grau no méximo 2n — 1. Neste caso,
tem-se E,(f) = 0 para todo f(x) € Py,_1 e, em particular, para todo f(z) € P,_;, de
onde segue que regra de quadratura (5.2) é interpolatéria (veja item (3) da Observagao
2.8).
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Agora, uma vez que o polinémio dos nés m(x) é dado por
m(z) =(r —zp1)(@ —xp1) ... (T —2pp),

entdo m(x, ;) = 0, para todo k = 1,2,--- ,n. Além disso, como 7(z) tem grau n, entdo
para qualquer polinémio Q(z) € P,,_1, tem-se 7(z)Q(z) € Py,_;. Consequentemente, como,
por hipdtese, a regra de quadratura (5.2), com pesos dados pela equagao (5.3), é exata

para polinomios de grau no maximo 2n — 1, obtém-se

Q)= |

ou seja, o polindmio dos nés m(z) é ortogonal em (a,b), com relacao a fungao peso w(x), a

b

7(2)Q(z)w(zr)dr = kzi: W kT (Tn k) Q(xn i) =0,

todo polindmio de grau menor que n.

Reciprocamente, suponha que os itens (i) e (ii) ocorrem e considere um polindémio

qualquer P(x) € Py, 1. Observe que P(z) pode ser reescrito como:
P(z) = m(2)Q(z) +r(z),

onde Q(z),r(x) € P,_;. Consequentemente, como m(z, ) = 0 para todo k =1,2,...,n,

tem-se P(x, ) = r(x, k). Além disso,

b b
/aP(m)w(x)dx = /(l[w(x)Q(x)+r(x)]w(x)dx

- /:w(x)Q(:c)w(a:)dx—i— r(x)w(z)dz. (5.4)

Mas, pela hipétese (ii), sabe-se que

/a (1) Q(2)w(x)dz = 0.

Por outro lado, pela pela hipétese (i), a regra de quadratura (5.2) (com pesos dados pela
equacao (5.3)) sendo interpolatéria garante que E,(f) = 0 para todo f(z) € P,_; e, em
particular, £,(r) = 0. Dai, uma vez que P(x, ) = r(x,) para todo k = 1,2,...,n, da

igualdade em (5.4), obtém-se
b b n n
[ P@ye@)de = [ r@w@)de = Y War (@) + Bar) = 3 WaiPlans),
a a k=1 k=1

ou seja, a regra de quadratura (5.2) (com pesos dados pela equacao (5.3)) é exata para

polindmios de grau no maximo 2n — 1, e isto finaliza a prova do teorema. [

Como consequéncia do teorema anterior é possivel provar uma propriedade bem

util relacionada a zeros de polindmios ortogonais, a saber:

Teorema 5.3. Entre quaisquer dois zeros de Py(z) existe pelo menos um zero de
Py(z),n >N > 2.
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Demonstragdo: Inicialmente, suponha que para algum n > N, P,(z) ndo possui zeros

entre Ty, € Typr1(1l < p < N). Dai, fazendo

PN(iL‘)

(z — xN,p)(x - xN,erl)?

p(x) =

conclui-se que p(z) tem grau N — 2 e p(z)Py(z) = 0, para todo = ¢ (n, Tnpr1). Mas,
de acordo com o Teorema 5.2, na quadratura Gaussiana com n pontos, para qualquer
P(z) € Py,_1, tem-se
b n
/ P(a)w(@)de = S Wi P(zn).
@ k=1
Sendo assim, como n > N e p(z)Py(x) tem grau 2N — 2, entdo

/ab p(z) Py (x)w(x)de = kzi: W k0 (T i) Py (T )

Observe que p(z)Py(z) nao pode se anular em todo z,, (k=1,2,--- ,n), ja que n > N.

Além do mais, p(z)Pn(x) > 0 para todo = ¢ (N, TN pt1). Dessa forma,
b n
[ o) Py(@yw(@)de = 3 Wapp(ens) Prlan) > 0,
“ k=1
o que contradiz o fato de Py (x) ser um polindémio ortogonal em (a, b) em relacio a w(z).

Logo, para n > N, deve existir 2, (1 < k < n) tal que oy, < Tpr < Tnpi1s

exatamente como se desejava. |

Observacio 5.4. (1) E possivel mostrar que se a formula de quadratura (5.2) € exata
para polinomios de grau menor ou igual a 2n—2, entdo os pesos Wy, k=1,2,...,n

(dados por (5.3)) sdo positivos;
(2) Se {P,(z)}>, € uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b), em relagio a
fungao peso w(x), e P,(x) € {P,(z)}>2,, entao, pelo Coroldrio 3.6, tem-se

P.(z) = c,m(z).

Logo, xni, k=1,2,...,n, que sdo os zeros do polinémio dos nds w(x) (ortogonal
em (a,b) com relagdo d fungao peso w(zx)), sdo, também, os zeros de P,(x). Dai,

/ e ~
como P, (z) = cnw(a:'), obtém-se uma outra expressao para os pesos W i, a saber:

1 b P,(z)
Wik = = / w(x)de, k=1,2,...,n.
Bl Ja (@)

Utilizando a teoria dos polinomios ortogonais apresentada na Secao 3 € possivel

mostrar, também, que estes mesmos pesos podem ser dados por

an,n<Pn—1> Pn—1>
an—l,n—lpq;(xn,k)Pn—l(xn,k)’

Wp = k=1,2,....n, (5.5)

onde a;j; € o coeficiente do termo de maior grau de Pj(x) € {P,(x)}72,.
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(3) Quando a formula de quadratura, dada por (5.2), se depara com um erro, ou seja, sem
precisao exata, existe uma maneira de calcular esse erro (conhecido como Teorema
Geral do Erro). Neste caso, se f(x) € C*"[a,b], entdo, pode-se mostrar (veja, por
exemplo, (ANDRADE; BRACCIALI; RAFAELI, 2012)) que

Ef) = [ ahula)ds = 3 Wef ()

(2n) b -
= f(2n§7'7)/a m(z)w(z)dr, a<n<b. (5.6)

5.2 Exemplos de Férmulas de quadratura Gaussianas

Nessa subsecao serao apresentados alguns exemplos de quadratura Gaussianas
associadas aos polinémios ortogonais de Legendre, Chebyshev, Laguerre e Hermite. Pre-
cisamente, serao utilizados, respectivamente, os zeros desses polindmios (jutamente com
as propriedades e resultados apresentados ao longo das se¢oes anteriores) para a contru-
¢ao das formulas de quadratura de Gauss-Legendre, Gauss-Chebyshev, Gauss-Laguerre
e Gauss-Hermite. O intuito aqui é fazer uma breve aplicacao da teoria dos polinomios

ortogonais desenvolvida ao longo desse trabalho.

5.2.1 Férmulas de Quadratura de Gauss—Legendre

Como foi visto, os polinémios de Legendre P, (z), definidos em (4.10), sdo ortogonais
com relacao a fungado peso w(z) = 1 no intervalo (—1,1). Logo, para se construir férmulas
de quadratura gaussianas associadas a esses polindmios, deve-se utilizar os zeros, x,, ,
k=1,2,...,n, desses polindmios como nos e calcular os pesos, W, j, também utilizando-se

os polindémios de Legendre. Tais féormulas de quadratura serao, portanto, do tipo

/_11 flz)dz = En: Wik f (@n) + En(f), (5.7)

k=1

onde os pesos W, ¢ o erro E,(f) sdo dados, respectivamente, por (5.5) e (5.6). Além
disso, sabe-se que a precisao dessa formula de quadratura é 2n — 1, isto é, ela é exata para

polidomios de grau no méximo 2n — 1 ou, ainda, E,(f) =0 se f(z) € Py,_1.

Como exemplo, considere n = 2. Neste caso, 0s ndés 31 € x29, da féormula de
quadratura (5.7), serao os zeros do polindémio de Legendre P(z), o qual, pela relacao de

recorréncia de trés termos (4.11) (em que Py(x) =1 e Pi(x) = z), é dado por

Consequentemente,

“|5,

€ To92 =
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Por outro lado, usando (5.5) e os resultados apresentados nas segdes anteriores, nao é

dificil verificar que os pesos W1 e Wy o sao tais que

a2,2<P1>P1>

Wy = G2,2<P17P1>
CL1,1P2/(!E2,2)P1($2,2)

: =1.
' a11Py(291)Pr(x2,)

=1 e WQQZ

Portanto, a férmula de quadradura de Gauss—Legendre (5.7), para o caso n = 2,

[ e =1 (=) +1 () + B0 653

fica

-1 3
sendo exata para polindmios de grau no méaximo 2n — 1 = 3 (j4 que n = 2 nesse caso),
isto é, Ex(f) =0se f(x) € Ps.

Exemplo 5.5. Se f(x) = 23, entdo usando a quadratura de Gauss—Legendre (5.8) para

aproximar o valor da integral I = fil x3dx, tem-se

[= /_11 Py = (—?)3 + (?)3 4 B (2?) = Bo(2?).

Por outro lado, como

1 zt
I = / Sy = —
zdr =

-1

pode-se concluir que E,(z3) = 0, extamente como se esperava, jd que f(x) = a3 € Ps.

Exemplo 5.6. Se f(z) = cosz, entdo usando a quadratura de Gauss— Legendre (5.8) para

aprozimar o valor da integral I = f_ll cosx dx, obtém-se

1
1= / cos x dx = cos (—?) + cos (f) =1,67582,
-1

utilizando-se 5 digitos significativos de precisao. Tal aproximagao (para o valor de I) pode
ser constderada “boa”, uma vez que

1
1
I:/ coszdr =senx

-1

=sen (1) —sen(—1) = 1,68294, (5.9)

—1
também com 5 digitos significativos de precisao. Usaremos a quadratura de Gauss— Legendre

. - 1 - . -
para obter uma aproximacgdao para I = [~ cosx dz. Calculemos entao aproximagcoes para

n=1,2 e 3 pontos.

Observacgao 5.7. Obviamente as aprorimagoes melhoram a medida que se faz o niumero
n (de nds) aumentarem. Por exemplo, se n = 3 0s nds, x31, T32 € Tz3, da formula de
quadratura (5.7), serdo os zeros do polinémio de Legendre Ps3(x), o qual, pela relagio de

recorréncia de trés termos (4.11) (em que Py(x) = x e Py(x) = 32* — 3), € dado por
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Consequentemente,

V15 V15

Ts1 = T Ta2 = 0 e wxg3=—.

>

Além disso, usando novamente a expressao (5.5) (para o cdlculo dos pesos) junto com o0s
resultados apresentados nas se¢oes anteriores, pode-se mostrar que o0s pesos, Wz 1, Wso e

W35, sao dados, respectivamente, por

W — @3,3<P2,P2> o 5
3,1 — 7 )
azaPy(w31) Pa(231) 9
- as3( P, Ps) 8
W3,2 - 7 - =
22 P3(x32) Pa(232) 9

e
as3( P, Ps) 5

Wiy = — _
>3 asoPy(x33)Pa(xs3) 9

Logo, a formula de quadradura de Gauss— Legendre (5.7), para o cason = 3, é

exrpressa como

/_11 f(z)dz = gf (—\/51_5> + Sf(o) + gf (?) + Eu(f), (5.10)

sendo exala para polindmios de grau no mdzimo 2n — 1 =15 (ja que n = 3 nesse caso), ou
seja, E5(f) =0 se f(x) € Ps.

Neste caso, a aprorimacao para o valor da integral I = fil coszdx (dada no
Ezemplo 5.6) fica

1 ) V15 8 5 V15
/ cosx dx ~ §COS <—5 > + §COS(O) + §cos (5 ) =1, 68300,
1

com b digitos significativos de precisao. Observe que essa aproximacao para o valor de I é
melhor que aquela dada no Exemplo 5.6, jd que, neste caso (n = 3), quando comparamos
essa aprozimagdao com o valor da integral I dado em (5.9) (retendo-se apenas 5 digitos
significativos de precisao), tem-se 2 digitos corretos de precisio na aprorima¢do, ao passo

que naquele outro caso (n = 2) tem-se apenas 1 digito correto de precisao.

5.2.2 Férmulas de Quadratura de Gauss—Chebyshev

Quadraturas de Gauss—Chebyshev sao as quadraturas gaussianas utilizadas para

aproximar integrais do tipo:

/1 Fl@)(1 — 22) "3 da. (5.11)

-1

Uma vez que os polinémios de Chebyshev de 1* espécie T),(x), definidos em (4.13),

sdo ortogonais em rela¢ao a fungao peso w(z) = (1 — :UQ)’% no intervalo (—1,1), entao,
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para se construir formulas de quadratura Gaussianas para aproximar integrais do tipo
(5.11), deve-se utilizar esses polinomios para se obter tanto os nés (os quais serao os zeros
Tng, k=1,2,...,n, de T,(x)) quanto os pesos W, ;. Assim, as férmulas de quadraturas

de Gauss—Chebyshev sao aquelas do tipo:
1 n
[ @ =a?) e = 3 W fl@ns) + EalF), (5.12)
- k=1
onde os pesos W, e o erro E,(f) sdo dados, respectivamente, por (5.5) e (5.6). Além

disso, como visto anteriormente, essas férmulas de quadratura sao exatas para polindomios

de grau no méximo 2n — 1 ou, seja, E,(f) =0 se f(x) € Py,_;.

Observe que, de acordo o item (i) da Observagao 4.5 (veja também a expressao

(4.15), os zeros dos polindémios de Chebyshev (de 1* espécie), T,,(x), sao dados por

2k —1
xnk:cos<()7r>, k=1,2,...,n.
’ 2n

Ademais, como para esse polindmios, tem-se (veja subsegao 4.1.3)

T,(x) = cos (narccosz), z€[-1,1] e n=0,1,2,...,

™

Apn = 2n71 € <Tn:Tn> = 57 n > 1:
nao ¢ dificil ver que os pesos W, i, k =1,2,--- ,n, dados por (5.5), s@o tais que
T, Tt
Wy = a/Ll( 0, To) _
ao,0 Ty (21,1)To(w1,1)
) (T3, Tor)
pn\dn—1,4dn-1 ™
Wik = — =—, k=1,2,....n, n>2.
* anfl,nflTn<xn,k>Tnfl(xn,k:> n
Portanto, a férmula de quadratura de Gauss—Chebyshev (5.12), para n = 1 ponto,
fica

/1 flx)(1 - $2)_%d$ = Wiif(zi1)E(f)

= 7nf (cos ;) + Ei(f)
= 7f(0) + Ev(f), (5.13)
com E;(f) =0 quando f(z) € P.

J& para n > 2 pontos, a quadratura de Gauss—Chebyshev (5.12) pode ser expressa

como

n

[ @0 =) b = 3 Wi () + Ealf)

-1 k=1

nk n

com E,(f) =0 sempre que f(z) € Py,_1.
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Exemplo 5.8. O valor da integral I,

1 6_352
P
-1y1— 2?2
pode ser aproximado por meio da quadratura de Gauss— Chebyshev de n pontos. Sendo

assim, para n = 1, usando-se (5.13), obtém-se

1 6_5’:2
I= / ¢ _dr~we® =7 =3 14159,

—1+y/1 — 22
Por outro lado, para n =2 e n = 3, usando-se (5.14), tem-se, respectivamente,

o L loos(n/a? | T o—leos3n/01 _ 1 90547

1 671'2
I:/ N
A2 Ty 2

~

1 e T 2 0T 2 T 2
] = / — dr~ 7€[cos(7r/6)] + 767[cos(ﬂ/2)] + 767[005(57r/6)] — 203652
—14/1 — 22 3 3 3 ’ ’

onde as aproximacoes aqui obtidas foram todas com 5 digitos significativos de precisao.

5.2.3 Foérmulas de Quadratura de Gauss—Laguerre

Para aproximar integrais da forma

/OOO f(z)e %dx

usa-se a quadratura de Gauss—Laguerre de n pontos, onde os noés, x,, j, sao os zeros do
n-ésimo polinémio de Laguerre L, (z), dado por (4.18) (com a = 0), j& que esses polindémios
sdo ortogonais, no intervalo [0, 00), com relacao a fungao peso w(x) = e *. Neste caso,

essa quadratura ¢é do tipo

/ooo F)e"dn = 32 W f(n0) + Eal) (5.15)

k=1

onde os pesos W, ;. e o erro E,(f) sao dados, respectivamente, por (5.5) e (5.6). Sabe-se,
também, que essas férmulas de quadratura sdo exatas para polindmios de grau no maximo
2n — 1 ou, seja, E,(f) =0 se f(x) € Py,_.

A partir da teoria estudada sobre os polinémios de Lagurre L, (z) (na Subsegao 4.2),
e observando a expressao em (5.5), é possivel mostrar que os pesos W, i, k =1,2,...,n

(para a féormula de quadratura Gauss—Laguerre (5.15)), sdo dados por:

(= 1P
Wip = — L k=1,2,....n. 5.16
T o) Lo () (5.16)

Exemplo 5.9. Deseja-se aproximar a integral

9
/ e ”.
0
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Para isso serd utilizado a formula de quadratura de Gauss— Laguerre (5.15) (com pesos
dados por (5.16)). A aprozimagio serd realizada para o caso n = 2, onde 0s nos ra1 €
Tao, da formula de quadratura (5.16), serdo os zeros do polinomio de Laguerre Lo(x),
o qual, pela relagao de recorréncia de trés termos (4.22) (em que a = 0, Lo(z) =1 e
Li(z) =x—1), € dado por

Py(z) = 2° —4x + 2.

Consequentemente,
17271:2—\/5 e $272:2+\/§.

Agora, substituindo esses valores encontrados para xa1 € Tao na expressao para os

pesos (5.16) (com n = 2), € possivel mostrar que

1 1
%% = 0, 85355 e Who = 7
2,1 22 Lo(22,2) L1 (22,2)

T Ly(221)La(2,1)

=0, 14645,

sendo esses valores aproximagoes com 5 casas decimais.

Por fim, substituindo os valores dos pesos e nos na formula de quadratura de

Gauss— Laguerre (5.15), obtém-se

/ I2€_w ~ Wz,ll’% 1 + WQQQI% 2

0 b b
~ 0.85355 x (2 — v/2)% +0,14645 x (2 + v2)?
~ 2,00004.

Portanto, usando a férmula de quadratura de Gauss-Laguerre (5.15) (com n = 2
pontos), o valor aprozimado da integral [3° x*e *dx é 2,00004, com 5 digitos significativos

de precisao.

5.2.4 Férmulas de Quadratura de Gauss—Hermite

Quadraturas de Gauss—Hermite sdo as quadraturas gaussianas utiizadas para

aproximar integrais do tipo:

/_O:O Fla)e ™ da. (5.17)

Neste caso, como os polindémios de Hermite H,(z), definidos em (4.23), sdo ortogo-

. ~ \ ~ —_ 2
nais em relagao a fungao peso w(x) = e~

no intervalo (—oo, 00), entdo, para se construir
férmulas de quadratura Gaussianas para aproximar integrais do tipo (5.17), deve-se utilizar
esses polinémios para se obter tanto os nés (os quais serdo os zeros T, k =1,2,...,n,
de H,(z)) quanto os pesos W, k. Logo, as formulas de quadraturas de Gauss—Hermite sao

aquelas do tipo:

/11 fla)e™ da = Xn: Wakf (@n) + En(f), (5.18)

k=1
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onde os pesos W, e o erro E,(f) sao dados, respectivamente, por (5.5) e (5.6). Essas
formulas de quadratura também sao exatas para polibmios de grau no maximo 2n — 1 ou,
seia, Bu(f) = 0 se (2) € Pan1.

Observe que, utilizando os resultados obtidos na Subse¢ao 4.3 (para os polinoémios de
Hermite H,(x)) e a expressao em (5.5), nao ¢ dificil ver que os pesos W, x, k=1,2,...,n,
para a férmula de quadratura Gauss—Hermite (5.18), sdo dados por:

W, — 2t inly/m |
T [ H ()]
Exemplo 5.10. Para aproximar a integral dada por

o0 9 2
/ re " dx,
—0o0

pode-se utilizar a formula de quadratura de Gauss—Hermite (5.18), cujos nos, Tn, k =

k=1,2,...n. (5.19)

1,2,....n, sdo os zeros dos polinomios de Hermite H,(x), e os pesos, W, ., sao dados como
em (5.19). A aprozimagao serd realizada considerando-se, por exemplo, n = 3. Neste caso,
da relagio de recorréncia de trés termos (4.24) (em que Hy(z) = 2z e Hy(x) = 4% — 2),
obtém-se

Hj(z) = 82° — 12x.

\/§ 0 3
T = — — T = € X = —.
3,1 27 3,2 3,3 9

Agora, uma vez que Hi(z) = 242* — 12, substituindo os valores dos zeros de Hs(x)

Consequentemente,

(fornecidos acima) na expressio (5.19) (com n = 3), tem-se que os pesos Wz 1, Wso e Wi

sao dados, respectivamente, por

23ly/m 26T 7

RTTOCR
L 28lm 2%yT 27
VU moP - (-127 3
’ 2R R R

(A

Finalmente, considerandos os valores dos pesos e nés (obtidos acima) na formula

de quadratura de Gauss—Hermite (5.18), obtém-se

002 2
/ ze ¥ dr =

— 00 1

Mo =

322\/_ 32
K Ty YT (3
() Ao ()

= 0,88623.

-
I

ot =I5
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Assim, usando-se a formula de quadratura de Gauss—Hermite (5.18) (com n =3
pontos), pode-se concluir que o valor aprozimado da integral [ e dy é 0,88623, com

5 digitos significativos de precisdo.
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Consideracoes Finais

Em suma, os polindomios ortogonais na reta real desempenham um papel funda-
mental em varias dreas da matematica e da fisica aplicada. Esta monografia explorou a
teoria por tras desses polinémios, incluindo suas propriedades matematicas essenciais e
sua relagdo com a quadratura gaussiana. A quadratura gaussiana é uma técnica poderosa
para a integragdo numérica de fungoes, e sua eficicia esta intrinsecamente ligada a escolha

dos polindémios ortogonais apropriados.

Ao longo desse estudo, destacou-se como os polindmios ortogonais, como os polino-
mios de Legendre, Chebyshev, Laguerre e Hermite, sdo construidos e como sua ortogonali-
dade se traduz em féormulas de quadratura eficientes. Através da aplicacao da quadratura
gaussiana, pode-se obter estimativas precisas de integrais definidas, mesmo para fungoes

complexas, com uma quantidade relativamente pequena de pontos de amostragem.

Além disso, discutiu-se como a escolha dos polindmios ortogonais corretos depende
da distribuicao de peso associada a fungao a ser integrada. Essa abordagem adaptativa
torna a quadratura gaussiana extremamente versatil e aplicavel a uma ampla gama de

problemas praticos, desde a fisica computacional até a analise estatistica.

Em conclusao, a compreensao dos polindmios ortogonais na reta real e sua aplicagao
na quadratura gaussiana é essencial para aprimorar técnicas de integracao numérica e
resolver problemas complexos de forma eficiente e precisa. Esses conceitos desempenham
um papel crucial no desenvolvimento de métodos computacionais avancados e na andlise
de sistemas fisicos e matematicos, destacando sua importancia continua na pesquisa e na

pratica cientifica.
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