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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso apresentamos conceitos, teoremas e defini¢oes de
sistemas de equagoes diferenciais ordinarias lineares e, a partir disto, apresentamos a solugao
de sistemas lineares bidimensionais de Equacoes Diferenciais Ordinarias homogéneos com
seus coeficientes constantes usando autovalores e autovetores e abordamos os métodos
de Coeficientes Indeterminados, Variacdo dos Parametros e Transformadas de Laplace
na resolucao de sistemas nao-homogéneos. Além disso, apresentamos o objetivo principal
deste trabalho o estudo da estabilidade de sistemas lineares bidimensionais e fizemos uma
classificacao em relacao a solucao de quando é estavel, assintoticamente estavel ou instavel.
E por fim, fazemos uma aplicacdo deste estudo para o péndulo oscilatorio mostrando como
a partir de aproximagoes lineares, ou seja, um sistema linear podemos classificar os pontos
criticos de um sistema nao linear em relacao a estabilidade visando a importancia na

conclusdo de um modelo matemaético.

Palavras-chave: Sistemas lineares, Solucoes de sistemas lineares, Equacgoes Diferenciais

Ordinarias, Estabilidade, Péndulo Oscilatoério.



Abstract

In this course conclusion work we present concepts, theorems and definitions of systems
of linear ordinary differential equations and, from this, we present the solution of two-
dimensional linear systems of homogeneous Ordinary Differential Equations with their
constant coefficients using eigenvalues and eigenvectors and we approach the methods of
Undetermined Coefficients, Parameter Variation and Laplace Transforms in the resolution
of non-homogeneous systems. In addition, we present the main objective of this work
the study of the stability of two-dimensional linear systems and we made a classification
in relation to the solution of when it is stable, asymptotically stable or unstable. And
finally, we make an application of this study to the oscillatory pendulum showing how
from linear approximations, that is, a linear system, we can classify the critical points of a
nonlinear system in relation to stability, aiming at the importance in the conclusion of a

mathematical model.

Keywords: Linear Systems, Linear Systems Solutions, Ordinary Differential Equations,

Stability, Oscillating Pendulum.
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Introducao

Grandes matematicos como Arquimedes, Kepler e Fermat foram os responsaveis
pela introducgao do calculo na humanidade, mas foi a partir do século XVII que o calculo
ganhou notoriedade dentro das ciéncias através de dois grandes matematicos Isaac Newton
e Gottfried Wilhelm Leibniz onde ambos comegaram a desenvolver o calculo de forma

funcional, ou seja, relacionéd-lo com os fendomenos existentes da época.

As pesquisas de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz tiveram tanta impor-
tancia para época, que se reformulou a maneira de se fazer calculo, hoje os dois sdo
considerados pai do célculo pela incrivel contribuigdo que trouxeram para o estudo. Assim
surgiu o célculo diferencial e integral ou também conhecido como célculo infinitesimal que

tem como principal funcao o estudo do movimento e da mudanca.

Um objeto importante no estudo do célculo e também da andlise, as equagoes
diferenciais desenvolvem um papel na investigacao e explicacao de varios fendmenos da
natureza sejam eles fisicos, quimicos, bioldogicos e até sociais. Varios desses fenémenos
podem ser descritos como sistemas de EDO, onde a partir das suas solu¢des podemos
analisar o comportamento, ou seja, o seu crescimento com o passar do tempo, o que
representa o estudo da sua estabilidade. Tendo como finalidade alcangar um conhecimento

do comportamento das solugoes para esses fenomenos.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre a estabilidade de
sistemas lineares bidimensionais fazendo uma andlise geométrica de suas solugoes e esta
dividido em quatro capitulos. Para esta finalidade, apresentamos no primeiro capitulo os
conceitos, teoremas e defini¢bes importante no entendimento de sistemas lineares. Em
seguida apresentamos as solugoes de sistemas de EDO homogéneos usando autovalores e
autovetores, o conceito de matrizes fundamentais e uma generalizagao a exponencial de

uma matriz.

No segundo capitulo apresentamos os métodos coeficientes indeterminados, variacao
dos parametros e a transformada de Laplace para uma solucao particular e assim encontrar
a solucao geral de sistemas de EDO nao homogéneos. No terceiro capitulo apresentamos a
classificacao de uma solugao estavel, assintoticamente estavel ou instavel e um estudo da

estabilidade quanto aos seus autovalores e autovetores.

E no quarto capitulo fazemos um estudo das equagoes do péndulo oscilatério, onde
temos um sistema nao linear e a partir de aproximacoes lineares obtemos um sistema
linear, que através dos seus autovalores podemos determinar a classificacdo dos pontos
criticos em relacao a estabilidade com o objetivo de chegar aos resultados de um modelo

matematico.
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1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Neste capitulo vamos apresentar o conceito de sistemas de equacoes diferenciais
lineares de primeira ordem, destacando que trataremos apenas do caso linear, a partir
da definicao de equacgoes diferenciais ordinarias e introduzir alguns teoremas e defini¢oes
que sao fundamentais no estudo das solugoes e de seu comportamento e estabilidade.
E importante destacar que existe casos em que é invidvel encontrar a solucio e se faz

necessario o uso de outros métodos para estudar tais solucoes.

1.1 Conceitos iniciais

Toda equacao diferencial ordinaria de ordem n em geral é da forma

y™ = F(tyy,...,.y") (1.1)

e podemos transformar essa equagao (1.1) em um sistema de equagoes diferenciais de

ordem n, assim fazendo uma mudanca de variavel temos:

/ " n—1
r =Y, To =Y, I3 =Y, ) xn:y( )7

feita a mudanga de varidvel podemos reescrever esta equagao (1.1) como um sistema de

equagoes diferenciais

= x
Ty = I3
(1.2)
T, = T,
x, = F(t,xy,z9,...,2,)

Exemplo 1.1. Vamos transformar a equacao diferencial ordindria de 2% ordem a sequir

em um sistema de equacoes diferenciais lineares com duas ou mais equacoes. Assim temos
" /
' +pr +qr=0

vamos agora fazer uma mudanca de varidvel sendo ©' =1y e 2’ =14y e fazendo as devidas

substituicoes encontramos o sistema de equacoes diferenciais de 19 ordem

¥ o=y
y = -py—qx

O sistema (1.2) é um caso particular de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias
e possui uma forma mais geral. Portanto podemos esbocar a definigao formal para

sistemas de equacoes diferenciais.
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Defini¢ao 1.2. Segundo (FAGUNDES, 2015) “Um sistema de equagoes diferenciais
de 19 ordem € a conjuncao de duas ou mais equagoes diferenciais ordindrias com n
variqveis dependentes, x = (x1,...,x,) € R", cada uma delas fun¢io de uma inica

varidvel independente, t € I C R, que podem ser representadas da sequinte forma

(1.3)

xl, = Fo(t,z1(t), zo(t), ..., za(t))

onde F; : R — R" § = 1,...,n, funcdes continuas com suas derivadas parciais
) ) ) )

continuas, dado um intervalo I :a <t < f."

Definig¢ao 1.3. Uma solugdo para o sistema (1.3) constitui-se de n fungoes reais diferen-

cidveis, ou seja, x; : I — R tais que, para cada t € I,
v;(t) = F(t, (), .., @a(t))

e que satisfazem o sistema (1.3) em todos os pontos desse intervalo.

Um Problema de Valor Inicial (PVI) é formado por um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias (1.3) e por condigoes iniciais conhecidas, da seguinte forma

z1(to) = x?, xa(ty) = xg, ceey xp(ty) = 562 (1.4)

onde ty é um valor fornecido de t em I e 29,29, ... 2%

sdo constantes dadas. As funcgoes
expressas no sistema (1.3) Fy, Fy, ..., F, caso sejam fungoes lineares das varidveis depen-
dentes x1, xs, ..., x,, esse sistema é chamado linear caso contrario ele é nao-linear, assim
temos a seguinte defini¢ao. Segundo (BOYCE; DIPRIMA, 2010) “A teoria geral para

sistemas de n equagoes diferenciais lineares de primeira ordem

2 = pr () + ..+ pro (), + g1(1)
: (1.5)

Ty, = Pu1 ()71 + -+ Pan ()0 + g ()
é semelhante a teoria para uma tnica equacao linear de ordem n'". Observe que a variavel ¢
é a nica varidvel independente do sistema (1.5) e as varidveis xy, Za, . . ., T,, SA0 as variaveis
dependentes e as funcdes ¢i, g, . . . , gn S0 termos independentes. E importante destacar
que como estamos trabalhando com sistemas é conveniente colocd-lo na sua forma matricial
a fim de melhorar a compreensao e estudo em questao. Assim colocando o sistema (1.5)

na sua forma matricial, temos

t1(t) pii(t) .. pi(t) x1(t) g1(t)

(1) Por(t) o Pan(t) (1) gn(t)
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considerando que (%), ..., 2} (t) s@o as componentes do vetor z'(t); p; ;(t), com i, j =
1,2,...,n como as entradas da matriz P(t),xn; t1 = ¢1(t), ..., T = ¢n(t) como compo-
nentes de um vetor x = ¢(t) e g1(t), ..., gn(t) como as componentes de um vetor g(t).

Fazendo as devidas substitui¢des podemos reescrever a forma matricial (1.6) da seguinte

forma
2 (t) = P(t)x + g(t) (1.7)

O vetor z(t) = ¢(t) é um vetor solucdo da equacao (1.7) quando seus componentes
satisfazem o sistema de equacoes (1.5) e seus componentes podem ser interpretados de
forma geométrica como um conjunto de equagoes paramétricas. Observe que a equagao
(1.7) se tiver seu vetor g(t) = 0, ou seja, se todas as fungoes ¢;(t), ..., gn(t) forem nulas
no intervalo I : a < t < f o sistema é chamada de homogéneo, caso g(t) # 0 o sistema

é chamado ndo homogéneo. No caso em que ele é homogéneo a equagao (1.7) fica da

seguinte forma
2'(t) = P(t)x (1.8)

Teorema 1.4. (Ezisténcia e Unicidade). Suponha que cada uma das fungoes Fi, ..., F,
OF, 0F; oF, oF,
or U am U ony o
uma regiao R do espago trixs ... x, definida por o <t < 3, tal que oy < o1 < By, ..., 0, <

0
n

no sistema (1.8) tenha derivadas parciais

, continuas em
Tp < B, € suponha que o ponto (tg, 29,29, ...,2°%) estd em R. Entdo, existe um intervalo
|t —to| < h no qual existe uma unica solugio x1 = ¢1(t),...,x, = On(t) do sistema de

equagoes diferenciais (1.3) que também satisfaz as condigoes iniciais (1.4).

Demonstragcao: A demonstragiao deste teorema pode ser encontrado em (CODDING-
TON; CARLSON, 1997). |

Trataremos agora de teoremas importantes que estruturam os resultados sobre
as solugoes de sistemas lineares homogéneos e a seguir apresentaremos métodos para

encontrar as solucoes.

Teorema 1.5. (Principio da Superposicio) Considere duas funcoes vetoriais xV) e 22
como solugdes do sistema (1.8), entdo a combinagio linear c;x™ + cox?), onde ¢, e ¢y sdo

constantes arbitrarias, também é uma solucao.

Demonstracao: Primeiramente derivarmos a combinacgao linear, e assim obtemos

[c1z® + 2@ = ¢ [z W] 4 co[z@)
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e temos como nossa hipotese, que as fungoes vetoriais M e 22 sdo solucoes do sistema
(1.8), temos que [zM] = P(t)zM e [2?)]) = P(t)z?, entdo

a [tV + e[2P) = e, P(t)zW + e, P(t)z@
= P(t)[cz™V + cpz?)]

portanto, a combinacio linear ¢;z(M) + o2 é uma solucdo do sistema (1.8). |

Observe que se aplicarmos varias vezes o Teorema 1.5 temos que (), 2@ .. z®)
sao solugoes do sistema (1.8), entdo a1z + 2@ 4+ .+ 2™ também é solucio,

Ve, ce,. .., 0 € R

Definigéo 1.6. Considere a sequinte solugio V), 2 ... 2™ do sistema (1.8) e a matriz
X(t) onde suas colunas sio vetores zV(t), 23 (t), ... 2™ (t):
l’ll(t) e xln(t)
X(t) = : : ) (1.9)
Tp(t) .. Tpn(t)

As colunas da matriz (1.9) sao linearmente independentes para um determinado valor de

t se, e somente se, detX(t) # 0. Esse determinante é chamado de Wronskiano das n

(n

solugoes M, x? .. 2™ e denotamos da sequinte forma

Wiz®, 2@, .. ™) = det X(2).

Concluimos entdo, que as solugoes xV, 23, ... 2™ sio linearmente independentes em
um determinado ponto se, e somente se, W[z™ 2@ . . 2(](t) # 0 nesse ponto.
Teorema 1.7. Considere as funcoes vetoriais ™, 2@ ... 2™ como solugdes linearmente

independentes de (1.8) em o < t < f3, entao toda solugcio x = ¢(t), é expressa de forma

inica como combinacdo linear de x™M, 2@, ... 2™ ou seja,
() = 1z V() + 2@ (t) + ... + ™ (1) (1.10)

Demonstragao: Primeiramente observe que, toda solu¢ao da forma (1.10) é uma solucao
do sistema (1.8) pelo Teorema 1.5. Vamos mostrar que dada qualquer soluc¢ao ¢(t) do
sistema (1.8), temos ¢(t) = c;zM (t) + caz P (t) + ... + ¢, 2™ (t) para valores apropriados
de ¢y, co, ..., c,. Considere t =ty um ponto no intervalo o < t < f e £ = ¢(tp). Vamos
determinar se existe alguma solucdo da forma z = c;z) + 2@ + ... + ¢, 2™ onde
também satisfaz a condicao inicial z(ty) = &, ou seja, se existem valores ¢i, ¢a, . .., ¢, que
satisfaz
axW(ty) + coxP (to) + ... + cuz™(ty) = €.
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Colocando na sua forma escalar temos

c1711(to) + c2m12(to) + - - - + cuin(to) = &1
C1T921 (to) + 02$22(t0) + co Tt CnxQn(tO) =& (1.11)

C1Tn1 (to) + CQLL’nQ(t()) + ...+ CnLL’nn(t(]) = fn

Por hipdtese temos que det X (ty) # 0, pois =M, 2@ 2 sdo linearmente independentes
no intervalo a < t < 3, logo o sistema (1.11) tem solucdo tinica da forma z = ¢;z(!) +
cox® + .. 4 ¢,2™ e que satisfaz o problema de valor inicial. Logo pelo Teorema 1.4 esta
solucdo ¢ idéntica a ¢(t), portanto ¢(t) = ciz™ + cox® + ... + 2™, como querfamos

demonstrar. [

A partir dos teoremas até aqui apresentados podemos esbocar duas defini¢coes que
sao fundamentais para as solugoes de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias lineares

de 1% ordem, assim apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 1.8. Todo conjunto solucio ™V, 2® ... x™ linearmente independente em
todos 0s pontos do intervalo o < t < [ é chamado de conjunto fundamental de

solugoes nesse intervalo.

Definicao 1.9. Considere 2V, 23 ... 2™ o conjunto fundamental de solucoes do sistema

(1.8) no intervalo « < t < . A solugdo geral deste sistema no intervalo é dado pela

combinacgdo linear dessas solugoes assim temos

v =i (t) + e () + ...+ ™ (2)

onde as constantes c1,co, ..., c, saGo constantes arbitrarias.
Teorema 1.10. Se 2, 2@ . 2™ sdo solugdes do sistema (1.8) no intervalo o < t < 3,
entao o W[:U(l),x@), . ,:1:(")} ou € identicamente nulo ou nunca se anula nesse intervalo.

Demonstracdo: Considere 2™, 2(?) soluces do sistema (1.8) e seu Wronskiano definido
por W[z, 2()]. Entao,

1 .2 2 af? m_ (2 _ (2 1)
Wzt aP =1 ) g |=x Ty —x
Ty T
Observe que
aw = dq:gl) 2 + 2 dxg) — d:cgl) s dazf) (1.12)
dt a | ? Yl oat e |t 2| at '

Considerando o sistema (1.8), temos que

P _ [ pu(t) pi(t)
W <$2) e <p21(t) P22(t))
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Logo, para
(1)
Iy
2W(t) = ( ) ) :
Zs
temos
d a 1 1
%xg ) — p11$g ) —p12x§ )
d 1 1
%xg ) — p21$§ ) p22$g )
e para
(2)
I
2P (t) = ( 2) ) 7
Ty
temos
d 2 2
ai’?g ) = pllffg ) - p12$g )
d 2 2
a-??g ) = p2133§ ) - P22$§ )

Aplicando em (1.12) temos

dW
ar <P11$gl) + plﬂgl))xgz) + xgl)(pzlxgz) + PQﬂféz)) - (an?) +p12$§2))$9)

— (pzﬁgl) + p22$§1))$§2)

e+ paaP2t) — pua?a) — etV

= (pn1 + p22)($§1)$52) - 139)95%1))

= (p11 + p2)W,

o que implica que o Wronskiano satisfaz o sistema (1.8). Entao

dW
_— =
i (P11 + pa2)W
1
dW — = dt
W (p11 + p22)

1
AW :/ dt
/W (p11 + p22)

In|W| = /(pll + pag2)dt

W = Cef(p11+P22)dt

Como eJ P11+P22)dt £ () para todo ¢, conclufmos que W = 0 se, e somente se ¢ = 0. Temos

que Wz®, 23] é identicamente nulo ou nunca se anula no intervalo o < ¢ < 3. |
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Podemos tirar algumas conclusoes a respeito do Teorema 1.10, a primeira é que
fica dispensado a necessidade de determinar o Wronskiano em todos os pontos do intervalo
a < t < 3, ou seja, se em um determinado ponto do intervalo for linearmente independente
ou linearmente dependente tera que ser em todos os pontos deste intervalo. Portanto,
o proprio Wronskiano é suficiente para se determinar se uma solucao é linearmente
independente ou néo e se forma ou ndo um conjunto fundamental de solucées. E importante
destacar que a demonstragao do Teorema 1.10 foi feito para o caso n = 2, para o caso
geral a demonstracao pode ser encontrada em (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

O préximo teorema vai provar que dado um conjunto solu¢ao do sistema (1.8)
existe pelo menos um conjunto fundamental de solu¢des no intervalo o < t < 3, e esse

conjunto fundamental pode ser encontrado.

Considere
e =1(1,0,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., €™ =(0,0,...,0,1).
Teorema 1.11. Sejam =V, ... 2™ solucées do sistema (1.8) satisfazendo as condigoes

iniciais dadas
20 (tg) = e, . z(n)(ty) = e,
respetivamente, onde ty € um ponto qualquer do intervalo o <t < 3. Entdo 2™, ... ™

formam um conjunto fundamental de solu¢oes para o sistema (1.8).

Demonstracdao: Observe que o Teorema 1.4 garante a existéncia e unicidade das solugdes

M 2@ 2™ Agora calculamos o Wronskiano dessas solucoes na condicdo t = to,
temos
0
01 ...0
WzW, 2@ ™) = | =1
00 ... 1
Logo, como o W[x(l), G ,m(")](to) # 0, temos que zM 2@ 2™ s3o linearmente

independentes e pela definicdo 1.8 essa solugdo forma um conjunto fundamental de

solugoes. ]

1.2 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Na secao 1.1 introduzimos a definicdo de sistemas lineares homogéneos, nesta vamos
tratar o caso em que seus coeficientes ndo dependem da variavel independente e fazer uma
abordagem mais profunda da sua definicdo e também apresentar métodos de resolucao
desses sistemas a partir de ferramentas da Algebra Linear como o estudo dos autovalores
e autovetores de uma matriz onde seus coeficientes sempre serao constantes. Vale destacar

que abordaremos apenas sistemas de dimensao dois.
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Definicao 1.12. Portanto sequndo (SOTOMAYOR, 1979) “Consideremos agora sistemas

reais da forma

/ _
T = a11T1 + A12%9

o
Ty = Q2171 + Q2272

com a;; € R e ajjasy — arza1 # 0. Ou, equivalentemente equagoes lineares homogéneas do

tipo

11 a2

' = Az, com A= (1.13)

Q21 A22
e detA # 0. Estas equagoes sao associadas a campos vetoriais lineares A em R2.” Onde a

matriz Asye tem seus componentes reais e constantes.

Vamos considerar dois casos especifico para os sistemas lineares homogéneos, no
caso em que n = 1 onde temos um sistema unidimensional e o caso em que n = 2 onde
temos um sistema bidimensional. Para o caso em que n =1 o sistema (1.13) se transforma

em uma Unica equacao diferencial de 1* ordem da forma

dr_ ax, (1.14)
dt

onde a € R é uma constante. Para a equacao diferencial de 1* ordem sempre temos como
solucdo = = ce®, onde t,c € R, uma maneira de provar se essa solucido sempre serd a
solucdo da equacao é resolvendo a propria equacao diferencial. Observe que temos uma
equacgao diferencial de 1* ordem de variaveis separaveis, fazendo uma pequena mudanca

nos membros da equagao e integrando ambos os lados, temos

dx B
ar
1
dr— = adt
T

1
/—dx = /adt
T

In|z| =at+ ¢
r=ce” tceR.
Concluimos assim que para n = 1 o sistema homogéneo ¢ reduzido a uma equagao
diferencial e sempre terd como solucao x = ce®. Observe que quando temos sistemas
homogéneos, buscamos por solucoes de equilibrio, ou seja, solugoes encontradas a partir
da resolugao do sistema Ax = 0. Neste caso por hipdtese temos que o detA # 0 onde a
unica solugao de equilibrio sera x = 0. No caso em que n = 1, onde temos uma equacao

diferencial de 1* ordem (1.14) temos que x = 0 é a unica solucao de equilibrio quando
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a # 0. Para outras solugoes elas vao tender para x = 0 se a < 0, mas se a > 0 essas
solugoes vao se distanciar, ou seja, vao crescer infinitamente. Para o caso n = 2, ou seja,
para sistemas homogéneos 2 x 2 que também sao chamados de sistemas bidimensionais,
que sera a base de estudo desta secao pois sao sistemas muito importante os mesmos nos
permite construir as solugoes no plano e assim estudar o comportamento, a trajetéria e a
estabilidade dessas solugoes. Com base na formacao das solugdes do caso n = 1 vamos
construir as solugoes para o sistema (1.13) de ordem n. Para o caso n x n, temos como

hipétese que as solugoes sejam da forma

r=¢M teR (1.15)
onde
&
e=|
&n
onde o expoente A € R ou C e o vetor §; € R ou C, com ¢ = 1,2,...,n devem ser

encontrados. Vamos determinar agora como esse expoente e o vetor devem ser encontrados,

primeiramente derivamos a solugao (1.15) e substituimos no sistema (1.13), assim temos
ExeM = Age.

Cancelamos o fator escalar e’ # 0, V¢ € R e temos em particular, I C R o operador
identidade, logo
A& =&

AE—EXN=0
observe que £\ = A&, assim concluimos que
AE—NIE=0
(A= ADE=0 (1.16)

onde temos I, a matriz identidade. Logo x = &e* s6 serd solugdao do sistema (1.13)
se determinamos A o autovalor e £ seu autovetor que devem ser associados a matriz de
coeficientes A, entao para encontrar as solugoes de um sistema linear homogéneo basta
resolver o sistema algébrico (1.16), ou seja, determinar os autovalores e autovetores da
matriz A. A partir da construcao e estudo dos autovalores e autovetores de uma matriz
constante podemos determinar trés possibilidades para os autovalores da matriz A desde

que ela seja por hipotese uma matriz real:

1. Temos todos os autovalores reais e distintos entre si;
2. Temos alguns autovalores complexos e conjugados;

3. E por fim temos alguns autovalores reais e repetidos.
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1.2.1 Autovalores Reais e Distintos

Nas palavras de (BESSA, 2011) “Se os n autovalores de A sao reais e distintos,
entdo existe um autovetor real £ associado a cada autovalor \; e os n autovetores
€M €@ €M 550 linearmente independentes. Assim, as n solucoes do sistema homogé-

neo sao:

.T(l) _ g(l)ex\ﬂ7 . x(n) — é—(n)e)\nt'n

Como vimos na secao 1.1 para verificar se as solugoes de um sistema de equagoes diferenciais

linear homogéneo ¢ linearmente independente basta calcular seu Wronskiano. Logo temos

que:
f%l)eht £§”)e>\nt f%l) 5%”)

WM, e =| o =M PRt (117)
(e . gen I

Primeiramente veja que a funcao exponencial nunca se anula. Observe que os autovetores
€M €M s30 linearmente independente pois o determinante do tltimo termo na equacio
(1.17) é diferente de zero. Logo o Wronskiano nunca vai se anular e assim podemos concluir
que as solugoes (M, ..., 2™ formam um conjunto fundamental de solucdes. Podemos

entdo construir a solugdo para a equacao (1.13):
= €Wt 6@t e Mt

Exemplo 1.13. Vamos determinar as solugoes do sequinte sistema

, (11
x—<41)x (1.18)

Vamos determinar seus autovalores e autovetores da matriz de coeficientes dada pelo

sistema. Assim aplicando a matriz no sistema de equagoes algébricas (1.16) temos

(1;A lix) (§>‘(8) (1.19)

Como estamos interessados em encontrar os autovalores, o sistema (1.16) fica da sequinte
forma det(A — \I). Assim temos

1-X 1

det(A — M) = L1

— (1= A)(1—)) —4

=1-A-A+N—4
=\ -2\ -3=0. (1.20)
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Observe que a partir do determinante da matriz encontramos o polinomio caracteristico
(1.20), calculamos agora suas raizes que serao os autovalores da matriz de coeficientes do

sistema (1.18) logo temos:

b VP —dae —(-2) /(22 —4x1x(-3) 2+ 244
N 2a - 2% 1 a 2 2

temos as sequintes raizes

A

24+4 6
)\ = — = - = 3
T2 T2
‘ 2—4 2
o lTA o2
2 2
portanto os autovalores do sistema (1.18) sdo as raizes \y = 3 e Ay = —1. Agora vamos

determinar seus autovetores substituindo cada autovalor encontrado no sistema (1.19),

para o autovalor A\ = 3 temos:

(75 (8)-(0)

Observe que temos um sistema simples de 1° grau com duas varidveis que podemos resolver
de duas formas por escalonamento ou o método de substituicao, fazendo um desses métodos

este sistema se reduz a uma Unica equacao. Assim temos:

-2 1 0 4 =2 0\1 4 =2 0
R1<—>R2 *R1+R2—>R2
4 -2 0 -2 1 02 0 0 O
Logo, o sistema (1.21) se reduz a equagio 4&; — 28, = 0 e assim encontramos & = 2&,

portanto o autovetor £V associado ao autovalor \y = 3 ¢

m_ 1
¢ (2.

Para o autovalor Ay = —1 procedemos de forma andloga ao primeiro autovalor, logo para
este autovalor encontramos &, = —2&;, portanto o autovetor €@ associado ao autovalor
)\2 =—-1 é

@ _ [ 1
o[ L)

observe que podemos verificar se essas solucoes sdo linearmente independentes e conse-
quentemente formam um conjunto fundamental de solugoes, para isso basta calcular seu

wronskiano. Portanto temos

€ (&

Wi® @) =
[ ] 2e3t  —2¢t

= —4e?,
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que ¢ diferente de zero, logo as solugoes x™M(t) e 23 (t) formam um conjunto fundamental

de solugoes e assim podemos construir a solu¢io geral do sistema (1.18) que é

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias. Para entender melhor essa solugdo geral
vamos construir o grdafico e fazer uma andlise do comportamento e da trajetoria dessa
solugdo para os diversos valores que as constantes c¢; e co podem assumir. A solucao

B e 1y = 2¢1€%. Nas duas

z = c;2M pode ser escrita na sua forma escalar, xr1 = cie
equagoes podemos eliminar a varidvel t e verificar que essa solugdo estd na reta ro = 2x4;
como pode ser observado na Figura 1.1. Portanto, esta reta possui a direcao do autovetor
N e a origem. Vendo esta solugio como uma trajetoria, a andlise a ser feita sobre ela
¢ que se ¢y > 0 a trajetoria da solugdo estd mo primeiro quadrante e se ¢y < 0 entdo
a trajetoria estd no terceiro quadrante. Observe que em ambos os casos a trajetoria da

solugao se afasta da origem conforme a varidvel t aumenta.

Figura 1.1 — Gréfico das solugoes do sistema 1.18

77\
7 AN

Fonte: Autor.

5 1%,

N

Para a solucio x = cox® temos a sequinte forma escalar, x1 = coe™" € 1o =

—2cye7t. Esta solugdo estd na reta xo = —2x1, a sua direcio é determinada pelo autovetor
€@ Novamente analisando esta solugio como uma trajetoria temos que se ca > 0 entdo a
solugao esta no quarto quadrante e se co < 0 entao a trajetoria estd no sequndo quadrante.
Neste caso a trajetoria da solucao se aproxima da origem conforme a varidvel t aumenta.
Podemos entdo concluir que conforme a varidvel t aumenta o termo c;x™M(t) é dominante
na solugio jd o termo cox® (t) é desprezivel na solugio do sistema. Neste caso que temos

autovalores reais e distintos e com sinais opostos a origem é chamada de ponto de sela.
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1.2.2 Autovalores Complexos e Conjugados

Segundo (ZILL; CULLEN, 2001) “Se A\; = a+i8 e \y = a — i3, i* = —1, sdo
autovalores complexos da matriz A de coeficientes, podemos sem duvida esperar que seus
autovetores correspondentes também tenham elementos complexos.” Por esta afirmacao
podemos concluir que os coeficientes da equagao polinomial det(A — AI) = 0 serao reais e

seus autovalores complexos sempre aparecem em forma de pares conjugados.

Considerando novamente o sistema (1.13), por hip6tese temos que A\; = a + i3 e
Ay = a — i3 sdo os autovalores da matriz A do sistema (1.13), onde o € Re 3 € R* e ¢,
€@ sdo seus autovetores ambos complexos e conjugados. Para mostrar isso, temos que A
e ¢ satisfazem
(A = MD)W =0

Calculando seu conjugado temos
(A - NDEY =0

onde A,I € R%. Observe que \; e E(l) sao os complexos conjugados de A\; e de £, nesta

ordem, X = Ay e &) = €@ Portanto conclufmos que zW(t) = 23 (1), ja que
{L‘(l)(t) _ g(l)exlt _ f(2)€>\2t _ $(2)(t).

Logo, as solugoes do sistema (1.13) sdo complexas conjugadas uma da outra. Portanto
podemos concluir que a partir de uma solugao complexa conjugada podemos extrair uma
solucao real do sistema (1.13) que serdo correspondentes aos autovalores A; e Ay, onde
essa solucao real serda determinada pelas partes real e imaginaria das solugoes complexas
de () (t) ou de £ (). Vamos mostrar agora como é feito para encontrar esta solucao real

, primeiro considere o autovetor £) = @ + ib, onde temos a e b ntimeros reais; entéo
2W(t) = (a + ib)elTH)

e (t) = (a + ib)ee (1.22)

aplicando a férmula de Euler dada por

0

¥ = cosf+isinf, Oe€R

em (1.22), temos
2V (t) = (a + ib)e*(cos(Bt) + isin(Bt)).

Separamos agora a parte real e imaginaria, temos
W (t) = e (acos(Bt) — bsin(Bt)) + ie* (asin(Bt) + beos(Bt)).
Se consideramos a solucdo zM(t) = u(t) + iv(t), temos que

u(t) = e*(acos(Bt) — bsin(Bt)),
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v(t) = e*(asin(Bt) + bcos(St))

que sdo as solugoes reais do sistema (1.13). Observe que essas solugoes reais sao linearmente

independentes e consequentemente formam um conjunto fundamental de solucoes.

Agora considere um sistema formado por n equagoes lineares homogéneos com
coeficientes constantes
x' = Az, (1.23)

onde temos os coeficientes da matriz A real. Se por exemplo, temos a hipdtese que a
matriz A tem dois autovalores complexos A\ = a4+ 118, Ay = a — i e A3,..., \, sdo reais
e distintos. Temos £V = a +ib, €& = a —ib, €3, ... €M gseus autovetores associados.

Logo, a solugao geral do sistema (1.23) é da seguinte forma
z = cru(t) + cou(t) + cs€@eMt 4 4 e, gMetnt

Exemplo 1.14. Vamos determinar as solucoes do sequinte sistema

-1
= i K (1.24)
T T2

Observe que a forma de encontrar os autovalores e autovetores do sistema (1.24) é andloga
ao exemplo 1.13, entao vamos apresentar somente os resultados para seus autovalores
e autovetores e analisar a solugdo observando seu comportamento e trajetoria. Para o

sistema (1.24) temos o sequinte conjunto de equagoes lineares algébricas

) ()

determinando seu polinomio caracteristico temos

—2-A 1 9 5
det(A — \I) = . . =N+ A+ 1= 0, (1.25)
_ i
calculando as raizes do polindmio caracteristico (1.25) temos que Ay = —%—i—i ey = —% —1

que sdo os autovalores. Procedendo de forma andloga ao exemplo 1.13 calculamos seus

autovetores associados que sao

o) (1)
1 —1

Temos que seus autovetores também sao complexos conjugados. Assim podemos concluir

que o conjunto fundamental de solugoes do sistema (1.24) é dado por

s (t) = ( 1 ) e-2 it ¢ 2 (t) = ( 1} ) -2t
i —i
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Agora vamos encontrar um conjunto de solugoes reais para o sistema (1.24), para isso

2)

utilizamos umas das solugées encontradas V) ou x® e vamos buscar as partes real e

imagindria dessa solucdo. Escolhendo a solucio (V) temos

. B e~ 7 cos(t) . e 2 sin(t)
*{eos(t) + (t) = ( —e~ 2 sin(t) ) " ( e cos(t) )

( sin(t) )
cos(t)

formam um conjunto de solugoes reais do sistema (1.24). Vamos agora construir o grdfico

8
=
—~
~
S~—

I
//
<. =
\—/
C(:

w\w

Concluimos entao que

u(t) = ez ( CO.S(t) ) e v(t)=e"

— sin(t)

N+

das solugoes e analisar o comportamento e a trajetoria.

Figura 1.2 — Gréafico das solugoes do sistema 1.24

.».

Fonte: Autor.

Observando o grafico podemos considerar dois pontos que estao contidos nas
solugoes u(t) e v(t) quando t = 0 sdo os pontos (1,0) e (0, 1), respectivamente. Temos ainda
outras solugoes que s@o combinagoes lineares das solugoes u(t) e v(t). A sua trajetoria se
aproxima da origem quando ¢t — oo, como a solucao é formada por um produto exponencial
decrescente de termos em seno ou cosseno, suas trajetorias formam infinitos caminhos em
volta da origem. A origem neste caso é chamada de ponto espiral. Uma observacao a
ser feita é que neste exemplo temos parte real de seus autovalores negativos, levando sua
trajetoria a se aproximar da origem quando ¢t — oco. Caso a parte real dos autovalores
fosse positiva sua trajetoria teria sentido contrario, ou seja, se afastaria da origem e todas

elas seriam ilimitadas.

1.2.3 Autovalores Reais e Repetidos

Para sistemas homogéneos em que seus autovalores reais sao repetidos podemos

ter duas possibilidades levando em conta a sua multiplicidade algébrica k& > 2.

1. Podemos ter k autovetores linearmente independentes associados aos seus autovalores;
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2. Podemos ter menos do que k autovetores linearmente independentes associados aos

seus autovalores.

Vamos dar énfase para o caso em que ocorre menos do que k autovetores, pois neste caso
temos uma deficiéncia na solucao do sistema, ou seja, para autovalores com multiplicidade
k > 2 a solugao sempre sera incompleta e consequentemente nao formara um conjunto
fundamental de solugoes. Portanto precisamos recorrer a outros métodos para encontrar
a solucao geral, para isso vamos voltar ao estudo das equagoes diferenciais logo segundo
(MATTIUZZO, 2016) “[...]Jvamos recorrer a prépria teoria de equagdes diferenciais, no
caso das equacoes lineares homogéneas, quando as raizes do polindomio caracteristico eram

repetidas. Entao, temos uma equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem
! /
ay” + by +cy =0,

cuja a raiz r do polindmio caracteristico ar? + br + ¢ = 0 sdo de multiplicidade 2 com a

solugao geral da forma
y(t) = (Co + Cﬁ)eﬁ.”

Considerando o resultado dos estudos das equagoes diferenciais lineares homogéneas de 2%
ordem e o caso em que temos sistemas com autovalores repetidos com apenas um autovetor
onde sua solucdo ¢ dada por £e*, vamos considerar o seguinte termo da forma ne*t, onde

0 mesmo nao sera um multiplo da solugao

onde temos ¢ satisfazendo
(A= M) =0.

Por hipotese vamos considerar a segunda solugao da seguinte forma

2 (t) = ete + pet (1.26)

m
n= )

substituimos a solugao (1.26) no sistema (1.13) temos

onde,

AteM 4 (€ + An)eM = A(EteM + net).
igualando os coeficientes de te e e, obtemos
X=AE &+ = An

0=AL =X £=An— Ay
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temos as sequintes condigoes

(A=A)E=0

(A=A =¢ (1.27)
onde 7 satisfaz o sistema (1.27). Portanto para resolver sistemas com autovalores repetidos

com menos do que k autovetores linearmente independentes, basta resolver a equacgao

(1.27) para o vetor n onde o mesmo ¢é conhecido como autovetor generalizado.

Exemplo 1.15. Vamos determinar as solugoes do sequinte sistema

, (1 -1
:c—(l 3>x (1.28)

Novamente de forma andloga ao exemplo 1.13, calculamos os autovalores e autovetores
do sistema (1.28). Assim temos que p(\) = det(A — AI) = 0 = X2 — 4\ + 4 = 0 onde
temos como autovalor A\ = 2 com multiplicidade 2 e tem como unico autovetor linearmente

independente £, = —&;. Portanto temos como solugio do sistema (1.28)

1
(1) = e ( . ) e,

observe que ndo existe uma sequnda solugdo para este sistema da forma v = e, entdo

consideramos a solugio (1.26) temos
2 (t) = te? + ne*, (1.29)

para encontrar uma sequnda solugdo e que forme um conjunto fundamental de solugoes

para o sistema (1.28). Considere a equagio (1.27), aplicando o autovalor encontramos a

-1 -1 ] 1
1 1 | =1/

Resolvendo esse sistema temos —n; —ne = 1, considerando n; = k, onde k é arbitrario,

sequinte matriz aumentada

encontramos 1y = —k — 1. Logo temos os sequintes valores para o vetor n

NERNTINE!

fazendo a substituicio de & en em (1.29), encontramos

1 0 1
T = te?t + e+ k et
-1 -1 -1

Observe que o dltimo termo da solugio é um maltiplo da solu¢io x™M(t) e podemos

desconsiderar, portanto os dois primeiros termos forma uma nova soluc¢ao:

x(Q)(t) — ( _11 ) te?t + ( _01 ) o2t
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4t

Calculando o wronskiano das solu¢oes encontramos W[x(l),$(2)] = —e*, concluimos que

=M e 2@ formam um conjunto fundamental de solucées e podemos construir a solugio
geral para o sistema (1.28)

1 1 0
T =0 e+ ¢y te? + et .
-1 —1 —1

Novamente vamos construir o grafico desta solugdo e fazer wma pequena andlise do

comportamento e trajetoria.

Figura 1.3 — Grafico das solugoes do sistema 1.28

AX2

2
2

\

xMee)
¢

_ 2 ———>S\
; ==

\ :\

Fonte: Autor.

Observando o grafico podemos concluir que o comportamento das solu¢ées do
sistema (1.28) sao ilimitadas, ou seja, x é ilimitado quando t — 0o e z — 0 quando
t — —o0. Podemos verificar ainda que todas as solu¢oes tendem a origem quando t — —o0
e sao tangentes a reta xo = —x; pelo seu autovetor. De forma andloga quando ¢t — oo as
solugoes estao tendendo a uma reta com coeficiente angular —1. Neste exemplo em que

temos autovalores repetidos a origem é chamada de né improprio.

1.3 Matrizes Fundamentais

Construimos na secao 1.2 as solugoes para sistemas de equagoes diferenciais lineares
homogéneos e verificamos que formam um conjunto fundamental de solugoes. Nesta vamos
introduzir a definicdo de matrizes fundamentais a partir das solugoes e da formacao de
um conjunto fundamental, vamos construir a relacao entre essas matrizes fundamentais e

o P.V.I considerando as condigoes iniciais da forma (1.4).

Defini¢io 1.16. Conforme (BESSA, 2011) “Sejam 2™ 23 .. ™ um conjunto funda-
mental de solugoes para
¥ = P(t)z. (1.30)
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A matriz
xg) x§2) xgn)
o @ (n)
z T x
vy =| "
x7(11) :cﬁf) SUEL")

¢ chamada de Matriz Fundamental de Solugées para (1.30). Observe que a matriz

U(t) € inversivel.”

Exemplo 1.17. Vamos determinar a matriz fundamental do sequinte sistema

, (11
x—<41)x (1.31)

Observe que este exemplo foi resolvido na subsegio 1.2.1 logo vamos considerar somente

suas solucoes. Portanto temos

() = ( ;3; ) e (1) = ( _‘;t_t )

Vimos que essas solugoes sao linearmente independente do sistema (1.31). Concluimos

entdo que a matriz fundamental desse sistema (1.31) é
3t —t
e e
U(t) =
2e3t  —2e7t
Agora vamos estender o conceito de matriz fundamental para resolver o P.V.I de
sistemas homogéneos para isso vamos considerar a solucdo geral desses sistemas. Assim

temos
z=cxVt) + ...+ cx™(1)

considerando o sistema (1.30), escrevemos em termos de W(t),
z=U(t)C, (1.32)

onde C' é um vetor constante com componentes arbitrarios, C' = [cy, ¢a, . .., ¢,]T. Para um

problema de valor inicial do sistema (1.30) temos

{ ¥ = P(t)x

1.33
z(ty) = 2°, ( )

considerando a condicao dada temos que o ponto dado ty estd em a <t < 3 e 2° é um
vetor constante dado, portanto precisamos escolher o vetor C de modo que ele satisfaca as

condigoes iniciais dadas. Como a matriz W(t() é invertivel podemos concluir que

x(tg) = U(tg)C = 2° = U(ty)C = C = U (ty)a" (1.34)
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Substituindo o valor de C' da expressao (1.34) em (1.32), temos
r=Wt)U 1 (ty)a". (1.35)

Portanto esta tltima equagao é a solugao para o P.V.I (1.33). E importante destacar que
para resolver um problema de valor inicial utilizamos muitas vezes a equagao x° = ¥(tq)C
e depois aplicamos na equagao (1.32), em vez de utilizar a equacao (1.35). Outro dado
importante é que a matriz fundamental sempre é formada pelas solugoes do sistema (1.30),
ou seja, a matriz fundamental sempre satisfaz o sistema (1.30) e assim temos a seguinte

equacgao diferencial matricial
U'(t) = P(t)W(t). (1.36)

Agora abordaremos um caso particular para matrizes fundamentais chamada de matriz
especial ou principal, onde suas colunas sio vetores z(1)(¢), ..., 2™ (t) que sdo fornecidos
pelo Teorema 1.11 e vamos denotar a matriz especial por ®(¢) que também satisfaz o

sistema (1.30) e as condigoes iniciais
) (to) = el

onde temos e¥) um vetor unitério definido pelo Teorema 1.11 e um na j-ésima posicdo e

suas componentes nulas. Portanto, ®(¢) tem como propriedade

0 ... 0
01 ...0

Bltg) = | . =T (1.37)
00 1

Fazendo uma andlise de (1.37) observamos que ®~!(#) = I é trivial. Entao, pela equagio
(1.35) temos que
r = ®(t)r". (1.38)

A matriz especial ou principal é muito util quando temos varias condigoes iniciais diferentes
para um sistema de equagoes diferenciais que é resolvido varias vezes sujeito a essas
condigoes iniciais. Portanto se sua matriz fundamental estiver determinada, podemos
obter a solu¢ao para cada condicao inicial diferente fazendo apenas uma multiplicacao de
matrizes pela equagao (1.38). Esse tipo de situagao é muito comum de se ver em sistemas
fisicos que estao sujeitos a estados iniciais diferentes. Portanto fazendo um comparativo
entre as equagoes (1.38) e (1.35) concluimos que ®(t) = U(t)¥~1(¢).

Exemplo 1.18. Vamos encontrar a matriz fundamental principal que satisfaca a condicao

, 11
xr = x
41

®(0) = I para o sistema
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Pelo exemplo 1.17 temos que sua matriz fundamental é dada por

Bt et
U(t) = .
(®) ( 2e3t  —2¢7t )

Calculamos os valores de C, aplicando a equacdo 1° = WU (tg)C temos
v(0)C =L

Temos as sequintes condigoes,
1 1 C1 1 C1+ Ccy = 1 1
= = = Cl = C = =
2 =2 Co 0 261 — 262 =0 2
1 1 1 0 N c1+ce=0 N 1 1
= cL=—- € Cpg=——
2 9 Co 1 2, — 2¢y = 1 YTy 2Ty
Temos por (1.32) que
x(ll)(t) et et
eV |\ 2e3t —2et
x?)(t) B o3t et 1
22 |\ 2e3 —2et —2

Portanto, concluimos que a matriz fundamental principal é

— N= N[
\—/
I I
/
N
aQ Q
w w
~ o~
I+
D ol
s
-+ |
o~
N——

1.3t 4 1,—t 1.3 _ 1 -t
B(t) = 5€” + 3¢ 1€ 1€
et — et Lgdt 4 Lot
2 2

Com a matriz fundamental principal determinada fica facil calcular a solu¢ao para qualquer

tipo de condicao inicial dada.

Exemplo 1.19. Vamos determinar a solucao para o sequinte P.V.I

, (11 (2
x—(4 1)3:, x(())—(_1>.

Como temos o mesmo sistema do exemplo 1.17, ja sabemos qual € a sua matriz fundamental.

Entdo aplicando a equagio x° = U (ty)C, temos
1 1 c1 2 N c1+cyg =2 N 3 5
2 2 ¢ 1 %1 — 205 = —1 YTy 27

Logo a solucao para o P.V.I é
5( 1 B 33t 4 St
4( Z)Gt o x:(é?,t Z5171‘, :
— 56 — 56

3 (1
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Bem, agora que ja sabemos os processos de resolucao de sistemas de equagoes
diferenciais homogéneos para encontrar suas solucoes utilizando as ferramentas da algebra
linear como os autovalores e autovetores, podemos construir a forma generalizada dessas
solugoes juntamente com o P.V.I a partir também do conceito de matrizes fundamentais,

¢ o que vamos definir como Exponencial de uma Matriz.

Como vimos na sec¢ao 1.2 quando temos um sistema homogéneo com uma matriz
A, xn onde n = 1, sempre recaimos em uma equacao diferencial ordinaria de 1*ordem com

variaveis separaveis da seguinte forma
¥ = ax
(1.39)
z(0) = zo

onde temos a constante e sua solu¢ao sempre serd da forma
r = zoe™. (1.40)

Para um sistema homogéneo de ordem n x n temos o seguinte P.V.I

/ — A
o v (1.41)

z(0) = 2°
onde A é uma matriz constante. Levando-se em consideracao os resultados obtidos nesta
secdo uma solugao para o problema (1.41), pode ser construido da seguinte forma = =
®(t)x°, onde ®(0) = I. Observe que o problema (1.39) é andlogo ao problema (1.41), entdo

podemos considerar o formato da solugao (1.40) como uma solugdo para o sistema (1.41),

ou seja, a matriz ®(¢) pode ter uma formacao exponencial.

Vamos analisar se essa possibilidade realmente existe, para isso consideramos a

fun¢io exponencial escalar e* em forma de séries de poténcia

at oo a?’Lt'I’L
e =1+ ,
nz::l n!
onde a série converge V t. Fazendo a substituicdo do escalar a pela matriz A, , na série,
temos que
I+§o: e A AT (1.42)
2 51 o .

Observe que, cada termo da série (1.42) é uma matriz de ordem n x n e I é uma matriz
identidade. Note ainda que cada elemento dessa série que é uma soma de matrizes que
converge V¢t quando n — oco. Portanto, pela soma da série (1.42) podemos definir uma
nova matriz n x n da forma

o gngn

M =T+ (1.43)

n=1
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Pegando cada termo da série (1.43) e tirando sua derivada temos
d: o o , AR\ AR (A"t”)’
ﬁ[e | =T+ (At)' + o) Tl ) et ) e
2A% 3A4%¢t2 nA"t" !
= A
0+( )+<1.2>+<1.2.3>+ +<1.2...(n—1).n>+
A2t? A3 A
:A[I+(At)+( >+<3'>+...+<n|>+...]

2!
=A lI +> Antn]

|
n=1 n.

— AeAt

Concluimos que e satisfaz a equacio diferencial

d
%[eAt] — AeAt.

Observe também que quando t = 0, a e4? satisfaz

=1L

t=0

Temos também que a matriz fundamental principal ® satisfaz o P.V.I da e logo temos
que
o = Ad
{ o0) =1
Pela parte do Teorema 1.4 (unicidade) das solugoes de equagoes diferenciais matriciais
podemos concluir que a matriz fundamental ®(t) e a e* sio iguais ®(t) = e’. Concluimos

entao que a solucao do P.V.I (1.41) ¢é da forma

r=eM" ou x=eMC

(para solugoes gerais) que é anédloga a solugao (1.40) do problema de valor inicial (1.39).
Portanto a formacao das solugoes de um P.V.I de um sistema em R”™ é analoga a formagcéao
das solugoes das equacoes diferenciais ordinarias em R, ou seja, a dimensao finita de um

P.V.I nao interfere na sua resolucao geral ao usar a exponencial da matriz A, .

Exemplo 1.20. Vamos determinar a solucao do sistema usando matriz exponencial

, (01
r = T
10

Calculando At temos
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calculando agora et por (1.43) temos

242 343
e“—I+Mﬂ+(y>+<éf>+m

+
(roy o), t? 0 L1
0 1 t 0 200 0 ¢2 3!

{1+ E+E 4+ B

0o ¢ 1t 0
poo ) Talo n)”
_( t+5+. .. 1+§+Z+m>

observe que as componentes da ultima matriz sio as séries de Taylor das funcoes cosseno

hiperbolico e seno hiperbolico portanto temos:

ar [ cosh(t) sinh(t)
- sinh(t) cosh(t)

Logo a solucao geral do sistema é

o At ( cosh(t) sinh(t) ) ( c1 ) oz — ( cosh(t) ) ‘e ( sinh(¢) ) .
sinh(t) cosh(?) o sinh(%) cosh(t)
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2 Sistemas Lineares Nao-Homogéneos

Vimos no capitulo 1 as defini¢bes, teoremas e os métodos para encontrar as
solugoes de sistemas de equagoes diferenciais homogéneos. Neste vamos reintroduzir a
definicao para sistemas de equagoes diferenciais nao-homogéneos e apresentar os principais
métodos para encontrar as solucoes desses sistemas. Os principais métodos sao Coeficientes
indeterminados, Variagao dos Parametros e Transformada de Laplace vale destacar que
esses nao sao os Unicos métodos para encontrar as solugoes de sistemas lineares nao
homogéneos mas sao os principais e os mais importantes para a obten¢ao dessas solugoes,

onde abordaremos sistemas de dimensao dois.

Definicao 2.1. Segundo (GOMES, 2013) “Seja o sistema nao homogéneo
= P(t)x + g(t), (2.1)
onde P(t) é uma matriz e g(t) um vetor. A solugao geral é dada por
z=cxVt) + ...+ cx™(t) + v(t), (2.2)

onde c;xM (t) 4+ ... + c,z™(t) é a solugio geral da equagio homogénea e o vetor v(t) uma
solugdo particular do sistema ndao homogéneo.” Onde a matriz P,x, e o vetor n x 1 g(t)

do sistema (2.1) sdo continuos no intervalo o <t < f3.

Observe que a partir do sistema (2.1) e da sua solugao (2.2) e também do sistema

linear homogéneo (1.30) podemos construir o seguinte teorema

Teorema 2.2. Seja X,(t) uma solugdo para o sistema linear nao homogéneo (2.1) em um

intervalo a < t < 3, e considere
Xo(t) = cizW () + .. 4 ™ (t)

a solugao geral no mesmo intervalo para o sistema linear homogéneo associado (1.30).

Portanto, a solucao geral para o sistema linear nao homogéneo no intervalo é
X(t) = Xo(t) + X,(1).

Demonstracao: Considere X; e X5 duas solugbes para o sistema nao homogéneo (2.1)
e considere que
H(x) = 2'(t) = P(t)x(t) + g(t),

vamos obter
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H(X>) = X5(t) — P()Xa2(t) = g(t) = H(X2) = g(t)
Fazendo a subtracao da segunda pela primeira, temos
H(X1)() — H(X)(t) = g(t) — g(t) = 0. (2.3)
Mas por outro lado, temos
H(X1)(t) — H(X2)(t) = H(Xy — X)(t) (2.4)
Segue de (2.3) e (2.4) que
H(X; — Xy)(t) =0.

Concluimos assim que X; — X5 é uma solugao do sistema (1.30) e pode ser expresso como
uma combinagao linear, e também forma um conjunto fundamental de solucoes e pelo

Teorema 1.7 todas as solugoes podem ser expressas dessa maneira. Portanto temos
X1 — Xo = c2W(t) + .. 4 c,z™ (1) (2.5)

Fazendo X; = X (¢) como a solugao geral do sistema (2.1) e X5 = X,,() a solugao particular

do mesmo sistema, temos de (2.5)

X(t) = X,(t) = craW(t) + ...+ cuz™(t)
X(t) = caW () + .. 4 cux™ () + X, (t)

Como X.(t) = ;oW (t) + ... + c,z™(t) é a solucdo geral do sistema (1.30), concluimos
que

X(t) = Xo(t) + X, (1)

como se queria demonstrar [ |

E importante destacar que a solucio geral X,(t) do sistema linear homogéneo (1.30)
¢ chamada de fungao complementar do sistema linear nao homogéneo (2.1). Pelo Teorema
2.2 vimos que as solugoes para sistemas lineares nado homogéneos consiste basicamente
em encontrar a solugdo particular X,(f) e para isso temos véarios métodos, a seguir

apresentaremos o primeiro deles.

2.1 Coeficientes Indeterminados

O primeiro método que vamos apresentar para encontrar a solugao particular X,(t)
¢é dos coeficientes indeterminados que consiste por hipétese que a solugao deve ter
uma determinada forma com todos ou alguns coeficientes indeterminados e assim calcular

esses coeficientes de forma a satisfazer as equagoes diferenciais.



37

Para sistemas nao-homogéneos esse método s6 é valido se a matriz P tiver seus
coeficientes constantes e se os componentes do vetor g sao fung¢oes polinomiais, exponenciais,
constantes, senos e cossenos, ou somas e produtos finitos dessas func¢oes. Portanto a forma
de encontrar a solugao particular usando o método dos coeficientes indeterminados é bem

simples e pratico.

Exemplo 2.3. Resolva o sistema

;[ 12 -8 0. oo
x—(_ll)x+(3)em( ,00).

Resolvendo primeiramente o sistema homogéneo, de forma andloga aos exemplos apresen-

tados na secao 1.2 do capitulo 1 temos o polinomio caracteristico

—1-A 2
—1 1—A

det(A—m:| =N +1=0

onde encontramos os sequintes autovalores complexos \y =1 e Ay = A\ = —i. Novamente
de forma andloga aos exemplos da secao 1.2 do capitulo 1 encontramos o0s seus autovetores

e obtemos a sequinte solugao

_. cos(t) + sin(t) ‘o cos(t) — sin(t)
B ( cos(t) ) * ( — sin(t) )

Como o vetor g(t) é constante, por hipdtese temos que ter um vetor solu¢ao particular

Xp(t> = ( le )

Levando esta hipotese ao nosso sistema original temos

—a1—|—261—8 =
—a1+b1+3 =

constante da sequinte forma

Note que temos um sistema de equagoes algébricas simples do 1° grau, entdo resolvendo

esse sistema temos a; = 14 e by = 11. Substituindo esses valores no vetor solu¢ao particular

X,(t) = ( o )

Portanto, a solucao geral do sistema serd

B cos(t) + sin(¢) cos(t) — sin(¢) 14
oA ( cos(t) ) e ( — sin(t) ) " ( 11 ) .

Exemplo 2.4. Resolva o sistema

() () 0)
= x + t+ em (—00, 00).
4 3 —10 4

temos
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Resolvendo primeiramente o sistema homogéneo, de forma andloga aos exemplos apresen-

tados na secao 1.2 do capitulo 1 temos o polinomio caracteristico

6— A 1
.

det(A — \I) = =X 9A4+14=0

onde encontramos os sequintes autovalores reais Ay = 2 e Ay = 7. Novamente de forma

andloga aos exemplos da secao 1.2 do capitulo 1 encontramos os seus autovetores

e obtemos a sequinte solugdo

_ 1 2t 1 Tt
T =c _4 e” + 1 €
0-( %) ()

Entao por hipdtese devemos ter uma solugdo particular da sequinte forma

Como ¢(t) € da forma

Levando esta hipotese ao sistema original temos

X,’,<t>:(i ;)Xp+<_610)t+(2)
()= ()= ol ()= (9

Encontramos o sequinte sistema de equagoes
{ (6as + by + 6)t +6a; + by —ay =
(

4a2—|—3b2—10)t—|—4a1—|—3b1—b2—|—4 =

Deste sistema podemos obter outros dois sistemas
6a2+b2+6 = 0 6a1+bl—a2 =
e
4(12—}-31)2-10 = 0 4a1+3b1—b2—|—4 =

Resolvendo o primeiro sistema composta por equagoes simples do 1° grau temos a, = —2 e
by = 6. Considerando os valores encontrados e levando ambos ao sequndo sistema temos

a1 =—2eb = 1—70. Portanto temos o sequinte vetor solucao particular

Xp(t):(_;)H(—m?)
7
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Logo, a solugcao geral do sistema é

1 1 -2 —4
T = e* 4+ ¢y e + t+ 107
—4 1 6 1

Observacgao 2.5. Observe que para alguns exemplos como os apresentados o método dos
coeficientes indeterminados é bem simples e sistemdtico, mas nem sempre isso ocorre jd que
0 método nao pode ser aplicado para qualquer sistema. Outra dificuldade é que a hipdtese
da solucao particular estd sujeita a um conhecimento prévio da sua funcao complementar.
Desta forma apresentaremos a sequir o método de variagdo dos parametros considerado o

mais poderoso na resolugdo de sistemas de equacoes diferenciais.

2.2 Variacao dos Parametros

Nesta se¢ao abordaremos sistemas nao homogéneo mais gerais onde a matriz de

coeficientes nao é constante. Portanto considerando novamente a sua forma mais geral
' = P(t)x + g(t) (2.6)

onde P(t) e g(t) sao continuas em o < t < . Novamente considerando a forma para

sistemas homogéneos temos

o' = P(t)x (2.7)

Pela sec¢ao 1.3 do capitulo 1 temos que ¥(¢) uma matriz fundamental do sistema associado
(2.7), por hipétese vamos considerar que a matriz fundamental ja foi encontrada e a
partir do método da variagdo dos parametros construimos uma solugao particular X,(¢), e
posteriormente, a solugao geral do sistema (2.6). Como foi visto na se¢ao 1.3 a solugao
geral do sistema homogéneo (2.7) é da forma W(t)c, a partir desta solugdo construimos
uma solucdo para o sistema nao homogéneo (2.6) substituindo o vetor ¢ por uma fungao

vetorial u(t). Portanto por hip6tese temos que a solugao sera da forma
2(t) = V()u(d), (2.8)

onde queremos determinar o valor do vetor u(t). Fazendo a substituigao de (2.8) em (2.6)

temos

U'(t)a(t) + () (t) = P(t)W(t)u(t) + g(t). (2.9)

Aplicando (1.36) visto que ¥(¢) é uma matriz fundamental, entdo a equagao (2.9) se reduz

U (t)u'(t) = g(t).
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Observe que U(t) também é invertivel em qualquer intervalo pois P é continua, logo existe
U~1(t). Portanto temos

“()g(t) (2.10)

Concluimos que u(t) é qualquer vetor que satisfaz a equacao (2.10), e estdo determinados

a menos de um vetor constante c, portanto temos que

u(t) = / U (D g(t)dt + ¢ (2.11)

onde ¢ é um vetor constante arbitrario. Fazendo a substituigdo de (2.11) em (2.8) cons-

truimos a solucdo geral para o sistema (2.6) que é da forma
x=UH)C + U(t) / (1) g(t)dt. (2.12)

Exemplo 2.6. Resolva o sistema

(20 ) ()

Pela equagao (2.12) podemos considerar a solugio geral da sequinte forma x(t) = X, + X,

onde

X, =U(t)e e X, = \p(t)/xrl(t)g(t)dt

vamos calcular de forma separada cada uma das equagoes acima para o sistema dado. Para
o primeiro sistema que € homogéneo seque de forma andloga aos exemplos da se¢io 1.2 do

capitulo 1 logo temos

2—-A -1
3 —2-=A

det(A — \I) = —X2_1=0

onde seus autovalores sdo Ay =1 e Ay = —1, e seus autovetores sao

m_ [ 1 @_ [ 1
: (1 e 6|

Portanto temos a sequinte solugcao geral para o sistema homogéneo

x(t)—cl(i)et—i-cz(;)e_t

Desta solugdo obtemos a sequinte matriz fundamental
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Calculamos agora a sequnda equagdo, para isso precisando encontrar a matriz invertivel da

matriz fundamental assim considerando a matriz temos

et et 3et et
U(t) = e obtemos W' (t) = 2, 2
et 3et -5 <

Aplicamos agora os valores encontramos na equag¢io X, temos

X, = U(t) / (1) g(t)dt

6te! + 4t — et

4
6te! + 8t — 3et — 4

Simplificando o resultado acima, temos !
3t—et +1t— let
Xo =1 ge” 5
5 + 2t — 1€~ 1

Logo, a solugao geral deste sistema é

1), 1 ., 3(1\,, 1{1), (1 0
x(t):cl<1)e+02(3>e +2(1)te—4<3)e+(2)t—(1)

A solugao geral para o sistema nao homogéneo (2.6) também pode ser expandida

para um problema de valor inicial o P.V.I, para isso considere a seguinte condicao inicial
x(ty) = 2°. (2.13)

Considerando a equagao (2.12) e escolhendo de maneira conveniente o limite inferior de
integragdo como o ponto inicial ¢y, construimos a solucao do P.V.I considerando o sistema

(2.6) e a condigao inicial (2.13). Portanto a solugao geral é da forma
¢
() = W (t) / U1 (s)g(s)ds + U (t)e, (2.14)
to
Observe que, t = tg logo a integral na equagao (2.14) serd zero, portanto a condic¢ao inicial
(2.13) também pode ser satisfeita se a constante c for igual a
C = \I’_l(to)IO.
Logo,
t
2(t) = (1) [ 0 (s)g(s)ds + ()W (to)a,
to

¢é a solucao para o problema de valor inicial o PV.IV t € I.
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2.3 Transformadas de Laplace

As duas secOes anteriores apresentamos dois métodos para encontrar a solucao
particular de um sistema nao homogéneo cada um com suas particularidades, nesta secao
vamos apresentar o tultimo método chamado de Transformada de Laplace que é um método
muito utilizado nao s6 nas equacoes diferenciais mas também em outros campos de estudo.

Para isso recordamos um pouco sobre sua defini¢ao.

Definigao 2.7. Sequndo (ZILL; CULLEN, 2001) “Seja f uma fun¢do definida por t > 0,
Entao a integral

L{ry = [ et

¢ chamada de transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.”

Para demonstrar o método da transformada de Laplace recorremos a um exemplo

bem simples e pratico. Assim temos

Exemplo 2.8. Calcule L{1}.

Aplicando a transformada de Laplace temos

t b b
—e ° .o —e 41 1
= hm _— = —
b—o0 S S

0 b
L{1} :/ e *(1)dt = lim [ e **dt = lim
0

b—o0 Jo b—o00 S

onde s > 0.

Dada esta definicaio que pode ser aplicada a equacoes diferenciais lineares de
qualquer ordem. Ela pode ser usada de forma semelhante na resolucido de sistemas de
equagoes diferenciais ndao homogéneo. Para usar este método deve-se observar que a
transformada de Laplace é uma integral, portanto como trabalhamos com vetores na
resolucao de um sistema, temos que transformar o vetor e para isso calculamos componente
a componente do sistema. Portanto considere que £{z(t)} o vetor onde suas componentes
sao transformadas das componentes de x(t) e de forma andloga de L{z'(¢)}. E por fim

temos L{z(t)} por X(s). Agora considere o seguinte teorema.

Teorema 2.9. Por hipétese temos que f € continua e que f' é seccionalmente continua
em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha, além disso, que existem constantes K,a e M
tais que | f(t)| < Ke™ para t > M. Entao L{f(t)} existe para s > a e, além disso,

L{f0)} = sLL{F ()} = £(0).

Demonstracao: A demonstragao deste teorema pode ser encontrado em (BOYCE; DI-
PRIMA, 2010). |
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Usando uma extensao do Teorema 2.9 para vetores, obtemos

' =Ax+g(t)
L{z'(t)} = L{Az + g(t)}
L{2' ()} = AL{z} + L{g(1)}
L{z'(t)} = AX(s) + G(s)

sendo L{2/(t)} = sX(s) — z(0) pelo Teorema 2.9, substituimos na expressao anterior,

temos

(sI —A)X(s) =z(0) + G(s) (2.15)

onde I é a matriz identidade n x n. Esta ultima equacao ¢ um sistema de n equagoes
simultdneas e pode ser resolvida para cada X;(s), onde podemos encontrar z;(¢) pegando
a inversa da transformada de Laplace para cada i. Observe que por hipotese x(t) satisfaz

a seguinte condicao inicial 2(0) = 0. Logo a equacgao (2.15) fica da seguinte forma
(sI — A)X(s) = G(s)

Portanto, X(s) é dado por
X(s) = (sI — A)7'G(s) (2.16)

1

Observe que a matriz (sI — A)~' é multiplicada pela transformada do vetor g(t) e assim

encontramos a transformada do vetor x(t) essa matriz é classificada como uma matriz de

transferéncia.

Exemplo 2.10. Resolva o sistema

com x(0) = 0.

De forma andloga aos exemplos da se¢io 1.2 do capitulo 1, determinamos a solu¢do

do sistema homogéneo dado, portanto temos

—2-=A 1
1 —2-A

det(A—)\I):‘ = A +40+3=0

onde seus autovalores sdo Ay = —3 e Ay = —1, e seus autovetores sao
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Portanto temos a sequinte solugdo geral (fungao complementar) para o sistema homogéneo

z(t) = ¢ ( _11 ) e 3 4 ¢y ( i ) et

Determinando a transformada de cada componente do sistema, temos
sX(s) —x(0) = AX(s) + G(s)

observe que G(s) € a transformada de g(t). Entdo temos que a transformada G(s) € definida

como

2
L{2e7"} = / —H2e ) dt = hm/ 2e "t = Jim e ot

b—o0 —s—1

e

L{3t} = / (3t dt = hm / 3te”*'dt = lim i( se tt—e )

b—00 82

Logo, a transformada G(s) é

G(s) = ( Szl ) . (2.17)

s2

Considerando a equagdo (2.16), determinamos primeiro (sI — A), assim temos

(sI-4) = ( Sj12 3112 )

agora vamos obter a sua inversa, por um cdlculo direto temos

e 1 s+2 1
(sI— A) _(S+1)(8+3)( 1 S+2). (2.18)

Portanto, substituindo os resultados de (2.17) e (2.18) em (2.16) e efetuando o produto

entre as matrizes temos

2(s +2) 3
X(s) = (s + 1);(5 +3) 32(53—1(—811(%—1- S (2.19)

G+ 12+3) | P+ 1)(s+3)
Agora como ltimo passo obtemos a solugdo de x(t) através da sua transformada X(s).
Para isso expandimos as expressoes de (2.19) em fragoes parciais, usando também a tabela
das transformadas inversa de Laplace e simplificando o resultado. Assim temos

-1 _ 2(s +2) 3
£ = {(s—l— 02(s+3) " 2+ 1)(s+3)

}, por um cdlculo direto de fracoes par-
citais temos que

@ 2% A B C 11 1
(s+12(s+3) (s+1)2 (s+1) (s+3) (s+1)2 2(s+1) 2(s+3)
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Gy 3 A B C b _1a 3y
2(s+1)(s+3) 82 s (s+1) (s+3) s2 3s 2(s+1) 6(s+3)

Usando agora a tabela das transformadas da inversa de Laplace temos

1 1 1 1, 1
£l — _ — et 4 St S Bt
{(8+1)2+2(S+1) 2(s+3)} ¢yt T
14 3 1 403, 1
£—1: o _ :t_* 7—t_7—3t
{32 35 2(s 1 1) 6(3+3)} 372° 7§

somando os resultados obtidos e simplificando temos

2 4
—9pt St —tp 4 =
e 36 +e t+ 3

e 2 3(s +2)
£ = {(s +1)%2(s+3)  s2(s+1)(s+3)

citais temos que

}, por um calculo direto de fracoes par-

2 A B C 1 1 )
(II1) G143 G+12 G+D (543 G+D? 26+1 2613
(Iv) 342 A B __C D _2 5 3 .

26+1)6+3) 2 s TG+l 553 &2 35 2s+1)  6(s+3)
Usando agora a tabela das transformadas da inversa de Laplace temos

1 1 | 1,1
r-1— _ et Sty S8t
{(s+1)2 2(s+1)+2(s+3)} ¢T3t T

2 5 3 1 5 3 1
E_IZ —_ = — —9t = Q —t | - -3t
{52 3s+2(3+1)+6(s+3)} 53¢ 1§

somando os resultados obtidos e simplificando temos

2 5
—t -3t —t
e "+ 36 +e 3

Portanto, a solugdo particular do sistema é

2t — 2t p ottt — 2
X, (t) = 3 3. 2.20
() ( e t+ %e*:“ +e it + 2t — g (220)

A solugao (2.20) é uma solugao particular para o sistema nao homogéneo dado que satisfaz
a condigio inicial dada x(0) = 0. Para encontrar a solu¢io geral basta soma a solugdo
particular com a solugao geral (fun¢ao complementar) do sistema homogéneo. Portanto

para a solucao geral do sistema temos

1 —3t 1 —t 2 2 1 _3t 1 ¢ 1 1/( 4
x(t):cl(_l)e +02<1>6 +<1)e —3(_1)6 —i—(l)te +(2>t—3(5).
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Esses sao os principais métodos na resolucao de sistema de equagoes diferenciais nao
homogéneos, onde cada um tem suas vantagens e desvantagens. O método dos coeficientes
indeterminados é simples e sistematico e nao faz uso da integracao como nos dois tltimos
apresentados porém nao pode ser usado para todo tipo de sistema pois 0 mesmo tem suas

limitagoes.

O método de variagdo dos pardmetros como falado é o mais poderoso e mais geral
na sua resolucao, mas envolve um conjunto de equacoes algébricas, além da integragao e
multiplicagao de matrizes o que em certos casos pode ser bem complicado. E por fim a
transformada de Laplace que envolve a transformada inversa, onde precisamos encontrar
a inversa de uma matriz e assim posteriormente a matriz de transferéncia onde temos

também uma multiplicacao.

De modo geral todos esses métodos sao tteis na hora de resolver um sistema
nao homogéneo, desde que o mesmo seja simples e com coeficientes constantes como os
apresentados neste capitulo por esta razao o método de escolha nao faz diferenca na hora

de resolver o sistema.
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3 Estabilidade de Sistemas Lineares

Vimos na se¢ao 1.2 do capitulo 1 a resolugao de sistemas homogéneos a partir da
algebra linear usando os autovalores e autovetores da matriz constante, onde podemos
analisar a solucao de um sistema, verificando seu comportamento e sua trajetéria. Neste
capitulo voltaremos novamente a este estudo dando énfase as trajetorias de suas curvas e de
sua vizinhanc¢a abordando assim a ideia de estabilidade dessas solugoes, tendo como base
(ZILL; CULLEN, 2001) e (BOYCE; DIPRIMA, 2010). Veremos a ideia de estabilidade
do ponto de vista mais geométrico em vez de usar uma abordagem mais quantitativa dos

sistemas.

Definicao 3.1. Considere o sequinte sistema linear 2 X 2 com equagoes diferenciais da

forma
dz
ditl = F(ZL’l, {23'2)
(3.1)
dx
d—; = G(x1,22)

onde por hipotese temos que as funcoes F' e G sao continuas e possui derivadas parciais
continuas em algum dominio D do plano xixy. Caso (29,29) for um ponto desse dominio,
entao, pelo Teorema 1.4 existe uma unica solugao x1 = ¢(t) e xo = (t) do sistema (3.1)

que satisfaz as condicoes iniciais
.73'1(t0> = x?, xz(to) = Q?g (32)

O estudo qualitativo serd feito a partir de sistema auténomo (3.1), que sio sistemas onde
as fungoes F' e G nao dependem da varidvel independente t, mas apenas das varidveis

dependentes x1 e xo. Caso contrdrio o sistema € dito como ndéo auténomo.

Considere agora o sistema da forma
¥ = Ax (3.3)

onde A,y é uma matriz constante, este sistema é um exemplo de sistema autonomo
bidimensional. Como j& visto o sistema (3.3) tem como solugdo uma fungéo vetorial, onde
pode ser representada por uma curva no plano x;xy. Para um estudo qualitativo o plano
129 € chamado de plano de fase onde temos uma ideia geral das solucoes desses sistemas,
essa curva pode ser vista como uma trajetoria e o conjunto dessas trajetéria ¢ chamado de
retrato de fase.

O campo de diregoes associado do sistema auténomo (3.1) é independente do tempo,

ou seja, existe apenas uma trajetéria passando pelo ponto (2%, x9) no plano de fase. Logo,
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todas as suas solugoes satisfazem as condigoes iniciais da forma (3.2) onde tem a mesma

trajetéria, independente do instante ty onde estao em (29, 29).

Reescrevendo o sistema auténomo (3.1) da forma

o' = f(x) (3.4)

Os pontos no sistema (3.4) a direita da igualdade, ou seja, se existir temos f(z) = 0 s@o
chamados pontos criticos, ou seja, ' = 0. De forma andloga, para o sistema (3.3) os
pontos onde Az = 0 sdo solugoes constantes e sao chamados de solugoes de equilibrio.
A partir desses pontos criticos definimos o conceito de estabilidade, assim considere a

seguinte definicao.

Definigao 3.2. O ponto critico 2° do sistema (3.4) é chamado estdvel se, dado € > 0,
existe um 6 > 0, tal que para toda solug¢io v = ¢(t) do sistema (3.1), que satisfaz, em
t=0,

16(0) — 2°[] <4,

existe V t positivo e satisfaz

l|p(t) — 2°|| <€, ¥V t>0.

Um ponto critico que nao é estavel é chamado de instavel, ou seja, a estabilidade
do ponto critico ocorre quando todas as solu¢des que comecam suficientemente proximas
(menor do que J) de z° se mantém uniformemente préximas (menor do que €) de 2°,
vV t>0.

Definicao 3.3. O ponto critico 2° é chamado assintoticamente estdvel se for estdvel

e se existe um 0y com 0 < 0y < 6, tal que, se uma solugio © = ¢(t) satisfaz

[(0) — 2°[] < do,
entao
Jim P(t) = 2°.

Em outras palavras, um ponto critico é assintoticamente estavel quando suas
trajetérias que comecam suficientemente préximas de x2°, permanecem préximas e tendem
a 2% quando t — oco. A estabilidade assintética é mais forte do que a prépria estabilidade
visto que para um ponto critico ser assintoticamente estavel ele tem que ser estavel. Veja

na Figura 3.1 a representacao de cada tipo de estabilidade.
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Figura 3.1 — Ponto critico estavel, instavel e assintoticamente estavel

AXz I L Az

A
A
Y

¢
=

Fonte: Autor.

Para fazer uma andlise qualitativa das solugoes do sistema (3.3). Temos por hip6tese

que A é invertivel, ou seja, o detA = 0, logo temos que x = 0 o Uinico ponto critico do

sistema. Portanto vamos analisar o sistema de acordo com seu carater geométrico, a

partir das suas trajetorias formadas pelas suas solugoes, observando os diversos casos

apresentados pela natureza dos autovalores da matriz A.

Caso I Autovalores Reais e Distintos

Considerando o sistema (3.3), temos como solucao geral

z = MMt 4 6Pt (3.5)

onde \; e Ay sdo seus autovalores e sao diferentes de zero e podem ser ambos negativos ou

ambos positivos e £ e €2 sdo seus autovetores correspondentes e por hipdtese sdo como

mostrados na Figura 3.2. Podemos ainda escrever a solucao (3.5) da seguinte forma

z = e eWeM—22)t 4 e(@)] (3.6)

1. Ambos os autovalores sdo negativos (A\; < Ay < 0). Neste caso o ponto critico é

classificado como né atrator ou né estavel pois seus autovalores sao negativos, ou
seja, quando t — oo temos que x — 0, independente das suas constantes arbitrarias
c1 e co. Podemos dizer que todas as solugoes se aproximam da origem quando t — co.
No caso em que t — —o0 temos que x — 00, observe que se ¢; # 0 temos que o
termo dominante na solucio (3.5) é eM! quando t — —oo. Portanto, para grandes
valores negativos de t, as trajetérias do autovetor £V sdo quase paralelas. Assim
temos as seguintes conclusoes

i — L (1) pAat (2) ot : — (1) Axt (2) Aot _
Jim = Jim e, 0N o0 = 0,0 e lim x = lim €00 reaf e = oc

ou seja, as trajetorias das solugdes vem do infinito até sua origem. Note pela solugao
(3.6) que A\ — Ay < 0. Logo, temos que ¢y # 0 e neste caso o termo e €MePi—r2)t
é desprezivel em relacdo a c6® para valores de t que sao suficientemente grande.
Portanto suas trajetorias se aproximam da origem e ao mesmo tempo tendem

também a origem quando ¢t — oo e assim as solugoes tendem ao ponto critico, que
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sdo tangentes & reta na direcio do autovetor £), com excecdo das que estdo na reta

na direcao do autovetor £,

2. Ambos os autovalores sdo positivos (0 < Ay < \;). Neste caso o ponto critico
é classificado como né instavel ou fonte a analise da solugao é analoga ao caso
anterior, exceto que temos autovalores positivos, ou seja, o movimento de suas
trajetorias é se distanciando do ponto critico na origem e neste caso os valores de x
crescem de forma exponencial como fungoes da variavel ¢t. Quanto a sua estabilidade
o n6 atrator para autovalores negativos é classificado como assintoticamente estavel

e o no repulsor ou fonte para autovalores positivos ¢é classificado como instavel.

Figura 3.2 — N6 estavel

Xoh

|4
) /‘(1)/

3

X1

//
-

Fonte: Autor.

Caso IT Autovalores Reais Distintos e com Sinais Opostos

A solugao geral para o sistema (3.3), onde temos a matriz Asys ¢ da forma (3.5)
onde seus autovalores sio A > 0 e Ay < 0 e seus autovetores £ e €3 sdo por hipdtese
como mostrados na Figura 3.3. Observe que neste caso a solucao estd comecando no ponto
inicial da reta que contém a origem na direcio do autovetor &), portanto ¢, = 0. Em
decorréncia, a solugdo tende a fica na reta para todo ¢, pois A\; > 0, logo x — +0o0 quando
t — 0o. No caso em que a solugdo esta comegando no ponto inicial da reta na direcao do
autovetor £ a consequéncia é analoga, contudo  — 0 quando t — 00, j& que Ay < 0.
Podemos concluir que todas as outras solugoes que comegam em outros pontos iniciais
terao seu comportamento, ou seja, suas trajetérias analogas as que estdao na Figura 3.3.
Neste caso a exponencial positiva ¢ dominante na solugdo quando t — oo pois todas as suas
solucoes tendem a infinito, pois sdo determinadas pelo autovetor £ que é correspondente
ao autovalor A\;. As unicas solugoes que tendem ao ponto critico na origem sao aquelas
determinadas pelo autovetor £(2). Para este caso em que temos autovalores distintos e com
sinais opostos a origem ¢é classificada como ponto de sela, sua solu¢ao lembra muito uma

hipérbole e a sua estabilidade é classificada como instavel.
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Figura 3.3 — Ponto de sela

Fonte: Autor.

Caso III Autovalores Iguais

Neste caso temos por hipétese que Ay = Ay = A, onde temos autovalores iguais
e ambos podem ser positivos ou negativos, vamos analisar para o caso em que ambos
sao negativos pois para positivos sera analoga com a exce¢ao que o movimento de suas
trajetorias terao sentido contrario. Vamos considerar dois subcasos para os autovalores
iguais, pois dependendo do autovalor ele pode ter dois autovetores independentes ou

somente um.

1. Dois autovetores linearmente independentes. A solucao continua sendo da
forma

I = Clg(l)ekt + 026(2)6)\t,

Z1 A

onde seus autovetores sao independentes. Observe que a razao das solucoes ol

independente de ¢, mas continua dependendo dos seus autovetores € e £€@) e de
suas constantes arbitrarias. Portanto todas as trajetorias estao contidas em retas
que contém a origem. Como os autovalores sao negativos as solugoes tendem a zero.
Neste caso o ponto critico é classificado como né préprio ou ponto estrela e sua
estabilidade é classificada como assintoticamente estavel. Se ambos os autovalores

iguais sao positivos entao a sua estabilidade é classificada como instavel.

Figura 3.4 — N6 préprio ou ponto estrela

xA

5@ 1Y)

/

Fonte: Autor.

v
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2. Um autovetor linearmente independente. Para este caso a solucao do sistema

(3.3) ¢é da seguinte forma
r = ciéeM + cy(Ete + net), (3.7)

onde £ é o autovetor e n é o autovetor associado ao autovalor repetido. Observe
que para t — oo temos que a parcela cyée é dominante na solucao (3.7). Logo,
quando t — oo todas as trajetorias sao tangentes a reta na direcao do autovetor e
tendem a origem. Isto acontece mesmo quando c; = 0 pois neste caso a solucao seria
2(t) = c1€eM e a mesma pertence a reta. De forma analoga para t — —o0o temos
novamente que a parcela c;ée é dominante, pois cada trajetéria é assintética a uma
reta paralela a £. A orientacao das trajetorias é definida pelas posicoes relativas de £
e 7, para uma melhor localizacdo dessa orientagao reescrevemos a solugao (3.7) da
seguinte forma

z = [(c1€ + can) + eaft]eM = ye,

isolando y temos y = (c1€ + con) + c2€t. Observe que a quantidade escalar e* atinge
somente o tamanho de x e y determina a direcdo e o sentido de x. A orientacao
das trajetérias é esbocada observando o sentido do movimento quando a variavel ¢
cresce na reta, como temos autovalores negativos a solucao, ou seja, o movimento de
suas trajetérias tendem a origem. O ponto critico neste caso é classificado como né
improéprio ou degenerado e sua estabilidade é classificada como assintoticamente
estavel e para autovalores positivos como instavel, o que pode ser observado na

Figura 3.5.

Figura 3.5 — N6 impréprio ou degenerado

xzﬂ

-
-,
=" tcrescente
//

s X

ci&+cme .~
//

/CZ/>0 /

Fonte: Autor.
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Caso IV Autovalores Complexos

Vimos na se¢ao 1.2 do capitulo 1 que os autovalores do sistema (3.3) podem ser
complexos e neste caso temos por hipdétese que eles sao da seguinte forma A = a + i e
A=a—iB,onde a #0, 3> 0ea,BcR. A solucio geral pode ser escrita em termos dos
seus autovalores e autovetores como foi visto na secdo 1.2. Mas para a andlise do ponto
critico, trajetéria e da sua estabilidade vamos proceder de forma diferente. Os sistemas

que tem autovalores A\ = o & ¢/3 sdo da seguinte forma

e B,
a:—(_ﬁa) (3.8)

colocando na sua forma escalar temos
! /
] = axy + fry, vy = —fx; + axs. (3.9)

Usando coordenadas polares temos

L2
r? = 2% + 23, tanf = —=.
L1

Tirando a derivada dos termos acima temos
! !
(x12h, — 202))

17’ = 0] + a1y, (sec?0)d = - (3.10)
1

Substituindo as equagoes (3.9) na primeira das equagoes (3.10) obtemos

r = ar

e, concluimos que
r = ce™, (3.11)

onde ¢ é uma constante. De forma andloga fazemos a substitui¢do das equagoes (3.9) na

segunda das equagoes (3.10) e considerando o fato que sec?d = ;—z, e assim obtemos
1

0 =8

Portanto,
0 = —pBt + b, (3.12)

onde fy é o valor de # quando t = 0. Observe que as equagdes (3.11) e (3.12) sdo
paramétricas em coordenadas polares das trajetérias do sistema (3.8). Observe que como
B > 0 temos pela equagdo (3.12) que ¢ diminui quando ¢ cresce, logo o movimento da sua
trajetéria é no sentido horario. Ja pela equacao (3.11) quando t — oo, temos r — 0 se

a<0er —-o00sea>0.

Portanto as trajetorias serao classificadas como pontos espirais, que podem se

aproximar ou se afastar do ponto critico na origem dependendo do valor de « e neste caso
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recebem a seguinte classificacdo sorvedouro espiral quando se aproximam do ponto
critico e fonte espiral quando se afastam do ponto critico. E importante destacar que
qualquer sistema com autovalores complexos, onde a # 0, suas trajetorias sempre serao
espirais. Podemos visualizar o movimento dessas trajetérias tanto se afastando como se
aproximando da origem nas Figuras 3.6 e 3.7 representando cada espiral de acordo com o
sinal de . A sua estabilidade é classificada como instavel quando o > 0 e assintoticamente

estavel quando a < 0.

Figura 3.6 — Sorvedouro espiral

2z

Fonte: Autor.

Figura 3.7 — Fonte espiral

X2

(e
Gy

Fonte: Autor.

Caso V Autovalores Imaginarios Puros

No caso em que os autovalores do sistema (3.3) sdo imaginarios puros, ou seja,
a = 0 seus autovalores sao da seguinte forma A\ = +i3. Neste caso o sistema se reduz a
seguinte forma
/ 0 5
Tr =
-3 0

De forma analoga ao caso anterior, encontramos
r'=0, 0 =-5,

e, concluimos,
r=c, 0=—pt+0,,

onde ¢ e 6y sao constantes. Neste caso todas as solugoes sao periddicas, ou seja, %”, pois

suas solugoes sao circulos completos em torno da origem cujo seu intervalo de tempo tem
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comprimento igual a %’r O sentido de suas trajetorias sao horario se § > 0 e trigonométrico
se 8 < 0. O ponto critico neste caso ¢é classificado como centro e suas trajetorias sao

elipses com centro na origem. Considere o seguinte sistema

/
T ai; Q12 xr

Y 21 Q22 Yy

Proposicao 3.4. Os autovalores da matriz de coeficientes sao imagindrios puros se, e
somente se,

an +az =0, apax — apan > 0.
Demonstragao: A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em (FA-
GUNDES, 2015).

Podemos visualizar na Figura 3.8 o movimento dessas trajetérias e o seu sentido,
representando circulos fechados onde as suas solugdes nao se aproximam e nem se afastam

do ponto critico na origem. A sua estabilidade é classificada como estavel.

Figura 3.8 — Centro

Xof

CAON\.
)

Fonte: Autor.

Apés a apresentacao de todos os casos e feita uma analise de cada um, podemos
fazer as seguintes observagoes tendo um olhar mais reflexivo quanto a natureza dessas
solugoes para sistemas do tipo (3.3). Uma trajetéria tem apenas um comportamento a
seguir depois de um longo periodo de tempo, cada trajetéria se aproxima do ponto critico
x = 0 quando t — oo ou percorre de forma repetida uma curva fechada neste caso temos

a solugao periddica em torno da origem, ou entao essa trajetéria é ilimitada.

Uma outra observacao a ser feita é quanto ao padrao de cada trajetoria que é
relativamente simples, ou seja, nenhuma trajetoria cruza a outra, pelos graficos apresentados
a impressao que dar ¢ que algumas trajetérias cruzam a origem o que nao é verdade por
isso se deve ter um cuidado ao interpretar cada grafico pois a tnica solu¢ao que realmente
cruza a origem ¢é a solugao de equilibrio x = 0, as outras solugoes ou trajetorias apenas se
aproximam do ponto critico quando t — oo out — —oo por isso ao analisar um determinado
problema envolvendo um dos casos citados tenha muito cuidado na interpretacao dos

graficos.
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O conjunto de todas as trajetérias ocorre em trés situagoes, a primeira todas se
aproximam de x = 0 quando t — co. Esta situacao foi vista nos casos que temos um no
atrator ou um sorvedouro espiral. A segunda situacao todas as trajetorias sao limitadas,
mas nao se aproximam da origem quando t — oo, situacao vista no caso que temos
autovalores imaginarios puros que representam um centro. E por fim temos todas as
trajetorias tendendo ao infinito quando t — oo, exceto a x = 0, foi que vimos nos casos

em que temos um noé fonte, ou fonte espiral ou ainda um ponto de sela.

Observe que essas trés situagoes evidéncia os conceitos de estabilidade, estabilidade
assintotica e instabilidade para solugoes de equilibrio do sistema (3.3) vistas no inicio
deste capitulo. A seguir apresentamos uma tabela com o resumo de todos os casos e suas

propriedades.

Tabela 3.1 — Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares x’ = Ax

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
Autovalores reais e distintos
AL> A >0 N6 ou fonte Instavel
A< A <O0 N6 atrator ou sorvedouro | Assintoticamente estavel
Ay <0< N\ Ponto de sela Instavel
Autovalores reais e iguais
A=A >0 N6 préprio ou improprio Instavel
A =X <0 N6 préprio ou impréprio | Assintoticamente estavel
Autovalores Complexos
A, Ao =at1f Ponto espiral
a>0 Instavel
a<0 Assintoticamente estavel
A =i, g = —if3 Centro Estavel

E importante destacar que a analise dos casos apresentados sdo para sistemas de
dimensao dois x’ = Ax, onde podemos apresentar suas solugoes de forma geométrica em
curvas e em um plano de fases. Para sistema de dimensao n, onde temos uma matriz de
coeficientes A, ., e suas solugoes sao no espaco de fases de dimensao n e também em

curvas, podemos fazer uma analise semelhante porém mais complicada de se realizar.

Para sistemas com dimensao maior que dois a analise é feita com uma combinagcao
do que foi visto em duas dimensoes. Um exemplo pratico disso seria um sistema de
dimensao trés onde suas solugoes representariam espirais se aproximando da origem e
outras tendendo ao infinito neste caso teriamos uma matriz com dois autovalores complexos
com parte real negativo e outro autovalor real positivo. Portanto a analise das solugoes é

muito mais complexa para sistemas de dimensao maior que dois ou de dimensao n.
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3.1 Aproximacoes Lineares de Sistemas Nao Lineares

Nesta secao abordaremos como podemos aproximar um sistema linear de um
sistema autonomo nao linear e mostrar a importancia que os pontos criticos desempenham

na hora de determinar essa aproximacao e na classificacdo da sua estabilidade.

Considere um sistema autonomo bidimensional ndo linear
¥ = f(x). (3.13)

Temos como principal objetivo analisar o comportamento das trajetorias deste
sistema (3.13) préximo de um ponto critico 2°. Para esta analise precisamos verificar se
em cada ponto critico de um sistema nao linear, a posicao das trajetérias é semelhante as
trajetérias de um sistema linear fixado, ou seja, podemos associar o sistema nao linear

(3.13) por um sistema linear conveniente, onde suas trajetérias sdo simples de detalhar.

O primeiro passo é escolher um sistema cujo seu ponto critico seja a origem, pois
nao tem perda de generalidade, visto que z° # 0. Portanto, sempre é vidvel substituir
u =z — 2% na equagao (3.13). Logo u corresponde a um sistema auténomo cujo o ponto

critico estd na origem.

Considere agora o que consiste em um sistema nao linear (3.13) ser semelhante ou

proximo de um sistema linear (3.3). Por hip6tese temos que
' = Az + g(z) (3.14)

e x = 0 é um ponto critico isolado do sistema (3.14). Portanto, existe um disco em volta
da origem onde na parte interna nao tenham outros pontos criticos. Considere ainda por

hipotese que det A # 0, de forma que x = 0 seja um ponto critico isolado do sistema linear

= Ax.

Considere agora mostrar como um sistema nao linear (3.14) esta préximo do sistema
linear 2’ = Ax, para isso temos por hipdtese que g(x) seja pequeno. Em outras palavras,
temos por hipodtese que os elementos de g tém derivadas parciais de primeira ordem

continuas e g corresponde a seguinte condicao

llgt)ll — 0 quando z — 0; (3.15)

|||
isso significa que ||g|| é pequeno em relagdo ao préprio ||z|| proximo da origem. Esse tipo
de sistema é chamado de sistema localmente linear na imediacao do ponto critico

x = 0.

A condicio (3.15) pode ser reescrita na sua forma escalar. Portanto, se 7 = (z,y),

temos ||z]| = (22 + y2)2 = r. De forma analoga, caso ¢7(z) = (¢1(x,), g2(x,y)), logo
lg(x)|] = [¢2(z, y) + ¢2(x, y)]2. Portanto, a condicao (3.15) é satisfeita se, e somente se,
9(2.9) — 0, g2(29) — 0 quando 7 — 0. (3.16)
r r
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Exemplo 3.5. Determine se o sistema

/
10 e
v\ _ A 2 — zy (3.17)
Y 0 0,5 y —0, 75xy — 0, 2512

¢ localmente linear em uma vizinhancga da origem.

Primeiramente veja que o sistema 3.17 é da forma (3.14), logo podemos concluir que
(0,0) é um ponto critico, e o detA # 0. Observando o sistema (3.17) podemos facilmente
ver que seus outros pontos criticos sao (0,2),(1,0) e (0,5;0,5); logo em decorréncia temos
que a origem é um ponto critico isolado. Para verificar se o sistema (3.17) corresponde as
condigoes (3.16), é necessdrio fazer uso de coordenadas polares, onde temos x = rcosf e
y =rsiné. Logo,

gi(r,y) —x*—xy —(rcosf)?— (rcosfrsinb)

r r r
—r2cos?f — r?sinfcosh

r
= —rcos’h —rsinfcosh

= —r(cos®f +sinfcosf) — 0 quando r — 0.

Novamente por coordenadas polares, temos

go(x,y)  —0,75xy — 0,25y>  —0,75r cosOrsinf — 0,25(r sin )2

r r r
—0, 7512 cos 0sin @ — 0, 2512 sin?
r
= —0,75r cosfsinf — 0, 25r sin? 4

= —7(0,25sin*0 +0,75cosfsinf) — 0 quando r — 0.

Portanto, podemos concluir que o sistema 3.17 é localmente linear perto da origem.

Observacgao 3.6. Temos no exemplo 3.5 que o sistema linear correspondente ao sistema

3.17 é ,
T 1 0 T
) -(00) ()

por ele podemos calcular seus autovalores e assim determinar a estabilidade dos seus
pontos criticos e consequentemente essa serd a estabilidade do sistema localmente linear
3.17. Portanto, podemos concluir que, a classificagcdo da estabilidade dos pontos criticos de
sistemas nao lineares autonomos pode ser feita através de sistemas lineares fazendo apenas

aproximacoes lineares.
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4 Aplicacoes

Vimos nos capitulos anteriores os conceitos, teoremas, os métodos de resolugao
e o estudo do comportamento das solugoes de sistemas lineares envolvendo equagoes
diferenciais, neste capitulo vamos abordar esses sistemas como modelos matematicos. Como
sabemos varias situagoes ou problemas do nosso cotidiano podem ser vistos como problemas
matematicos e a capacidade de transformar essas situacoes em modelos matematicos é
muito importante. Este capitulo terd como base o estudo (BASSANEZI; JUNIOR, 1988)
e (BOYCE; DIPRIMA, 2010), aplicando os sistemas aqui estudados aos diversos modelos

matematicos que estao relacionados as diversas situacgoes da vida real.

4.1 O Péndulo Oscilatério

O péndulo oscilatério é constituido de um corpo rigido preso a um fio flexivel e
inextensivel por uma de suas extremidades, enquanto a outra é presa em um determinado
ponto. Seu movimento é oscilatorio pois executa movimentos de ida e volta em torno
da sua posicao de equilibrio, este movimento também pode ser definido como periédico
pois ele depende de um certo periodo, ou seja, um tempo necessario para completar uma

oscilacao.

O estudo do péndulo oscilatério é muito importante pois seu movimento peridédico
depende apenas do intervalo do ponto de suspensao a seu centro de massa, da velocidade da
gravidade no local e da disposi¢ao da massa ao redor do seu centro de massa, considerando
neste caso as pequenas extensoes de deslocamento que este péndulo sofre. Por esta razao
até 1930 o péndulo era considerado um o6timo marcador de tempo, onde os melhores

relogios da época eram justamente os de péndulo.

Como seu movimento periédico depende apenas da velocidade da gravidade, po-
demos utilizar o péndulo oscilatério para determinar a velocidade da gravidade em um
determinado local. Neste trabalho além da aplicagdo de sistemas de equacoes diferenciais
lineares estendemos também para os conceitos de estabilidade e vamos verificar como ¢ a

classificacao dos pontos criticos a partir das equagoes do péndulo oscilatorio.

Primeiramente considere a Figura 4.1 e a seguinte disposi¢ao: uma massa m presa
na extremidade de uma barra rigida, sem peso e de comprimento L. Na ponta da outra
extremidade da barra temos uma origem O ao qual estd erguida, a barra por sua vez esté
livre para oscilar no plano. A posicao do péndulo é feita pelo angulo 6 que é a relacao entre
a barra e a direcao vertical com sua orientacao para baixo e seu sentido trigonométrico

positivo. A forca gravitacional mg comportar-se para baixo e a for¢a de amortecimento
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¢|—, onde ¢ é positivo, tem sentido contrario ao do movimento. A deducao da equacao de

dt

movimento ¢ feita pelo principio angular de movimento, que define a taxa de variacao no

tempo do movimento angular em volta de qualquer ponto como sendo igual ao movimento

da forca decorrente no ponto. Portanto o movimento angular ¢ m.L? (dt)’ logo podemos

definir esta equacao como

d*0 do :
mLQﬁ = _CLE — mgLsin6. (4.1)

Observando a equagao (4.1) representamos os movimentos relativos a forca de atrito
e da forga gravitacional como sendo as componentes L e Lsinf, nesta ordem, como as
forcas tendem a fazer o péndulo se movimentar no sentido horario, ou seja, negativamente

temos que o sinal na equagao é negativo. Observe que este resultado é analoga para as

. o o o do
outras trés provaveis combinagoes dos sinais de 6 e e

Figura 4.1 — O péndulo oscilatério

c|deat|

e

e
-
-
-
-
-
-----

mg
Fonte: Autor.

Efetuando as operagoes algébricas diretas, ou seja, dividindo toda equacao (4.1)
por mL? e passando tudo para o primeiro membro podemos escrever a equagao (4.1) na

sua forma canodnica. Portanto temos

d?0 c df g .
T Tt =0

fazendo v = -5 e w® = £, temos
2o do
w—l—fy%jtw sinf = 0. (4.2)

0
Novamente fazendo z =6 e y = e podemos transformar a equacao (4.2) em um

sistema de duas equagoes diferenciais de 1 ordem, portanto temos
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dx

dt
(4.3)

dy 5 .

5 = "wsinz-—qy.

Observe pelo sistema (4.3) que 7 e w? sdo constantes, portanto temos um sistema
autonomo nao linear. Neste caso temos que aplicar o método usado na secao 3.1 do capitulo
3, fazendo aproximagoes lineares para o sistema (4.3) e verificando se ele é localmente
linear préximo a origem. Primeiramente igualando as equagdes do sistema (4.3) a zero,
temos que os pontos criticos sao (0,0), (£7,0), (£27,0),..., de forma que a origem é o

ponto critico isolado desse sistema.

Agora reescrevemos as equagoes do sistema (4.3) de forma a identificar os termos
lineares e nao lineares. Observe que na segunda equac¢ao temos o termo sinx que pode ser
reescrito como sinz = x + (sinx — z) e assim fazendo a substitui¢ao na segunda equagao

do sistema (4.3) temos o sistema correspondente

O G 9 R P A

Observe que o sistema (4.4) estd na forma (3.14) e em comparagao temos que

a(z,y) =0 e goz,y) = —w’(sinx — ).

Pela série de Taylor para a fungao seno, o termo sinx — z tem um comportamento da

seguinte forma
—23 —(r3cos®0) )
T i quando x é pequeno.

Como resultado, temos

T sinx —x
g2( ,y): — 0 quando r — 0.
r r

Logo, podemos concluir que o sistema (4.4) é localmente linear perto da origem e con-
sequentemente o sistema (4.3) também ¢é localmente linear perto da origem. Aplicado o
método das aproximagoes lineares no sistema auténomo nao linear (4.3) podemos agora
determinar seu sistema linear e assim a partir dele determinar seus autovalores e classificar
a estabilidade do ponto critico. Portanto, considerando o sistema (4.4), temos que o sistema

linear correspondente ao sistema (4.3) na origem é

)= ()
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Determinando agora seus autovalores temos

0—A 1

2

det(A — M) = \
—w? oy —

= (=X =X+

= Ay + A2+ w?
=A%+ My + W’

Calculando as raizes do polinémio caracteristico temos os seguintes autovalores

PN o
2

)\17)\2 =

Portanto, podemos concluir que a estrutura das solugoes dos sistemas (4.3) e (4.5) resulta

do sinal de % — 4w? e pode ser interpretado da seguinte maneira:

1. Caso 72 — 4w? > 0, seus autovalores sdo reais, distintos e negativos. Logo o ponto
critico (0,0) é classificado como um né assintoticamente estével do sistema linear

(4.5) e do sistema localmente linear (4.3).

2. Caso 7?2 — 4w? = 0, seus autovalores sao reais, iguais e negativos. Logo o ponto
critico (0,0) é classificado como um né préprio ou impréprio assintoticamente estavel
do sistema linear (4.5). O ponto critico pode ser ainda classificado como um né

assintoticamente estédvel ou um ponto espiral do sistema localmente linear (4.3).

3. Caso 72 — 4w? < 0, seus autovalores sao complexos com parte real negativa. Logo o
ponto critico (0,0) é classificado como um ponto espiral assintoticamente estavel do

sistema linear (4.5) e do sistema localmente linear (4.3).

Portanto, podemos concluir que em um péndulo oscilatério seu amortecimento pode ser
pequeno neste caso o ponto critico (0,0) é classificado como um ponto espiral do sistema
(4.3). No caso em que o amortecimento pode ser suficientemente grande, entao neste caso
o ponto critico é classificado como um né. Em ambos os casos, a origem ¢é classificada

como assintoticamente estével.

Fazendo uma andlise mais detalhada para o caso v2—4w? < 0, onde o amortecimento
do péndulo é pequeno. Temos que o sentido das espirais préximas de (0,0) pode ser
encontrado de forma direta pelo sistema (4.3). Para isso temos o ponto em que a espiral

encontra o semieixo positivo dos y(z = 0,y > 0). Portanto, em tal ponto temos do sistema
dx
(4.3) que yr > (. Entao, temos que o ponto (z,y) na trajetéria esta se deslocando para a

direita de forma que o sentido desse deslocamento nas espirais é horario.

Uma anélise pode ser feita para o ponto critico (£nm,0), onde n é um inteiro e

pode ser par ou impar. Para fazer esta analise é necessario utilizar o sistema localmente
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linear (4.3). A partir dele tiramos suas derivadas parciais e calculamos as derivadas parciais

no ponto critico. Calculando as derivadas parciais do sistema (4.3) temos
Fx = O, Fy = 1, Gw = —(,u2 cos T, Gy = —.

Agora calculando as derivadas parciais no ponto critico (27, 0), obtemos

)=o) ()

onde u = x — 2w, v = y. Observe que obtemos o mesmo sistema linear para o ponto critico
na origem. Portanto, o comportamento do péndulo no ponto critico (27,0) é o mesmo
perto da origem e essa situagdo se repete em outros pontos criticos da forma (£nm,0),
onde n é um inteiro par, visto que esses pontos criticos representam no péndulo a posi¢ao
de equilibrio mais baixa. Logo, o sentido do movimento desses pontos criticos sao espirais

no sentido horario. Como pode ser observado na Figura 4.2.

Figura 4.2 — Pontos espirais assintoticamente estaveis para o péndulo

y

P —

2n 2n

Fonte: Autor.

A anédlise para o ponto critico (m,0) é feita de forma anédloga ao caso anterior. Logo,

calculando as derivadas parciais no ponto critico obtemos o seguinte sistema linear

)

onde u =z — 7,v = y. Agora calculamos os autovalores do sistema (4.6) temos

—'y:t\/m
A, Ay = 5 .

Neste caso temos um autovalor positivo e outro negativo. Portanto, podemos concluir que o
ponto critico (7,0) é um ponto de sela instével para o sistema linear (4.6) e para o sistema
localmente linear (4.3). E novamente esta situacao se repete em todos os pontos criticos da
forma (+nm,0), onde n é um inteiro impar, visto que esses pontos criticos representam no
péndulo a posicao de equilibrio mais alta. Portanto, o sentido do movimento desse pontos
criticos sao pontos de sela instaveis. E pode ser observado na Figura 4.3. Como foi visto a
classificagdo da estabilidade de um sistema localmente linear pode mudar de acordo com o

ponto critico escolhido.



64

Figura 4.3 — Pontos de sela instaveis para o péndulo

yA
\/ \,/
XKt
/\ /\

Fonte: Autor.

\/

A aplicacao de sistemas de equagoes diferenciais lineares é muito util para modelos
matematicos que envolve diversas variaveis dependentes, onde cada uma é funcao da
mesma variavel independente e esta ¢ inica. Podemos ver essa aplicacao em varios modelos
como um sistema massa-molar, um sistema molecular e um sistema formado por varios

péndulos.

Como vimos a aplicacao de sistemas em modelos matematicos é fundamental pois
ajuda na resolucao e na andlise do comportamento das solugoes e assim podemos tirar
uma conclusio a respeito de cada modelo que é estudado. E importante destacar que essa
aplicacao é bem vasta podendo ser aplicada em varias ciéncias como a fisica, quimica, a
biologia entre outras e ajudar a entender as diversas situacoes que acontece no nosso mundo

além de ajudar no progresso da ciéncia e no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.
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Conclusao

Através deste trabalho foi feito um estudo sobre sistemas de EDO e sua estabilidade,
apresentando conceitos, teoremas e definicbes que constituem as solugoes de sistemas
lineares. Em seguida apresentamos os principais métodos de resolucao de sistemas homo-
géneos com coeficientes constantes, utilizando as ferramentas da Algebra Linear como os
autovalores e autovetores para obter as solugoes desses sistemas. E para concluir exibimos

como obter a solugdo de um sistema nao homogéneo.

Examinou-se a estabilidade de sistemas lineares bidimensionais apresentando as
defini¢des de ponto critico estavel, assintoticamente estavel ou instavel e fazendo uma
analise mais geométrica das solucoes e classificando cada solugao quanto a natureza de

seus autovalores e autovetores levando em consideragao a trajetoria e o sentido.

Este trabalho proporcionou ampliar os conhecimentos em EDO, mostrando como
podemos transformar uma EDO de ordem superior em sistemas de EDO de primeira
ordem e assim usar técnicas de resolucao que sao semelhantes as técnicas utilizadas para se
resolver uma EDO Por fim apresentamos aplicagdes como o péndulo oscilatorio, mostrando
como a partir de um sistema nao linear podemos fazer aproximacgoes lineares com o objetivo
de classificar os pontos criticos de acordo com a estabilidade ajudando na obtencao dos

resultados.

Concluimos que os sistemas sao muito importante em problemas reais, esta ferra-
menta estudada neste trabalho tem grande relevancia nas areas de fisica, quimica, biologia,
engenharia entre outras. Buscando sempre conhecer o comportamento dos varios feno-
menos existentes a fim de construir modelos e contribuir de forma significativa para o

conhecimento cientifico.
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