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Resumo

O mundo estd em uma constante evolugao tecnologica e com essa evolucao percebemos
novas necessidades que se refletem até no ensino, pois novas sociedades trazem consigo
novos comportamentos e pensamentos. Pensando nisso, este trabalho tem por objetivo
apresentar mais uma possibilidade de ensino da Matematica utilizando o recurso da
realidade virtual que a cada dia se torna mais viavel e aberto a diversas possibilidades,
que dependem apenas de criatividade e empenho. Mas diferente do que se possa imaginar,
minha proposta nao defende o uso estatico como um simples usuario, pelo contrario,
pretendo mostrar que é possivel apresentar esse recurso de uma forma dindmica, como
um auxiliar na constru¢ao do conhecimento. Pois como veremos nos resultados do projeto
usado para exemplificar a minha proposta, ¢ possivel se utilizar de um recurso classico ja
muito explorado no ensino como o jogo Torre de Handi e ampliar as suas opgdes como um

recurso didatico de uma forma inovadora.

Palavras-chave: Realidade Virtual, Computacao Grafica, Algebra Linear Numérica,

Aplicagoes em ensino.



Abstract

The world is in constant technological evolution and with this evolution, we notice new
demands that are reflected even in teaching, as new societies bring with them new behaviors
and thoughts. With that in mind, this work aims to goal another possibility of teaching
Mathematics using the resource of virtual reality that every day becomes more viable
and open to several possibilities, which depend only on creativity and commitment. But
different from what you might imagine, my proposal does not defend the use of static as a
simple final user, at contrary, I intend to show that it is possible to present this resource
dynamically, as an aid in the construction of knowledge. As we will see in the results of
the project used to exemplify my proposal, it is possible to use a classic resource already
widely explored in teaching such as the Tower of Hanoi game, and expand its options as a

didactic resource in an innovative way.

Keywords: Virtual Reality, Computer Graphics, Numerical Linear Algebra, Teaching
Applications.
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Introducao

A Matematica é uma area do conhecimento dinamica, esta presente em tudo e nao
¢é a toa que Galileu Galilei a considerou como sendo a linguagem que Deus escreveu o
universo. Diante disso, nao podemos trata-la de forma passiva, pois para obter seu dominio
é necessario muita pratica que pode ir além da caneta e o papel, como por exemplo numa

analise de uma tecnologia como a Realidade Virtual (RV).

Nesse trabalho, iremos mostrar alguns aspectos matematicos que encontramos
numa parte dessa tecnologia, veremos superficialmente alguns conceitos que sdo aplicados
na computacao grafica. Mas se houver curiosidade, quanto mais afundo vocé se aprofundar

nesse assunto mais conceitos complexos da matematica voceé ira se deparar.

No entanto, este trabalho pretende permanecer na superficie, pois o objetivo é
mostrar para os que nao entendem a importancia da matematica uma de suas aplicagoes e
quem sabe plantar uma semente do interesse por essa area do conhecimento e além disso,
compreendendo a dificuldade que assuntos abstratos como os da disciplina Algebra Linear
podem representar para um ingressante no curso, quero expor uma alternativa que pode

favorecer o aprendizado desses assuntos.

Pensando nisso, minha proposta nesse trabalho é mostrar que é possivel criar um
projeto usando essa tecnologia sendo a matematica o centro de interesse do comeco ao
fim do projeto, analisando os aspectos envolvidos, pensando em uma aplicagao e por fim

desenvolvendo.
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1 Realidade Virtual

Varias sao as defini¢oes sobre a realidade virtual, mas em geral, refere-se a uma
experiéncia imersiva e interativa baseada em imagens graficas 3D geradas em tempo
real por computador, ou seja, é uma simulagao gerada, de um mundo real ou apenas
imaginario.(BRAGA, 2001)

Basicamente a ideia surgiu em 1963, nos Estados Unidos, com uma aplicagao
desenvolvida por Ivan Sutherland, que permitia a manipulacdo de figuras tridimensionais

no monitor de um computador, em tempo real.

Apesar de ser uma tecnologia antiga, o custo elevado de implantacao foi um entrave
durante mais de duas décadas. Agora devido a evolugao dos hardwares, que estdao cada
vez menores, eficientes e mais acessiveis por terem custos menos elevados e também dos
softwares que com a evolugao dos hardwares lhes foi permitido possuir mais robustez,

estamos cada vez mais aptos a expandir o uso dessa tecnologia.

Apesar de possuir defini¢oes distintas dependendo da literatura usada, Realidade
Virtual (RV) tem algumas subdefinigdes devido as varias possibilidade de aplicacao que
a tecnologia pode oferecer, pois note que dependendo de como é aplicada ela pode ser
considerada segundo (RIBEIRO; ZORZAL, 2011) imersiva ou ndo imersiva.

Além do que foi exposto, RV também pode ser caracterizado pela coexisténcia

integrada de mais duas ideias que exigem nossa atencao, que sao:

o Interacao

« Envolvimento

Conforme (NETTO; MACHADO; OLIVEIRA, 2002) a interagao est4 ligada a
capacidade do computador detectar as entradas do usuario e modificar instantaneamente o
mundo virtual em funcao das agoes efetuadas sobre ele (capacidade reativa), pois é evidente
que as pessoas sao cativadas por uma boa simulacao em que as cenas mudam em resposta
aos seus comandos, que é caracteristica mais marcante encontrada nos video games. Outros
artificios para aumentar o realismo sao empregados, por exemplo, a texturizacao dos
objetos do ambiente e a insercao de sons tanto ambientais quanto sons associados a objetos

especificos.

Ja o envolvimento, por sua vez, esta ligado ao grau de motivacao para o engaja-
mento de uma pessoa em determinada atividade que pode ser passivo, como ler um livro

ou assistir televisao, ou ativo, ao participar de um jogo com algum parceiro.
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Diante dessas possibilidades RV tem potencial para os dois tipos de envolvimento
ao permitir a exploracdo de um ambiente virtual e propiciar a interacao do usuédrio com o

mundo virtual dinamico.

Embora a percepcao visual seja nosso sentido primario, pois 70% dos receptores
do sentido humano encontram-se nos olhos, tornando-os os grandes “monopolistas dos
sentidos”, outros sentidos também devem ser estimulados para proporcionar uma completa

imersao; entre os quais o retorno auditivo, o tato e a forga de reacao.

1.1 Realidade Virtual Imersiva

A realidade virtual é considerada imersiva quando transporta o usuério totalmente
para o dominio da aplicagao, fazendo com que ele se sinta completamente imerso no mundo

virtual, interagindo com seus objetos e sentindo suas reagoes, através dos dispositivos
multissensoriais.(RIBEIRO; ZORZAL, 2011)

Por isso, quando a implementagdo é baseada em capacete (HMD), VR headset ou

salas de multiprojecao e em outros dispositivos multissensoriais, considera-se imersiva.

1.2 Realidade Virtual n3o Imersiva

A realidade virtual é considerada nao imersiva quando transporta o usuario parci-
almente para o dominio da aplicacao, preservando seu senso de presenca no mundo real,
enquanto atua no mundo virtual, sendo assim, a tecnologia ¢ implementada no modo
janela, ou seja, é modo de acesso ao ambiente virtual em que ja estamos muito bem
familiarizados, pois conforme (NETTO; MACHADO; OLIVEIRA, 2002) isso se deve ao
fato de os monitores ainda apresentarem alguns pontos positivos, como o baixo custo e
a facilidade de uso, evitando as limita¢oes técnicas e problemas decorrentes do uso do

capacete.

Porém, a tendéncia deve ser a utilizacdo da RV imersiva na grande maioria das
aplicagoes futuras ao invés do que é definido por multimidia pelo (RIBEIRO; ZORZAL,
2011):

A interagdo com a aplicagdo ocorre com o apoio de teclado ou mouse,
permitindo que o usuario atue indiretamente em pontos ou espago da
tela do monitor ou de projecdo. Recentemente, as interacdes tangiveis
aplicadas diretamente na tela do monitor ou de projecdo, através da
técnica touch screen, vém crescendo, em funcao de suas facilidades e
funcionalidades. As interagoes com o computador, por meio de didlogo
verbal, ainda estdo em estagio inicial, mas sdo promissoras para facilitar
o acionamento e controle das aplicagoes computacionais. Aplicagoes
multimidia utilizam interfaces em ambientes 2D.
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Atualmente, podemos notar claramente esta tendéncia de utilizacdo da Realidade
Virtual no ousado projeto Metaverso que vem sendo desenvolvido pela empresa Meta

(anteriormente Facebook).
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2 Aplicacoes da Realidade Virtual

Estamos a cada dia sendo levados para uma nova geracao de interfaces compu-
tacionais baseadas em realidade virtual em que sua utilizagdo sera expandida para os
mais diversos setores que vao desde o marketing até a medicina, conforme (NETTO;
MACHADO; OLIVEIRA, 2002) j& existem setores buscando novas formas de obter uma
melhoria organizacional das empresas e propiciar a modernizacao do sistema produtivo.
Alguns pesquisadores estao propondo a utilizacao de software baseado em RV para simula-
¢ao de equipamentos, treinamento de funcionérios, validacao de planejamento de producao,

visualizacao de layouts de fabricas e prototipacao de produtos.

Diante disso, ja existem uma grande quantidade de softwares disponiveis, com
diferentes ferramentas de programacao e voltados para diferentes plataformas. Por conta
desse desenvolvimento, hoje é possivel, com um computador pessoal, construir e explorar
ambientes de RV.

2.1 Arquitetura

Imagine que vocé precise contratar um servigo de arquitetura para realizar uma
reforma na sua casa ou construir um imével do zero, nao importa o tamanho da obra, se
for de construgao ou reconstrucao, é o tipo de trabalho que sempre deixa a desejar em
algo e precisa de ajustes, no entanto essas corre¢oes podem significar um grande problema
logistico e financeiro. A fim de eliminar essas pequenas dores de cabeca, tanto para quem
presta o servigo quanto para quem ira receber a obra pronta, temos a realidade virtual

como aliada trazendo alivio e otimizagao dos resultados para os dois lados.

Por exemplo, em uma entrevista a (REVISTASIM, 2020) o arquiteto George Casé
explica como vem desenvolvendo novas possibilidades e conta a reagao dos primeiros

clientes a experimentarem os recursos da realidade virtual. Casé afirmou que:

A necessidade surgiu a partir do proprio 3D. Antes a gente trabalhava
basicamente com planta baixa e perspectivas esquematicas. Isso bem 14
atras. SO que o cliente ndo consegue compreender muito bem o projeto.
Com o 3D, isso ja deu uma outra cara. Os 6culos trouxeram uma inovagao.
E uma tecnologia acessivel, a gente j& detém o conhecimento do software,
entdo, por que nao oferecer?

2.2 Area Militar

Na area militar, uma aplicacao tipica é a simulacao de uma cabine de aviao de

combate, desenvolvida pela British Aerospace Real para treinamento dos cadetes britanicos.
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Outro trabalho na area de simulagdo e treinamento em avioes de combate. A RV também
¢ usada para treinar operadores de radares que rastreiam trajetérias de aeronaves, no

treinamento de marinheiros para a préatica de navegacao em submarinos e na simulacao de
um tanque de guerra para treinamento (NETTO; MACHADO; OLIVEIRA, 2002).

No Brasil algumas disciplinas, como Tiro Policial e Técnicas de Policia Ostensiva,
evoluiram durante os anos, passando do simples repasse de conhecimento tedrico para um
conteudo direcionado & pratica policial diaria. Assim, o Policial Militar estudante recebe
um conhecimento de emprego pratico, o qual serd utilizado no cotidiano do exercicio
profissional, junto a populacao. Essa evolucao foi marcada pelo surgimento e uso de
tecnologias multimidias que, no caso da Policia Militar de Santa Catarina, tém servido
para aproximar o contexto da formacao, no treinamento do Policial Militar, daquela

realidade que sera enfrentada nas ruas, durante o exercicio profissional.

A Policia Militar de Santa Catarina dispoe e utiliza recursos multimidia, como é o
caso do simulador de atendimento de ocorréncias policiais e de tiro policial, midia que
possibilita ao Policial Militar, em ambiente controlado, simular o atendimento de ocorréncias

onde podera se deparar com variadas situacgoes, diferentes formas de enfrentamento e
respostas agressivas do cidadao abordado(ROSA; PAVANATI, 2014).

Segundo (ROSA; PAVANATI, 2014) ap6s adotar a tecnologia no quadro de formagao
de Policiais Militares, houve uma reducao evidente na quantidade de policiais mortos
em combate, entre os anos de 1990 até 2000, apesar de o estado ter sofrido um aumento

significativo na criminalidade junto ao poder bélicos dos mesmos.

Ja na Espanha, uma empresa desenvolveu uma solugao para uso militar, a Indra,
fornecedora de tecnologia e consultoria, langou uma nova versao do simulador Victrix, que
coloca soldados em um ambiente urbano virtual no qual eles podem preparar suas missoes

com maior grau de detalhamento e precisao, até que uma execucao perfeita seja alcancada
(MONTEIRO, 2021).

Usando um o6culos de realidade virtual na sala de simulagao, os soldados se sentem
em uma situagdo de combate real em um cenario tatico urbano, como preparagao para
uma missao, nao necessariamente a simulagao precisa ser no mesmo batalhao, ja que a

aplicacao trabalha conectada a internet.

A tecnologia usa renderizacdo 3D e tecnologias de posicionamento 6ptico que
permitem localizar e rastrear objetos com precisao milimétrica e baixa laténcia. Cada
soldado usa sensores no corpo para que o simulador detecte sua posicao e reproduza

praticamente todos os seus movimentos.
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2.3 Marketing

Dentro do Marketing a realidade virtual pode ser usada para diversos fins, tais
como: treinamento, demonstracao, apresentacao de produtos, comunicacao de informacoes
corporativas e entre outros (RIBEIRO; ZORZAL, 2011).

Diante de tantas possibilidades nao é de se ficar surpreso em como o mercado tem
crescido, podemos observar no grafico abaixo na Figura 2.1 que as receitas globais de
realidade virtual atingiram a marca de US$ 7 bilhdes de dblares em 2017, com previsao de
atingir US$ 74 bilhdes no ano de 2021.

Figura 2.1 — Global VR Industry Revenue, 2017 - 2021 em bilhoes de ddlares

Fonte: Autora.

Ela tem um grande valor para muitas organizacoes, principalmente relacionada a
capacidade de interacao oferecida de dar ao usuario a verdadeira experiéncia de propriedade
do produto, sem a necessidade de envio de amostras do mesmo, isso acontece quando, por
exemplo, o usuario pode interagir com a modelagem de um produto, observando detalhes
externos e de funcionamento, o que permite ao cliente conhecer melhor as caracteristicas
de um produto antes de compra-lo, o que representa para a Empresa, a expectativa é
a diminui¢do de custos com a produgao e envio de protétipos ou amostras (RIBEIRO;
ZORZAL, 2011).

A imersao que a realidade virtual proporciona é muito maior que a de qualquer
outro meio que existe hoje, e tem grande efeito sobre o comportamento dos consumidores.
As experiéncias com realidade virtual afetam dreas do nosso cérebro responsaveis por nos
fazer tomar decisoes de compra (MORAES, 2021).

Além disso, explicar como equipamentos industriais ou produtos complexos operam
pode ser complicado, logo a RV é uma excelente ferramenta para demonstrar as operacoes

e as capacidades de um produto ou maquina.

E mais, existe um grande aumento no potencial de mercado uma vez que a sua

experiéncia com o produto pode ser compartilhado por qualquer pessoa no mundo que
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tem o hardware/software necessario, nesse contexto a internet tem papel fundamental. Por
fim, apresenta a possibilidade de se usar todos os quatro elementos do paradigma de novas
comunicagoes (entreter, informar, persuadir e interagir), proporcionando uma riqueza de
opgoes a serem exploradas (RIBEIRO; ZORZAL, 2011).

Diante disso, podemos afirmar que é o proximo passo no consumo de conteudo,

pois bastar pensar em como temos consumido conteido na internet:

e Texto

e Imagens

e Videos

Cada item acima citado, adiciona um novo aspecto visual ao contetido, tornando-o
mais atrativo, relevante e interativo. O que por consequéncia, torna a experiéncia com
RV o préximo passo, colocando o usuario mais proximo do conteido, quase como parte
dele. Conforme (MORAES, 2021) em um cendrio de muita competitividade, pode ser

interessante ja sair a frente da concorréncia.

2.4 Medicina

A érea de saude tem sido uma das grandes beneficiadas e, ao mesmo tempo, uma
das grandes inspiradoras para o desenvolvimento de aplicagoes usando esta tecnologia,
pois a realidade virtual pode oferecer recursos e respostas as necessidades computacionais

relacionadas a simulagoes, treinamentos e terapias para as diversas especialidades da saude
(RIBEIRO; ZORZAL, 2011).

Conforme (KIRNER; SISCOUTTO, 2007) em aplicagoes médicas, objetos tridimen-
sionais (3D) sdo usados para representar pacientes, equipamentos, ambientes (consultérios,
salas de cirurgia) e 6rgaos humanos. Em geral, modelos mateméticos e fisicos sdo empre-
gados para simular trajetorias, interagoes, efeitos e outras caracteristicas desses processos.
Exemplos de simulagoes sao o efeito de um medicamento no corpo humano ou as con-

sequéncias da radiacao proveniente de um exame de raios-X.

Os treinamentos certamente constituem a categoria mais explorada quando se trata
de aplicacoes de RV. Usando objetos 3D, técnicas de interagao, dispositivos tangiveis e
dispositivos que favorecem a visualizacao estereoscopica, é possivel construir ferramentas
por meio das quais estudantes e profissionais podem aprender e treinar um determinado

procedimento antes de executa-lo em pacientes reais.

A aplicacdo de uma anestesia e a simulagdo de procedimentos cirtrgicos sao

exemplos de ferramentas que podem se beneficiar dessas tecnologias, além das terapias
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que auxiliam no tratamento e recuperacao de pacientes em diversas areas, por exemplo
pode-se aplicar no tratamento de fobias e no tratamento de reabilitagao fisica e mental

(RIBEIRO; ZORZAL, 2011).

2.5 Educacao

Segundo (BRAGA, 2001) esta aplicagao ainda é foco de estudos, mas iremos analisar
pesquisas que estdo em andamento e as propostas de utilizacdo no ensino. Pois, ja vimos
que empresas tem adotado esse recurso como uma forma eficaz de venda, validagao de

prototipos e treinamento de seus funcionarios.

Em (BRAGA, 2001) a realidade virtual dard um grande salto em intimeras areas dos
conhecimentos existentes, mas principalmente na educagao, por permitir experiéncias com
o conhecimento de forma imersiva e interativa; ou seja, permitird que ocorra aprendizagem
sobre um determinado tema inserido no contexto, e com isso a cada agao que fizer, receber
um feedback, ja que cada pessoa possui uma particularidade, logo cada um tem o seu estilo
de aprendizagem, uns visuais, outros verbais, uns gostam de explorar e outros preferem

deduzir.

Diante disso, estando o usuéario, envolvido e totalmente imerso no ambiente virtual,
ele podera desenvolver um comportamento natural e intuitivo, buscando agir como agiria
no mundo real e através da interagao receber a resposta ideal para suas acoes, assim a
educacao passa a ser vista como um processo de descoberta, exploracao e de observacao,
além de uma eterna construcao do conhecimento. Diante disso, as caracteristicas especificas
da Realidade Virtual podem transforméa-la num poderoso instrumento a servico de todos

que buscam a evolugdo da educacao (BRAGA, 2001).

Em (BRAGA, 2001) afirma-se que a RV nao pode ser tratada apenas como “mais
uma ferramenta” para melhorar a aprendizagem e sim, como um poderoso instrumento
de aprendizagem cujos métodos tradicionais estao falhando. Falha-se exatamente por nao
permitir a descoberta e a exploragao do conhecimento, construindo seu préprio saber de

forma mais duradoura por nao ser alicer¢ado numa experiéncia pessoal.

Varios autores concordam ao relatar que existem diversas razoes para se usar a

Realidade Virtual na educacao. Dentre elas destacamos:

« Maior motivagao dos estudantes (usuérios);

O poder de ilustracao da realidade virtual para alguns processos e objetos é muito

maior do que outras midias;
e Permite uma andlise de muito perto;

e Permite uma anélise de muito longe;
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o Permite que as pessoas deficientes realizem tarefas que de outra forma nao sao

possiveis;
o D4 oportunidades para experiéncias;
o Permite que o aprendiz desenvolva o trabalho no seu préprio ritmo;
» Nao restringe o prosseguimento de experiéncias ao periodo da aula regular;

o Permite que haja interacdo, e desta forma estimula a participacao ativa do estudante.

Mas (BRAGA, 2001) ressalta que infelizmente, a utilizacdo da Realidade Virtual
nas escolas esta longe de ser um sistema barato. Contudo, sua utilidade é superior aos
custos devendo ser um fator determinante para sua implementacao no setor da educacao.
Em primeiro instante esta tecnologia se instalara no ensino superior, no qual a Realidade
Virtual esta sendo utilizada como trabalho de investigacao e pesquisa e acrescenta que para
a propagacao desses ambientes virtuais deverdo ser vencidas algumas barreiras, como o alto
custo de implantacao, a falta de métodos, de técnicas e de ferramentas de desenvolvimento,
aliados a necessidade de envolvimento de equipes multidisciplinares. Além disso (BRAGA,
2001) cita que:

A sala de aula interativa seria o ambiente em que professor interrompe
a tradigao do falar/ditar, deixando de identificar-se com o contador de
histérias, e adota uma postura semelhante a dos designers de software
interativo. Ele constr6éi um conjunto de territorios a serem explorados
pelos alunos e disponibiliza co-autoria e multiplas conexoes, permitindo
que o aluno também faca por si mesmo. Isto significa muito mais do
que ser um conselheiro, uma ponte entre a informacao e o entendimento,
um estimulador de curiosidade e fonte de dicas para que o aluno viaje
sozinho no conhecimento obtido nos livros e nas redes de computador. E
a educagao pode deixar de ser um produto para se tornar um processo
de troca de ac¢des que cria conhecimento e ndo apenas o reproduz.

Outro ponto positivo nao mencionado acima é que a RV permite levar ao usudrio
temas de dificil aprendizagem e as vezes com impossibilidade de demonstracao, pois
(MARCAL; ANDRADE; RIOS, 2005) considera que o ambiente de realidade virtual seja
tomado como um apoio a aprendizagem, os mundos tridimensionais virtuais, onde o sujeito
possa se movimentar, ouvir, ver e manipular objetos, como no mundo real, representam
interessantes oportunidades a disposicao dos educadores. A introducao dos chamados
Sistemas de Realidade Virtual (SRV) na educacao pode modificar significativamente o
papel destes educadores e aponta o m-Learning como uma importante alternativa de ensino
e treinamento a distancia, que possui um grande potencial na utilizagdo da tecnologia
movel como parte de um modelo de aprendizado integrado, caracterizado pelo uso de

dispositivos de comunicagao sem fio, de forma transparente e com alto grau de mobilidade.
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Ja (MOLINA, 2018) afirma que a RV torna o ensino mais agradavel e memoravel,
pois permite que o conteudo da aula seja memoravel por anos e que esse tipo de recurso
proporciona ao aluno a possibilidade de se expressar de forma diferenciada, utilizando um
novo estilo de letramento digital, e exemplifica que quando um professor de Matemaética
planeja uma sessao de problemas com contexto, os alunos normalmente expressam alguma
rejeicao, mas as habilidades de resolucao de problemas com contexto sdo muito importantes
para o desenvolvimento de competéncia matematica e precisamos procurar situagoes em

que a resolugdo de um problema de contexto tornar-se uma atividade motivacional.

Uma forma de torna isso motivante é usar a RV, que por exemplo, em uma atividade,
os alunos trabalham em pares para criar uma realidade virtual apresentando um problema
de contexto sobre formas geométricas tridimensionais. Cada problema é compartilhado com
a sala de aula com um cédigo QR, e os alunos tém que escanear quantos cddigos puderem
em uma hora e resolver os problemas expostos. Com esta atividade estdo trabalhando
diferentes habilidades para resolver problemas como normalmente fazem em uma sala de
aula tradicional, mas com um fator altamente motivador: usar novas tecnologias para criar

sua propria realidade virtual para retratar um problema de contextualiza¢gao (MOLINA,
2018).
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3 Aspectos Matematicos

A programacao 3D requer novas habilidades e conhecimentos que vao além do

tipico ato de desenvolver uma aplicacao (PARISI, 2015).

Grande parte dos graficos é apenas tradugao matematica diretamente em codigo.
Quanto mais limpa a matemadtica, mais limpo, o cédigo resultante (MARSCHNER et al.,
2016); Pensando nisso, vamos mostrar alguns topicos de Matematica encontrados nessa

tecnologia no que se refere a visualizacao grafica.

3.1 Sistemas de Coordenadas 3D

Usuarios dos sistemas atuais estao familiarizados com sistemas de coordenadas
cartesianas 2D, como as coordenadas de janela usadas em um aplicativo de area de trabalho
do Windows ou um aplicativo moével iOS, entao poderiam imaginar que existem valores x
e y que representam as coordenadas em cada eixo. Estas coordenadas 2D definem onde as
subjanelas e controles de IU estao localizados dentro de uma janela, ou onde a “caneta”
ou “pincel” virtual desenha pizels em uma janela ao se usar uma API de desenho grafico.
Da mesma forma, o desenho 3D ocorre (ndo surpreendentemente) em um sistema de
coordenadas 3D, onde a coordenada adicional, z, descreve a profundidade, ou seja, quao
longe dentro ou fora da tela um objeto é desenhado. A transicao de usuarios acostumados

com o conceito do sistema de coordenadas 2D para um sistema de coordenadas 3D deve
ser imediato (PARISI, 2015).

Geralmente, o sistema de coordenadas tendem a ser organizados como ilustrado na
Figura 3.1, com o eixo = sendo representado horizontalmente onde os valores negativos se
encontram a esquerda e os positivos a direita, y é representado verticalmente em que os
valores positivos estao acima e os negativos abaixo e por fim o eixo z é representado de

fora para dentro de tela.

Figura 3.1 — Sistema de Coordenadas 3D

Fonte: Autora.



Capitulo 3. Aspectos Matemdticos 23

3.2 Bases Ortonormais

Gerenciar sistemas de coordenadas é uma das principais tarefas de quase todos os
programas graficos; a chave para isso é gerenciar as bases ortonormais. Qualquer conjunto
de dois vetores 2D u e v formam uma base ortonormal, desde que sejam ortogonais (em

angulos retos) e cada um tem comprimento unitario (MARSCHNER et al., 2016).

lull = [lvfl =1

3.3 Malhas, Poligonos e Vértices

Existem varias formas de desenhar gréaficos 3D, mas a mais comum ¢é usando malha.
A malha é um objeto composto por um ou mais formas poligonais, construidos usando
vértices ternos ordenados (z,y, z) definindo as coordenadas de posi¢ao no espago 3D. Os
poligonos tipicamente utilizados em malhas sdo os tridngulos (grupo de 3 vértices) e quads
(grupo de quatro vértices). Malha 3D geralmente refere-se ao modelo 3D final (PARISI,
2015).

Abaixo, temos a Figura 3.2 que ilustra uma malha 3D. As linhas quadradas
na malha, definem a forma da garrafa. Note que os eixos definem apenas a forma; as
propriedades da superficie da malha, como cor e sombreamento, que podem proporcionar
um realismo aos nossos olhos sdo definidos usando atributos adicionais, que discute-se a

seguir.

Figura 3.2 — Malha Poligonal 3D

Fonte: Autora.
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3.4 Gerando uma imagem

Uma das coisas mais importantes dentro desse processo da criacdo de um ambiente
virtual é geracao de uma imagem na tela do computador, esse ato denomina-se renderizacao,
o qual, dada uma representacao 3D, produz valores de cores para os pizels. Dentro desse
processo, cada pizel corresponde a um raio como mostrado na Figura 3.3, mas observe
que precisa-se entender qual ponto visivel na cena corresponde a cada raio, e por fim,

computar uma cor.

Figura 3.3 — Renderizagao

Image
Camera

Fonte: Adaptado NVIDIA

Para lidar com isso, existem dois algoritmos principais usados em renderizagao,

que sao: Ray casting e Rasterizacao.

3.4.1 Ray Casting

O algoritmo de Ray casting recorre ao lancamento de raios a partir do observador
de forma a perceber qual a distdncia que estao os objetos que compdem a cena, como

mostrado na Figura 3.4,

Figura 3.4 — Raycasting

olha

Fonte: (WIKIPEDIA, 2019).
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ou seja no sentido inverso do que acontece na natureza, a fim de poupar recursos com-
putacionais. Se assim nao fosse, o processamento seria incomportavel e haveria grande
desperdicio de recursos, ja que a maior parte dos raios de luz que partem da fonte de luz,
nao chegam ao observador (WIKIPEDIA, 2019).

3.4.1.1 Representacao do raio
Uma grande questao é: Olhando para a Figura 3.5 como representar o raio de forma
matematica?

Figura 3.5 — Raio

P(t) Ry
Ry

Fonte: Autora.

A forma mais simples se da usando uma reta parametrizada.
P(t) = Ry +t Ry

na qual ¢t > 0, pois nao ha interesse nos valores negativos, Ry representa a origem, e Ry o

vetor diretor.

Uma vez construido o raio usando uma reta parametrizada, é preciso saber quanto
a intersecao do raio com o objeto na cena. Para isso, primeiro precisa-se pensar em como
descrever um plano. Uma das formas mais tradicionais se d4 da posse de um ponto

pertencente ao plano e do vetor normal desse mesmo plano

PO - (l’(], Yo, ZO)

= 0=7n-(p—po) =np—7
F—[A B ] } (p — po) = 7ip — 7ipy

Em que pode-se escrever a equagao dos pontos do plano de forma implicita
HP)=n-P+D=0 (D=-n-P)

Mas sabe-se que o raio é definido por P(t) = EO +t ]:?d, entao o raio intersecta o plano em
H(P(t)), assim

0=H(P(t))=-(Ry+tRy) + D
= (ARy)t + (Ry + D)
iRy + D

=t= —
an
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Conhecendo t, pode-se calcular o ponto de intersecao.

Existe também a representacao de interse¢ao do raio com uma esfera, mas foge dos

objetivos por enquanto.

3.4.2 Rasterizacao

A maioria das imagens de computacao gréafica é apresentada ao usuario em algum
tipo de tela rasterizadas, como pode-se ver na Figura 3.6. Exibicoes rasterizadas mostram
imagens como matrizes retangulares de pizrels. Um exemplo comum é um monitor ou
televisao de tela plana de computador, que possui uma matriz retangular de pequenos
pizels emissores de luz que podem ser ajustados individualmente para cores diferentes

para criar qualquer imagem desejada.

Cores diferentes sao obtidas por meio da mistura intensidades de luz vermelha,
verde e azul. A maioria das impressoras, como impressoras a laser e impressoras a jato de
tinta, também sao dispositivos de rasterizacao. Estes baseiam-se na digitalizacao: nao ha
grade fisica de pizels, mas a imagem ¢é organizada sequencialmente, depositando tinta em
pontos selecionados de uma grade (MARSCHNER et al., 2016).

Figura 3.6 — Imagem grafica rasterizada.

Fonte: (WIKIPEDIA, 2022).

3.5 Interpolacdo Linear

Para (MARSCHNER et al., 2016) a operagido matemdtica mais comum em graficos
é a interpolacao linear. Por exemplo, a interpolacao linear de posi¢ao para formar segmentos
de reta em 2D e 3D, em que dois pontos a e b associados a um parametro ¢t formam a reta
p = (1 —1t)a+ th. Trata-se de interpolacdo porque p passa por a e b exatamente em t = 0
et=1.E uma interpolacao linear porque os termos de ponderacao t e 1 — ¢ sdao fungdes

polinomiais de primeiro grau em ¢.

Dado um conjunto crescente de abscissas xg, x1,...,T,, € para cada x; associa-se
uma ordenada y;. Outro exemplo de interpolacao linear esta em criar uma fungao continua
y = f(x) que interpole essas posigoes, ou seja, f passa por todos os pontos dados), ou
ainda, y; = f (z;). Por interpolagao linear, os pontos (z;,y;) sdo conectados por segmentos

de reta. E natural usar equacoes paramétricas de reta para esses segmentos.
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3.6 Triangulos

Conforme (MARSCHNER et al., 2016) os tridngulos sdo a base da modelagem
primitiva em muitos programas graficos, seja em 2D ou 3D, para figuras planas, triangulos
no mesmo plano; ja para figuras além do plano, tridngulos em varios planos. Frequentemente,
informacodes como a cor sdo marcadas nos vértices do tridngulo e essas informacoes sao

interpoladas no triangulo. O sistema de coordenadas que torna essa interpolacao direta é
chamada de coordenadas baricéntricas (MARSCHNER et al., 2016);

3.6.1 Coordenadas Baricéntricas

Frequentemente segundo (MARSCHNER et al., 2016), em graficos, deseja-se atribuir
uma propriedade, e.g. cor, a cada vértice do triangulo e interpolar suavemente o valor

dessa propriedade no triangulo.

Existem varias maneiras de fazer isso, mas a mais simples é usar as coordenadas
baricéntricas. Uma maneira de pensar em coordenadas baricéntricas é como um sistema
de coordenadas nao ortogonal. Tal sistema de coordenadas é mostrado na Figura 3.7:
Figura 3.7 — Um tridngulo 2D com vértices a, b, ¢ pode ser usado para configurar um sistema de co-

ordenadas nao ortogonal com origem a e vetores de base (b—a) e (¢ —a). Um ponto é

representado por um par ordenado (8,7). Por exemplo, o ponto p = (2.0,0.5), ou seja,
p=a+2,0(0b—a)+0,5(c—a)

7 7‘// T

Fonte: (MARSCHNER et al., 2016).

na qual a origem das coordenadas é o ponto a e os vetores de a até b e de a até ¢ sao
os vetores de base. Com essa origem e esses vetores de base, qualquer ponto p pode ser

escrito como
p=a+p(b—a)+v(c—a)
que produz a equagao
p(a, B,7) = aa+ Bb+ e,
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com a restricao de que
at+pf+v=1

Em principio, coordenadas baricéntricas sao uma construcao abstrata e nao intuitiva,
mas acaba-se revelando poderosa e conveniente. As coordenadas baricéntricas sao definidas
para todos os pontos do plano. Uma caracteristica particularmente interessante das
coordenadas baricéntricas é que um ponto p estd dentro do triangulo formado por a, b e ¢

se e somente se

0<a<l,
0<p<l,
0<vy<l.

3.7 Texturas

Para cada ponto em um objeto pode-se associar alguma propriedade (cor na
superficie é uma delas), e esta propriedade é entao usada na renderiza¢ao do objeto. Em
alto nivel, ao determinar a cor do objeto por pizel na renderizacao, e tipicamente quando
determina-se a cor de um pizel em uma renderizagao, comumente baseia-se tal calculo
nas informagdes sobre o objeto subjacente que aparece naquele pizel; Para um triangulo
na malha, por exemplo, a orientacao do triangulo determina quao brilhante um ponto

especifico sera ao receber iluminagao em uma cena.

Em alguns casos, o tridngulo pode ser assinado por uma tnica cor (i.e., sua
aparéncia sob iluminagdo por luz branca), o que também usamos, mas em alguns casos
pode ser associado para cada vértice, e podemos interpolar para pegar a cor no ponto de
interesse. Frequentemente, os vértices do triangulo sao associados em uma localizagdo em
um mapa de textura, que tipicamente é uma matriz n x k da imagem; é facil pensar no

triangulo como tendo sido esticado e deformado para se assentar na imagem.

A cor do ponto de interesse é entao determinada olhando para sua localizacao no

mapa de textura, como na Figura 3.8, e encontrando a cor 14 (HUGHES et al., 2013).

3.7.1 Atribuicao de coordenadas de textura

Texturizar um modelo é o ato de mapear uma imagem 2D dentro de um poligono
3D. Para isso precisa-se lidar com a transformacao que leva a imagem que estd no espaco
de textura para o mundo onde esta o objeto, e que depois disso pode ser direcionada para

uma tela, como mostrado na Figura 3.9.

Mas para isso precisa-se resolver um problema de localizagao, pois, como seria

corresponder um ponto da textura a um ponto no modelo? Isso é um problema potencial-
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Figura 3.8 — O ponto P do triangulo T'= AABC tem sua cor determinada por um mapa de textura. Os
pontos A, B e C foram atribuidos a pontos na imagem do tabuleiro de xadrez, conforme
mostrado pelas setas; o ponto P corresponde a um ponto em um quadrado branco, entao sua
cor de textura é branca.

A C

Fonte: (HUGHES et al., 2013).

Figura 3.9 — Espacos.

o— e

X

Espaco de Textura Espago do Mundo Espaco da Tela

Fonte: Autora.

mente complicado, pois imagine que deseje-se usar uma localizagdo do objeto que esta no
mundo. Isso seria invidvel para fazer transformacoes como rotagoes e escalas no modelo,
em vez disso, adiciona-se dois valores para cada vértice, denominadas de coordenadas UV,

que sao as coordenadas dos Textels que sao pizels na textura.

Nesse espacgo 2D em que a textura existe, com horizontal e vertical que denotamos
por u € [0,1] e v € [0,1], onde nada existe fora desses intervalos, pois do contréario a
escolha de uma textura com uma resolucao maior, resultaria em coordenadas de textura
diferente. Por causa disso, as coordenadas de textura sao geralmente especificadas como
numeros entre zero e um, para que seja possivel atingir o objetivo de preencher esse espago

com o mapa de textura.

No entanto, para que possamos realizar esse procedimento precisamos determinar

as coordenadas dos textels (U, V') escalonando da seguinte forma:

U=|M, u+1]
V=|M, v+1]

Note que M, e M, representam o nimero de tewztels na horizontal e vertical,

respectivamente. Além disso, é necessario restringir-se ao intervalo, u,v € (0,1), pois ndo
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existe 0 pizel e nem fora do intervalo de tamanho da textura.

O cbdigo a seguir, escrito em linguagem Python, retorna as coordenadas de textel:
from math import floor
d = 1/(1076)

def textelCoordinates(u, v, Mx, My):
if u <= 4d:

u = d

elif u >= 1 - d:
u =1 -d

if v <= d:
v = d

elif v >= 1 - d:
v =1 -d

U = floor (Mx*u+1)
floor (My*v+1)

<
I

return print("(", U,",",V, ")")

textelCoordinates (0.72, 0.40, 1024, 1024)

Que nos retorna (738,410) como sendo a posi¢ao do textel.

3.8 Transformacoes

Podemos usar a Computacio Grifica como mais um pretexto para aumentar o
nosso dominio em certos conteudos, por ser uma forma concreta, ja que a existéncia de
um erro no codigo, pode ser percebida na tela. Entao, por um lado a Algebra linear
aparenta ser dificil e frustrante para alguns por conta do nivel de abstragdo, por outro lado
a Computacao Grafica é uma oportunidade de se aproximar dos contetidos da Algebra
Linear de forma mais suave com interpretagdes concretas que podem melhorar a intuigao

no conteudo matematico.

Conforme (MARSCHNER et al., 2016) talvez as ferramentas mais universais dos
programas graficos sejam as matrizes que mudam ou transformam pontos e vetores.
Observe-se que um vetor pode ser representado por uma matriz coluna e que o vetor
pode ser representado em uma base diferente por meio da multiplicagao com uma matriz
quadrada. Também descreve-se como usar essas multiplicagoes para realizar mudancas no

vetor, tais como escala, rotacao e translacgao.

O mecanismo da Algebra Linear pode ser usado para expressar muitas das operagoes
necessarias para organizar objetos em uma cena 3D, visualiza-los com cameras e colocé-

los na tela. Transformagoes geométricas (rotagio, refexdo, escala e proje¢ao) podem ser
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realizadas com multiplicacdo de matrizes. A seguir mostra-se como um conjunto de pontos
transforma-se nos pontos forem representados como vetores de deslocamento da origem
e usaremos o relégio mostrado na Figura 3.10 como um exemplo de conjunto de pontos.
Portanto, pense no relégio como um monte de pontos que sao as extremidades de vetores

cujas caudas estao na origem.

Figura 3.10 — Relégio que passara por transformagoes

Fonte: (MARSCHNER et al., 2016)

3.8.1 Transformacao Linear 2D

Conforme (MARSCHNER et al., 2016) podemos usar uma matriz 2 X 2 para mudar

ou transformar, um vetor 2D:

A T | G G T anx + ay _
Y o1 (22 Y 212 + Q22Y

E o tipo de operacio que dado um vetor [z 7|

X
Y

e retorna outro vetor [X YT, usando

apenas multiplicacoes de matrizes simples, denominada transformagdo linear.

Por essa formula pode-se realizar uma variedade de transformacoes uteis, depen-

dendo do que se puser nas entradas da matriz A

e FEscala

« 0
Escala(sy, sy) = [ ° ] :
0 sy

Note o que a matriz faz com as componentes do vetor cartesiano [z y]T
s 0 T | S
0 sy, Y SyY
Graficamente, usando a Figura 3.10 obtém-se o resultado mostrado na Figura 3.11

0.5 0
quando usa-se :
0 0.5
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Figura 3.11 — Escalonado uniformemente pela metade de cada eixo.

B

Fonte: (MARSCHNER et al., 2016)

» Rotagao

Rotagao(¢) = [ S;)rslz _iz:z ] :

Quando rotaciona-se 7/4 radianos, obtém-se o resultado ilustrado na Figura 3.12:

Figura 3.12 — Uma rotagao /4.

©0.1)

(~.707,:707)

- (.707,.707)

707 =707
707 707

X X

Fonte: (MARSCHNER et al., 2016)

e Reflexao

0

-1 0
Reflexao(—y) = [ ) 0 1

,  Reflexao(—x) = [ b0 ] :

Reflete-se um vetor com um fator negativo na escala, conforme ilustrado na Figura
3.13

3.8.2 Transformacdo Linear 3D

Conforme (MARSCHNER et al., 2016) as transformagoes lineares 3D sdo extensoes

da transformacao 2D. Por exemplo, uma escala ao longo do eixo Cartesiano é:
s, 0 0
Escala(sy, sy,5.) = | 0 s, 0
0 0 s,
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Figura 3.13 — Uma reflexdo sobre o eixo y é alcancada multiplicando todas as coordenadas x por —1.

3 »
r

Fonte: (MARSCHNER et al., 2016)

Mas rotagoes sao consideradas mais complicadas em 3D do que em 2D, pois tém
mais eixos de rotacdo possiveis. No entanto, se quisermos simplificar a rotacao sobre
etxo — z, o0 que ird mudar é somente as coordenadas x e y, podemos usar uma matriz de

rotacao 2D sem operar em z

cos¢ —sen¢g 0
Rotacao,(¢) = | sen¢  cosg 0
0 0 1
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4 Realidade Virtual no ensino da Matematica

Segundo (MOLINA, 2018) usar a Realidade Virtual em sala de aula nao é apenas
um recurso novo, no que se refere as novas tecnologias, mas também é um recurso que
encoraja o aluno a se expressar de forma diferente, utilizando um novo estilo de letramento
digital.

Pensando nisso, (LEI et al., 2018) aponta como exemplo que: “as criangas podem
observar modelos 3D diretamente de todos os angulos e nao precisam mais converter entre
figuras 2D de livros em modelos 3D”; o que tem-se notado ser um problema no ensino da
Matemaética, pois geometria tridimensional (3D) e questoes relacionadas ao movimento,
sao dificeis para as criangas. Mas durante a aprendizagem elas necessitam constantemente

estarem realizando essa conversao.

Diante disso, temos a RV como um fator auxiliador para que as criangas possam
sair de suas zonas de conforto, desafiando os limites de si mesmas, o que é uma parte
importante da educacao. Visto que no momento em que nos encontramos muitas pessoas

normalmente usam a tecnologia para consumir, mas nao para criar.

Conforme (OLIVEIRA, 2021), onde tem tecnologia, tem também matemaética. O
que comegou com os nimeros bindrios — zeros e uns — agora se expandiu (ainda mantendo
os zeros e uns) para quase tudo o que existe e que foi criado pela mente humana, o
metaverso, por exemplo, é uma realidade que nao existe fisicamente, mas que ainda assim
movimenta e interage com a vida real das pessoas. A matematica presente nos graficos, nas
transacgoes economicas ou até mesmo na criagao desses universos ¢ pensada por pessoas
reais e esta ligada diretamente com a vida de muitos. No entanto, como mencionado por
(SCHUTERA et al., 2021) apesar da necessidade de compreender conceitos e principios
matematicos ser essencial para muitos campos como da tecnologia e ciéncia a matematica

nao goza de grande popularidade como matéria de ensino em geral.

(SCHUTERA et al., 2021) apontou que uma das razoes para a parcial impopulari-
dade das aulas de matematica e do contetido pedagogico reside na forma abstrata e tedrica
de ensino, que exige dos alunos a memorizagao, mas nao necessariamente a compreensao
da matéria. E para contornar isso, a realidade virtual tras uma série de vantagens para
o processo de ensino. Em primeiro lugar, por nao ser um método de ensino tradicional,
muitas vezes desperta um primeiro interesse e curiosidade nos participantes, que na sua
maioria raramente o utilizam. Além disso, permite interagdo e visualizacdo em 3D para
algumas coisas que nunca poderiam existir como objetos 3D na realidade, ou que nao sejam
fisicamente acessiveis para os alunos, e portanto possibilitando um melhor entendimento

dos mesmos; por exemplo, visualizar o fluxo de ar simulado em torno de um carro.
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Apesar de o pesquisador Roberto Imbuzeiro, do IMPA, ter afirmado que ainda
falta muito para que exista um didlogo efetivo entre a matematica da sala de aula e
o mundo digital. Ele ressalta que essa forma de interagao deve aparecer cada vez com
mais propriedade dentro dos curriculos. Um exemplo disso é, um estudo mostrado por
(HSU, 2021) em que foi aplicado a realidade virutal para avaliar o desempenho dos alunos
no ensino de sistemas de equacoes lineares em trés varidveis, os alunos do ensino médio
deviam determinar oito situagoes de intersecao formadas por trés planos, como mostrado

na Figura 4.1.

Figura 4.1 — As oito possiveis situagoes de intersecdo de trés planos

*‘?-4”«
B

Fonte: (HSU, 2021)

Isso incluiu uma situacao em que os trés planos se cruzam em um tnico ponto, se
cruzam em uma linha reta ou deixam de se cruzar. Os professores relatam que os alunos
muitas vezes lutam para compreender as oito situacoes de intersecao formadas por trés
planos a partir dos graficos encontrados nos livros didaticos, ou comumente nao entendem
os métodos de reticulagdo apresentados pelos graficos. Portanto, este estudo previa o uso
da RV para apresentar os oito tipos de interseccao formados por trés planos de forma mais

clara.

Em um estudo realizado com 28 alunos do ensino médio foi relatado um aumento
de atitudes positivas e interesse em relagao a Matematica apdés o uso de Realidade Virtual
e os resultados confirmaram que a Realidade Virtual pode melhorar o aprendizado de
sistemas de equacoes lineares em trés varidveis. Alguns alunos até mencionaram que nao
esperavam que a matematica pudesse ser introduzida no aprendizado equacional por meio
da ilusao de oOtica e que por estarem curiosos pela tecnologia, ao explorar a composi¢ao
dos trés planos, prestaram mais atencao a tarefa em questao. Além disso, pesquisadores
e professores observaram que a participacao dos alunos foi excepcionalmente boa e eles

mostraram grande entusiasmo.

Ou seja, conforme (HSU, 2021) a tecnologia de RV é benéfica para os alunos quando
é corretamente adaptada para a sala de aula, como mencionado por (SCHUTERA et
al., 2021) deve-se considerar que a maioria das pessoas nao esté familiarizada com esses

tipos de sistemas. Entao saber como esse efeito de novidade influenciou os resultados
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permaneceu em aberto. Independentemente disso, verificou-se que as tarefas fisicas eram
mais faceis de aprender com o suporte de RV. Além disso, foi observada uma influéncia
fortalecedora na meméria de longo prazo, um aumento significativo na motivacao por
conta da diversao que injetou dnimo nos alunos, pois como apresentado por (HSU, 2021)
a RV tem o poder de fornecer ao aluno a oportunidade de operar ativamente e praticar
repetidamente uma determinada tarefa.

Pois, de acordo com Imbuzeiro, é preciso ter cuidado na aplicacao dessa tecnologia
no ensino, apesar de ser uma tarefa que deve ser realizada.

Eu acho que tem dois caminhos naturais para trazer a matematica que
tem a ver com esses dois aspectos da era digital: a presenga da computacao
e a necessidade de transformar dados em informacao e conhecimento do
ponto de vista da computacao

disse a (OLIVEIRA, 2021). Além disso, ressaltou Hallison que:

A era digital deixa ainda mais evidente o papel da matemética no
desenvolvimento da sociedade e refor¢a a importancia de nés buscarmos
compreendé-la para exercemos a nossa cidadania e construimos um futuro.

4.1 Serious Games

Serious Games é o nome pelo qual sao conhecidos jogos digitais desenvolvidos com
objetivos que vao além do entretenimento. Como jogos digitais, serious games podem ser
desenvolvidos para diferentes plataformas e utilizar tecnologias diversas, como realidade

virtual, redes sociais, computagao movel e intera¢ao natural, dentre outras (UFPB, 2020).

Conforme (VAKALIUK; SHEVCHUK; SHEVCHUK, 2020):

Nos tltimos anos, novos objetivos e ideias para o ensino da Matematica
na escola tém sido cada vez mais discutidos, conceitos originais foram
propostos e novos livros didaticos sobre o curso de Matematica escolar
foram considerados.

Uma das ideias é o uso de realidade virtual e aumentada (RV e RA)
tecnologias, que criam oportunidades tnicas na educacdo. Ao usar os
dados da tecnologia RA e RV no processo de ensino da matemaética,
complementando-os com informagoes visuais adequadas, é possivel cons-
truir um modelo visual de material educacional.

Como resultado, a imaginacao espacial dos alunos é desenvolvida, o que
aumenta sua compreensao profunda de processos, propriedades e prova
de teoremas.

Assim como no estudo de (HSU, 2021) o objetivo foi integrar a realidade virtual
para explorar a motivacao de aprendizagem e eficacia dos alunos apds o ensino digital, que
como ja mencionado obteve resultados experimentais satisfatorios que mostraram que a
RV tem o efeito de melhorar a motivacao dos alunos acrescentando como bdénus o aumento

na eficdcia no ensino da Matematica.
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Mas como mencionado por (SCHUTERA et al., 2021) devido aos elevados requisitos,
existem apenas alguns aplicativos utilizaveis destinados ao ensino até agora. Em primeiro
lugar, um conceito didatico deve formar a base, e isso deve se encaixar na vida cotidiana
existente nas escolas. Em segundo lugar, a implementacao técnica deve ser compreensivel
e utilizavel mesmo para alunos que nao entendem de tecnologia. Além disso, o aluno deve

ser capaz de interagir com o meio em vez de apenas olhar para ele de maneira passiva.

Pensando nisso, desenvolvi um jogo simples que visa compilar e aplicar os conceitos
apresentados nesse trabalho, pois como afirma (OLIVEIRA; CALEJON; BRITO, 2016) o
uso de jogos no ensino de contetidos mateméticos reduz a formalidade existente em geral

nestes contextos, ampliando a atratividade da tarefa.

Diante disso, tenho como objetivo, apresentar uma forma de enriquecer o ensino
da Matemaética na graduacao, visando criar conteidos que possam fortalecer o ensino de

conceitos matematicos para o publico infanto-juvenil.

4.2 Torre de Handi

O jogo Torre de Handi é considerado, por estudiosos, como um valioso recurso
didatico-metodolégico para o ensino de conceitos mateméticos por induzir o aluno a
perceber as leis matematicas a ele relacionado e além disso, existe a possibilidade de se
trabalhar com o desenvolvimento de habilidades mentais, tais como: estabelecimento de

plano de acao durante as jogadas.
Nas Figuras 4.2 e 4.3 pode-se ver imagens do jogo finalizado.

Figura 4.2 — Menu do Jogo Figura 4.3 — Ambiente do Jogo

JOGADAS: O

Jogar

Tutorial

Preencher Pesquisa

Sair VOLTAR

Fonte: Autora. Fonte: Autora.

Nesse projeto podemos expandir a ideia apresentada no trabalho de (OLIVEIRA;
CALEJON; BRITO, 2016) que segue a teoria de que o aluno deve ser posto como construtor
do seu conhecimento, tendo que assumir a responsabilidade desta construcao a partir de
uma participacao ativa do sujeito, sendo que o professor assume o papel de mediador
entre o saber e o aluno. Dessa maneira o aluno age, reflete, cria hipotese e constroi seu

conhecimento.
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Usando a mesma premissa do trabalho que é voltado para o publico infantil que
apos a apresentacao do jogo, foram propostas atividades e resolucao de problemas envol-
vendo conceitos matematicos relativos a: Fungao Exponencial, Progressoes Geométricas e

Sequéncias Recursivas.

Acredito que poderiamos manter esse proposito para esse publico e acrescentar como
objetivo atingir os alunos do ensino superior utilizando-os na base do desenvolvimento de
aplicagoes usando conceitos matematicos como quebra-cabegas ou desenvolver aplica¢oes
voltadas para o ensino da Matematica, pois como podemos observar a matematica pode

ser usada como um meio visando a si mesma como um fim.

4.3 Desenvolvimento do Jogo

O primeiro passo do projeto foi definir qual aplicagao seria desenvolvida e o seu
objetivo didatico. No meu caso, escolhi a Torre de Handi por ser um quebra cabega classico
que na grande maioria das vezes foi apresentado nas escolas de maneira fisica, com mesa e

os discos, entao seria muito interessante trazer esse jogo de uma forma mais atualizada.

No momento o jogo foi elaborado para ser usado em um caracter nao imersivo, ou
seja, pode ser apresentado em diversas plataformas sem a necessidade de uso do 6culos de

realidade virtual, que no momento ainda representa um alto custo para a nossa realidade.

E por fim, o objeto era despertar o interesse na graduacao por essa tecnologia,
ja que desenvolver uma aplicacdo exige um conhecimento sélido da teoria ensinada no
curso de Matematica, ou seja isso representa uma nova forma de poder solidificar os
conhecimentos adquiridos e em contra partida ainda adquirir as expertises necessarias que

os alunos do futuro vao exigir dos seus professores.

A partir disso, podemos iniciar o desenvolvimento tendo em mente qual a comple-
xidade da aplicagdo e quais recursos serao necessarios para que ela possa ser desenvolvida.
No meu caso escolhi recursos OpenSource, por serem gratuitos e possuirem informacgoes de

facil acesso.

O jogo foi desenvolvido usando a engine Godot, a modelagem dos itens foi feita

usando o Blender e as edi¢oes de imagens foram realizadas no Krita.

4.3.1 Regra do Jogo

A esséncia do jogo permanece a mesma, com a diferenca que a agora a jogabilidade
depende de cliques na tela e durante as jogadas o usuario comeca a se deparar com as

seguintes regras:

1. O jogo finaliza quando todos os discos do primeiro pino sao movidos para o

ultimo.
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2. Acontece a movimentacao de apenas um disco por movimento.
3. E extremamente necesséario utilizar um pino como auxiliar.

4. Os movimentos sao validos apenas na ordem decrescente, ou seja, do maior

para O menor, nunca o maior sobre o menor.

O que torna o jogo competitivo é o fato de tentar realizar as jogas com consciéncia

para nao exceder o niumero minimo de movimentos.

4.3.2 Conceitos Matematicos

Como a dindmica do jogo é de quebra-cabega, sua construgao foi puramente logica.
Entéao, todos os conceitos matematicos estao escondidos nos softwares que tornam possiveis

a visualizacao do jogo, conceitos ja mencionados em capitulos anteriores.

4.3.2.1 Algoritmo

Algo que foi muito importante para a construcao da légica do jogo, foi simplifica-lo
como se ele tivesse apenas duas pecas, pois assim a construcao do algoritmo se tornou
muito mais facil e estender para um niimero maior de pecas seria consequéncia. Abaixo

temos o algoritmo base:

pinol < [“disco5”, “discod”] {Lista que armazenar os discos conforme os pinos}
pino2 + [|
pino3d « []
se pino3 # total Discos entao
se disco foi escolhido entao
imprime “escolher pino”
se escolha valida entao
imprime “mover disco”
senao
imprime “voltar para posicao de origem”
fim se
fim se
senao
imprime “encerrar”

fim se

No ! Link é possivel encontrar o cédigo base completo escrito em gdscript.

L https://github.com/jugrigori/ TorreDeHanoi/blob/2b2ef7576bcc05bbb2773301dd67b1ae7725dc50/Base


http://github.com/jugrigori/TorreDeHanoi/blob/2b2ef7576bcc05bbb2773301dd67b1ae7725dc50/Base
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4.3.3 Pesquisa

Por fim, foi realizada uma pesquisa cujo o objetivo principal era definir a real
relevancia do que foi apresentado no presente trabalho, a ferramenta escolhida para a

aplicacao da pesquisa foi o Google Forms

Escolhemos como forma de distribuicao da pesquisa o proprio jogo que foi dispo-
nibilizado de forma gratuita no ? Google Play para celulares android e para Desktop o

acesso ao download se deu através do 2 Google Drive.

4.3.4 Resultados

O periodo de aplicacao da pesquisa foi um pouco curto, teve inicio no dia 19 de
janeiro de 2022 e foi finalizada 28 de janeiro de 2022. Mas o resultados obtidos podem ser
considerados bem satisfatérios dado o tempo de aplicacao, pois 100% dos participantes

acharam interessante a proposta do jogo.

Participaram da pesquisa 23 pessoas, que possuiam uma faixa etaria entre 15 e 42
anos, dentre os quais 4,3% possufam o Ensino Fundamental, 34,8% Ensino Médio e 60,9%
Ensino Superior. Dado a maior parte dos participantes serem do Ensino Médio e Ensino
Superior, o esperado era que a maior parte ja tivesse tido contato em algum momento
com o jogo Torre de Handi, no entanto o resultado foi completamente diferente apenas

34,8% conheciam o jogo.

Ou seja, o primeiro objetivo com esse projeto foi alcancado que era apresentar esse
classico para o publico em geral. No entanto, notamos que da porcentagem dos participantes
que conheciam o jogo apenas 75% dos entrevistados conheciam os conceitos mateméaticos
que estao embutidos no quebra-cabeca, o que nos mostra que quando entraram em contato
com o jogo foi perdida uma oportunidade de apresentar a Matematica de uma forma mais
leve, pois 62,5% dos participantes manifestaram interesse em comprovar que realmente os

conceitos matematicos mencionados estavam presentes no jogo.

De forma opcional foi deixada uma aba de comentarios para os participantes que

manifestaram as seguintes consideragoes:
1. “Trata-se de um jogo que estimula o raciocinio, algo que é muito bom.”
2. “Um excelente recurso didatico!”

3. “Gostei do jogo, parece ser simples mas tem um nivel de dificuldade que provoca
estimulo para terminar de jogar.”

4. “Gostei do jogo e de saber que existe toda uma coisa interessante relacionada a

2

ele

https://play.google.com/store/apps/details?id=game.torredehanoi
3 https://drive.google.com/file/d/1NJ96tsyXPLTYOWS8f1loWyFtIrYss WiAfG /view?usp=sharing


https://play.google.com/store/apps/details?id=game.torredehanoi
https://drive.google.com/file/d/1NJ96tsyXPLTY0W8f1oWyFtIrYs5WiAfG/view?usp=sharing
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5. “Parabéns, o jogo e a proposta sao excelentes! Que Deus a abencoe.”
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Conclusao

Podemos perceber que a Realidade Virtual é uma tecnologia que s6 tem crescido
devido o desenvolvimento tecnolégico e que varios sao os aspectos matematicos envolvidos

nesse processo em que para nota-los é necessario apenas uma analise mais critica.

Andlise que pode representar uma oportunidade de solidificar o aprendizado do
discente na graduagao, seja como um auxiliar no ensino de conceitos abstratos como os
de Algebra Linear por exemplo, ou como apenas um estimulador que fornece ao aluno a
oportunidade de com criatividade colocar os conhecimentos adquiridos durante o curso em

préatica.

Mas note que como mostrado no projeto de jogo Torre de Handi isso pode alcancar
a sociedade em geral proporcionando assim uma possibilidade de entrar em contato com
aplicagoes que possam despertar o interesse ou incrementar no seu aprendizado, seja em
Loégica, como na resolugao de um quebra-cabeca, ou em qualquer outro tépico de ensino

da Matematica, dependendo apenas do objetivo de ensino que foi tragado.
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