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Resumo

O método dos elementos finitos é, em primeiro lugar, um método de interpolagao muito
poderoso e sistematico. Suas caracteristicas mais atraentes sao trés: primeiro, o pré-processo
de interpolacao ¢ virtualmente independente da geometria do dominio em consideragao.
Consequentemente, fungoes definidas em dominios muito irregulares, até mesmo com
conexoes multiplas, podem ser facilmente interpoladas. Em segundo lugar, as condi¢oes em
determinadas fungoes em pontos na fronteira podem ser combinadas de maneira sistematica
pelo interpolador de elementos finitos. Finalmente, uma vez que os conceitos de interpolacao
e aproximacao estao intimamente relacionados, o conceito de elementos finitos leva a um
método muito poderoso para a solugao aproximada de problemas de valor de contorno.
As propriedades das técnicas como método de aproximacao, no entanto, nao podem ser
totalmente apreciadas até que suas propriedades como método de interpolacao sejam
estabelecidas, para isso foram desenvolvidos técnicas e métodos, dentre muitos o Método
de Faedo-Galerkin se destaca. A partir do Método de Faedo-Galerkin um determinado
problema resumi-se a um sistema tridiagonal de equagoes, nesse caso faz-se-a necessario
invocar o algoritmo de Thomas. Finalmente, combinando o Método de Faedo-Galerkin
com o Algoritmo de Thomas, o Métodos dos Elementos Finitos pode ser implementado

numéricamente, e ¢ para esse objetivo que o presente trabalho se dirige.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Método de Faedo-Galerkin, Sistema

Tridiagonal de equagoes, Algoritmo de Thomas.



Abstract

The finite element method is, firstly, a very complex interpolation method. powerful and
systematic. Its most attractive features are three: first, the pre-process interpolation is
virtually independent of the geometry of the domain under consideration. Consequently,
functions defined in very irregular domains, even with multiple connections, can be easily
interpolated. Secondly, the conditions in certain functions at points on the boundary
can be combined in a systematic way by the finite element interpolator. Finally, since
the concepts of interpolation and approximation are closely related, the concept of finite
elements leads to a Very powerful method for the approximate solution of boundary value
problems. The properties of techniques as an approximation method, however, cannot
be fully appreciated until its properties as an interpolation method are established, for
this purpose techniques and methods were developed, among many the Method by Faedo-
Galerkin stands out. From the Faedo-Galerkin Method a certain The problem can be
summarized as a tridiagonal system of equations, in which case it will be necessary invoke
Thomas’s algorithm. Finally, combining the Faedo-Galerkin Method With the Thomas
Algorithm, Finite Element Methods can be implemented numerically, and it is towards

this objective that the present work is directed.

Keywords: Finite Element Method, Faedo-Galerkin Method, System Tridiagonal equa-
tions, Thomas Algorithm.
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Introducao

Muitos fendmenos que acontecem na natureza podem ser descritos através de uma
equagao diferencial parcial. Essas equagoes estao presentes nos mais diversos campos
das ciéncias. Campos como a Otica, Ondulatéria, Mecanica, Fluidos, e etc., fazem uso

constante dessas equagoes.

Existe uma infinidade de equagbes e cada um possue um forma especifica de

comportamento, que vai desde a lineriade quanto homogeneidade.

Uma equacgao diferencial é dita parcial quando envolve derivadas parciais, ou seja,

quando é uma expressao da forma

ou  0%u oM,
F ey Ty, Uy — ey =0, 1
<$1’ Tna U Ox;’ Ox;0x; ox; ... &rim) ()
onde x = (z1,...,x,) pertence a algum Q@ C R" e u : 2 — R é uma func¢do com derivadas

parciais até a ordem m. Uma solucao para uma equacao diferencial parcial é uma funcao
que satisfaz a equagao. Diz-se que uma equacao diferencial parcial tem ordem m quando a
derivada parcial de ordem mais alta que figura nela tem ordem m. Uma das distingoes
mais fundamentais entre equacgoes diferenciais parciais é aquela entre equagoes lineares e
nao lineares (BASSANEZI; Ferreira Jr, 1988).

Definigao 0.1. Diz-se que (1) € linear se F' € linear em rela¢io a u e a todas as suas

derivadas parciais. Caso contrario, é nao linear.

Defini¢ao 0.2. Uma equagao é dita homogénea, se nao aparece uma fungdo (apenas das

variaveis independentes) isolada. Caso contrdrio é ndo homogénea.

No decorrer deste trabalho ficara claro a importancia das defini¢cbes mostradas
anteriormente. A atencao estara voltada para a solucao da equacao de difusao levando
em consideracdo as partes que a constituem, tais como advecao, difusao e reacdo. No
Capitulo 1, faz-se uma breve passagem pela construcao da equacao de difusdo, partindo da
hipdtese do continuo e da Lei de Fick. No Capitulo 2, apresenta-se o Método dos Elementos
Finitos e o Método de Faedo-Galerkin. Neste capitulo faz-se necessario apresentar nocoes
e conceitos presentes na andlise funcional, que ajudaram na compreenssao dos calculos
feitos e que serao base para desenvolvimento central do trabalho que se encontrara na
parte final deste trabalho. Apresenta-se também as matrizes tridiagonais juntamente com
o algoritmo de Thomas. Neste capitulo estard a parte fundamental deste trabalho, onde
mostra-se que a equacao de difusao pode ser reescrita por um sistema linear formado por
matrizes tridiagonais. Por fim, mostra-se a implementacao e aplicacao do Método dos

Elemetos Finitos via linguagem Python para a equacao de difusao-advecgao-reacao.
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1 Preliminares

1.1 Principios de conservacao e a origem da equacao de difusao

Varios fendmenos fisicos ocorrem constantemente no mundo natural, bem como em sistemas
feitos pelo homem. Nossa capacidade de formular modelos matematicos dos fenémenos
fisicos mais importantes determina o sucesso de se prever ou simular quantitavemente
estes fenomenos. Historicamente, a area de estudo dos fenomenos difusivos foi de interesse
de varios pesquisadores, matematicos, médicos e, sobretudo fisicos. Esse fenomeno abrange
os mais diversos sistemas, desde sociais, em que existe o conceito de difusdo social, até
biologicos, em que diversos fenéomenos importantes podem ser estudados. Contudo, os
fendmenos de transporte tiveram uma de suas primeiras constatacoes feita pelo poeta e
filosofo Romano Lucretius (99 AEC — 55 AEC) em De Rerum Natura datada de 60 AEC
(consulte a tradugdo moderna para o inglés The Nature of Things, (CARUS, 1882)). Em
alguns trechos dessa obra, a descricao do movimento de graos de areia no ar pode ser
encontrada de uma forma bastante detalhada, como pode ser visto no fragmento a seguir,
retirado da supracitada:

first of all, some part of earth, when baked by ceaseless suns, trodden by
the force of many feet, gives off a mist and flying clouds of dust, which
stormy winds scatter through all the air.

a qual pode ser traduzida em portugués por

“primeiramente, alguma parte da terra, quando aquecida por séis inces-
santes, pisoteada pela for¢a de muitos pés, emite uma névoa e nuvens
flutuantes de poeira, as quais tempestuosos ventos espalham pelo ar”.

-

E conveniente considerar um fénomeno fisico como um processo a que um determinado
sistema bem identificado sera submetido, em outras palavras, queremos ver como o sistema
se comporta, quando este é submetido a muitas transformacoes. Nesse sentido, quer-se
estudar o estado do sistema, e quando diz-se estado entende-se como as propriedades
fisicas que esse sistema carrega, tais como: pressao, massa, volume, temperatura, etc, em
um instante de tempo. Em fendmenos de transporte observamos trés propriedades fisicas
fundamentais que sdo transportadas de um ponto a outro do espago que sdo: massa,
quantidade de movimento e energia. Os meios fisicos, que caracterizam onde o processo
ocorre, supostamente serdao admitidos como continuos, i.e., ha uma distribui¢do continua de
matéria onde pode-se definir as propriedades do meio como fung¢oes matematicas continuas
do espaco. Ademais, a Hipdtese do continuo é valida se as escalas de comprimento relevantes
no processo fisico em questao forem vérias ordens de magnitude maiores que o espagamento

médio entre as distancias no meio.
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1.1.1 Descricdo de um Meio Continuo

De acordo com (BASSANEZI; Ferreira Jr, 1988), a teoria da Elasticidade e Hidrodindmica
juntamente com sua formulagdo deram inicio ao estudo da Mecanica de um Meio Continuo.
Sua formulagao matemaética sé foi satisfatoriamente conseguida com os trabalhos de Euler,

Lagrange, Cauchy, Navier, Poisson e outros na primeira metade do século XIX.

Basicamente, pode-se usar duas formas complementares de se descrever um meio

continuo:

1. através da formulagao de Euler, em que se fixa as coordenadas x (no espago
R™) e o instante ¢, e observa entao cada propriedade pontual e instantanea
do meio em (x,t); ou seja, a descrigao é feita através de fungoes das variaveis

(x,t) = (21,22, ...2,,t) ponto a ponto, e

2. através da formulagdo de Lagrange, em que a descricao se da de modo que
observador acompanha um ponto a partir de sua posi¢ao inicial, em sua trajetoria
que segue o fluxo do meio continuo. A descricao, neste caso, é feita através de
fungoes das varidveis (A, t), onde A é a coordenada da posicao inicial do ponto;
poderiamos dizer que A é o nome da “particula” observada. Neste caso, o termo
“particula” estd mais préximo do conceito de ponto geométrico e nao é uma

tentativa de representar uma particula de matéria propriamente dita.
As hipéteses fisicas que faremos inicialmente sao:
(7) a existéncia da funcdo A — x (A, t) continuamente diferencidvel em A e t;
(77) a possibilidade de inverté-la como x — A (x,1); e

(7i1) a sua diferenciabilidade com respeito a x e t.

x (A (x,t),t) =x para todo x e t; x (A,0) = A
A (x(A)t),t) = A para todo A et; A(x,0) =x

Estas hipéteses caracterizam, de certa forma, o conceito de continuo como o préprio
R™, onde cada ponto mantém a sua individualidade no processo dinamico, sem fusao e

sem fissao.

Observa-se que A (x,t) ¢ uma fungao da descri¢ao de Euler e x (A, t) da descrigdo
de Lagrange, e ambas servem para fazermos a transposicao de uma descricao para a outra
e vice versa. A fungio V (A, t) = 2 (A1), é a velocidade da “particula” A no instante ¢,
e como esta representa a velocidade do meio continuo, v (x,t) = V (A (x,t),t) é o campo

de velocidades pela descricao de Euler.

A descrigao cinematica do meio continuo se faz essencialmente através do campo
de velocidades, v (x,t) ou V (A, t), e da funcao de fluxo, x (A, t) ou A (x,t). A fungdo de
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Figura 1.1

v(x(A, t)t) = V(A, 1)

Fonte: o autor.

fluxo pode ser obtida (teoricamente), ao integrarmos o problema de Cauchy

%‘:V(X,t)

x(0)=A
Desta forma, observamos que a descri¢ao cinematica do meio continuo e a interpretacao
geométrica do problema de Cauchy para as equagoes diferenciais ordinarias estao intima-
mente relacionadas. Entretanto, do ponto de vista fisico os problemas sdo bem distintos,
uma vez que em Mecanica do Meio Continuo o campo v (x,t) ndo é um dado do problema,
mas sim uma fung¢ao incognita a ser determinada a partir de equacoes diferenciais parciais,

que a relacionam com outras propriedades do meio.

A descricao completa de um meio continuo exige a introdugao de outras fungdes que
caracterizam propriedades materiais como densidades de massas dos diversos componentes,
densidade de energia térmica, densidade de carga elétrica, temperatura, campos vetoriais
(velocidade, forgas, campo elétrico etc.) e campos tensoriais (de deformagao de tensdo,

magnético, de difusdo, etc).

Para o estudo de cada problema especifico sao escolhidas certas func¢oes que
representam matematicamente as informacgoes essenciais para descricao do fendmeno e, a
partir de hipdteses fisicas (biologicas, etc) basicas, obtemos as equagdes que servirao para

caracterizar matematicamente estas funcgoes.

Um principio elementar e 1til na formulacdo matematica destes problemas é, a

grosso modo, que o nimero de incognitas seja igual ao nimero de equagoes.

Apresentaremos a seguir os argumentos matematicos para a formulacao de uma
ampla classe de equacoes diferenciais parciais que provém dos chamados principios de
conservagao. Tais principios sao de extrema importancia no estudo de fenémenos fisicos
e biolégicos, servindo como pontos de referéncia e balizas na descricao de processos de

grande complexidade.
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1.1.2 Equacao de Conservacao - Férmula de Massa

Abordaremos apenas o caso unidimensional e para fixarmos as ideias, comegamos
tratando da funcao p (z, t) que representard matematicamente o conceito fisico de densidade
de massa por unidade de volume. O modelo unidimensional é utilizado no estudo de
processos cujas caracteristicas variam apenas em uma dire¢do e se mantém constantes em
cada secg¢ao, ou entao tomamos o valor médio em cada sec¢ao e obtemos apenas a variagao

na direcao restante.

Consideremos o intervalo [A;, As], A1 < Aj, carregado pelo fluxo do meio continuo.

Desta forma
x1(t) =2 (A, 1) < 29 (t) = (Ag, t)
para todo ¢, e se A} < A < Ay, entdo x(Ay,t) < x ([l,t) < x(Ag,t) e,vice-versa, se
x1 < T < x5, entdo existe um tnico A no intervalo [A1, As], tal que z (121, t) = z. O total
de massa existente neste intervalo em qualquer instante é dado por
/mp(x,t)d:v — M (%)
z1

A taxa de variagdo desta massa total que se encontra entre os pontos x1 (t) = x (Ay,t) e

) (t) =X (Ag,t) é

e t)d
dt T dt / (Ay,t) (z,¢) do

Para calcular esta derivada podemos usar a Regra da Cadeia com
2
F (z1,29,t) = /ac1 p(x,t)dx
através do Teorema de Leibinz e sua verificacao pode ser vista em (BARTLE, 1964) ou entéo
fazemos uma mudanca de variaveis para fixar a regiao de integracao, deixando apenas o
integrando como fungoes de ¢. Para isso, tomamos entao a variavel A e x (A,t) = z, para

obter

M(t):/:zp(x(A,t),t)mgffl’t)dA

(Utizaremos este caminho porque sua adaptacao ao caso multidimensional é direta.)

dé\f:/m; (l)(x(A,t),t)(fm(A,t)) dA

Ay

Derivando, vem

observando que

ox 0%z 0 <0m> 0 ov Ox

temos
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A férmula

CC(AQ, I(Az,t) ap a
7 / " p(x,t)de = /a:(Al,t) [(% + E (pv)] dx (1.1)

é denominda férmula de Reynolds (unidimensional).

O operador diferencial que se aplica a p (z,t) depende do campo v (z,t), ou seja,

dp 0
Lp = aﬂL%( pv)

Neste ponto, uma hipotese fisica do problema é necessaria para que tenhamos ndo uma
formula matematica valida em geral, mas uma equagdo que, consequentemente, dara
significado fisico as fungdes envolvidas. A hipdtese fisica aqui utilizada pode ser expressa
pela afirmacao de que “a massa total contida em qualquer intervalo [z ((Ay, 1),z (As,t)]
permanece constante com o tempo”, ou seja, a massa em uma regiao transportada pelo
fluxo permanece constante. Esta afirmacgao, em termos matematicos, pode ser traduzida

inicialmente através de formulacgado original:

z(A2,t) z(Aa,s)
/ p(z,t)dr = / p(x,s)ds (1.2)

z(A1,t) z(A1,s)

para A; < A e todos t e s. A Equacao (1.2) nao é uma equagao diferencial e, apesar de
ser muito extensa e complicada, tem a vantagem de nao exigir que a fungao p (z,t) seja

diferenciavel, o que pode ser relevante em algumas aplicacoes.

Se a fungao p (z,t) tem derivadas parciais integraveis, entao podemos utilizar a

férmula de Reynolds (1.1) e a afirmacdo fisica pode ser traduzida por

2A20) (Dp O
il — 1.
Lo (G gt =0 (13)

para A; < As e todo t.

Esta Equacao (1.3) ndo é uma férmula puramente matemdtica, mas uma afirmacao
sobre a inter-relagao que existe entre as fungoes v (z,t) e p (z,t) (continuamente derivaveis),
obtida das interpretacoes e hipoteses fisicas dadas. Se p e v tém derivadas parciais continuas,
a afirmacao de que, fixado t, a Integral (1.3) efetuada em qualquer intervalo [A;, Ay é
nula, é equivalente a afirmacao de que o integrando é um func¢ao nula de x para todo ¢. A

equacgao (1.3), escrita entdao na forma diferencial

dp 0 _ :
§+%( pv) =0 (37)

é denominada equagdo diferencial parcial para a conservag¢io de massa (em meio continuo

com fluxo causado pelo campo de velocidade v (z,t) e densidade de massa p (z,t)).

A conservacao de massa e, portanto, a equacao diferencial correspondente, é uma
hip6tese que pode ou nao ser adequada para o problema a ser analisado. Se p(z,t) se

refere a uma substancia componente do meio continuo que reage quimicamente ou decai,
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transformando-se em outra substéncia, a hipotese de conservacao de massa (para esta
substincia) pode nao ser valida. Neste caso, se f (z,t) é a fungdo produgdo da nova
substancia por unidade de volume e tempo, a equagao de conservacao de massa deve ser

substituida por

J?(A27 ap a z2
/x(Aht) <8t to5s (pv)> dr = /gc1 f(z,t)dx (1.4)
para todo t e x1 < x5 (A1 < Ay).

O segundo membro da Equagao (1.4) fornece taxa de produgao (perda) de massa

por unidade de tempo em todo intervalo [x1, zs].
A Equagao (1.4) pode também ser escrita na forma de uma equacao diferencial
parcial se os integrandos forem continuos, o que nos dara

dp 0
EJF%( pv) = f (1.5)

para todo x e t.

Se houver informagoes independentes para a taxa de produgao (nascimento)

[f (&, )]+ [ (2, 1)

n(z,t) = 5
e a taxa de perda (morte)
2
a Equagao (1.5) toma a forma
dp 0
5%—%( pv) =n—m (1.6)

Agora, analisemos esta equacao sob o ponto de vista de Euler.

Retornando & equacao original de conservagao de massa (1.3), podemos escrever

T2

" @dx == /m 6(pvf)d:p =

v Ot or TP
e, portanto
T2 ap
Spde = p (@, v (1) = p o) v (1) (1.7)

A mesma féormula (1.7) pode ser escrita através de argumentos fisicos.

Fizados os extremos x; e o de um intervalo, a taxa de variagao da massa total
incluida neste intervalo ¢ dada por
T2 T2 p
ai . p(z,t)de = /xl Ed
Em geral esta massa nao é constante, uma vez que, sendo fixos x; e zo, hd fluxo de massa

através destes pontos, o que modifica a quantidade de massa total incluida em [z, xo].



Capitulo 1. Preliminares 17

Inicialmente observa-se o ponto 1, e verificamos que a taxa de massa por unidade de tempo
que “penetra” [xy,xs] vinda da regido x < x; é dada por p (z1,t) v (z1,t) (lembrando que
se v (z,t) for positivo, o fluxo de massa é positivo em 7). No ponto x5 a taxa de massa

por unidade de tempo que “penetra” [xq, x| vindo da regido = > xo é dada por

p(x2,1) (=0 (22,1)) = —p (22,1) v (22, 1)

(sendo v (x,t) positivo, o fluxo de massa é negativo em xo, isto é, a massa estd sendo

retirada de [z1, 5] em x5) (ver Figura 1.2).

Figura 1.2
77 7777 /////
— 0 A2
7000050000000 AP SS
X1 )

Fonte: o autor.

Impondo a hipdtese de conservagao de massa, isto é, de que nao ha producgao e nem
perda de massa no meio continuo, mas apenas transporte dela, a tradu¢ao matematica
deste fato sera

To a
|5 @t de = p a0y v (r,t) = p (w2, 0) v (22,1)

que é a Equacao (1.7) obtida anteriormente!
O termo p(z,t) v (x,t) = pv adquire entdo um significado fisico importante: é a
quantidade de massa que atravessa x na direcao positiva por unidade de tempo, também

chamado fluzo de massa.

Resumindo, a Lei de Conservagao de Massa, analisada do ponto de vista de Euler, é
constituida de uma equacao diferencial parcial que relaciona a densidade de massa a func¢ao
que fornece o fluxo de massa em cada ponto, sendo uma forma conveniente e bastante

geral de Leis de conservagao.

Uma lei geral de conservacao é constituida dos seguintes ingredientes:

(1) p(z,t) = densidade volumétrica da propriedade a ser analisada,
(17) ¢ (x,t) = fluxo desta propriedade através do ponto x na dire¢ao positiva.

(1ii) f(x,t) = n(x,t) — m(x,t) = fonte desta propriedade, onde n(x,t) = taxa de
produgao por unidade de tempo e volume, m (x,t) = taxa de perda por unidade de

tempo e volume.

Com tais ingredientes podemos escrever uma lei geral de conservacao na seguinte

forma

e ety de = o) = ooty + [0 (@) —m (w0 de
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para todo x1 < xo et > 0.

Supondo que as fungoes envolvidas tenham derivadas parciais continuas, podemos

escrever
T2 8p . T2 ékb *2
[ e = [ =500 det [ C 0 = m @ 0)do
ou a 8¢
P _ _
o~ or T m 4

1.1.3 Lei de Conservacido de Energia - Equacdo de Difusao

A relacao constitutiva que nos fornece a tensao em termos da caracteristica e do
estado do material depende, em alguns casos, de forma consideravel da temperatura do
meio 6 (z,t), que ndo pode ser obtida das outras incognitas. Isto pressupoe que devemos
ter uma quarta equagao para fechar o sistema. Esta nova equagao é geralmente obtida
da hipotese de conservacao de energia, sendo considerada a energia mecénica e a energia
térmica. Neste caso devemos introduzir uma nova fungio ¢ (z,t): densidade de energia
térmica por unidade de massa, o que nos leva a buscar uma quinta equacao de estado que

relacione €, p e 6.

Observe que em todos os casos o sistema s6 é fechado com uma relagdo constitutiva
que escapa as consideracoes puramente da Mecanica do Meio Continuo e provém do

conhecimento da microestrutura da matéria.

Para simplificar a questao consideramos aqui a equacao de conservagao da energia
apenas no caso em que o sistema mecanico estd em repouso e ha apenas modificagoes na

energia interna do meio.

A energia térmica total no intervalo [z, z5] é

E(t)—/mmp(x,t)a(w,t)dx

1

A modificacao desta energia s6 podera ocorrer pelos seguintes motivos:

1. Producado ou perda de energia térmica internamente, causadas pela passagem
de uma corrente elétrica, por uma reagao quimica, por absor¢ao ou emissao de

radiagao, ou por fluxo de calor através da fronteira longitudinal da barra.

Seja f (z,t) a funcao fonte que representa a produgao ou perda de energia

térmica por unidade de massa e tempo.

2. Fluxo de energia térmica através das extremidades x; ou xy. Para descrever
este fluxo definimos a funcao ¢ (zo,t): energia térmica por unidade de tempo

que passa de x < x(y para r > xg.
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Com isto a equacao de conservacao de energia fica

dE (= 0 & " 0
dt:/ac1 at(&:p)dxz/w1 Pfdx+¢(xlat)_¢<x2’t):/3“ (p —£>dx

para todo x; < x».

Supondo que as fungoes envolvidas nesta equagao tenham derivadas continuas,

podemos escrever
d (ep) _0¢
ot P ox

Se nao consideramos fluxo de massa, podemos supor que p seja constante com o tempo

e escrevemos ¢ e ¢ por meio de relagoes constitutivas em fungao da temperatura 6 (x,t),

que serd assim a Unica incognita do problema.

Tomemos inicialmente € = ¢ onde ¢ (x) é uma constante de calor especifico que

pode variar com a composicao do material ao longo de x.
Para escrever ¢ (z,t) em termos de 0 (x,t) utilizamos a Lei de Newton-Fourier

00

gb(l‘,t) = —k (()71‘

significando que o fluxo de calor é proporcional a variacao da temperatura e se da no
sentido contrario ao do gradiente desta (da regido de maior temperatura para a regiao de

menor temperatura).

O coeficiente k, chamado condutividade térmica, depende em geral do ponto e da

temperatura.

Desta forma, a Lei de Conservagao de Energia Térmica vem escrita como

00 10 060

Tal expressao é denominada equagdo de difusao de calor (para um meio continuo unidi-

mensional estacionario).

Se k, p,c sao constantes e nao ha produgao ou perda interna temos a equagao

classica da difusdo do calor 50 =y

Lei de Conservacao de Massa com Difusao

Na Segao (1.1.1) mostra-se a equagao de conservagao de massa para um meio
continuo em cuja caracterizagao dar-se-a pelo deslocamento macroscépico do meio: a

CONVECCao.
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Considerara-se agora um meio continuo unidimensional em que se encontra distri-
buida uma outra substancia de densidade ¢ (x,t). Assim, podemos considerar separada-
mente as equac¢ooes de conservacao de massa para cada substancia. Suponhamos que o

meio continuo de fundo tenha densidade p (x,t) e velocidade v (z,t) e, portanto, satisfaga

dp 0 B
a‘i‘%( U)—O

Consideremos agora a substancia diluida que pode ser transportada pelo movimento
macroscopico mecénico do meio, dado por v (z,t), e que pode também ser transportada
por um processo de difusao. O fluxo desta substancia através do ponto zy, que é igual a
quantidade de massa por unidade de tempo que atravessa g, no sentido de x < zy para

T > xg, € constituido de dois termos. O primeiro deles é o fluxo macroscépico, dado por
6 (wo,t) v (z0,t) = b1 (w0,1),

também chamado convecgao, e o segundo, o fluxo microscopico causado pela difusdao que
descrevemos pela Lei de Fick, em que o fluxo é proporcional a variagdo da concentragao e

ocorre no sentido contrario a concentracao (ver Figura 1.3)

)

¢2 (‘TUa ) = _k%

semelhante a Lei de Newton-Fourier para a difusao do calor.

Figura 1.3
y L3

Fonte: o autor

Assim, supondo nao haver producao ou perda interna, a Lei de Conservacao de Massa

para esta substancia sera

o / (w,t)dr = ¢y (21,t) — ¢1 (T2,1) + P2 (21, 1) — o (w2,1) =

—/ —— 5v dx—i—/gC:fQ;U( gi)dx
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para todo x; < xo, de onde tiramos

o6 0 0 06

Considerando o meio continuo estaciondrio (macroscopicamente), temos

06 0 06
—=—|k— (1.12)
ot  Ox \ Ox
onde k depende, em geral, da concentracao d. Em alguns casos k pode ser considerado
constante e, portanto, a equagao de difusao fica sendo

2
90 k@ 4]

Observe que as equagoes desta Segao e da Segao (1.1.3) sao formalmente idénticas e

denominadas equacoes de difusao.

Os processos de difusdo, vistos como transporte microscopico de massa, sao geral-
mente muito mais lentos que os processos macroscépicos (também chamados convecgdo) e

estes problemas sao caracterizados por difusao lenta e conveccao rapida.
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2 O método dos elementos finitos

2.1 O Método de Faedo-Galerkin para Problemas de Valor Inicial e
de Fronteira (PVIF)

O método de Faedo-Galerkin foi elaborado para encontrar solugoes dos problemas de evo-
lucdo. Inicialmente o método de Galerkin foi desenvolvido para ser aplicado em problemas
de contorno que podiam ser reduzidos aos variacionais. Sendo uma combinacao do Método
de Fourier o do Método Galerkin, este foi elaborado 30 anos ap6s o método Galerkin por
Sandro Faedo (FAEDO, 1949).

Considere-se o problema de valor inicial e de fronteira

Ug — Uy + Uy + pu = f(x,t) ,  (2,t) € (0,L) x (0, +00)
u(0,t)=m (), t>0

u(L,t)=m2(t), t>0

u(z,0) =uy, x€l0,L]

(2.1)

Pelo fato de o problema acima envolver problema de valor inicial e condi¢oes de fronteira
(PVIF) é chamado de problema misto.

O problema (2.1) ndo modela apenas a difusdo unidimensional. Os termos vu, e puu,
modelam, respectivamente, a advecgdo e a reagao (dissipagao) do sistema. A equagao (2.1a)

¢ denominada Equacao de difusdo-advecao-reacao.

Figura 2.1 — Gréfico que representa o comportamento da funcao u.

y N
U

m(t) /\/
I772(75)
|
|
|
|
:

0 L “x

Fonte: o autor
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Figura 2.2 — Grafico que representa a reta que liga 71 e 7s.

Y a
u

7mw<:::::>=<::::::>
I772(t)
|
|
|
|
!

0 I “x

Fonte: o autor

Figura 2.3 — Grafico da reta que representa a mudanca de varidvel.

y/\

m(t) %

Fonte: o autor

Da Figura 2.3, temos que a equacao da reta une 7; e 7y é dada por

r(2,t) = W (z = L) +ma(t)

Isso sugere que a fungdo v = u — r, dada pela expressao

U(ZE, t) - u(a:,t) - T(Ia t) - u(x,t) — 12 <t> - [772 (t) — T (t)] (% - L) ) (2'2)

anula-se nos pontos de fronteira, i.e., v(0,t) = v(L,t) = 0. De (2.2),

u=v+m(t) + [pt) —m@)] (£ —1) =v+ fy (2.3)

Diante da equagao (2.3) iremos deriva-1a com relagao a t e x seguindo a ordem das derivadas

na equagao (2.1)

e = v mlt) + () — (O] (£ — 1) = v+
Uy = Vg + % [772(t) - nl(t)] =V + fo

Ugy = Ugg
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substituindo em (2.1) de tal modo que obtém-se um novo PVIF v da seguinte forma

U — CUpe + v, + v =F,  (x,t) € (0,L) x (0, +00)
v(0,t) =0

v(L,t)=0

v(2,0) = u(,0) = 12(0) = (112(0) = m(0)) (¥ — 1) = vo(x)

(2.4)

na qual
F=f—-fh-vih—upfs
Note que o PVIF (2.4) apresenta uma vantagem sobre o PVIF (2.1): as condigoes de

fronteira do segundo sao homogéneas.

A nocao de solugao consiste em encontrar v : [0, L] x {t € R ; t > 0} — R que satisfaca
pontualmente o PVIF (2.4), denominada solugao cléssica para o PVIF (2.4).

Sob condigoes iniciais menos restritivas, outra nocao de solucao é necessaria. Uma funcao

v é solugao fraca para (2.4) quando
v : [0,400) = D'(]0, L])
t— v(t)
para todo T" > 0 fixo porém arbitrario, satisfaz o problema no sentido de D'(]0, 1)

vi(t), ) + A (va(t), 0u) + v(va(t), @) + u(v(t), o) = (F(t), @), Voo € D(J0, L)

o0 (2.5)

a qual, depois de algumas consideragoes (ver (ROBINSON, 2001)), pode ser substituida

pela definigdo de que uma fungao v é solucao fraca para (2.4) quando

v : [0, +00) — H(]0, L])
t— v(t)

para todo T' > 0 fixo porém arbitrario, satisfaz o problema
(ve(t), ) + ¢ (va(t), a) + v (v(t), ) + 1 (v(t), ) = (F (1), ), Vo € Hy(]0, L[)

v (0) = vy

(2.6)

para quase todo t € [0,7T], no qual (-, -) representa o produto interno em L?*(]0, L]),
supondo-se F' € L2,(0, +00; L>=(]0, L[)) e vy € Hg(]0, L]).
Como H}(]0, L[) é separével, existe uma base hilbertiana (sistema ortonormal completo)
{oj}jen € HE(J0, L]) (ver (BREZIS, 2011)). Procura-se por aproximacoes v¥) da solucio v
dadas sob a forma

W) = S0, (27)
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na qual wj(-N)

funcoes {¢;}jen.

sao fungoes a determinar, e {¢;};=12. .~ é um subconjunto do sistema de

.....

Para o intervalo [0, L], por simplicidade, para cada N fixo, considere uma parti¢ao
regular com N + 1 nés {0 =zg < z7 < --- < xx = L}. Denote por h o valor absoluto da
diferenca entre nés consecutivos: h = xj1; — x; . Para fins de aproximacgao por Elementos
Finitos, as fungoes ¢; sdo obtidas como limite de uma sequéncia de fungoes em H'(]0, L[)
que satisfazem ¢;(x;) =1, ;(z;) = 0, sempre que x; # z; . Note-se que estas ¢; nao tém

as mesmas propriedades de ortogonalidade da base hilbertiana acima.

A Figura 2.4 abaixo mostra como as fungoes ¢; se dispoem.

Figura 2.4
[ I 1
¥o ¥1 | 1 Py [
IR-~=---K-------~- b - *----- F
I I I I
| I I I
| | | |
1 | | 1
I I | I
I | [ |
I ! | !
I I | I
Zo 1 To- " Tj-1 Z; Tjy1 " TN-2 TN-1 TN T

Fonte: o autor

Pondo (2.7) na expressao (2.6a), tem-se

dt< ]('N)()Z%, ) < V05 (o), x>

Jj=0

k . (2.8)
o (0F @) o >+M<W§N)(t)2%so> — (F(0).),

para toda ¢ € H}(]0, L[). Como a fungdo w depende apenas de t
N N N
50X (o) + w02 (00,0 00) +reV 02 ((01),9)

5 (09) = (Flt).p)

para toda ¢ € H}(]0, L[), resultando em

/ N N
Wi (O (@5, 0) + VB 3 [ ((#5), 1 0x)
§=0 3=0 (2.9)
+1 ((93),0) + (e 0) | = (F(1), )
Como (2.9) vale para toda ¢ € H, 1(] L), em particular, vale para as funcoes {¢; }i—o.. n

N

) O F (o0 + O 5 [ (0, (00.)

v (<soj>m i) +ilepe) | = (Ft),01), VE20
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Em particular para t =

M 45 (0 0+ w™ S 2 (00 (o N o = (F). o
wi | () 2 (5 00) +wi (k) 2| ((05), (i) + v ((93), 5 00) + 1 (i) | = (F (1), 0)
j= Jj=
para Vk=1,2,....
Devem ser calculados os produtos internos descritos na expressao (2.1). Fixe j, com j =0
enquanto ¢ = 0,1,2,..., N. Tem-se as seguintes integrais de produto interno
L L L o
[ eo@es@idr; [Ce@e@dz [T e@ei)dn =0, Vi jl > 1

/oL #i(@)e(x)de; /OL pi()pia(@)dz | "oy @)y (2)da

L

/OL on(T)pn(T)dr; /o on(z)on-1(z)dx; /OL on(2)pj(z)de =0, Vj<N—1.

Todo o célculo feito s6 foi possivel porque o espaco considerado é o L?(0, L).

Para resolvermos esses produtos internos, precisamos achar as fungoes correspondente ao

grafico das fungoes teste ¢; (ver Figura 2.5).

Figura 2.5 — Grafico das fungoes teste ¢.

T3 T T Tj41" " TN-2

Fonte: o autor

2.1.1 Calculo do Produto interno das funcoes ¢
2.1.1.1 Produto interno da forma (¢;, ¢;)

Da Figura 2.5, tem-se uma particao regular, logo a distancia entre dois x; consecutivos é
constante e igual a h, ou seja, h = x4 —xj, Vj =0,..., N — 1. Diante dessas informacoes
e para j = 0 fixo, para encontrarmos a fungao teste ¢y, temos que analisar o seguinte

grafico abaixo:
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Figura 2.6 — Gréfico para ¢

%o

—_

To T T
Fonte: o autor

A equacao da reta que corresponde a funcao g serd dada por:

1- le—_ﬂ’;coo’ S [x07$1] ﬁ, T € [$0,$1]
wo () = = o () =
0, € [x,zp] 0, z € [z1,2N]

Il
Q\@
hS)
o
—~
S
SN—
QU
)
Il
e
B8
—
Bls
L
S
N—
QU
)

(o.00) = [ 0 (&) o (&) da

b T—x 2 2
B /zo (11*9000) dz = (9171—1960)2 /x (l’ B ZEO) du

0
— 1 1 _ 3 _ 1 1
- (Ilfwo)Q 3 (:El 370) (xlfﬂfo)z xO
_ l(xl—xo)g’
3 (z1—x0)”
_ 1 _ 1
—g(l’l—flfo) —gh

Da Figura 2.5, temos que para i = 1, o grafico correspondente serd

Figura 2.7 — Grafico para ¢

i) I I9 i

Fonte: o autor

Pela analise do grafico, temos para o1,

1 - ﬁ’ S [flf(),ﬁl] %, T € [l’o,l‘l]
¥ ({E) - 1- 3262:3;11’ T € [1'1,.1'2] = ¥ (l’) = ﬁ, WS [371,372]

O, T € [ZL’Q,J]N] O, xr € [ZEQ,ZL’N]
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((pl’gpl):/abgpl(x)gpl(:p)dxz/abQD%(x)dx:/:l

r—x0 To—x

= / [Mrdf”/: =] e =

1

1 /
r1—I

1=2o [,

2 29
A@de+ [ g (@) de

0

(x — 20)° do + —

To—T1

/ .
z1

como h =z —x; = h=x1—x9) <= h=xy—1

x1

1 2 1
xo xr1
— L. R (1 Ry _1 1
TR 2 ( h? 3)_3h+3h
_ hth _ 2
3 _Bh

z2
(w2 — x)2 = % (z — 950)3

1

zo

Para resolvermos o caso (g, ¢1) precisamos analisar o seguinte grafico abaixo:

Figura 2.8 — Gréfico para a fungdo ¢y em interagdo com ¢

Yy

Zo

Z2

Fonte: o autor.

Da analise do grafico, temos

TEr, x € [wo, 1]
0, z € [x,2pN]
o x € [x0,14]
22, @€ [ry,a)
0, € [x1,xp]

(20 — ) dx
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2

(oo = [ oo (@de = [~ @) () o

T2 TN 0
— [T e@ e @de+ [ ot (@) det [ po@rer@de

Zo

= /;1 wo () 1 (x)dx, € [xg,71]

0
1
_ Xr1—a T—XTQ
- [(z=)(E==)w
z0
1 “

:G?%F/ (21 — ) (z — o) dar

0
sendo h = ;41 —x; = h =21 — 29
z1
(0, p1) = %/ (x1 —z) (x — x0) dx
o

fazendou=x — 1y <= x=u+x9

1

(v0, 1) = # (21 — x) udu

o
1 T1—x0
=% ; (1 — (u+ z0)) udu
T1—T0
== (1 — xo — u) udu
0

Como h =zj41 —x; = h=z1 —x

h
(0, 1) = w2 (h —u) udu

:Lp,ﬁ_ﬁw

h2 2 3 110

O A Wi | L O U A S B
= w2 2 T RT3 |y T Ln2 2~ h? 3
_h_h_h

2 376

Como ja fora feito o caso (¢, 1), resta fazer os casos (¢, ;) com i > 2. Para
1=2

Figura 2.9 — Grafico para a funcdo g em interagao com o

Yy
1

i) I I9 i

Fonte: o autor.
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T5r, x € [xo, 1]
o (x) =

O, T € [Il,l’N]

poa, € [x1, 3]
P2 (SL’) = ﬁ7 T e [man3]

0, z € [x3 xpN]

Logo,
b T3
(po.2) = [ oo (@) e (@)da = [ "o (@) o2 (a) da
€1 Oxg xs3
= [T eo@ sty dr+ [ ocln) e (@) do+ [ o6le) oo (a) da
) T T2
TN
+ [ i) pstle) da
=0
Para os casos em que o médulo da diferenca entre ¢ e j supera um, tem-se 0 mesmo
resultado.

J-il>1 = (pp) = [ 0@ @) dr=0 (2.10)

Para casos particulares: (903'—17903'), (%‘a%‘)y (90j790j+1)v (QON—27§0N)v (90N1,90N), (¢N790N)v
(SONNPN)

O grafico para ¢; é,

Figura 2.10 — Gréfico para a funcéo ¢;

Tji—1 €T Tjt1 T

Fonte: o autor.
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e T E [T,
p;(x) = ﬁ, T € [T, xj41] (2.11)
0, =& [rj1,2;] U ), zjp]
fazendo j +— j — 1:
%, T € [Tj_g,T_1)
pia (@) =9 4, @€ ) (2.12)
0, z¢[rj0,xj1]U[zj1, 2]
fazendo j — 5 — 2:
Sﬁ, T € [Tj_3,xj 9]
pi2(2) =3 755, 7€ x5, )] (2.13)
0, z¢&lxj_s x| Ulzj_1,7]
fazendo j — 7+ 1:
s T E [T, mn]
@i+ () = ﬁ» T € [Tj41, Tjyo] (2.14)
0, & lrj,zjn] Uz, T
fazendo j +— 7 + 2:
?ﬁ, T € [), Tj41]
P2 (¥) = ¢ T @ € (w49, 7543] (2.15)

Tj3—Tj42’

0, z¢&[zj,250]U[x)00, 23]
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) = [0 @ @de = [(G@dr= [7 Gde+ [ @ ds

j—

X XTig1
— [ [Emmie 2dx+ T [z )? gy
Tj—Tj—1 Tjp1—2;
Ti_1 T

j—

Zj Tj+1
= %/ (z — ;1) dz + %/ (241 — )’ dz

(@j—wj-1)" Jo, (@ 11=25)" Jy,
T Tj+1
1 1 3 1 1 3
= ———>s(r—x;_ — 2 (Tiy1 — T
w3 (&~ %) a3 Wit =)
Tj—1 Tj
= @ ,1)°3 [(x] — 1) — (1 — 1) }
1 1 3 3
T @)% 3 [(%’H — i) — (T4 — 75) ]
COmMoO Xjt1 — Tj = h — Tj— XTjp1 = —h
1 1 3 1 1 [ 3}
(5. 95) (@2, 1)%3 (z; j-1) (@ir1-2;)° 3 (Tj+1 7)
_ 1 (zj—z51)° 1($j+1—$j)z
3 (zj—wj—1) 3 (Tjr1—;5)

=ih+th=2h.

Para (12,1, ;):

Figura 2.11 — Gréfico para a fun¢do ¢;_; em interacao com ¢;

:13];2 xj,l l‘j $j+1 Z

Fonte: o autor.

e wE [rj, ]
pi(r) =9 5= v € [ry a0
0, ¢ [zj1,2;]U[x)2)01]
%, T € [Tj_g,T_1)
pia (@) =9 L, @€ o,
0, z¢[rj 0 xj1]U[zj1, 2]
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(pj—1,05) = /ab wj1(z) pj(z)dx = /xj @fi;:) (mf_:i]m) dz

Tj—1
zgfigﬁ/%(%—xﬂx—%qﬁh

(zj—zj-1) Ti_1

sendo h =2; —zj_1 efazendou =2 —2;_; <= r=u+ ;4

1 Tj—Tj—1 1 h 1 h
(j—1,905) = 72 ; (z; — ) udu = 75 ; (xj — (u+z_q))udu = h—z/o (h — u) udu
_iy@_ﬁr_ipﬁ_q_iﬁ_iﬁ_ﬁ
= w2 o Rl 2 T3] T w2 w3 6

Para (¢;, ¢;j41):

Figura 2.12 — Gréfico para a funcdo ¢; em interagdo com ;41

Yy
P Pj+1
lt-=-=-=-=====—5---- e il
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Tj—1 Zj Tj+1 Lj+2 xz

Fonte: o autor.

(inoser) = [ 03 @) oyr (0) = [ (2) e (&) da

Tj41 Tj4+1
= [ ei@ e @ dr= [ o) @) g (2) da
j—1 J
:/xj*kl(a;—a;j_l) (33]'+1—$>dl" Ti — T :h:]/' — .
x; Tj—Tj—1 Tjt+1—T; ) J Jj—1 Jj+1 J
1 [
=7z (j —x)(x —xj_q)dx
Tj—1

sendo h = Tjp1 — T =Tj — Tj1 <= —h = Tj—Tjp1 = Tj—1 — Tj
Tj+1

(pivpiv) = s [ (@ =2j0) (31— @) do

Zj

fazendou =21, —2 <= —u=v -2 =>r=u+x4

Tjp1—;
(¢, 0511) = h%/o (zj — (u+j41)) udu

| [T

=5, (xj —xj_1 —u)udu
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como h = x; — Tj_1

h
(pini1) = [ (h—w)udu

1 u? u’ h
= [ -5
_ 1 R2 _ K 17 h? 1 r3
=& M - 5] = Bl - Y]
_h_h_h

2 3 6"

Para (g5, ¢j12):

Figura 2.13 — Gréfico para a funcdo ¢; em interagdo com ¢;i2

Tj—1 Lj Tj+1 Lj42 Lj+3 x

Fonte: o autor.

e @ E [y,
pi(0) =9 5 v € [rg 2]

0, =& [zj1,7;]U[z),7541]

e TE [j_2,2_1]

Pj+2 (I‘) - a:jm_j;jz_1’ z € [xj—lv x]]

0, x¢[rj9,x;1]Ulxj 1,1

Tj+2

b
(piei2) = | (@) ppua @ dr = [ 05 (@) pyea (o) da
Zj+1 0 ’ Tj+2 0
= [T e @ el + [ pperteian (o) da
=0.

Observa-se que (¢j_2,9;) = (@), ¢j+2), de tal modo, omitimos o caso (¢;j_2,¥;), mas é

analogo ao caso acima.

Para (¢n, on):
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Figura 2.14 — Gréfico para a fungdo ¢y

Fonte: o autor.

T—TN-1

e, T E [Tno1, ]

on (z) =
0, X g [I’N_l,ZL‘N]

De tal modo que,

(onom) = [

o @) (@) do = [ @) e

- /ab (ﬁ)zd‘x = (xN—;N_l)Z /ab (z —an_1) do

TN
= %/ (z —an_1) d

(@En=2n-1)" Jon

TN
_ 1 1 3
T (ev-zn-1)?3 (I «TN—I)

TN—1
- (xN—;N 1)2% [(xN - fol)?) - (INfl - fol) }
= (ggN,;N 1)2% (xN - xN—l)

(ovoow) = 3 () 00+ 5 (1) 00 = 3
Para (pn, pn_2):

T—TN_3

v a—ans’ L€ [Tn_3, TN_2]

N2 (z) = %7 T € vy 2, TN 1]
0, ¢ [rn_3,Tn-2]U[rN_2, 2N 1]
b TN
(n-zow) = [ onoa@)on (@) dr= [ onoa (@) oy (@) do
a TN-3

TN -2 TN-1 0 TN 0

— [ena@entllr+ [ v @) exteydt [ onatolpy (@) do
TN-3 TN-—2 TN—-1

=0
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Figura 2.15 — Gréfico para a fungdo ¢n_o em interacdo com ¢y

TN-3 TN-2 TN—-1 TN x
Fonte: o autor.

Para (pn, on_1):

Figura 2.16 — Gréfico para a fungdo ¢n_1 em interacao com ¢y

Y
YN-1 YN
: :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
TN_2 IN-1 TN X
Fonte: o autor.
T—IN_2
ina—an TE [TN—2, TN—1]
-1 () =9 -z € [zno1,an]
0, z¢[zn_1,2N]
b TN
(on-1ow) = [ oo @) en (@ dr= [ pno1 (@) oy (@) do
a TN_2
TN_1 TN
= [ eva@entride+ [ ono(@)en (@) do
TN_2 TN_1
N N —TN_
= / ON-1 (ZL’) PN (l‘) dr = / (xiﬁrij) (ﬁN*;fVN—ll) dx
TN—1 TN-—1

_ 1/;” (ay — 2) (& — 2n_1) da

p
(@v—aeNn-1)" Jou_ )
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fazendou=x —arny_1 — x=u+TN_1

TN TN
(ev108) = Gy [ (ow = @)udu =5 [ (an = (u+ oy -0)) udu
NTEN-1 TN-1 TN-1
1 TN 1 TN
:h—Q/ (xN—xN,l—u)udu:h—z/ (h — u) udu
TN_1 TN-1
h

1 INTEN-L 1 u? ud

0

ol

Para (p;, ¢n):

Figura 2.17 — Gréfico para a funcdo ¢; em interagao com ¢y

)
¥j
|
|
|
|
|
|
|
|
:
i1 Tt x
Fonte: o autor.
e T E [, 7]
pi(e) =9 5= @ € [y, 4]
0, ¢ [rj_1,2;]U 1), T541]
T—TN_1
iv—en ¥ € [PN-1,N]
on () =
0, = € [QSN—biEN]
b TN
(@5, 0n) :/ @i (z) on (x) dl‘:/ vj(x) on (x) dx
a T
z; Tj4+1
:/ ©; (x) on (x) d9€+/ @i (x) pn (x) dx
Tj-1 z;
TN_1 TN
+ @i (x) on (x) dz +/ @j (z) on (z) dz
Tji41 TN—-1
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Figura 2.18 — Gréfico para a funcdo ¢; em interagdo com ¢;

Z; Tiyl T

Tj-1 Zj Tit1 Ti—1
Fonte: o autor.

De fato, o produto interno entre (¢;, ¢ ) sera zero pois nao hé interacio entre as fungoes.

Para (¢;, i):
e, T E [z, ]

pi(0) =9 5o @€ [, @544

0, ¢ zj1,7;]U x5 250]

T—Ti—1
ez TE (i1, 2]

(2.16)

i (z) = ;:171:;7 T € [T, Ti41]

0, & w1, 2] U [z, 541]
Do mesmo modo, como feito no caso acima, tem-se que o produto interno serd zero. Logo,

T4

(o) = [ i@ ar@yde= [ ;@) (w)da

j—1

= [ a@e@drs [T e @) e ) dot

H[Ta@a@dt [ g@e@d+ [ e @@ d

Tj+1
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Aplicando-se os resultados obtidos acima, tem-se a matriz M

(9007 SOO) (900, 901) (9007 902) (900, 803) T (900; <PN)
(P1,00)  (p1,01)  (1,902) (e1,93) -+ (91,0n)
M= (p2,00) (p2,01) (02,02) (p2,93) - (02,0n)

L (90N7800) (@N#Pl) (90N7902) (SDNaSOza) (SDN,<PN) ]

[ hoh 0 0] (210 - 0 0]

h h h

h 2 b 0 41 00
o g % 0 0] ,l014 00
o Do . .| 6 D

00 0 % kb 000 - 4

L0 0 0 Ao 000 2 |

2.1.1.2 Produto interno da forma ((¢;)z, ¥:)

O objetivo agora é calcular os produtos internos da forma ((gpj)m ,gp,-). Aqui faz-se uso de
boa parte do célculo feito anteriormente na Secao 2.1.1.1. Usando a expressao (2.11), que
define ¢;, e derivando-a uma vez com relacao a x, tem-se

1

T € [xj1, ;]

xj—$j_1 )
(QOJ)I = xj+—11_rj , T E [Ij7xj+1]
0 ) x ¢ [xj—bxj] U [l'], xj'f'l]

Logo para i = j

((0e05) = [ (@), () 0y (2)

a

Z Tj4+1

(@), @) s @) de+ [ (0), (@) 5 () do

Ty

=[N @@= |

Tj—1

Zj Tj+1
T—Tj_ — Tj41—T
/ L—ilv }( __3_1)d$ / [ j 1— ]( 'H_l— )diL‘
Ti JTTi-1 Tj—Tj—1 oy Lj+1—Lj Lj+1—Tj
Jj—1 J

Zj

1 1 Tj+1
=73 (x —xj_q)de — ﬁ/ (j41 —x)dx
X

Zj—1 J

fazendo u = (x — x;_1) na primeira integral e u = (2,41 — =) na segunda integral, temos

((%’)x,%’) =1 /Ij udu — hlz/:jH udu

Tj—1 J

como,
U=T —Tj1 = T=u+xj_; & du=dx

U=Tj41 —T = T =Ty — U = dov = —du
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temos

((¢J)x ) on) =

Tji—Tj_1 0
1 1
ﬁ/ (utxjo1 —zj-1) bdu — 33 (@j41 = (2j51 — w)) du
0 Tj+1—T;)
0 Ti—Tj_1 1 0
77 udu — 75 (Tj41 — xj41 +u) (—du)
0 Tj+1—T;)
Tj—Tj-1 0
% udu + h—lz udu
Tjp1—T;

—
AS)
ol
S—
8
AS)
SN

~

I
h
o
S
<
S—
8
—
a
AS)
<
=
QL
&

Parai+— 5 —1,

(95, 251)

Tj—2
$371 0 J?y
= [ entoBia @ e+ [ (), () gy (@) do
Zj—2 Zj—1

(xj_xjfl) 45—
T A
=& [ @) de
Tj—1
xX
=& Be—a)]) =& Bai—am)] - & b 2007
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para i — j + 1
(@) 000) = [ (00 @) @)de = [ (), () 0y (@)
= [ e @ st [ (), @) (2) do

[ @B () do

J
= [ el ) @
vy L1 ] \Tjp1—w;

como h = Tj—Tj—1 == —h = Tj—1—Tj

—h2
(o), 0501) = w52 = 1.
O célculo acima foi feito da forma em que ¢ — j—1, i — j, 7 — j+ 1, mas pode-se seguir o
mesmo procedimento feito no inicio desta se¢ao, no qual fixou-se j e fez-se i = 0,1,2,..., N.
b T2
(1), 1) = / (1), prde = / (1), prda
-730
/ ), Prdx (900):): pr1dw
x1

2
:/ r— 3;0 .T‘{‘/ 332 x)dﬂ?
x1— 170 331 xo To2— 171 J72 xr1
_ Y 1 * (e —
== xo) /xo (x — o) dx + T /x1 (xe —x)dx

como h = x4 — T = x; — Tj1

1 2

((cpl)m,sol):%/x (x—x0)dr+ 75 [ (x2—2)dz

0 1
fazendo u = x — xg na primeira integral e u = x5 — z na segunda integral e mudando os

intervalos de integragdo conforme a mudanca de varidvel, tem-se

U=xr—r) — r=u+2r9 = dr =du
U=Tyg— T —> =2y — U — dr = —du
U=y — 2o

u=x9g—x9=20

U=Tg—x9=0

U =Ty — I
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diante disso,

(@) 00) = [ (w+a0—a0)

du — 55 /xo (29 — (2 —u)) (—du)

2—T1

1 T1—T0 1 0
0 To—x1
T1—T0 0

= h%/ udu + # udu
0 To—x1
b a
como/ f(z)dr = —/ f(z)dz, a<b
T1—X0o To—T1
((p1)y5p1) = #/O udu — 35 A udu

como h = Ty — T = T1 — X,

h h
(), o) = 3 [307] | =[],
w5 (7 =07)] =g |5 (07 - 07)]
el — gl
= 0.
Agora, para j =0 e i =1, temos
b 2

((¢0)z ) 301) -

xT

1
(SOU)x
0
1

(900);C

0
T

I
— o T

0

)
(z1—20)* |,

como h=x; —x;_1,Vj€1,2,...,

N
((90), 1) = & /x (x — wo) da = 2 [4 (& — 20)’]

(o), prdz = / (¢0), prdz

o

T2 0
prdr + / (¢g)zprda
x1

prdx

o] () e

B (x — xg) dx
0

x1
h .
0
_ 111 2 1 |1
= i [3 (@1 = 20)’] = 3 |3 (20=10)
11
T h? 2 h
1
2
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para j =0 ei > 2,
(o), . 09 /b pi@yds = [ (@), (@) pi(a)da
/ Wm—i—/ (oo (a dx+/ (o) AT Pi(x)
+/m (o) ATV otV

para ((SON);D PN ):

=
4
g
AS
i
a\é
z

on (z) (pN)z (7) dx

I
—

L L

N

L
= /th(%) i=lth gy = L . zdr + 7 L dx
=5 5L = (L=Nh)") + 3z (h=L)(L—L+h)
:#-%(LQ/EZ' 2hL —h?) + & b+ (h— L)
=5 (F-D+1-3
—L-l+1-%=}

Agora que calculamos todos os produtos internos de interesse, temos em mao a seguinte

matriz:

[ (90, (00),) (90, (91),) (o, (92),) (%o, (¥3),) (00, (o)) |
(1, (00),) (w1, (1)) (1, (p2),) (01, (03),) (1, (on),)
S=1 (v2,(v0),) (p2,(p1),) (92, (p2),) (#2,(#3),) (2, (on),)
_(SON7(900)35) (SDNa(%)x) (@N,(wz)x) (SONa(SDS)x) (SDNa(SDN)x)_

<540 0 0]

19 1 0

=1 0 -2 0 0

0 0 Ll

0 0 0 -1 ;_

2.1.1.3 Produtos interno interno da forma ((goj)z , (%)x)

1
PR )
Tj—Tj—1

T € [Tj_1,T]

(@), (@) = 5t © € [2), 254]

Tj+1—Zj

0, =€ [zj1,7;]U[z),7541]
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para i = j — 1: derivando (2.12) e usando a equagao acima, temos

Tj+1

(@) (1)) = [ (02, ) (o), (@hde = [ (21), (0) (1), () da

Tj—2

- /:;W(@_l)x et [7 (), (o0, 0
+ /x 7 (@), (@) () (@i

J

a[jwmww%n<>M—/iLT;JL;;jm

j—1

_ 1 I _ _ 1
= (xj*l‘jfl)z /le d / dI

1

=

para i = j: usando a derivada de (2.11), temos

Tj+1

((%)x ’ wj)x) - /b (05), (@) (@), (l") de = /le ()2 (x) da
= / ()2 (@) de+ [ ()2 (2) da
::Ajlbrél dm*/%“ k) e

R Tj 9 1 Tj+1 2
S / D (e / 1)

J— J
T Tt
1 J 1 J+
Tj—1 Tj
x; Tjt1
_ 1 1 _ 1 1 1 1
=27tz = - rim) + @i — ) = ph+ ph
Tj—1 X
_2
=2

para i = j + 1: derivando (2.14), temos
Tj+2

(@), (een),) = [ (), ) (o), @) e = [ (), (0) (o), () da

Tj+1

IJ+1
= [ 0. @) s @i+ [ (6. (@) (g50), (a) do
Tj+2
+ [T et (i), (@) d

J+1
. Tj+1 _ T 1 1
= [ e @ e, = [ ] [ e
.
Tj+1 Tjt+1 J+1
- __ 1 - _ 1 - L = L (p
= ey /xj dx ), dx 2T . 25 (T — x5)

1y

1
B2 T e
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[ (20)2 5 (90)a)  {(90)gs (01),)  ((90)g - (2),) ((0), > (¢n),) |
(1), (00)y) (1), (1)) ((01), (92),) ((e1),» (o))
N = ((p2),, (o)) ((p2),, (1)) ((p2),,(2),) ((¢2),+ (on),)
L ((@N)xa(%)x) ((@N)xv(%)x) ((@N)xv(@z)x) ((‘;ON);E?(SON)x) J
2 1 0] I ]
Loz 0 -1 2 -1
0 -5 i 0 0| | 0 -1 2
0 0 0 ,2;—,11 0 6 0 2 —1
I 0 2] 0 0 0 -1 1]

De 1inicio, é desconhecido o fato de os produtos internos terem comportamento tridiagonal,
o calculo feito na se¢ao (2.1.1) tinha como objetivo mostrar que a equagao (2.1) pudesse
ser reescrita por um sistema linear formado por matrizes tridiagonais. Diante disso, na
(2.9), os indices fora da condi¢do produzem coeficientes (que advém dos produtos internos)
nulos. Logo,

i+1<N i+1<N i+1<N

X wi) ()t T wi () (9i),, (0i)) +v X wi (1) ((9)),90) +
J=1—1>0 J=1—1>0 J=1—1>0
(2.17)
i+1<N .
Jj=1—1>0
Reescrevendo a equagao acima, agora com o passo w;j(n + 1) e pondo em evidéncia w,
tem-se
i+1<N
-2 (g i) wj (tnga) = (F(tn), @)
j=1—1>0
HISN
- Zl>0 [® At ((¢5), 5 (0i),) + v AL ((05),,0i) — (1= pAt) (95, 0i)] wj (tn)
Jj=i—1>

para, 2 =0,1,..., N.

Seguindo o que foi feito anteriormente, para o lado esquerdo da equacao, o primeiro
produto interno equivale a matriz M que é a mesma matriz para o tultimo produto interno.

Os outros dois produtos internos renomeia-se pelas matrizes S e N

i+1<N
' ‘Z1>0Mij wj (tni1) = (F(tn), ¢:)
j=i—1z
1+1<N
- Z [C2AtNU—|—I/AtS”—(1—,uAt)M”]wj(tn),Z:O,l,,N
j=i1—1>0

ja toda expressao que esta no somatoério do lado direito apds o sinal de menos pode ser
reescrita por uma matriz Q, de tal modo que resulta em
i+1<N i+1<N

E Mij wj (thrl) = (F<tn)7 (102) - Z Qij wj (tn) 5 1= 07 17 R >N

j=i—1>0 j=i—1>0
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O produto interno é a area hachurada na Figura 2.19, a qual serd aproximada pela area
da Figura 2.20

Figura 2.19 — (F(t), ;)

Fonte: o autor.

Figura 2.20 — Aproximagao para (F(t),¢;)

A J

X; xi-ll—l
Fonte: o autor.
da aproximacao pela integral, tem-se
zj+1 1
(F(t), ;) = / F(z,)pj(x)de ~ 5(xj1 — 2j) F(x), tn) = AxF (), t,).  (2.18)
Tj—1
Resultando em,
i+1<N i+1<N
Mij Wy (tn+1) = AxF (.’Ej,tn) - Z Qij Wy (tn), 7 :0,1,...,N (219)

j=i—1>0 j=i—1>0
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Reescrevendo a equagdo agora na sua forma matricial, tem-se

wo (t)
w1 (t)

(3. 0)] & + @ (@), (0)) (2.20)
wWN (t)

S

wo (t) (F (), 1)

w1 (t) (F(t),p2)

v <(90j)m a%) + M(%‘»%‘)} ; = Az :

wn (1) (F(t),en)

- 0 -l

Sendo assim, pode-se escrever apenas os produtos internos que nao sao nulos nas matrizes.

Ou seja,
i Moo Mo 0 0 0 T wo (tn+1) T
Mo M1 M2 0 0 w1 (tnt1)
0 Mz Maz M3 0 w2 (tnt1)
0
My—2,n-1 0
My_1,n—1 Mn-1,n wN—1 (tnt1)
. 0 0 0 0 Mn,N-1 My~ ] W (tnt1)
i 0 1T 1 0o 0 o0 0 1T woltn) T
Az F(z1,tn) Qo Qi1 Q2 0 0 w1 (tn)
Az F(x2,t) 0 Q21 Q2 Qo 0 w2 (tn)
0
QN-2,N-1 0
Az F(zn-1,tn) QN-1,N-1 QN-1N wn—1 (tn)
i 0 I Lo o o o 0 1 wn (tn)
Renomeando os termos da equacao, tem-se
A [My] €(8) + [Qyl2(t) = F (1) (2.21)
Deixando toda a equagao em termos de §¥'(t)
-1

At) = My] {55 ) — 2; [Qul 1)} (2.22)

Em particular, para uma particao regular 0 =ty < t; < ty < --- < t, = T do intervalo

[0,T] (At = tg1 — tg), invoca-se o método de Crank-Nicolson, descrito mais abaixo

Up+1 — Up
At

T2

1

[Fn_H (u, x,t

ou 9%u
’ Oz Ox2

)+Fn (u,x,t

e, aplica-se 0 método na equagao (2.22), para k + 1/2:

Qtg1/2) — Qtr)
Al
2

ou 9%u
) Ox 0 Ox2

(2.23)

= M) {Qix [F (tit1/2) + F(te)] — ﬁ [Qij] [Qtpgry2 + Q(tk))]} (2.24)
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multiplica-se ambos os lados por ¢, tem-se
Q(t Q(tr) (M —At F(t F(t At Q(t Q(t 2.25
(thy1/2) — Qtr) [My] = As [F(trg1/2) + Fte)] — 1Az [Qi5] [Qtky1/2) + Qtn)] (2.25)

reagrupando os termos em comum, tem-se

(1Ml + 5 1) tiraye) = (M) = 17 (1) 02tw) + 3 [Fltwea) + T ()] (220

para k + 1, o procedimento é andlogo

([Mij] + 4@% [Qij]) Qtgr1) = ([Mij] - ﬁ% [QU]) Qtpy1/2) + 427?; [F(tes1) + F (teg12)]  (2.27)

At { (tks1) + (1 lj +4A*> F (ti+1/2)

M) = 1ae (M) + 4Aﬁzu]) (2:25)
[M;] — ﬁ;) ([Mij] - 4%)2
+ <[Mij] TR ) )+ R &)Qﬁ(tk) (2.29)

De agora em diante o trabalho serd adaptar a equacao (2.29) para o cédigo Python que

serd descrito mais a frente.

2.1.2 Sistemas tridiagonais de equacoes

Sistemas tridiagonais de equagoes lineares tém uma matriz de coeficientes com zero como
entrada, exceto ao longo dos elementos diagonais, acima da diagonal e abaixo da diagonal.
Um sistema tridiagonal de n equagbes em forma de matriz é mostrado na (2.30) e é

ilustrado para um sistema de cinco equagodes matriciais abaixo.

A Agg T By

Agr Agp A T By

Azy Azz Az r3 | = | B3

Agz Au Asgs Ty By

i Asy Ass 1L %5 ] L B; |
Ay A 00 -0 0 0 [ a | [ B |
Agl A22 A23 0 0 0 0 To BQ
0 A32 A33 A34 0 0 0 ZT3 Bg
= | @30

0 T An—2,n—2 An—Q,n—l 0 Tpn—2 Bn—Q
0 e An—l,n—Q An—l,n—l An—l,n Tp—1 Bn—l
0 e 0 An,nfl An,n Tn—1 Bn
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A matriz de coeficientes de sistemas tridiagonais tem muitos elementos que sdo nulos
(especialmente quando o sistema contém um grande nimero de equagoes). O sistema
pode ser resolvido com os métodos padrao (decomposi¢ao de Gauss, Gauss-Jordan, LU),
mas entdo um grande nimero de elementos zero sdo armazenados e um grande ntimero
de operagoes desnecessarias (com zeros) sao executadas. Para economizar memoria do
computador e tempo de computacao, métodos especiais foram desenvolvidos para resolver
sistemas tridiagonais de equagoes. Um desses métodos, o algoritmo de Thomas, ¢ descrito

nesta secao.

Muitas aplicacoes em engenharia e ciéncia requerem a solugao de sistemas tridiagonais de
equacoes. Alguns métodos numéricos para resolver equacoes diferenciais também envolvem

a solugao de tais sistemas.

2.1.2.1 Algoritmo de Thomas para resolver sistemas tridiagonais

O algoritmo de Thomas é um procedimento para resolver sistemas tridiagonais de equagoes.
O método de solugao no algoritmo de Thomas ¢é semelhante ao método de eliminacgao
gaussiana, no qual o sistema é primeiro alterado para a forma triangular superior e depois
resolvido usando a substituicao reversa. O algoritmo de Thomas, no entanto, ¢ muito mais
eficiente porque apenas os elementos nao nulos da matriz de coeficientes sao armazenados e
apenas as operagoes necessarias sao executadas. (As operacoes desnecessérias nos elementos

zero sao eliminadas.)

O algoritmo de Thomas comega atribuindo os elementos diferentes de zero da matriz
tridiagonal de coeficientes [A] a trés vetores. Os elementos diagonais A;; sdo atribuidos
ao vetor d (d significa diagonal) de modo que d; = A;;. Os elementos diagonais acima
A, i1 sdo atribuidos ao vetor a (a representa a diagonal acima), de modo que a; = A; 41,
e os elementos diagonais abaixo A;_;; sdo atribuidos ao vetor b (b representa abaixo da
diagonal), tal que b; = A;_; ;. Com os elementos diferentes de zero na matriz de coeficientes

armazenados como vetores, o sistema de equacoes tem a forma

(4 000 0 0 0 0 |[aw ] [ B ]
b2 d2 a9 0 ) BQ
bg dg as 0 T3 Bg
| (2.31)
0 0 bn—Q dn—2 Ap—2 0 Tp—2 Bn—2
0 0 0 bn—l dn—l Gp—1 Tn—1 Bn—l
0 0 0 0 by, dy, Tp—1 B,

Deve-se enfatizar aqui que em (2.31) a matriz de coeficientes ¢ exibida como uma matriz
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(com os 0's), mas no algoritmo de Thomas apenas os vetores b, d e a sao armazenados.

Em seguida, a primeira linha é normalizada dividindo a linha por d;. Isso torna o

elemento d; (a ser usado como elemento pivd) igual a 1:

1a4, 0 0 0 0 1T e ] [ B ]
b2 d2 (05} 0 0 0 i) B2
bs ds a3 0 0 €3 Bs
=| (2.32)
0 0 0 0 bn—2 dn—Q Ap—2 0 Tp—2 Bn—2
0 0 0 0 0 bnfl dnfl An—1 Tn—1 anl
0 0 0 0 0 0 by, d,, Tp_1 B,

onde aj} = ¢+ e B} = %1. Agora o elemento by sdo eliminados. A primeira linha (a linha

pivo) é multiplicada por by e depois subtraida da segunda linha:

1 adf 0 251 By
0 d/2 a9 i) Bé
by d3 a3 T3 B
| (2.33)
0 0 0 0 bn—2 dn—2 Ap—2 0 Tp—2 Bn—2
0 0 0 0 0 bnfl dnfl Ap—-1 Tp-1 anl
00 0 0 0 0 by, d, Tp—1 B,

onde d, = dy — bya), e By = By — B1by. As operagoes realizadas com a primeira e segunda
filas sao repetidas com a segunda e terceira filas. A segunda linha é normalizada dividindo
a linha por d,. Isso torna o elemento d,, (a ser usado como elemento pivd) igual a 1. A

segunda linha é entao usada para eliminar b3 na terceira linha.

Este processo continua linha apdés linha até que o sistema de equagoes seja trans-

formado em 1’s ao longo da diagonal triangular superior:

1 a4 0 0 0 O 0 T B
0 1 ay T2 By
0 1 a3 T3 BY
= (2.34)
Uy 0 Ln—2 By,
L ap Tn—1 By
0 1 Tp—1 B;z/




Capitulo 2. O método dos elementos finitos 51

Uma vez que a matriz dos coeficientes esta na forma triangular superior, os valores das

incognitas sao calculados usando a substitui¢ao inversa.

1°Passo: Defina os vetores

b: [O,bQ,bg,...,bn],
d: [dl,d27...,dn],

2°Passo: Calcular:

aq Bl
aq d; € Dy d;
3°Passo: Parai=23,...,n— 1, calcular:
a; B; — b;B;—4
i=—F——eBi=—-——
¢ d; — bia;—y ¢ d; — bja;—q
4°Passo: Calcular:
Bn - ann—l

B, =

dn - bnan—l

5°Passo: Calcular a solugdo usando a substitui¢ao inversa:
Tpn=DB8, 1=n—-1n—-2n-3,...,2,1, x;=B; —a;x;1

a descricao do método pode ser vista com mais detalhes em (GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).
Deve-se entao adaptar todos os passos e as iteragoes acima para a linguagem Python que
sera descrito abaixo no codigo tdma.py.

# —*- coding: utf-8 —*-

nmnn

Created on Tue Jun 27 18:37:51 2023

Q@author: prof. Cleber Cavalcants
& Matheus Guimardes (Matematica - Bacharelado)

Algoritmo de Thomas

nmnn

import numpy as np

def tdma(M, d):
dp -- diagonal principal (b)
ds -- diagonal superior (c)
di -- diagonal inferior (a)
dp, ds, di = M[0], M[1], M[2]
if isinstance(M, list):
if len(ds) != len(di):
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raise ValueError("Diagonal inferior e superior incompativeis")
elif len(ds) != len(dp) - 1:
raise ValueError("Diagonal principal incompativel com as demais diagonais")
elif len(dp) != len(d):
raise ValueError("Matriz de valores incompativel com matriz M")
else:
dp, ds, di = M[0], M[1], M[2]
elif isinstance(M, type(mp.array([[1, 1, 1]], dtype=float))) and np.shape(M) [1] ==
dp, ds, di = M.T[1], M.T[2][0:-1], M.T[0][1:]

len(d)
w = np.zeros(n - 1, float)

g = np.zeros(n, float)

X = np.zeros(n, float)

w[0]
glo]

ds[0]/dp [0]
d[0]/dplo]

for i in range(l, n-1):
wlil = ds[i]l/(@@pl[i] - dili-1T*w[i-11)

for i in range(l, n):

glil = (d[i] - dili-11*gli-11)/(dp[i]l - dili-1]1*w[i-11)

X[n-1] = gln-1]

for i in range(n-1, 0, -1):
X[i-1] = gli-1] - wli-1]1*X[i]

return X

#

dp = 4 * np.ones((N+1,), dtype=float) # diagonal principal
dp[0], dp[N] = 2, 2

dp = (h/6) * dp

#print (dp)
ds = h/6 * np.ones((N,), dtype=float) # diagonal superior
di = h/6 * np.ones((N,), dtype=float) # diagonal inferior

M = [dp, ds, di]l # matriz tridiagonal
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MTO = np.array([0] + 1list(di), dtype=float)
print (MTO, np.shape(MTO0))

MT1 = np.array(dp, dtype=float)

print (MT1, np.shape(MT1))

MT2 = np.array(list(ds) + [0], dtype=float)
print (MT2, np.shape(MT2))

MT = np.array([MTO, MT1, MT2], dtype=float)
print ('ordem(MT) ', np.shape(MT))

Mo = MT.T

d = np.zeros((N+1,), dtype=float)
dfo] =1

X = np.array([tdma(Mo, d)], dtype=float).T
print('X =\n', X, '\n\nordem(X) =', np.shape(X))

MM = np.zeros((len(d), len(d)), dtype=float)
for i in range(0, len(d)):
MM[i, i] = M[0] [i]

for i in range(l, len(d)):
MM[i, i-1] = M[2][i-1]

for i in range(0, len(d) - 1):
MM[i, i+1] = M[1][i]

print('\n', MM @ X)

Inicialmente, define-se as diagonais principal, superior e inferior (dp, ds, di). As diagonais foram construidas

de tal modo, que recebam listas ou vetores.

2.2 Implementacao para Elementos Finitos via linguagem Python

Feito todo o desenvolvimento através de calculos, faz-se uso agora da linguagem Python para buscar

solugdes do problema

A implementagdo ntimerica imposta sobre o problema foi submetido em duas etapas. A primeira
etapa da implementacdo consistiu em desenvolver um cédigo usando linguagem Python para criar as
matrizes tridiagonais nomeado por tdma.py e assim aplicar o algoritmo de Thomas para resolver sistemas

de matrizes.

Para que o codico pudesse ser executado sem problemas fez-se necessario importar o cédigo
calcnum.py, desenvolvido em sala de aula pelo professor Cleber Cavalcanti para a disciplina de Céalculo

Numérico, ministrada para o publico qualificado de discentes de graduagao das diversas Ciéncias Exatas.
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Fez-se necesséario importar este cddigo pelo suporte que o mesmo jé oferecia. Tendo em vista que

toda a parte de derivacdo e integragdo numérica ji estavam desenvolvidas nele.

Para segunda parte da implementagcao foi desenvolvido um outro codigo nomeado de fem__difusao.py,

este c6digo ja sendo a versao final do programa.

Neste, importamos o calcnum.py e o tdma.py para execugdo completa do cédigo. O cddigo
fem_ difusao.py teve por finalidade aplicar o Método dos Elementos Finitos, tendo em vista que toda
discretizacao necessaria ja havia sido feita no dois cédigos anteriores, necessitando apenas fazer algumas

ponderagoes pontuais para que o mesmo fosse executado de forma clara e objetiva.

Segue-se o cdédigo completo:

#!/usr/bin/env python3
# —*- coding: utf-8 —*-

nmnn

Created on Mon Jul 3 18:58:04 2023

@author: prof. Cleber Cavalcanti (DEMAT/CCET/UFMA)

& Matheus Guimardes (Matematica - Bacharelado)

Solugdo numerica via Elementos Finitos

para uma Equagdo de Difusdo com Transporte

nnn

import math

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation
import calcnum as cn

import tdma

L=4
T = 30

c2, nu, mu = 0.0001, -0.004, 0.00 # difusividade, transporte, dissipagdo

def fonte(x, t):

1

Fungdo fonte
if x > 0.125%L and x < 0.375%L:
saida = 1
else:
saida = 0
#return 2.5 * math.exp (- 100*(z — 0.375%L)**2)

return saida
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95

def f_esq(t):

o

fronteira esquerda

1

return O

f_esq_dirichlet = True

def f_dir(t):

1

fronteira direita

1

return O

f dir_dirichlet = True

def u0(x):
if x > 0.25%L and x < 0.75%L:
saida = 3 * math.exp( -10%( x - 0.5xL)**2)
else:
saida = 0

return saida

# Pardametros da discretizacgdo
Nx, Nt = 200, 175

# dz = L/Nz

# dt T/Nt

dominioX = cn.particao(0, L, Nx) # Domintio X discretizado com Nz + 1 nés

dominioT = cn.particao(0, T, Nt)  # Dominio tempo discretizado com Nt + 1 nés
dominioT2 = cn.particao(0, T, 2*Nt)

B

# Para facilitar outra implementacdo futura, #

# escreve-se os pardmetros em termos do dominio #
i o o

Nx, Nt = len(dominioX) - 1, len(dominioT) - 1

print('difusividade: c¢72 =', c2,
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'"\ntransporte: nu =', nu,

'\ndissipacao: mu =', mu)

dx, dt = dominioX[1] - dominioX[0], dominioT[1] - dominioT[0]
print('\ndx =', dx)
print('dt =', dt)

CFL = float(c2 * dt) / (dx ** 2)
print("\n CFL = ", CFL)
if abs(CFL) > 0.5:

print ("CFL deve ser menor do que 0.5")

Peclet = float(nu * dx) / c2
print ("Peclet = ", Peclet)
if abs(Peclet) > 2:

print ("Peclet deve ser menor do que 2")

# Derivada da fronteira esquerda
img_fesq = cn.funcao_df5p(f_esq, dominioT2)
#print (tmg_fesq, type(img_fesq), np.shape(img_fesq))

# Derivada da fronteira direita

img_fdir = cn.funcao_df5p(f_dir, dominioT2)

MF = np.zeros((len(dominioT2), len(dominioX)), dtype=float)

for n in range(l, len(dominioT2)):
for j in range(l, len(dominioX)-1):
MF[n, j] = ( fonte(dominioX[j], dominioT2[n])

- (img_fdir[n] + (img_fdir[n] - img_fesq[n])*(dominioX[j]/L - 1))
- nu * ( f_dir(dominioT2[n]) - f_esq(dominioT2[n]) )/L

-mu * ( ( f_dir(dominioT2[n])

+ ( f_dir(dominioT2[n]) - f_esq(dominioT2[n]) )*(
dominioX[jl1/L - 1) ) ) )

# Matriz MM = [ \langle \varphi_<, \varphi_j \rangle ]
dp = 4 * np.ones((len(dominioX)), dtype=float)

dpl[0], dpl-1]1 = 2, 2

dp = dp

ds = np.ones((len(dominioX)-1,), dtype=float)

di = np.ones((len(dominioX)-1,), dtype=float)

MM

[dp, ds, dil

# Matriz SS = [ \langle \varphi_<, (\varphi_j)_z \rangle J
dp = np.zeros((len(dominioX)), dtype=float)
dpl0], dp[-1] = -0.5, 0.5
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ds
di

0.5 * np.ones((len(dominioX)-1), dtype=float)

-0.5 * np.ones((len(dominioX)-1), dtype=float)

SS = [dp, ds, dil

# Matriz NN = [ \langle (\varphi_i)_z, (\varphi_j)_z \rangle ]
dp = 2 * np.ones((len(dominioX)), dtype=float)

dplol, dpl[-1]1 = 1, 1

ds = -1 * np.ones((len(dominioX)-1), dtype=float)

di = -1 * np.ones((len(dominioX)-1), dtype=float)

NN = [dp, ds, di]

# Matriz @

dx6 = dx/6

dxml = 1/dx

dp = c2 * dxml * NN[O] + nu * SS[0] + mu * dx6 * MM[O]

ds = c2 * dxml * NN[1] + nu * SS[1] + mu * dx6 * MM[1]
di c2 * dxml * NN[2] + nu * SS[2] + mu * dx6 * MM[2]

QQ = [dp, ds, dil

1

1f f_esq_dirichlet == True:
Qglojlo] = 1
QQl17[0] = 0

1f f_dir_dirichlet == True:
QQ[2][-1] =0
QQlol[-1] = 1

HAHBAHBARAARARBARAHB AR AR NS
HHARHH Solugdo HAARAHBHH
HARRAHRARRAR AR AR AAR AR AR AR
FF = np.zeros((len(dominioT2), len(dominioX)), dtype=float)
# \langle F, \varphi_i \rangle
for k in range(l, len(dominioT2) - 1):
FF[k] = MF[k] + MF[k+1]

dt 0.5 * dt

FF

0.5 * dt * FF

# (Qauz tridiagonal
QQaux = np.array([[0] + 1ist(QQ[2]),
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QqQrol,
1ist(QQ[1]) + [0]1], dtype=float)

QQaux = QQaux.T # Facilita o produto de vetores usando slicing abaizo (¥**)

# MM = [dp, ds, di]
MMaux = np.array([[0] + list(MM[2]),
MM[O],
list(MM[1]) + [0]], dtype=float)

MMaux = MMaux.T # Facilita o produto de vetores usando slicing abaizo (***)

MMmais
MMmenos

(1/6) * MMaux + (2 * dt / dx) * QQaux
(1/6) * MMaux - (2 * dt / dx) * QQaux

if f_esq_dirichlet == True:
MMmais [0, 1], MMmais[0, 2]
MMmenos [0, 1], MMmenos[0, 2]

if £ dir_dirichlet == True:
MMmais[-1, 1], MMmais[-1, 0] = 1, O
MMmenos[-1, 1], MMmenos[-1, 0] = 1, O

1, 0
1, 0

#print ('QQauz ', QQauz, np.shape(QQauz))

S i
# A solugdo do PVIF com #
# condigbes homogéneas #
HARHAAAABHAAABRAAA AR AR A
VV = np.zeros( ( len(dominioT), len(dominioX) ), dtype=float )

VV[0] = cn.imagem(u0, dominioX) # dado inicial inserido na matriz da solugdo
if f_esq_dirichlet == True:

vv[0o, 0] =0 # fronteira esquerda Dirichlet homogénea
if £ dir_dirichlet == True:

VV[0, len(dominioX)-1] = 0 # fronteira direita Dirichlet homogénea

# MM @ VV[1] = MF[0, 1] - Q@[0] * VV[O]

VVaux = VV[0]
for k in range(l, len(dominioT2)):
#print ("\nZqnknkik\nn =", n, "\nfLIRiin")
Qcol = np.zeros((len(dominioX)), dtype=float)
for i in range(l, len(dominioX) - 1): # 1 wvaria de 1 até Nz-1
#print('\ni =', i, '\n')
#print (VV[ n-1, 4-1 : 4+2], np.shape( VV[ n-1, -1 : i+2]))
Qcol[i] = sum( MMmenos[i] * VVaux[ i-1 : i+2] ) #(kxx)
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VVaux = tdma.tdma( MMmais, FF[k-1] - Qcol )
if k¥ % 2 == 0:
VV([k//2] = VVaux

im_u0 = cn.imagem(u0, dominioX)

HARHARARBHAAARRARAARRHAARRAH
# A solucdo do PVIF com #
# condigbes n@o—-homogéneas #
HAU U R R AR R AR R AR

# plt.rc('text’, usetexz=True)

# plt.rcParams['text.usetex'] = True

plt.rcParams.update ({
"text.usetex": True,
"font.family": "sans-serif",
"font.sans-serif": "Helvetica",

)

ver_animacao = 0

while ver_animacao not in ['s', 'S', 'n', 'N']:
ver_animacao = input('\nDeseja ver animagdo? ("S" ou "N") Y
if ver_animacao in ['n', 'N']:
HAABARHARHAR AR BB A
# Grafico Estatico #
HARBAHBARBARAABARHAH

plt.plot(dominioX, im_u0, 'r-', lw=4)
for n in range(1l, len(dominioT)):

plt.plot(dominioX, VV[n], color=(0, 1 - n/len(dominioT), n/len(dominioT)))
#plt.show()

HAAAHRHHHHHH
# Animacgdo #
HAAHHHRHHHUH

elif ver_animacao in ['s', 'S']:

videogravar = 0
while videogravar not in ['s', 'S', 'n', 'N']:

videogravar = input('Deseja gravar a animagdo? ("S" ou "N") D)

Lx = 0.05%(dominioX[-1] - dominioX[0])
U_min, U_max = np.nanmin(VV), np.nanmax(VV)
Lu = 0.05*(U_max - U_min)
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fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111, autoscale_on=False,
x1im=(dominioX[0] - Lx, dominioX[-1] + Lx),
ylim=(U_min - Lu, U_max + Lu))

ax.grid()

line_u, ax.plot([], [1, 'b-', label=r'Concentragdo', lw=1,
markersize=2)

line_f, = ax.plot([], [J, 'k:', label=r'Fonte', lw=1)

time_template = 'tempo = %.2fs'

time_text = ax.text(0.05, 0.9, '', transform=ax.transAxes)
def initQ):

line_u.set_data([], [1)

line_f.set_data([], [1)

time_text.set_text('')

return line_u, line_f, time_text
FFaux = np.zeros((len(dominioT), len(dominioX)), dtype=float)
for k in range(l, len(dominioT2)):

if k% 2 == 0:
FFaux[k//2] = FF[k]

def animate(i):

thisx = [dominioX]
[vv[il]
thisf = [MF[i]]

thisu

line_u.set_data(thisx, thisu)
line_f.set_data(thisx, thisf)
time_text.set_text(time_template 7 (i*2*dt))

return line u, line_f, time_text
plt.plot(dominioX, VV[0], 'r:', label=r'Dado inicial')
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, range(l, len(dominioT)),
interval=T, blit=True,

init_func=init)

if nu >= 0:

legloc = 'center left'
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else:

legloc = 'center right'
plt.legend(loc=legloc, fontsize='10")
plt.title(r'Difusividade: c2 = ' + str(c2) + ', Advecgdo: nu = '
+ str(nu) + ', Dissipag8o: mu = ' + str(muw) + '')
#plt.show()
HARRHHARAAARRRRRRH
## Salvar video ##

HARAARBHARHAARRRAH

if videogravar in ['s', 'S']:
FPS = Nt//T

#start_time = timeit.default_timer()

ani.save('Difusaol.mp4', fps=FPS)

#final_time = timeit.default_timer()

#print ("Tempo (video): ", final_time - start_time)

plt.show()

Ao exercutar corretamente o c6digo, obtém-se o seguinte grafico da solugao

Figura 2.21 — Grafico da solugdo referente ao problema 2.4
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T T
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Fonte: o autor.
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Na Figura 2.21, o comportamento da fonte pode ser interpretado como uma pequena incrementagao na

solugdo que advém de algum aspectos fisicos externos em relagdo ao problema em questao.

De uma forma mais clara, o método dos elementos finitos é um tipo de ferramenta numérica usado para
determinar solugdes aproximadas para um problema de valor inicial e de contorno ao se discretizar o

dominio em partes menores.
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