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Resumo

A monografia refere-se a um estudo sobre o Teorema de Green, o qual foi desenvolvido
pelo cientista inglés George Green. Trata-se de um teorema essencial na matematica, que
relaciona a integral de linha ao longo de uma curva fechada simples com a integral dupla
sobre a regiao delimitada por essa curva. Neste trabalho demonstramos e aplicamos o

Teorema de Green. Para isto, realizamos uma vasta revisao bibliografica.

Palavras-chave: Curvas, Derivadas Parciais, Integrais de Linha, Integrais Duplas e

Teorema de Green.



Abstract

The monograph refers to a study on Green’s Theorem, which was developed by the English
scientist George Green. It is an essential theorem in mathematics, relating the line integral
along a simple closed curve to the double integral over the region enclosed by that curve.
In this work, we demonstrate and apply Green’s Theorem. To do so, we conducted an

extensive bibliographic review.

Keywords: Curves, Partial Derivatives, Line Integrals, Double Integrals, and Green’s

Theorem.
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Introducao

Este trabalho apresenta o Teorema de Green. E, para o seu entendimento é feita a
sua demonstracao de uma forma clara e objetiva. Esse objeto de estudo foi uma escolha
para ser o trabalho de conclusdo de curso (monografia) pela sua importancia e aplicagdo
nas mais diversas areas do conhecimento. Que o referido teorema que é o foco do trabalho,

o Teorema de Green é aplicado em diversas areas do conhecimento.

A abordagem do teorema ¢ vista em livros de Célculo Diferencial e Vetorial. Sendo,
portanto, o teorema de suma importancia no calculo de areas de figuras planas fechadas.
Na parte central do trabalho serd enunciado o Teorema de Green, que faz uma relagao
entre uma integral de linha ao longo de uma curva fechada simples C' e integral dupla
sobre a regiao D do plano delimitada por C assumindo que D é constituido por todos os
pontos de C' internos de bem como todos os pontos de C' (que serd denominado de fronteira
de C'), usado na matemética como ferramenta para o calculo de areas de figuras planas
limitadas e fechadas e também tem fundamental importancia na formulagao de outro
teorema. E trabalhado a aplicacdo do teorema o qual ¢é utilizado néo sé na matematica,

mas nas mais variadas areas do conhecimento.

No Capitulo 1, estao expostos conceitos elementares indispensaveis para o entendi-
mento do Teorema de Green e aplicagoes. Dentre eles, estao: curvas, parametrizacao de

curvas planas, Gradiente e Derivadas Direcionais, etc.

No Capitulo 2, definimos as integrais multiplas, tais como: Integral de linha, Integral

dupla, Integral de Superficie e etc.

No Capitulo 3, fizemos um breve biografia do George Green, e fizemos a demonstra-
¢ao do Teorema de Green para regioes simples e apresentamos alguns exemplos de como

utiliza-lo.
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1 Curvas

Neste capitulo iremos utilizar as seguintes referéncias ((ROGAWSKI; ADAMS, 2009),
(ALENCAR; SANTOS; NETO, 2020), (PEREIRA; MARTINS, 2010),(FLEMMING; GONCALVES,
2007),(STEWART, 2013) e (THOMAS, 2009) que servira de base para a construcao do

primeiro capitulo.

As equagdes paramétricas sao uteis no Céalculo a varias varidveis, especialmente
em trés dimensoes, nas quais nao é mais possivel descrever uma curva como o grafico de

uma fungao (o grifico de uma fungdo de duas varidveis ¢ uma superficie em R? e ndo uma

curva.

As curvas que sao graficos de fungoes ou equagodes. Vao expor uma nova e impor-
tante maneira de descrever uma curva, via equagoes paramétricas. Imagine um objeto
S percorrendo um caminho a como fungdo do tempo ¢ veja a figura (1.1). Entao as
coordenadas de S sao funcgoes de t:

Figura 1.1 — Trajetéria de uma particula pecorrendo um caminho o no plano.

Y

z=f(t)ey=f(i) (1.1)

As Equagoes (1.1) sao denominadas equagoes paramétricas do caminho a com parédmetro
t. Denotemos dessa forma:

Quando ¢ varia no dominio, geralmente um intervalo da reta real, a(t) representa um

ponto em movimento ao longo do caminho «. Dizemos que « é uma curva parametrizada
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ou paramétrica. O sentido do movimento é indicado com uma seta perto do esboco de

a(t), como na figura(1.1). Como z e y sao fungoes de ¢, vao denotar dessa maneira,

em vez de (f(t),g(t)).

Defini¢ao 1.1. (Curva Fechada e Simples): a : [a,b] — R?, se a(a) = a(b) e para quais
quer t, s € [a,b) tais que t # s, entao a(t) # a(s), dai temos que, se o unico ponto duplo

de a ocorre nos seus pontos inicial e final. Uma curva o fechada e simples.

1.1 Parametrizacao

Definicao 1.2. Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicagcdo o : I — R? de

classe C*° | onde I é um intervalo fechado de R . Neste caso, vamos escrever dessa forma.

a=(z(t), yt),tel. (1.2)

Onde z,y : I — R sado fungoes diferenciaveis de classe C*°, t € R é o parametro
da curva « e o subconjunto {«(t); t € I} formado pela imagem do intervalo I por meio
da aplicagdo « é chamado caminho de a veja figura (1.2). Além disso, « é dita regular

se o/ (t) # 0, para todo a € I. De acordo com essa Defini¢ao (1.2), a € C* onde « é

Figura 1.2 — Representacao geométrica da definicdo da curva.

Y

[ Traco de «

Fonte: Préprio autor

uma curva suficientemente suave, entdo « possui derivadas parciais continuas de todas as

ordens em todos os pontos de I.

Essa aplicacdo nada mais é que fungdes com valores vetoriais sao curvas, entao a
ideia de parametrizar tais curvas é expressar as coordenadas z e y dos pontos do R? sobre

uma curva plana ou coordenadas z,y e z dos pontos do R? sobre uma curva espacial como
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fungoes de uma variavel ¢.

Entao temos:

x =uz(t)
r = xz(t) ) 3
para o R® e y =uy(t) paraR" (1.3)
y =yl
z =2z(t)

As coordenadas x,y e z sendo fungoes continuas de uma variavel ¢ definida para
t € la,bl.

As Equagoes (1.4) sdo chamadas equagoes paramétricas de uma curva e t é chamado
parametro. Quando temos as equagodes paramétricas de uma curva, podemos ter equagoes
vetoriais para ela. Para isso precisamos considerar o vetor posi¢ao §(t) de cada ponto da
curva. As componentes de §(t) sdo precisamente as coordenadas do ponto como mostra a
Figura (1.3).

Figura 1.3 — Representacao geométrica da definicdo da curva.

z

Z(t)-...

Fonte: Préprio autor

Veja que, se as fungbes x = z(t), y = y(t) e z = 2(t) sdo fungodes escalares, quando
aplicadas a um parametro ¢, transformando-se em uma constante e a curva se degenera

em um ponto.

A seguir daremos a parametrizacao de algumas curvas consideradas importantes,

tendo em vista a sua utilizagdo em muitos problemas praticos.

1.1.1 Parametrizacdo na Reta

Reta Determinada por um Ponto e um Vetor Diretor:
Uma reta no plano ou espago, pode ser determinada especificando-se um ponto sobre a

reta e um vetor nao nulo paralelo a reta. Nas Figuras (1.4a e 1.4b) mostraremos como
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obter as equacOes paramétricas da reta r que passa por um ponto P, e é paralela ao vetor

nao nulo v.

Figura 1.4 — Representacao geométrica da definicao da curva

AN Z
C ;C
PO(iUo, Z/o) PO(x(% yo?; Zo)
*(a,b)
U
> >y
Figura 1.4 a

Figura 1.4 b

X

Fonte: Préprio autor

Um segmento de reta no plano que passa no ponto FPy(xg,yo) e é paralela ao vetor nao

nulo ¥ = (a, b), entdo temos ¥ = ai + bj tem as equagoes paramétricas:

t) =axo+at
o) =wta , teR (1.4)
y(t) =yo+ bt

Dada sua representacao vetorial:
7= (z(t),y(t)) = (zo + at,yo + bt).

Um segmento de reta no espago que passa pelo ponto Py = (2o, Yo, 20), paralela a um vetor
ndo nulo 7 = (a, b, ¢) = (ai + bj + ck).

y(t) =y +bt, teR. (1.5)

Dada sua representacao vetorial:
7= (x(t),y(t), 2(t)) = (o + at,yo + bt, 2 + at).

Exemplo 1.3. Determinar as equacoes paramétricas da reta, que passa pelo ponto Py =

(3,5) e € paralela ao vetor v = (45— 3;) Descreva sua funcdo vetorial.
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Solucao: As equagoes paramétricas sio dadas por:

z(t) =3+4t
y(t) =5-3t

, comtéeR. (1.6)
A fungao vetorial é dada por:

(F(t) = (3+4t,5—3t) com t € R.

1.1.2 Parametrizacao na Circuferéncia

A circunferéncia com centro C' = (xg, o) e raio r tem equacao cartesiana dada por:

(2 —20)* + (y — yo)* =r°.

Tomando:

xr = xo+rcos(t) 0<i<o )

Y

y = yo+ rsen(t)

Temos que x e y dessa forma satisfazem a equagao:

(& = 20)* + (y — yo)* = 1.

Donde,

r = X9+ rcos(t
° (), t €0, 27, (1.8)

y = yo+ rsen(t)

¢é a parametrizacao de uma circunferéncia e sua representacao vetorial é dada por:

7= (@(6),y()) = (zo + reos(t), yo + rsen(t).

A equacao da circunferéncia de centro na origem do plano cartesiano, ou seja,

C(0,0) e raio r é dada por:
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Figura 1.5 — Representacao geométrica.

Y
AN
Y P
t
A \
0 ) v rx

Fonte: Préprio autor

r = rcos(t) .
,  te0,27]. (1.9)
y =rsen(t)

A funcao vetorial que representa essa circunferéncia é dada por:

7= (rcos(t), rsen(t)) com t € [0, 2x].

Exemplo 1.4. Determine as equacoes paramétricas da circunferéncia dada no plano z = 3
e esboce graficamente:
(=32 +(@y—2)?%=09.

Solugao:

A equagdo da circunferéncia dada, se trata de uma circunferéncia com centro em
C = (3,2) com o raio r = (3) e no plano z = 3.
Dai temos as sequintes equagoes paramétricas:
x(t) = xg+ rcos(t x(t) =34 3cos(t
0 ’ Q = 0 () . parat € [0,2n]. (1.10)
y(t) =wyo+rsin(?) y(t) =2+ 3sin(t)

Sua funcao vetorial é dada dessa forma:

7= (3 4 3cos(t),2 + 3sen(t))comt € [0, 2x].
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Figura 1.6 — Circunferéncia com centro em C' = (3,2) com o raio r = (3) e no plano z = 3

autor: ((PEREIRA; MARTINS, 2010))

1.1.3 Parametrizacao na Elipse

A elipse de focos F'1 e F2 é o conjunto de pontos P(zg, o) € R? cuja soma das
distancias aos pontos para F'1 e F'2 é uma constante.
A equacao da elipse de centro C'(xg,3o), eixo maior que tem medida 2a paralelo ao eixo

das abscissas e cujo eixo menor mede 20 é dada por:

(z — $0)2 4 (y — yo)2

" 72 =1 (1.11)
As equacoes paramétricas da elipse sao dadas por:
z(t) = xo+ acos(t
t) = W [0, 27]. (1.12)

y(t) =yo+ bsen(t)

A funcao vetorial que representa essa elipse é dada por:

7(t) = (zo + acos(t), yo + bsen(t)) com t € [0, 27].

A equagao da elipse de centro na origem do plano cartesiano, ou seja, C'(0,0) e

eixo maior paralelo ao eixo das abscissas é dada por:

(222+<:Z32 = 1. (1.13)

As equagbes paramétricas da elipse sao dadas por:

x(t) = a.cos(t

~—

, telo,2n]. (1.14)

A funcao vetorial que representa essa elipse é dada por:

7(t) = (a.cos(t),b.sen(t)) com t € [0, 27].
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Figura 1.7 — Elipse

Fonte: Préprio autor

B(t) = bcos(t), bsen(t)

Exemplo 1.5. Determinar as equagoes paramétricas da elipse de centro no ponto C(2,3),

eixo maior medindo 12cm paralelo ao eizo das abscissas e eixo menor medindo 8cm.

Descreva a funcao vetorial que a representa.

Solugao: As equagoes paramétricas da elipse sdo dadas por:

x(t) =2+ 6cos(t) Cieo2q]
y(t) =3+ 4sen(t)

A fungdo vetorial que representa essa elipse € dada por:

7(t) = 2+ 6¢cos(t), 3 + 4sen(t) com t € [0, 27].

(1.15)
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1.2 Gradientes e Derivadas Direcionais

1.2.1 Gradientes

De inicio temos que o Gradiente V f, , que é o vetor cujos componentes sao as

derivadas parciais de f no ponto P.

Defini¢ao 1.6. Definicao: O gradiente de uma funcgao f(x,y) num ponto P = (a,b) é o

vetor

V= [f2(a, D), fy(a, b)].

Para trés varidveis, se o ponto P = (a, b, ¢)

Vi =fala,b,c), fy(a,b,c), f(a,b,c)].
Usualmente descrevemos o Gradiente dessa forma:
of of of
Vf=|7—=—, 1.
/ [890’ oy’ Oz
O gradiente V f associa um vetor V f,, cada ponto do dominio de f.

Exemplo 1.7. Encontre o gradiente de f(z,y) = 222 +y* em P = (3,1) e esboce alguns

vetores gradientes.

Solugao: As derivadas parciais sao fx(zx,y) =4z e fy(z,y) = 2y, Dai,
Vf = (4z,2y)
. Temos P = (3,1), estao o Grandiente no ponto € dado por:

Vi, = Vi(3,1) = (12,2).

1.2.2 Derivadas Direcionais

A derivada D, f definida para qualquer vetor v, mas quando u for um vetor unitério,
D, f é denominada a derivada direcional na direcao e sentido de u. Nesse caso, D, f ¢ a
taxa de variagdo de f por variacao unitaria na direcao e sentido de u. Também podemos
interpretar D, f(a,b) como a inclinacao em P’ = (a,b, f(a,b)) do trago definido pelo plano

vertical por P = (a,b) na direcao u. veja a Figura (1.8).
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Figura 1.8 — Para um vetor unitario u, D, f (a,b) é a inclinacio emP’ = (a, b, f(a,b)) do trago dado pelo
o plano vertical por P = (a,b) na dire¢ao de u

"= {a, b, L )
A
!

S r=@b. OJI\., \ .
1/ \ ) !
rd

A

autor: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Definicao 1.8. Derivada direcional, E a derivada de f(x,y) em P = (a,b) em relagio a

um vetor nao-nulo v = (h, k) € o limite (desde que ele exista):

D, f(P) = D, f(a.b) = lim LT -0 1k) = f(a,b)

t—0 t
Seu u for um vetor unitdrio, d, f é denominada a derivada direcional na diregao e
sentido de u.
Exemplo 1.9. Encontre a derivada direcional usando a defini¢io: A derivada de f(x,y) =

1 1
2?2 + 2y, no ponto P(1,2) na direcio do vetor unitdrio u = (2 — j).

V2 V2

Solugao: Pela Defini¢io (1.8) temos:

D, f(a,b) = i /(@ th, b+ tk) — f(a,b)

t—0 t
f(1+t i2+t BN - f(1,2)
' \/55 \/§ )
= lim
t—0 t
1+i 2+ 1+L 2+L —(12+1-2)
. V2 V2 V2
= lim
t—0 t
ot t? 3t 2
1+ —=+—]|+(2+—=+—=]-3
() gy
= lim
t—0 t
O oyp

(1.16)
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1.3 Campo Vetorial

Um campo vetorial é uma funcdo cujo dominio D é um conjunto de pontos de R?

ou R? e cuja imagem é um conjunto de vetores em V2 ou V3.

Definicao 1.10. Um campo vetorial em R? é uma funcio F que associa a cada ponto

(x,y) em D um vetor bidimensional F(z,y).

Agora podemos visualizar F' fazendo isso para alguns pontos representativos em D.
Uma vez que F(z,y) é um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em termos de suas

funcgoes componentes P e ) da seguinte forma: Veja a Figura (1.9).

Figura 1.9 — Campo vetorial em R?

A F(z,y)

/ i
AR eSS

A

Fonte: Préprio autor

F(x,y) = P(x,y)i+ Q(z,y)j = (P(x,y),Q(x,y)) .

Observe que P e ) sdo fungoes escalares de duas variaveis e sdo chamadas, algumas

vezes, campos escalares, para distingui-los dos campos vetoriais.

Para tridimensional usaremos a seguinte forma:

F(z,y,z) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k.
Exemplo 1.11. Esboce o campo vetorial F(z,y) = (—y, ).

Solugdo: Temos que F(z,y) = (—y,z) é perpendicular ao vetor posicio (x,y) e tem o
mesmo comprimento. Dai, podemos denotar F' como o vetor ao longo do circulo de raio r

centrado na origem sdao tangentes ao circulo e tém comprimento r. Veja na Figura (1.10)

F(2,0) = (0,2), F(—2,0) = (0,—2), F(0,2) = (—2,0) e F(0,—2) = (2,0).
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Figura 1.10 — Campo vetorial

F= <_y7 Z‘)

Fonte: Préprio autor

1.4 Campo Gradiente

Condigoes para definir um campo gradiente:

1) Os componentes de um campo vetorial gradiente tém a propriedade especial de que

sao as 'parciais mistas sdo iguais'.

2) Um campo gradiente é um campo vetorial da forma F' = Vf, onde f = (x,y, 2) é

uma funcao diferenciavel.

Definicao 1.12. Se f € uma funcao escalar de duas varidveis, sabemos que seu gradiente

Vf (ou grad f) é dada por:

V() = e y)i+ fy(e )i = Vi) = 2t Zﬁ;

De fato, Vf é realmente um campo vetorial em R? é denominado campo vetorial

gradiente. Ja para trés variaveis denotaremos dessa forma:

Vi(x,y 2) = folr,y, 2)i + fy(r,y,2)] + fox,y,2)k = Vf(2,y) = giz + gfj + gik

Exemplo 1.13. Encontre o campo gradiente da funcao:

fla,y) = (2® —y)



Capitulo 1. Curvas 22

Solucao: Pela definicio de gradiente temos que:

Exemplo 1.14. Prove que f(x,y, z) = xy+yz? é um campo gradiente de F' = (y, x + 2%, 2yz).

Solucao: Vamos encontrar o gradiente de f:

of _  9f —x+22e or = 2yz. Dai temos:

or oy 0z
Vf={yz+2%2yz).

Entao Vf =F o que queriamos provar.

1.5 Campo Rotacional

Definicao 1.15. O rotacional é um vetor calculado a partir de um campo vetorial em um
ponto definido por:

Seja ﬁ(x,y,z) = Fl(x,y,z);+ Fg(x,y,z)qu F3([E,y,Z)E, esse campo vetorial é
definido em um dominio D com derivadas de primeira ordem em D. Definicao o Rotacional

de F'. Descrevemos da sequinte forma rot F.

rot F =V x F.

Se F = Pi+Qj+ Rk é um campo vetorial em R? e as derivadas parciais de P,Q e

R existem entdo o Rotacional de F também vem ser um campo vetorial em R3 denotamos

OR 0Q) . OP OR) . oQ 0P
F=|—-—" —_—— = — —— | k.
rot <8y 8z>z+<8z 8x>j+<8w 8y>k

dessa forma:

Vamos utilizar o operador diferencial vetorial chamado V (DEL)

Agora vamos desenvolver o determinante, usando as regras usuais para achar o

rot F.

Vx F=

U Sl =
QO o .
oy Rl ™
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OR 0QY . oP OR) . oQ 0P
=\ = —— — —— k= F.
(83/ 8z>2+<8z 8x>j+<8x 8y>k rot

Dai temos que:
rotF =V x F. (1.17)

Exemplo 1.16. Determine o rotacional do campo vetorial F(x,y, z) = (x?yz)i+ (zy?z)j +
(ryz?)k.
Solucao: Usando a Equagao (1.17) temos:
i § k
0 0 0
dx Oy 0z

2?yz xyiz wy?

rotFF° = V x F=

= laay(xyf) - ;Z(nyz)} i+ li(ﬁyz) - ai(xyf)] J
0

+ [ax(xy?z) — g/(nyz)] k
= (“2y—ay)i— (0—2)j+ (yz - 0)k

= —y2+x)itzjtyzk

= (ZL‘Z2 — :EyQ) i+ (mQy — yz2) j+ (y22 —2%2) k

= rotF:x(zQ—gf)i+y<x2—z2)j+z<y2—x2>k.

1.6 Campo Divergente

Definicao 1.17. O divergente é um escalar, calculado a partir de um campo vetorial em

um ponto definido por:

0 0 0 oP 0Q OR
div F=V -F=|—i+—j+—k| - (PQR)=—+—=—+—| =div F.
" v <8xz+8y‘7+az > (PQ R) <3x+3y+82> "
Consideranlmos que F = Pi + Q7 + Rk sendo um campo vetorial e o operador
gradiente nabla V = ﬁz + 2j + gkz entao o divergente F pode ser escrito como
oxr Oy 0z

produto escalar, denotamos dessa forma.

div F=V - F. (1.18)
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Exemplo 1.18. Determine o divergente do campo vetorial.

F(z,y,2) = 2*yzi+ 2’2 + vy 2°k.

Solugdo: Usando a Defini¢ao (1.17) temos que:

div F = V-F= 8(1 (:z:2yz) + 8ay (xy2z) + ;Z (:z:yzZ) =6 (xyz)

div F = 6(zyz).
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2 Integrais Multiplas

Neste Capitulo iremos utilizar as seguintes referéncias (LIMA, 2002), (STEWART,
2013), (ROGAWSKI; ADAMS, 2009) e (THOMAS, 2009), que servird de base para contruir-mos
o proximo capitulo. Ao iniciar esse capitulo, enuciaremos algumas defini¢oes e teoremas

importantes que servira de apoio para a sequéncia do nosso trabalho.

Definicao 2.1. Uma funcio f: X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no
ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que,
para todo x € X com |x — a| < §, temos |f(x) — f(a)| < e. Em simbolos, ser continua no

ponto a significa:
Ve > 0,39 > 0 tal que, para todo x € X, |z —al <d = |f(z) — f(a)] <e.
Defini¢ao 2.2. Sejam f: X - R ea € X NX'. A derivada da fungao f no ponto a € o

fla+h)=fla) _ . f() = fla)

h r—a xr — Q

limite:

f'(a) = lim
Bem entendido, o limite acima pode existir ou nao. Se existir, diz-se que f é derivdvel
no ponto a. Quando existe a derivada f'(x) em todos os pontos x € X N X', diz-se que a
fungao f: X — R € derivavel no conjunto X e obtém-se uma nova funcio f': XNX' — R,

x> f'(x), chamada de fung¢ao derivada de f. Se f' é continua, diz-se que f € de classe

Ct.

Teorema 2.3 ( Teorema do Valor Médio, de Lagrange). Seja f : [a,b] — R continua.

Se f € derivdvel em (a,b), existe c € (a,b), tal que

F(b) = 1)

flle)==— (2.1)

A demonstragao pode ser vista em (LIMA, 2002).

Teorema 2.4 ( Teorema Fundamental do Calculo). Se uma fungio integravel

f i la,b] = R possui uma primitiva F : [a,b] — R, entdo

Em outras palavras se uma fung¢io F : [a,b] — R possui derivada integrdvel entao

F(b) — F(a) / "F) .

a

A demonstracgao pode ser vista em (LIMA, 2002).
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2.1 Integrais de Linha

2.1.1 Integrais de Linha Escalar

A integral de linha de uma fungao f(z,y, z) ao longo de uma curva C' é denominada

integral de linha escalar e é denotada por
f(x,y,z)ds.

Para definir a integral de linha escalar, montamos uma soma de Riemann dividindo

C em N arcos consecutivos C1, ..., Cp,, veja a figura (2.1). Denote por As; o comprimento

Figura 2.1 — Curva C dividida em N arcos pequenos

" /
P, Py
Ly
Partiglo de C em N arcos menores Escolha de pontos intermedidrios P; em cada arco

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

do arco C; dentro de cada arco C}, escolhemos um ponto amostral P; € C; e consideramos

a soma de Riemann:
N

/Cf(x,y,z)ds: lim Zf(Pi)Asi (2.2)

(ASZ’)A)O i=1

As integrais de linha podem ser calculadas usando parametrizagoes da curva. vamos
usar a notagao c(t) = (x(t),y(t), z(t)) para denotar um caminho em R?. Utilizamos c(t)
como sendo um ponto em movimento no espago como uma funcao do tempo ¢t. A derivada

c/(t) é o vetor tangente.

Lembre que se ¢'(t) # 0, entdao c'(t) é tangente ao caminho, aponta no sentido
do movimento e seu comprimento ||c/(t)|| é a velocidade no instante t. Agora suponha
que C tenha uma parametrizacdo c(t) ao longo de a <t < b com derivada ¢/(t) continua.

Escolhemos uma parti¢ao do intervalo [a, b]:

a=t, <t;1 < - <tny_1 <ty=0b

e C; a por¢ao de C' parametrizada por c(t) ao longo de t; — 1 < t < t; veja a figura
(2.2).

De acordo com a férmula do comprimento de arco:

ti
Comprimento (C;) = As; = / ||c'(¢)]] dt
t;

i—1
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Figura 2.2 — Uma parti¢ao da curva parametrizada ct)
— *
P;=c(t;*)
/ c(ty)
c(t) c(t;)
¢(o)
Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Lembrando que a férmula do comprimento de arco c(t) ao longo dode a <t < b é

[ e iar

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, existe um ponto intermediario ¢} em

dado pela intergal:

[ti_1,t;] tal que

t;
Asi= [" W= @A A=t~y

i—1

Tomando P; = c(t}) como nosso ponto intermediario em C; vemos pela Equagao
(2.2) que:

/Cf(:v,y,z)ds: lim Zf NI ()| At (2.3)

At; )—>0

O limite é tomado sobre todas particdes quando o maximo dos comprimentos 0t; tende a

zero. Como as somas do lado direito sao somas de Riemann para a integral

[ #eolie @)l

Segue que podemos usar qualquer parametrizagao para calcular uma integral de linha
escalar.
Calculando uma integral de linha escalar. Seja c¢(t) uma parametrizacao de uma curva C

ao longo de a <t < b. Suponha que f(x,y,z) e c'(t) sejam continuas. Donde

[ 7wy 2ds = [ el )l 2.4)

Note que se ¢(t) = (z(t), y(t), (2(t)), entao:

[/ (DI = Ja(£)2 + 3/ (£)2 + 2(1)2.
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A integral de linha escalar pode ser denotada dessa forma:

b
/ Fla,y, 2)ds = / Fe)/2/(6)2 + y/(£)2 + 2/(1)2dt. (2.5)
C a
Para o R? ¢ de forma andloga ao R?, com suas devidas parametrizacio.
Exemplo 2.5. Calcule / f(z,y,2)ds, onde C é a hélice c(t) = (cost,sent,t) ao longo
c

de 0 <t <m.

Figura 2.3 — A hélice ¢(t) = (cost, sent, t)

- |
o o |
o !
'\-\.-\.,_\_\_-'___j;/ |
_;”i i
= g

~ ;

T

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Solucao: Vamos primeiro calcular a ds = || (t)||dt. dai temos, € (t) = (—sent,cost,1)

donde:

1€(t)]] = \/(—sent)? + cos? t + 12 = /2

ds = || (t)||dt = V/2dt.

Agora vamos escrever f(e(t)) e achar a integral de linha. Entao f(z,y,z) = x+y+z

fle(t)) = f(cost,sent,t) = cost + sent +t

usando a Equagio (2.4)
/f(x,y,z)ds - /ﬂf(c(t))||c’(t)||dt:/W(cost+sent+t)\/§dt
C 0 0

1 iy
= \/§ (sent —cost + 2152)

0

= \/§<0+1+;7r2>—\/§(0—1+0)
2\/§+\g§7rz.
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[
Exemplo 2.6. Calcule / (2 + azgy) ds, onde C' € a metade superior do circulo unitario
c
2 +y? =1,

Solugao: Sabemos que o circulo unitdrio tem parametrizacao do tipo x = cost 1y = sent,
entao c(t) = (cost,sent) como é a metade do circulo, entdo o intervalo do pardmetro serd
0<t<m.

Figura 2.4 — Semi-circulo

Fonte: (STEWART, 2013)

Calculando ds = || (t)||dt. Dai temos ¢ (t) = (—sent, cost)

@) = /(—sent)? +cos?t =1
ds = || (t)||dt = 1dt.

Vamos calcular f(c(t)), entdo seja;

flzy) = 242%

fle(t))
/C f(x,y)ds

f (cost,sent) = (2 + cos® t sen t) , dai temos :

/0” Fle(®)]|€)]|dt = /0” (24 cos” t sent) Ldt

™

1
= 2%t — —cos®t
3

0

2 +2
= 2m+ .
3

2.1.2 Integrais de Linha Vetoriais

A integral de linha vetorial é a integral do componente tangencial do campo vetorial

ao longo da curva. Para definir uma integral de linha vetorial, devemos especificar um
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sentido de percurso ao longo da curva. Uma curva C pode ser percorrida em um de dois
sentidos e dizemos que C' esta orientada se um desses sentidos foi especificado. Esse é o

sentido positivo ao longo da curva.

Definicao 2.7. (Integral de linha vetorial:) Seja C' uma curva orientada e seja T' o vetor
tangente unitdrio apontando no sentido positivo ao longo de C'. A integral de linha de

um campo vetorial F ao longo de C' € a integral do componente tangencial de F':

/Fds_/FT)d

Para Integrais Vetoriais devemos escolher uma parametrizagao c(t) que percorra
C' no sentido positivo. Também supomos que c(t) seja regular, ¢/(t) # 0 ou seja, para
a <t <b. Nesse caso, ¢'(t) é um vetor tangente nao-nulo apontando no sentido positivo e

o vetor tangente unitario ¢é

@)
'@l

T = (Vetor unitério), e o componente tangencial de T em c(t) é F(c(t)) - T(c(t)), dai,

T=

/CF-ds — /C(F-T)ds: F(c(t)) - T(c(t) ||c/(t)]| dt

/CF‘ds — /abF(c(t))‘c’(t)dt. (2.6)

Exemplo 2.8. Calcule / F.ds, onde C é a parametrizacio c(t) = (t + 1,¢€',t?) ao longo
c
de 0 <t <2eSejaF=(z1y>u1).

Solucgao: Calcular o integrando F(c(t)) - €(t).

Fazendo o produto escalar.

Fle(t) - d(t) = (e, 1+4¢)-(1,¢"2t)
= ¢+ 3t% + 2t
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Agora vamos calcular a integral de linha.

[ Feas = /OQF(c(t))-c’(t)dt

::A%ﬁ+&%40ﬁ
2

ﬁ+ﬁ+ﬁ>

1
3

0
1 1
84)
3" +3

Il
Wl = N

e +35)

Observamos a relacao entre as integrais de linha de campos vetoriais e as integrais de
linha de campos escalares. Vamos supor que o campo vetorial F em R? seja dado na forma
de componente, a equacao F = Pi+ (Qj + Rk. Usamos a Defini¢ao (2.7) para calcular a sua

integral de linha ao longo de C. Escolhemos uma parametrizagao c(t) = (z(t),y(t), z(t)).

dx dy dz
Com dx = o —dt,dy = dtdt,dz adt

/CF-ds - /aF(c(t))-c’(t)dt
= [P Qi RO Wi 05+ k) de
donde

/Fds:‘/Pw+Q@+R@
C C

= [ (P + oy

Y dz
+ R(c(t )dt>dt

Exemplo 2.9. Calcule / 2ydx — 3dy onde C € a elipse parametrizada no sentido anti-
c
hordrio por ¢(t) = (44 3cos#,3 4 2sinf) ao longo de 0 < 6 < 27

Solugdo: Entio temos x(0) =4+ 3cosf e y(0) =3+ 2sinf com suas devidas

dx . dy
@——381110, @—QCOSQ
donde
2udr — 3dy = < d—x—?) )d@
= (2(342sin#)(—3sinf) — 3(2cosf)) dd
= —(60088—1—1881119—1—12811128) de
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Calculando a integral de linha, vamos lembrar que as integrais de cosf e sinf ao longo de

0,27 sdo nulas.

2
/ 2ydr — 3dy = —/ (6 cos ) + 18sin 0 + 12 sin® 9) de
c 0

21 21 _
_ —12/ sin2 0d0 — —12/ <1C°S%)> 9
0 0 2

= —(12)(m) = —127

2.2 Integrais duplas

Nesta subse¢ao calculamos a integral dupla usando o Teorema Fundamental do

Calculo (TFC), aplicando ele duas vezes.

2.2.1 Propriedades das Integrais Duplas

Vamos listar trés propriedades das integrais duplas, admitindo que todas as integrais

existam.

// (2,9) + g (z,y)] dA = //fa:ydA+// g(z,7)

// cf (z,y) dA—c//f x,y) dA onde ¢ é uma constante.
Se (f(x,y) > g (x,y) para todo (x,y) em R, entao:

)//Rf(rc,y) dAZ//Rg(x,y) dA

2.2.2 Integral dupla sobre Retangulo

Seja uma fungdo de duas variaveis f(z,y) definida em um regiao D (retdngulo
fechado)

R=[a,b] x[e,d] = {(v,y) eR*|a<z<b c<y<d} (2.7)

a integral dupla é um limite de somas de Riemann. Para formar uma soma de

Riemann, escolhemos inteiros positivos N e M e parti¢des dos intervalos [a, b] e [c, d]:

Sejam Ax; = x; — ;1 e Ay; = y; —y;_1 as larguras dos subintervalos definidos por
essas particoes. Entao subdividimos R em NM sub-retangulos R;;, cuja area denotamos
por AA@J

sz [xz 1, xl] [yifla yj] ) Rij = AA’L] - sz ij
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A particao é regular se: Az; = Az e Ay; = Ay, donde

b—a d—rc
Axr = Ay = .
TTTN O YTy

Escolhemos arbitrariamente um ponto amostral P;; = (x;;,v;;) em cada sub-retangulo R;;

veja a figura (2.5), e construimos uma caixa de altura f (P;) acima de R;;.

[(Py) Adyj = [ (Fy;) Az; Ay,
A soma de Riemann Sy s ¢ a soma dos volumes com sinal das caixas observe a figura

(2.6):
Snoar =Y [ (Py) AA; =YY f(Py) Az Ay;.

i=1j=1 i=1j=1
Esse somatoério duplo deve ser tomado sobre todos ¢ e j tais que 1 <7 < N e
1 <7 < M, num total de NM parcelas. Esse somatorio duplo deve ser tomado sobre todos
Figura 2.5 — Pij = (xijvyij)
Figura 2.6 — A Soma de Riemann:

Fr;l' = [_II. . _'l;'”]

(]

(IR T gl A

[
43
<

NN

d b

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)
2009)

tejtaisque 1 <1< Nel<j< M, num total de NM parcelas.

Sejam P = ((x;), (y;)) o conjunto de extremidades da parti¢ao e ||P|| o méximo
dos comprimentos Az;, Ay; - Quando ||P|| tende a zero, as caixas ficam mais finas e
aproximam melhor os volumes com sinal.

Nesse caso, denotaremos

N M
lim S = lim P)AA;; = L.
1Pl=0 M ||P|ao;;f( ) A

Esse limite L, se existir, é denominado a integral dupla de f(z,y) ao longo de R e

é denotado por: // f(z,y) dA.
R
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Definicao 2.10. (Integral dupla no retingulo:) A integral dupla de f(x,y) ao longo do

retangulo R é definida como o limite

/] fla.yyda= i D230 (Py) Ady (2.8)

Se o limite ezistir, entao f(x,y) € integrdvel em R.

No entanto, calcular uma integral pela sua definicdo pode ser muito complicado.

Por isso, veremos alguns métodos mais praticos que simplificam esse calculo.

2.2.3 Integrais iteradas

Vamos supor que f seja uma funcao de duas varidveis que ¢é integravel no retangulo
R = [a,b] x [¢,d]. Usaremos a notacio [ f(z,y) dy significando que z é mantido fixo e
f(z,y) é integrada em relacdo a y de y = ¢ até y = d. Esse procedimento é chamado
integragao parcial em relagao a y. Como fcd f(z,y) dy é um nimero que depende do valor

de z, ele define uma funcao de x:

Aw) = [ fay)dy

Agora vamos integrar a fun¢ao A com relagao a variavel = de x = a a © = b, teremos

/ab A(z)dz = /ab l/cd f(z,y) dy] dz. (2.9)

A integral do lado direito da equagao (2.9) é chamada integral iterada. Em geral,

os colchetes sdo omitidos. Assim,

/ab/cdﬂx’y) dydx:/ab Vcdf(r,y) dy] dz. (2.10)

1 4
Exemplo 2.11. Calcule o valor da integral iterada / / 2y3dy d.
0 J2
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Solugao:

1 4 1/ 4
//J:2y3dydx = / (/ x2y3dy> dx
0o J2 0 \Jz2
11 !
_ 124
N /0 1Y
2

= /01 (64:1:2 — 4:62) dx

1

dzx

1
- / 6022 dz = 202°
0

0
= 20.

Agora integraremos primeiro em relag¢io a x:

4 4, 01
/ / ?yldedy = / (/ azQy?’da:) dy =
2 Jo 2 \Jo

Observamos que no exemplo (2.11) obtemos a mesma resposta se integramos

primeiro em relagao a y ou a x, de modo geral acontece isso.

O proximo teorema apresenta um método pratico para calcular uma integral dupla,

expressando-a como uma integral iterada em qualquer ordem.

Teorema 2.12 (Teorema de Fubini). Se f for continua no retingulo entio: R =
{(z,y) | a <z <b, c<y<d} entio

//Rf(zt,y)dA:/ab/Cdf(:B,y)dyd:v:/cd/abf($,y)dxdy. (2.11)

De modo mais geral, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada em R,
f tenha descontinuidades apenas em um numero finito de curvas suaves e que a integral

iterada exista.

Exemplo 2.13. seja // (x - 3y2) dA onde R ={(z,y) |0 <x <2, 1<y <2}, Calcule
R

a integral dupla
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Solugao: Pelo Teorema (2.12)
2 12
// (x—3y2) dA = / / (x—Byzdy) dx
R 0 /1
2
2 3
= / Yy —Y
0
1

= /02(x—7) dx

dx

1 2
- - _7
233' i

= —12

0

(2.12)

Aplicaremos denovo o Teorema (2.12), mas dessa vez integrando com relagio a x primeiro,

entao:

//R<x—3y2) dA = /12/02(x—3y2dx) dy

1
= / —x? — 3xy? dy
1|2
0
2
= / (2 — 6y2) dy
1
2
= 2y—-2°
1
= —12.

3 2
Exemplo 2.14. Calcule a z’ntegml/ / 23y dy dx, usando o Teorema de Fubini:
1 Jo

Solucgdo:

3 2 3/ 2
/ / Bydydr = / </ 3y dy> dx
1 Jo 1 \Jo

2

= /3 1:z:?’y2 dx
1|2
0
3
= /Zx?’dx
1
. 3
14
2:5
1
= 40.
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Quando a fungdo é um produto f(z,y) = g(z)h(y) a integral dupla num retdngulo
é, simplesmente, o produto das integrais simples. Isso pode ser visto escrevendo a integral

dupla como uma integral iterada:

//Rg(x)h(y)dfl = /ab </Cdg(ﬂf)h(y)dy> dz
= [a ([ 1)) a
= </abg(w)d:v> (/th(y)dy>.

1 2
Exemplo 2.15. Calcule a integral de uma funcao produto / / ly3 dy dx
0o Jo

Solugdo: Como o integrando f(x,y) = x*y® é uma fungio produto, entdo temos

/01/02x4y3dyd:v = (/01[17461517) . </02y3dy)
1

2.2.4 Integrais duplas em regides mais gerias

Para integrais duplas em outras regides, temos que integrar a funcao f nao somente
sobre retangulos, como também sobre uma regiao D de forma mais geral, vamos apresentar
a ideia das regioes: Regiao do Tipo I e Regiao do tipo I/, veremos a seguir.
Regido do tipo [

Se [ é continua em uma regiao D do tipo I tal que

D = )’a<x<b g1(z) <y < go(x)} entdo,

{(z
//Df(x,y)dA = //glm (x,y)dydx. (2.13)
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Figura 2.7 — Regiao tipo I

>
T
Fonte: Préprio autor
Regiao do tipo 11
Vamos considerar a regiao plana do tipo 11,
D = {(z,y)|lc<y<d,h(y) <x < hy(x)} onde, hyehy sdo continuas .

Entao,

//D flx,y)dA = /Cd /}:jj)f(m,y) dx dy. (2.14)

Figura 2.8 — Regiao tipo I1

Fonte: Préprio autor
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Exemplo 2.16. Calcule // 23 dA onde D é a regigo da figura (2.9)
D

Figura 2.9 — f(z,y) = 2 ao longo do segmento vertical entre as curvas em x

6 O segmento vertical

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Solugao: Vamos denotar a regiao D verticalmente dai temos.
limite da integral de fora 1 <z <3
limite da integral de dentro 2 — 2% <y < 6 — 22,

Agora vamos resolver a integral iterada, entdo.

3 r6—22
// 3 dA = / / 3 dy da.
D 1 Jo—a?

Calculando a integral de dentro temos

66—z
/ By = 23y
2

—x2

Dai temos

=3*— 1% =80.

3
// m3dA:/ 423 dx = 2*
D 1

3
1

Exemplo 2.17. Calcule // dA onde D € a regiao destacada do semicirculo de raio 2
D

na Figura (2.10).

T
)

Solucao: O dominio D pode ser denotado como uma regiao horizontalmente
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Figura 2.10 — semicirculo
i 0 <x< /4 — 2
>z
Fonte: Préprio autor
As desigualdades sdo os limites de integragdo:
T 2 4-y? g
/y fdA::/‘/‘ L de dy.
DY 1 Jo Yy
Calculando a integral de dentro temos
4—92
/ 4—y2xd x? 4—94% 2 y
—ar = — _= = — — —.
0 y 2y, 2y y 2
Agora Calculando a integral dupla temos
2 /9 2\ |°
//EdA = / 2 dy = 21ny—y—
DY 1 \y 2 4 )
1 3
= (2In2-1 —(0—) =2In2—-.
(2In2—1) 1 n2--
|

Exemplo 2.18. Calcule a integral

[@x+ydA

onde D € a regiao delimitada por y = x> ey = 2x.
Solugao: A regiao de integracao é representada pela figura ( 2.11).

Observamos que a regigo D pode ser descrita com tipo I quanto no tipo I1

Dy ={(z,y) |0< 2 <2, 2° <y < 2a}
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Figura 2.11 — Regido delimitada por y = 22 e y = 2z

y
A

Fonte: Préprio autor

Dy ={(z,y) | 5 <o <Va, 0<y <4}

N =<

A integral pode ser calculada de duas maneiras, porem optatamos expor a do tipo
I (Dy)

//D(a:—l—y) dA:/O2/;Z(x+y dy) dx

Calculando a integral de dentro temos

22 y2
/2 (r+y) dy = (zy—l—2>

Calculando a integral dupla

2/ 1
// (x +y) dA:/ <—{E4—£L‘3—|—4£B2) dx.
D 0 2
Aplicando uma das propriedade da integral temos:
2/ 1 2 2
/0 (—21'4 —$3+4x2> dr = —/ ( > /O <x3) d:l:+/0 (4x2
2 2
_ 3 2
= 3 /0 (x )dm + 4/0 (:p

B 1x5x4+4x
N 2 5 4 3

2z

1
= (—2x4 — 2+ 4x2> :

2

T

0
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Aplicando o teorema Fundamental do Cdlculo obtemos:

20 1, 2) 1 2 4, 10t 4
s 4 — (== .9p 2 LT 93 [P
/0<2£L‘ z° + 4z | dx 10 4+3 10O 4—|—30
= 5 ()

32 16 32
= (- -+ ) -0

10 4 3
192 240 N 640
N 60 60 60
_ 432 640 208
N 60 60 60

2 1, 3 2) 52
——x" — 4 dr = —.
/0 ( x x° + 4dx x 5

2.3 Integrais de Superficie

Vamos desenvolver o conceito de integral de superficie. Uma superficie parametri-
zada S. Vamos supor que f seja uma funcio de trés variaveis cujo dominio inclui uma
superficie S. Definiremos a integral de superficie de f sobre S de tal forma que, no caso

em que f(z,y,z) =1, o valor da integral de superficie seja igual a area da superficie de S.

2.3.1 Superficie Parametrizada

r(u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+zwuv)k ,(uv)€D.

Vamos supor que o dominio dos parametros D seja um retangulo e vamos dividi-
lo em sub-retangulos R;; com dimensdes Au e Av. Entao, a superficie S ¢ dividida
em retangulos correspondentes S;;. Calculamos f em um ponto P« de cada retangulo,

multiplicamos pela drea AS;; do retangulos e formamos a soma de Riemann.

m n
i=1j=1
Admitiremos que o limite quando o nimero de retangulos aumenta e definimos a

integral de superficie de f na superficie S desta formar:

//S fla,y,2)dS = m}%glwfj S/ (P,-) AS,. (2.15)

i=1j=1

Observamos semelhangas na Equagdo (2.15) com as integrais de linha e integrais duplas.

Para calcularmos a integral de superficie na Equagao (2.15), aproximamos a drea do
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retangulo AS;; pela area de um paralelogramo aproximador no plano tangente.
AS;; |1y X 1| AuAv.

Onde or. Oy O 0n, Oy, D
ZB, Y. Y Z, y Y
i T ol TS Tt 2

Ty = —

ov' " o’ 8

Sao os vetores tangentes em um canto de S;;. Se as componentes sao continuas e r, e 7,
sao nao nulos e nao paralelos no interior de D, pode ser mostrado, pela Equacao 2.15,

mesmo quando D nao é retangular, que

//Sf(xvyvz) dS = //Df(r(u,v)) |7 X 7| dA. (2.16)

Através da equagao (2.16), nos permite calcular uma integral de superficie, convertendo-
a em uma integral dupla sobre o dominio do pardmetro D. Ao usar essa equagao (2.16),
lembre-se de que f (r(u,v)) é avaliado ao escrever z = x (u,v), y = y (u,v) e z = z (u,v)

na formula f(x,y, 2).

Agora vamos denotar algumas parametrizacao de superficies

1) Parametrizacao da esfera (22 + y? + 2 = a?)

r(¢,0) = (asing cosf) i+ (asin¢ sinf) j + (acos¢) k
com

r=asing cosfi y=asingsinfj z=acospk 0<o<nm 0<60<27

2) Parametrizacao do cone (22 +y?> =2%) com 0 < 2z <1

r(t,0) = (t cos) i+ (tsinf) j+tk

com
r=tcosbt y=tsinfj z=tk 0<t<1 0<60<2m

3) Parametrizacio do cilindro de raio R dado por 22 + 3? = R?

r(0,t) = (R cosf) i+ (Rsin®) j+tk

com
r=Rcosfi y=Rsinf; z=tk 0<t<1 0<60<27w
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2.3.2 Integrais de Superficie e area de Superficie

Seja r (u,v) uma parametrizagdo de uma superficie S com dominio dos para-
metros D. Suponha que r seja continuamente diferenciavel, injetora e regular (exceto,

possivelmente, na fronteira de D). Entao

J[ 5z as = [[ 7wt 0) Inu, o)) dudo (2.17)

Para f (z,y,%) = 1, obtemos a area de superficie de S:

Area (S) ://DHn(u,v)Hdudv.

Denotaremos simbolicamente o elemento de superficie de

dS = ||n(u,v)|| du dv.

Exemplo 2.19. Calcule Area(S) e // 222dS, onde S € a parte do cone x* + y* = 2% que
S
fica acima do disco x* + y? < 4

Figura 2.12 — Cone 22 + y? = 22

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Solugao: Usando a parametrizagio do cone, usando as varidveis 6 e t entao temos

r(0,t) = (t cosf,t sinf, t), 0<t<2  0<6<2m.
Calculando os vetores tangentes e normais, temos

_or
Y

= ?9:; = (cosd, sinf, 1)

Ty = (—tsinf, tcosb, 0) T,
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i ik
n=Tyx T;=| —tsinf tcosl 0
cos sinfd 1

=tcosfi+ tsinfj— tk.

Agora fazendo a norma do vetor.

Inl| = \/(tcosd)® + (tsin)®+ (—t)°
= \/25200520—1— t2sin% 6 + 2
= \/t2 (cos? 0 + sin?6) + ¢2
= Vo2 =2t

Assim o dS = /2t d0 dt.

Calculando a Integral de Superficie :
Area (S) = / || n(u, v)|| du dv
D
2 2w
= [ [ Vatasar
0o Jo

_ /02 <\/§t0 2ﬂ) dt

2
- / V20ortdt =21t
0

2

:4\/§7r.

0

2

Agora vamos calcular a Integral de Superficie seja f (x,y,z) = x°z usando os parametros t

ef:

f(r(0,t)) = f(tcos tsinb, t) = (tcosh) t=1t>cos?f

//Sf<x>yvz>d5 = // ) || (6,1) || do dt
= /0 /0% t? cos 6) (Vat) doat
= \/5/02/027r <t4 00829) de dt.

Aplicando a regra da propriedade de integrais temos :

//Sf(:v,y,z) is = ﬂ(/()z/[)gﬂt"‘cosz(@)) df dt
_ \/§</02t4 /027r 0032(9)> do dt. (2.18)
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Agora vamos resolver as integrais respectivamente em relagio 6 et entao:

/027r cos*(0)df = /027T (HC;S(ZQ)> df

_ ;/0%(1—}-008(29)) d
- ; (/027r d + /027r cos(20)d9>

1 <0+ Sen2(29)> ’

0

(27r + Se”(@r)) —0

2

NI~ N~ N

(2m+0) = . (2.19)
Calculando em relagdo a t temos:

2 A
trdt = —
I .

32
= = 2.20
- (2.20)

225 03

3 >

0

Agora somando o resultado das integrais (2.19 ) e (2.20 ) a (2.18) obtemos o seguinte

resultado:

//Sf(xvyvz) dS = \/5(/02254 /0%0032(9)) do dt = 352\/57r
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3 O Teorema de Green e Aplicacoes

Neste Capitulo estudaremos o Teorema de Green, um teorema fascinante e im-
portante que relaciona uma integral de linha ao longo de uma curva fechada com uma
integral dupla sobre a regiao plana limitada pela curva. Iremos demonstrar e aplicar o
Teorema de Green. Iremos utilizar nesse Capitulo as seguintes referéncias (STEWART, 2013)
e (ROGAWSKI; ADAMS, 2009).

3.1 Quem foi George Green

George Green nasceu em 1973 e morreu em 1841. George Green era filho de um
padeiro que vivia em Notingham onde funcionava o estabelecimento de seu pai e foi
ai que passou grande parte de sua vida trabalhando. A histéria diz que ele freqiientou
apenas dois anos do ensino elementar e nao fica bem claro como George Green obteve o
conhecimento matemaético ja que nao freqiilentou nenhuma instituicao de ensino regular.
Com 30 anos, Green tornou-se membro da Subscription Library, Notingham, instituicao
fundada em 1816 e o objetivo claro desta instituicao era o encontro de nao-académicos
para discutir questoes de avanco da ciéncia. Quando completou 35 anos publicou seu
primeiro e mais importante trabalho: uma obra sobre a aplicacao da andlise matemética
a eletricidade e ao magnetismo, onde o teorema de Green foi utilizado, sua primeira
publicagdo An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of
Electricity and Magnetism como um conceito matemaéatico preliminar que seria aplicado a
topicos posteriores relacionados a fisica. mas passou desapercebido pela pequena tiragem
do trabalho. Como esta obra teve uma tiragem bastante reduzida, por que foi financiada
pelo autor e amigos da Subscription Library, ndao teve grande repercussao. George Green
foi a primeira pessoa a usar o termo potencial na teoria do campo e introduziu varios
teoremas de andlise vetorial que permitiram calcular o potencial eletrostatico. Com 40 anos
ingressou na Universidade de Caius, em Cambridge como estudante de licenciatura. Algum
tempo depois cerca de 4 anos, formou-se com desempenho desapontador possivelmente por
estar engajado em sua pesquisa, entao voltou para sua casa em Notingham para cuidar de
seus filhos e do moinho de seu pai, onde alguns anos mais tarde ficou doente e faleceu aos

48 anos.

3.2 O Teorema de Green

O seguinte teorema pode ser encontrado (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)



Capitulo 3. O Teorema de Green e Aplicagies 48

Teorema 3.1. Seja C' uma curva plana simples, fechada, continua por trechos, orientada
positivamente, e seja D a regiao delimitada por C'. Se P e Q) tém derivadas parciais de

primeira ordem continuas sobre uma regiao aberta que contenha D, entao

j{cdeJery://D (gf—g];) dA (3.1)

Demonstracdo. Considere nos casos onde D é uma regiao simples, entdao o Teorema

de Grenn estarda demonstrada se mostrarmos
Pdr = —// 9 ja. (3.2)

ay - | / E< A, 3.3
§ oy = [[ 5 (33)
Vamos demonstrar (3.2) exprimindo D como uma regiao do tipo I:

D=(zyla<z<b gi(r) <y <g(r)),

onde g;(x) e go(z) sdo fungdes continuas.
Para provar a Equagao (3.2), vamos referir a Figura (2.7), note que C' consiste em duas

curvas C e Cy que possuem as equagoes y = g1(x) e y = go(x), respectivamente.

Dai:
%Pdm = /CIP(m,y)dIﬁL/CQP(x,y)dx
= /abP(:c,gl(m)) d:c—l—/baP(x,gg(x))da;

b

- /abP(x,gl(.l"))dx—/ P(z, g2(2)) da.

a

Aplicando a Figura (2.7) a integral dupla / / —— dA nos d4,

//761/1 _ Lbéfji?)?;dydx

= /abP(x,y)

g1(x)
— /ab [P(x,g2(2)) — P(z, g1())] d.

Comparando essa expressao com a da Equagao (3.2), vemos que

P =[] 5 da

Também temos de maneira analoga, vamos demonstrar (3.3) exprimindo D como uma
regiao do tipo I1:
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onde hi(y) e ha(y) sdo fungdes continuas.
Para provar a Equagao (3.3), vamos referir a Figura (2.8), note que C' consiste em duas

curvas C e Cy que possuem as equagoes = = hy(y) e © = ho(y), respectivamente.

fod = [ Quydy+ [ Qy)dy
d

= [ Q). dy+ [ Qhaly).y)dy
= [ Q) [ Qnt).v)dy.

Aplicando a Figura (2.8) a integral dupla / / — dA nos d4,
ha(y) 8@
A = / / d
// my) Or d dy
J ha(y)
= / Q(z,y)

dy.
-/ " [ ha(y)) — Qu. s (4)] .

hi1(y)

Comparando essa expressao com a da Equagao (3.3), vemos que

.ot ydy= [[ F2aa

Portanto temos que:

jéPd:erQdy://D (gf—g]D dA,

logo o Teorema de Grenn esta demonstrado. [ |
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3.3 Aplicacoes do Teorema de Grenn

Aplicacao 1. Calcule j{ (% —y?) dx + (2y — ) dy aplicando o Teorema de Green, em que
c

C' consiste no contorno da regido, no primeiro quadrante, que estd limitada pelos grdaficos

dey=2%ey=a>.

Solugao: Observe a Figura (3.1)Vamos calcular a integral de linha aplicando o Teorema

de Green, temos que;

3

Figura 3.1 — Gréfico das curvas y = 22 e y = 23 no primeiro quadrante.

)

0.5 1

05 1

Fonte: Préprio autor

fgpdxﬂgdy://lj @g—g) dA.

Donde, P = (2* —y?) e Q = (2y — x).

x
as fungoes sdo derivdveis logo € continuas. Entao podemos aplicar o Teorema de Green

oP
Entao temos as sequintes derivadas Parciais Frai > € (— = —2y |, como

para calcular a integral indicada.

f(:vQ —y?) dx +(2y—x)dy:// (—1+2y) dA.
c D
Temos os sequintes limites de integragdo:

0<z<1
D= (3.4)
x3§y§x2.
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Dai temos:
fé(x?—y?)dxﬂzy—x)dy - //D(—1+2y)dA

_ /01/ (1 + 2y) dydz
1 y? a?

a9

= /01 (—y+y2> dx

= /1 {(—x2+x4~|—$3—x6)}da:
0

3
1
l A L xw

dx

3

x

stataty
11
420°

]{C(fﬂ2 —y)de + 2y —x)dy =

Aplicacao 2. Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha ao longo da
curva dada com orientag¢do positiva. }{ (zy?) dx + (22%y) dy. Onde C € o tridngulo com os
vértices (0,0),(2,2) e (2,4).

Solucao: Observe que a regiao Denglobada por C é simples e que C' tem orientagdo

positiva Veja a Figura (3.2).

Figura 3.2 — Tridngulo com os vértices (0,0), (2,2) e (2,4).

A (2, 4)
(2,2)
(0’()) »

Fonte: Préprio autor

%dex+Qdy=//D (gg—?;) dA.

Donde, P = (zy?) e Q = (22%y).

0 oP
Entao temos as sequintes derivadas Parciais (;2 = 4xy> e <_8 = 2xy) , COMO
T Y

as fungoes sao derivdveis logo é continuas. Entao podemos aplicar o Teorema de Green



Capitulo 3. O Teorema de Green e Aplicagies 52
para calcular a integral indicada.
f (zy?) dor + (22%y) dy = // (dzy — 2xy) dA = // 2ry dA
c D D
Temos os sequintes limites de integracao:
0<z<?2
D = (3.5)
r<y< 2w
Dai temos:
%(myQ) dr + (22%y) dy = // (2zy) dA
c D
2 2z
= / (2zy) dydx
0 Jx
9 2 2x
= / (21’ . y) dx
0 xr
9 2x
= / (:17 . y2> dx
0 x
2
= / (x (22)* —x a:'2> dx
0
2
= / (4x3 — x3) dx
0
2
= / 3z3dx
0
7]
4 ],
_ 34
= [0
3
= -.16
4
j[(myQ) dr + (22%y)dy = 12.
c
[ |

Aplicacao 3. Calcule 7{ y? dx+3zy dy, onde C € o limite da regido semianular D contida
c

no semiplano superior entre os circulos x> +1y* =1 e 2? + y* = 4.

Solucao: Observe que a regiao D nao é uma curva simples, o eixo y divide em duas

regioes simples. Veja a Figura (3.3).
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Figura 3.3 — Semiplano superior entre os circulos 22 +y2 =4 e 2?2 + 32 =1

2 4+yt=1

Fonte: Préprio autor

Portanto o Teorema de Green fornece:

%CPd:B—I—Qdy://D (‘ZS—?;) dA.

Donde, P = y* e Q = 3xy.

0 oP
Entdao temos as sequintes derivadas Parciais (;2 = 3y> e <_0 = 2y>, como
x Y

as funcoes sao derivdveis logo € continuas. Entdo podemos aplicar o Teorema de Green

para calcular a integral indicada.

y{y da:+3a:ydy—// (3y —2y)dA = //ydA

Fazendo a parametrizacao, temos :

T =1r.cosb 1<r<2

y=r-senf 0<o<nr

Sendo.

dA =r. dr. df

T 2
nydx +3J:ydy:// Y dA:/ / (r senf)r drdf
c D 0o 1
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= /Oﬂ/lz (T2 sen@) dr df

T 2
= /sen&d@/ r?dr
0 1
= 3\ |2
= /sen9 (7“) de
0 3/
= ;/Oﬂsenede
7 s
= —(—cosb)
3 0
= —g(cosw—cos())
7
= —(-1-1
S(-1-1)
14
]{y2dac +3xydy = —.
c 3

Aplicagao 4. O dominio D na Figura (3.4) tem drea 8. Calcule F-ds, onde F =
C1

(x —y,z+v3) e Cy € a curva da fronteira exterior de D com orientagdo anti-hordria.

Figura 3.4 — D tem area 8 e C5 é um circulo de r = 1.

Ky

Fonte: (ROGAWSKI; ADAMS, 2009)

Solucao: Observe que nesse exercicio nao podemos calcular a integral de linha ao longo
da curva Cy diretamente, pois a curva nao foi especificada. Assim 0D = C; — Cy, pelo

Teorema de Green, temos,

F-ds— F'ds:// rot, (F)dA,
C1 Cy D

ou melhor
F-ds:]{ F-ds—l—// roty (F)dA.
C1 C D

Aplicando o Teorema de Green,

fépdeery://D @f—gj) dA.,
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Donde, P = (z —y) e Q = (v + ¢?).

0 oP
rot, (F) = <6§ - 8y)

90 oP
- s
= 1-(-1)

rot, (F) = 2.
Note que a Area(D) = 8. Entdo,

//Drota(F)dA = //DQdAZQ.Area(D)ZQ_Egzlﬁ

Agora vamos calcular a integral de linha ao longo da curva Cy, para isso a curva parame-
trizada do circulo é dada por:
s(t) = (cos 0, senb).

Entao:
F-s'(t) = <cos 0 — sen,cosf + sen® 9> - (—senf, cos b))

= —senf-cosh+ sen’b + cos® 0 + sen> 0 - cos b

= 1—senf-cosf+ sen’0 - cosf.

As integrais de sen @ e cosf ao longo de [0, 27|, sao ambas nulas, logo.

27
F.ds :/ (1—sen@~cos@—|—sen39'cosﬁ)d9
0

27
= df = 2.
0

Cy

Portanto:

Fds =16 + 2.
C

Aplicagao 5. Seja C uma fronteira do retangulo R = [(z,y) € R? : 0 <2 <2, 0<y <1],

pecorrida uma unica vez vez no sentido anti-hordrio. A integral
7{ (6:1:5y +In(l1+v1+ :U2)> dr + (xG + 2+t + el /1 + 36n2(y)> dy
C

é igual a:

Solugao:

fcp dr://Drot(F)dA

Aplicando o Teorema de Green,

jiPda:jLQdy://D (?;j—gg)dfl
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Donde, P = (6% + In(1+ VI +2?)) e Q = (2% + 2% + > + ¢%/1 + sen?(y)).

- (2220)

Ox 9,
P
) < Otz +y*+¢é 1+sen2(y)> _or (6x5y—|—ln(1+\/1+w2))
Oz dy
= 62° + 22— 62° =2z
rot (F) = 2.

Entao,

//Drot(F)dA = //DZxdxdy.

Agora vamos calcular as sequintes integrais duplas abaizo:

1 2 1 92
[ Lo - [
o Jo o 2

L2
:/xQdy
0 0
1
:/4dy
0
1
dy
0

2
dy
0

= 4
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Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos de forma didatica como construir uma base para
a demonstragao do Teorema de Green, bem como defini¢oes, proposicoes de outros te-
oremas que sao necessario para a construcao e compreensao do Teorema de Green. De
maneira metodologica, foi possivel demostrar algumas aplicagoes importante do Teorema

Green, um breve conhecimento da vida e obra do grande génio o matematico, George Green.

O Teorema sob analise, fornece uma nova perspectiva a respeito das integrais de
linha. Provamos que a circulagao de um campo vetorial gradiente ao longo de uma curva
fechada é igual a zero. O Teorema de Green expressa a circulacao de um campo vetorial
(F) qualquer como uma integral dupla, que nao precisa ser nula se o campo (F') nao
for gradiente. Podemos concluir que todos os estudos e pesquisas realizadas foram de
fundamental importancia para compreensao dos conceitos necessarios ao entendimento do

Teorema de Green.

Demonstrou-se a importancia de como o calculo de integrais curvilineas é funda-
mental no estudo da matematica, fazendo uso das derivadas parciais para estabelecer
uma juncao, ou melhor, dizendo uma harmonia entre integrais de linha e integrais duplas,
tornando assim o calculo dessas fungoes mais simples e pratico. Sendo possivel observar
a aplicacao do teorema em regioes de figuras fechadas, utilizando integrais de linhas e
também em regides que possua singularidade, ou seja, que possua "buracos'. Foi visto
os segmentos orientados de curvas, estudado os sinais do sentido horario e anti horario,
as integrais duplas e campos vetoriais. Assuntos que tem fundamental importancia para

quem estuda célculo e tem admiragdo pela matematica e suas aplicagoes em nosso cotidiano.

Uma das grandes dificuldades para a producao do presente trabalho conclusao de
curso foi justamente a escrita, uma vez que pude perceber que é muito complexo o ato de
produzir textos matematico com rigor, clareza e precisao. Nao deixando de salientar, que
também tive dificuldade na digitagdo do trabalho pois a minha compreensao do latex era

muito pouco.

O trabalho agregou uma gama de conhecimentos relacionados ao calculo nas suas
mais varias versoes, cdlculo diferencial, vetorial, integral, derivada dentre outros. E também
me levou a uma viagem para atingir uma maturidade quanto a compreensao da complexa

linguagem de matematica abordada nos livros de calculo.
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Portanto, a realizacao desse trabalho de conclusao de curso ampliou o campo de
visdo e despertar meu interesse em continuar estudando tanto a mateméatica pura quanto
a aplicada, e além disso, sempre tentado inovar e encontrar novos métodos e praticas de
como ensinar tais conteudos e facilitando o ensino de aprendizagem. Finalizando, esse
trabalho foi realizado com pensamento voltado para alunos e professores, que venham a
trabalhar com esse tema tao instigante e importante para nossa vida, que é o Teorema de

Green.
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