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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo detalhado sobre conjuntos, funcoes, con-
juntos finitos e infinitos, e sobre conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis, com o objetivo
de abordar este contetido teorico de forma didatica. A metodologia utilizada foi a pesquisa
bibliogréafica em livros desta area de conhecimento. Foram obtidos exemplos adicionais
devidamente verificados a partir da teoria apresentada. E, devido ao modo razoavelmente
claro e conciso com que a teoria e as demonstragoes (provas dos resultados matematicos)
foram abordadas, considerou-se que a proposta deste trabalho de apresentar o tema de

modo didatico foi alcancada com éxito.

Palavras-chave: Conjuntos e Fungoes. Axiomas de Peano. Conjuntos Finitos e Infinitos.

Enumeréveis e Nao-enumeraveis.



ABSTRACT

This work presents a detailed study on sets, functions, finite and infinite sets,
and about enumerable and non-enumerable sets, in order to approach this theoretical
content in a didactic way. The methodology used was bibliographic research in books
in this area of knowledge. Additional examples were obtained, duly verified from the
presented theory. And, due to the reasonably clear and concise way in which the theory
and the demonstrations (of the mathematical results) were approached, it was considered
that the proposal of this work to present the theme in a didactic way was successfully

achieved.

Keywords: Sets and Functions. Peano’s axioms. Finite and Infinite Sets. Enumerable

and Non-enumerable.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho consiste em um estudo sobre conjuntos, fungoes, conjuntos finitos
e infinitos, e sobre conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis. O tema escolhido é parte
de algumas das mais relevantes subareas da Matematica, como a Teoria dos Conjuntos, a

Teoria dos Numeros e a Analise Real, por exemplo.

Um estudo detalhado e didatico sobre Conjuntos e Fungoes, podera servir ao
leitor como base para a compreensao de outros conceitos abordados neste texto e, de

modo geral, em outras areas da Matematica.

A principal fonte de pesquisa utilizada sao as referéncias bibliograficas: utilizou-
se alguns dos livros de maior destaque sobre o assunto utilizados, nas tltimas duas ou
trés décadas, por estudantes de Matematica e pesquisadores brasileiros, sobre o assunto.

Com o objetivo de abordar este contetido tedrico de forma mais didatica.

Os objetivos especificos ao abordar o tema sao aos seguintes: detalhar os prin-
cipais conceitos sobre conjuntos e fungoes; exemplificar e provar resultados que surgem
em decorréncia da teoria de conjuntos e fungoes; realizar um estudo introdutoério e deta-
lhado sobre os axiomas de Peano e a teoria dos ntimeros naturais; apresentar o caracter
ordinal do niimeros naturais; prosseguir com a deducao da teoria sobre conjuntos finitos
e infinitos; apresentar o aspecto cardinal dos ntmeros naturais; realizar um estudo sobre
conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis; e, por fim, exemplificar e provar outros resul-
tados (teoremas, proposigoes, formulas, etc), que surgem como consequéncia da teoria

apresentada anteriormente.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta a linguagem de Conjuntos e Funcoes, bem como suas

operacoes e alguns resultados adicionais.

2.1 Conjuntos

Nao ha uma definicao formal, em Matematica, para o que poderiamos chamar
de conjunto. No entanto, podemos compreender por conjunto, uma colecao de objetos fisi-
cos ou abstratos que possuem em comum uma determinada caracteristica ou propriedade.

Esses objetos sao chamados de elementos.

Definigao 2.1.1 [Relagao de pertinéncia| Seja X um conjunto e  um elemento. Se = esta
no conjunto X dizemos que z pertence a X. Isto é denotado por z € X. Por outro lado se

x ndo esta no conjunto X dizemos que z nao pertence a X. E isto é denotado por = ¢ X.

Portanto um conjunto estara formalmente definido quando houver uma regra

ou propriedade, ou caracteristica que permita o uso da relacao de pertinéncia.

Exemplo 2.1.1 Seja B o conjunto dos triangulos cuja base mede m unidades. Um objeto
abstrato x pertence a B se x possui a caracteristica de ser a figura geométrica plana,

triangulo e, além disso, um de seus lados mede m unidades.

A notagao convencional para conjuntos é X = {a,b,c,...} sendo a, b, ¢, ...,

elementos do conjunto X

Exemplo 2.1.2 Alguns conjuntos frequentemente utilizados sao: o conjunto dos niimeros
naturais N = {1, 2,3, ..}; o conjunto dos ntimeros inteiros Z = {..., =3, -2, —1,0,1,2,3, ...};
e o conjunto dos ntimeros racionais Q = {g; pEL,qeEleq# O}, que em palavras sig-
nifica que Q é o conjunto das fragoes p/q tais que p e ¢ pertencem a Z e ¢ é diferente de

Zero.

O modo mais frequentemente utilizado para definir um conjunto ¢ o uso de
uma propriedade em comum e exclusiva dos elementos dos que irao compor esse conjunto.

Assim, se deseja-se definir um conjunto Y a partir de uma propriedade P comum a todos
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os elementos de Y escreve-se Y = {y; y tem a propriedade P}.

Observe que, em palavras, isto significa que Y é o conjunto de todos os objetos

y tais que y possui a propriedade P. O simbolo “; ” 1é-se como “tal que ” ou “tais que .

Exemplo 2.1.3 X = {z € N;x > 4} denota o conjunto de elementos x pertencentes a N

tais que x é maior que 4. Assim, X = {5,6,7,...}.

Definicao 2.1.2 O conjunto que nao possui elementos é chamado de conjunto vazio, e é

denotado por @ ou { }.

Assim, qualquer que seja x, tem-se que x ¢ ©.
Exemplo 2.1.4 Tem-se que A={z e N;n<z<n+1,neN} =0.
Prova: Seja n € N e suponha que existe v € N tal que n < x <n + 1.

Por definicao, n < x = dgeNtalquex=n+qg,ex <n+1= dpeN tal
que n+1=x+p. Logo,n+1= (n+q)+p, dai, n+1 =n+(¢+p), portanto, 1 = g+ p.
Assim, por definicao, 1 > p e 1 > ¢, o que é contraditério, pois 1 = min N. Logo, nao

existe x, e portanto, A = ©. [ |

Definigao 2.1.3 [Relagao de Inclusao| Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subcon-
junto de B, ou A esta contido em B, e denotamos por A C B, quando V = € A, tem-se que

z € B.

Figura 2.1: O conjunto A esta contido no conjunto B.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.1.5 Se B é o conjunto dos tridngulos e A é o conjunto dos tridngulos cuja
base mede m unidades, tem-se que A C B, pois os elementos de A também sao triangulos,

logo também pertencem a B.
Observe que afirmar que x € X, equivale a afirmagao de que {z} C X.

Proposicao 2.1.1 Tem-se que ©® C A, seja qual for o conjunto A.
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Prova: Seja A um conjunto. E Suponha que @ ¢ A, por defini¢do, existirda um z tal que

x €@ex¢A. Eisto é contraditorio, pois ndo existe x tal que z € @. Logo, @ C A. R
Propriedades da relagao de inclusao:
(I) Reflexiva: A C A, seja qual for o conjunto A;

Prova: De fato, seja A um conjunto qualquer. V z € A, tem-se que = € A. Logo, pela

[definicao 2.1.3| conclui-se que A C A. |

(IT) Anti-simétrica: se AC Be B C A, entao A = B;

Prova: Sejam A e B conjuntos tais que A C B e B C A. Suponha que A # B. Entao
existe € A tal que = ¢ B, ou existe y € B tal que y ¢ A, isto ¢, AZBouB ¢ A. O que
¢é contraditorio. Logo, A = B. [ ]

(III) Transitiva: se ACBeB C C, entao A C C.

Prova: Sejam A, B e C conjuntos tais que A C B e B C C. Segue-se que V x € A tem-se

que x € B. E, V y € B tem-se que y € C.

Como z € B, entao tem-se que x € C. Logo, V x € A tem-se que x € C. E,

pela [definicao 2.1.3] conclui-se que A C C. |

Defini¢ao 2.1.4 Dado um conjunto X, indica-se com P(X) o conjunto cujos elementos

sao partes de X, isto é, subconjuntos de X.

Exemplo 2.1.6 Seja Y = {m,n,o0}. Os subconjuntos de Y sao @, {m}, {n}, {o},

{m,n}, {n,o}, {m,o} e {m,n,o}. Portanto, o conjunto das partes do conjunto Y é
]P)(Y) = {®7 {m}v {TL}, {O}v {m7 n}’ {na 0}, {m, O}, {m7 n, 0}}
Exemplo 2.1.7 Seja A = {1,2,3,4}. Os subconjuntos possiveis de A sao @, {1}, {2},

{3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {2,3,4}, {1,3,4}, {1,2,4}

e {1,2,3,4}. Portanto o conjunto de partes do conjunto A é

P(A) = {@, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2,4}, {3,4}, {1, 2,3}, {2,3,4},

{1,3,4},{1,2,4},{1,2,3,4}}.
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2.2 Operacoes entre Conjuntos

Definigao 2.2.1 [Reuniao| Sejam A e B conjuntos. O conjunto dos elementos x tais que

x € A ou x € B, chama-se reuniao dos conjuntos A e B, e é denotado por A U B.
Em simbolos, AUB := {z; z € A ou z € B}.

Note que, em Matematica a palavra " ou" inclui a possibilidade de ocorrerem

ambos os fatos. Ou seja, podera ocorrer que z € A e x € B, simultaneamente.

Figura 2.2: Reuniao dos conjuntos A e B (regido em cinza).

AUB

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 2.2.1 Se A e B sao conjuntos quaisquer entao AC AUB e B C AUB.
Prova: Se x € A, entao = € A ou x € B. Logo, z € AUB. Portanto, A C AUB.
Se y € Bentao y € Bouy e A. Dai, y € AUB. Portanto, B C AUB. |

Definigao 2.2.2 [Intersegao| Sejam X e Y conjuntos quaisquer. O conjunto dos elementos

comuns a X e Y chama-se intersecao dos conjuntos X e Y, e é denotado por XNY.

Em simbolos, XNY := {z; x € X e x € Y}. Deste modo, se x € XNY, entao

r € Xex €Y, simultaneamente.

Figura 2.3: Intersegao dos conjuntos A e B (regiao em cinza).

ANB

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 2.2.2 Se X e Y sao conjuntos quaisquer, entao XNY C Xe XNY CY.
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Prova: Se z € XNY, entao, pela|definicao 2.2.2 tem-se que x € X e x € Y. Dai, x € X.

Portanto, pela|definicao 2.1.3| conclui-se que XNY C X.

Se y € XNY, entao, pela |definicao 2.2.2| tem-se que y € X e y € Y. Logo,

y € X. Portanto, pela|definicao 2.1.3| conclui-se que XNY C Y. [ |

Exemplo 2.2.1 Sejam X = {x € N;z > 2} e Y = {z € N;z < 3}. Entao, tem-se
XUY = {3,4,5,..}U{1,2,3) = {1,2,3,4,5,..} =NeXNY = {3}.

Definicao 2.2.3 Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Diz-se que os conjuntos X e Y sao

disjuntos se XNY = .

Exemplo 2.2.2 Sejam A = {z € N;z > 2} e B = {z € N;z < 3}. Entao, tem-se que

ANB = {z € N;2 <z < 3}. Segue-se do |exemplo 2.1.4] que AN B = @. Portanto, os

conjuntos A e B sao disjuntos.
Principais propriedades das operacgoes de reuniao e intersecao de conjuntos:
(a.l) Auo = A,

Prova: Sex € AU®, entao z € A ou xz € ©. Note que nao existe z tal que x € ©@. Logo,
x € A. Portanto, AU® C A.

Por outro lado, se x € A, entao z € A ou x € ©. Portanto, x € AU ©. Logo,
ACAUO.

E, pela propriedade da inclusao de conjuntos, conclui-se que
AU =A. |

(a.II) AUA =A;
Prova: Se x € AUA, entao x € A ou x € A. Em qualquer caso, x € A. Logo, AUA C A.

Por outro lado, se x € A, entao z € A ou x € A. Portanto, x € AUA. Logo,
ACAUA.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
AUA=A. |
(aIll) AUB = BUA;

Prova: Se x € AUB, entao x € A ou x € B. Portanto, z € B ou z € A. Logo, x € BUA.
Portanto, AUB C BUA.

Por outro lado, se x € BUA, entao x € B ouxz € A. Logo, z € Aoux € B.
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Portanto, x € AUB. Logo, BUA C AUB.
Segue-se que AUB =B UA. [ |
(a.IV) (AUB)UC=AU(BUC);

Prova: Se z € (AUB)UC, entdo x € AUB ouz € C. Logo, z € Couz € Bouz e C.
Portanto, z € A ou x € BUC. Logo, x € AU(BUC). Portanto, (AUB)UC C AU(BUC).

Por outro lado, se x € AU (BUC), entao z € Aoux € BUC. Logo, z € A
ouzx € Boux € C. Portanto, z € AUB ou z € C. Logo, x € (AUB) U C. Portanto,
AuBUC)Cc (AuB)UC.

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que
(AUB)UC=AU(BUC). m
(a.V)ACB,A'cB = AUA CBUB

Prova: Se z € AUA', entdo z € Aou z € A'. E, por hipétese, se 2 € A entdo = € B. E

se z € A, entdo z € B,

Logo, se z € Aouz € A" entdo = € B ou z € B'. Portanto, z € BUB'. Logo,
AUA CBUB. |

(a.VI) AUB =A< B C A,

Prova: Suponha que A UB = A. Pela propriedade da inclusao de conjuntos
tem-se que A C A. Logo, AUB=ACA,istoé, AUBCA. Sey € AUB, entao y € A ou
y € B.

Caso y € B, entao y € A, pois AUB C A. Logo, B C A.

Inversamente, suponha que B C A. Pela propriedade [reflexival tem-se que
A C A. Segue-se da propriedade que, AUB Cc AUA. E, pela propriedade
tem-se que, AUA = A. Logo, AUB C A

Por outro lado, se x € A, entao z € A ou x € B. Logo, x € AU B. Portanto,
ACAUB.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
AUB=A. |
(a.VII) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ);

Prova: Sex e AU(BNC), entao z € Aouz € BNC.
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Se x € A, entao nao ha restrigoes para escrever que x € AUB e que z € AUC.

Logo, x € AUB e x € AUC. Portanto, x € (AUB) N (AUC).

Sex € BNC, entao x € B e x € C e nao ha restricoes para concluirmos que
x € BUA ez € CUA. Pela propriedade |(a.Ill), tem-se que z € AUB e x € AUC. Logo,
re(AUB)N(AUCQ).

Em ambos os casos conclui-se que, AU(BNC) C (AUB)N(AUCQC).

Por outro lado, se x € (AUB) N (AUC), entao x € AUB e x € AUC. Logo,

reEAouxeBexeAouxeC.

Sexz ¢ Aentdo z € Bex € C. Logo, z € BN C. E nado ha restrigdes para
escrever que x € (BN C) UA. Pela propriedade tem-se que z € AU (BN C).

Se x € A, tem-se que x € A ouz € BUC. Logo, z € AU (BNC).

Em ambos os casos conclui-se que, (AUB)N(AUC) C AU(BNCQ).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
Au(BNC)=(AuB)N(AUC). |
(bI)ANO =0

Prova: Se x € AN©, entao x € A e x € ©@. No entanto, nao existe x tal que r € .

Logo, AN© = 0. |
(b.II) ANA=A;
Prova: Se x € ANA, entao x € Ae x € A. Logo, x € A. E, portanto, ANA C A.

Reciprocamente, se x € A, entao x € A e x € A. Logo, x € AN A. Portanto,
ANACA.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
ANA=A |
(b.IIT) ANB = BNA;

Prova: Sex € ANB, entao x € Ae x € B. Logo, x € Be x € A. Portanto, v € BN A.
Logo, ANB C BNA.

Por outro lado, se x € BN A, entao x € Be x € A. Logo, r € Ae x € B.
Portanto, x € ANB. Logo, BNA C ANB.
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Segue-se que, ANB =BNA. [ |
(b.IV) (ANnB)NC=AN(BNCQ);

Prova: Sex € (ANB)NC, entdo 2 € ANBex € C. Logo,z € Aex e BexeC
Portanto, z € A ez € BNC). Logo, z € AN(BNC). Portanto, (ANB)NC Cc An(BNC).

Por outro lado, se x € AN (BN C), entdo z € Aex € BNC). Logo, x € A
ex € Beax € C. Portanto, z € ANB ez € C. Logo, x € (ANB)NC. Portanto,
ANn(BNC)c(AnB)NnC.

Segue-se que, (ANB)NC=AN(BNC). [
(b.V)ACB,AcB = ANA CBNB’;
Prova: Sez ¢ ANA',entiozr € Aexz € A

E, por hipétese, se x € A, entdo z € B, pois A C B. Ese z € A', entdo = € B,
pois A" C B'.

Logo,sex € Aex € A, entdo = € Be z € B". Logo, z € BN B'. Portanto,
ANA CBNB. |
(b.VI) ANB=A< ACB;

Prova: Suponha que ANB = A. Pela propriedade da inclusao de conjuntos,
tem-se que A C A. Logo, AC A=ANB, ou seja, AC ANB.

Se x € A, entao x € ANB. Logo, x € A e x € B. Em particular, z € B. Logo,
A C B.

Por outro lado, suponha que A C B. Pela propriedade da incluséo de
conjuntos, tem-se que A C A. Segue-se da propriedade que ANA CBNA. E, pela
propriedade |(b.II)y ANA = A. Logo, AC ANB.

Por outro lado, se x+ € ANB, entao x € A e x € B. Em particular, z € A.
Logo, ANB C A.

Portanto, pela propriedade [anti-simétrica) AN B = A. |
(b.VII) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
Prova: Sex e AN(BUC), entao z € Aex € BUC. Logo,z € Aex € BouxeC.

Se r € B, entao x € A e x € B. Logo, z € ANB.

Sex € C,entao x € Aex € C. E, portanto, z € AN C.
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Logo, tem-se x € ANB ou z € ANC. Entao, z € (ANB)U(ANC). Portanto,
ANnBUC)c (AnB)U(ANCQ).

Por outro lado, se z € (ANB)U(ANC), entao x € ANB oux € AN C. Logo,
re€AexeBoureAexreC Logo,x e Aex € Boux e C. Portanto, x € A e
x € BUC. Logo, z € AN (BUC). Portanto, ANB)U(ANC) Cc An(BuC).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
ANnBUC)=(ANnB)U(ANCQ). |

Definigao 2.2.4 |Diferenca]. Sejam Y e W conjuntos. O conjunto dos elementos x tais

que x € Y e x ¢ W chama-se diferenca entre os conjuntos Y e W, e é denotado por Y —W.
Em simbolos, Y —W :={z; z € Y ex ¢ W}.

Figura 2.4: Diferenga entre os conjuntos A e B (regiao em cinza).

A-B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposigao 2.2.3 Se A e B sdo conjuntos quaisquer, entdo A — B =A — (AN B).

Prova: Sex € A—B, entdo x € Aex ¢ B. E pelafproposicao 2.2.2 tem-se que ANB C B.

Logo, se = ¢ B entdao x ¢ ANB.

Assim, se z € Aex ¢ B, entdox € Aex ¢ ANB. Logo, x € A— (ANB).
Portanto, A—B C A— (AN B).

Por outro lado, se z € A— (ANB), entdo z € Aex ¢ ANB.

Observe que se x ¢ AN B, entdo = ¢ A ou = ¢ B. Como, por hipotese, = € A,

conclui-se que = ¢ B.

Assim, se x € Aex ¢ ANB, entdo z € A e x ¢ B. Logo, x € A— B. Portanto,
A—(ANB)CA-B.

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que

A—B=A—(ANB). n
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Corolario 2.2.1 Se Y e W sao conjuntos disjuntos quaisquer, entao Y — W =Y.

Prova: Pela [proposicao 2.2.3| tem-se que Y —W =Y — (Y NW). E, por hipotese, Y e W

sao disjuntos. Logo, por definigao, YNW = @. Portanto, tem-se que Y —(YNW) =Y —©
Por outro lado, se x € Y —@ entao x € Y e x € .

Defina o conjunto A = {z; = ¢ @}. Note que se z ¢ @ entdo x € A. Logo,
ser €Yexr ¢ @ entdoxr € Yeax € A E, portanto, z € Y NA. Assim, definimos,
Y—-o=YNA.

Observe que para todo y € Y, tem-se, por definicao de conjunto vazio, que

y ¢ @. Logo, y € A e portanto, Y C A.
Segue-se da propriedade |(b.VI){que YN A =Y. Logo, Y —W =Y. |

Definicao 2.2.5 Sejam X e Y conjuntos tais que X C Y. A diferenca Y — X, chama-se

conjunto complementar de X em relacdo a Y e denota-se por X¢.

Figura 2.5: Complementar de A em rela¢do ao conjunto S (regiao em cinza).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em simbolos, se X C Y tem-se X =Y — X.

Portanto, quando estivermos realizando operagoes apenas entre subconjuntos
de um determinado conjunto E que, em geral, chama-se de conjunto basico ou conjunto

universo, entdo tem-se que X¢ = E — X, sendo X um subconjunto qualquer de E.
Proposigao 2.2.4 Tem-se que z € X© se, e somente se, x & X.

Prova: Seja X um subconjunto do conjunto bésico E. Se x € X¢, entdo x € E — X. Logo,

x € Eex ¢ X, eportanto, z ¢ X.
Inversamente, se v ¢ X, entdo € E e v ¢ X. Logo, v € E — X = X©. [ |

Exemplo 2.2.3 Sejam A = {z € Z;x > —4} e B = {o € Z;z < 5}. Determinar os

conjuntos B — A e A — B e o complementar de A e de B, em relagao ao conjunto bésico Z.
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Solugao: Tem-se que, B—A={...,—7,—6, -5} ={r € Z;x < -5} e
A—-B=1{6,78,..} ={z €Z;x>6}.

AC=7Z A={. 765 ={rels<—4}e
B¢=Z-B={6,7,8,..} = {x € Z;x > 5}.

Corolario 2.2.2 Se A e B sao subconjuntos de um conjunto bésico E, entao A—B = ANBC.

Prova: Sez € A—B, entdo z € A e x ¢ B. Pela|proposigao 2.2.4] conclui-se que se = ¢ B

entdo x € BE.

Portanto, se v € A ez ¢ B, entao x € A e z € B. Logo, z € ANB®. Assim,
A —B c AnBC.

Por outro lado, se x € AN B¢, entdo z € A e 2 € BS.

Pela [proposicao 2.2.4] conclui-se que se = € B¢, entdo « ¢ B.

Portanto, se # € A e x € B¢, entdo x € A e x ¢ B. Logo, # € A — B. Desse
modo, tem-se que ANB¢ C A —B.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
A—B=AnNBC. |
Principais propriedades relacionadas a complementares de conjuntos:

() (AS)C = A;

Prova: Se x € (A®), entdo, pela [proposicao 2.2.4] conclui-se que x ¢ A, e novamente

que x € A. Logo, (A®)¢ C A.

Por outro lado, se x € A, conclui-se, pela [proposicio 2.2.4| que x ¢ A, e

novamente que x € (A%)¢. Portanto, A C (A%)C.
Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que
(AC)C = A. n

(c.I) A C B < B C AS;

Prova: Suponha que A C B. Se z € B¢, entdo, pela [proposicao 2.2.4, conclui-se que

x ¢ B. Como, por hipotese, A é subconjunto de B, entdao x ¢ A. E, novamente, pela

[proposicao 2.2.4, tem-se que x € A¢. Portanto, B¢ C A°.

Inversamente, suponha que B¢ C A¢. Se z € A, entdo, pela propriedade ,
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tem-se que x € (A®)C. E, pela [proposicao 2.2.4] conclui-se que z ¢ A®. Como, por

hipétese, B¢ é subconjunto de A€, entdao x ¢ BC. Logo, pela [proposicao 2.2.4, x € (B€)C.
E, pela propriedade [(c.I)} (B€)¢ = B. Logo, = € B, e portanto, A C B. [ |

(c.IIl) A = © < AC = E;
Prova: Suponha que A = @. Por definicao, A = E — A. Logo, E—A=E — 0.
Sex €cE—@,entao z € Ee x ¢ Q.

Defina o conjunto W = {x; © ¢ @}. Observe que se x ¢ @, entao z € W.
Logo,se xt € Eex ¢ ©, entdo z € Ee x € W. E, portanto, x € ENW. Deste modo,
definimos E— @ = ENW.

Se y € E, tem-se pela definigdo de conjunto vazio que y ¢ @. Logo, y € W.
Dai, EC W.

Segue-se da propriedade que ENW = E. Logo, A = E.

Inversamente, suponha que A¢ = E. Pela |definicao 2.2.5| tem-se que

A =E—A. Logo, E-A=E.

Suponha que A # ©. Entao, existe y € A tal que y € E, pois A C E. Portanto,
y ¢ E—A. Logo, comoy € Eey ¢ E—A, conclui-se que E # E— A, o que é contraditorio.
Logo, A = 0. [ |

(c.IV) (AUB)C = ACN BS;

Prova: Se z € (A UB)C, entdo, pela|proposicio 2.2.4, tem-se que z ¢ A UB. Logo, = ¢ A

e x ¢ B. E, pela |proposicao 2.2.4] conclui-se que x € A® e x € B¢. Logo, € AN B¢,
Portanto, (AUB)¢ c AN B¢

Por outro lado, se x € AN B¢, entdo x € A® e z € BC. Pela[proposicao 2.2.4

conclui-se que * ¢ A e x ¢ B. Logo, = ¢ AU B e pela [proposicao 2.2.4] conclui-se que
r € (AUB)C. Logo, AN B¢ C (AUB)“.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
(AUB)C = AN BC. |

(c.V) (ANB)C = A€ U BC,

Prova: Se z € (AN B)S, entdo, pela|proposicao 2.2.4, tem-se que z ¢ AN B. Logo, = ¢ A

ou x ¢ B. E, pela [proposicio 2.2.4} conclui-se que z € A® ou z € B¢. Logo, z € A© UB°.
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Portanto, (AN B)¢ c A° U BC.

Por outro lado, se x € A UBC, entdo x € A® ou = € B®. E, pela [proposicao]
2.2.4] tem-se que = ¢ A ou = ¢ B. Logo, x ¢ AN B, e novamente, pela [proposicao 2.2.4
tem-se que z € (AN B)C. Logo, A“UB® C (ANB)“.

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que

(AN B)C = A® UBC. u

2.3 Produto Cartesiano

Definigao 2.3.1 Dados dois objetos quaisquer a e b. A linha (a,b) denomina-se par

ordenado, cuja primeira coordenada é o objeto a e a segunda coordenada é o objeto b.

Deste modo, dois pares ordenados (a, b) e (z,y) serdo iguais quando os objetos

das respectivas coordenadas forem iguais.
Em simbolos, (a,b) = (z,y) © a=zeb=y.

Definigao 2.3.2 Sejam A e B conjuntos. O conjunto dos pares ordenados (x,y) tais que

r € A ey € B, chama-se produto cartesiano e é denotado por A x B.

Em simbolos, A x B = {(x,y); v € Aey € B}.

Figura 2.6: Produto cartesiano dos conjuntos A e B representados pelos eixos horizontal

e vertical, respectivamente, e o par ordenado (z,y).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que se A = B, o produto cartesiano AxB = AXx A, também é denotado

por A2 ={(z,y); x € Aey e A}

Definigao 2.3.3 O subconjunto A C A x A dos pares (a,a) tais que a € A, chama-se
diagonal de A2
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Em simbolos, A = {(a,a); a € A}.

Figura 2.7: Representacao do produto cartesiano A? e do subconjunto A.

alk -

/ a A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.3.1 Sejam X = {1,2,3,4} e Y = {a,b}. Entao, tem-se que

X xY ={(1,a), (1,0),(2,a),(2,b), (3,a), (3,b), (4, a), (4,b)}.

2.4 Funcoes

Definicao 2.4.1 Sejam A e B conjuntos. Chama-se funcao de A em B, uma regra que a

cada elemento de A associa um tnico elemento de B.

Uma fungao f do conjunto A no conjunto B, denota-se por f : A — B e
x +— f(z), onde A é o conjunto de partida ou dominio da fungao f, denotado por D¢, B &
o conjunto de chegada ou contradominio da fungao f, denotado por CDs e f(x) € B é o

valor assumido pela funcao f em z € A.
Em simbolos, f : A — B é funcao se, dados my, my € A, tem-se que
my = mg = f(my) = f(ms), ou equivalentemente, f(my) # f(mz) = mq # ma.

Definicao 2.4.2 Sejam f : A — B uma funcao e X um subconjunto de A. Chama-se

imagem de X pela funcdo f, o conjunto f(X) = {f(z); = € X}.

Denota-se por Img, o conjunto f(A) = {f(z); = € A}, que chama-se conjunto

imagem da fungao f.

E necesséario observar os seguintes aspectos para a definicao de um funcao

f:A—B:
(I) A regra que associa € A a f(z) € B deve fornecer um valor f(x) para todo = € A.

(IT) Cada = € A deve corresponder a um valor f(z) tinico em B.
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Definicao 2.4.3 Sejam f: A — Be g: X —Y funcgoes, tem-se que f = g se, e somente
se A=X,B=Y e f(x) = g(z) para todo = € A.

Em outras palavras, duas fungdes sao iguais quando tém o mesmo dominio,

contradominio e a mesma regra de correspondéncia entre seus elementos.

Exemplo 2.4.1 Seja P, o conjunto dos poligonos do plano. E possivel definir uma funcéo
f: P — R, que associa cada poligono z € P sua éarea f(z) € R.

Exemplo 2.4.2 Seja f : Q — Q uma regra que a cada x € Q associa f(z) € Q tal que

f(x) = %, ou de forma equivalente, z.f(x) = 1.

Esta regra nao define uma fungao, pois 0 € Q e nao existe f(0) = y tal que

0.f(0)=1 < 0.y=1.

Exemplo 2.4.3 Sejam S o conjunto dos retangulos e f : Rt — S a funcao que a cada

x € RT faz corresponder o retangulo f(x) € S, cuja area é x.

Esta regra nao pode definir uma fung¢ao, pois ha mais de um retangulo cuja

area é x, sendo contraditorio a definicao de funcao.

Definicao 2.4.4 Seja f : X — Y uma funcao. O subconjunto do produto cartesiano X x Y
cujos elementos sao os pares ordenados (x, f(x)), onde x € X e f(x) € Y, chama-se grafico

da funcao f, e é denotado por Gs.

Em simbolos, Gf = {(z,y) e X xY; y = f(2)}.

Figura 2.8: Gréafico de uma fungdo f (curva).

[, f(x))

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que Gf fica definido quando a funcao f estd definida, isto é, quando

f possui dominio, contradominio e uma regra de correspondéncia entre esse conjuntos.

Logo, se duas func¢oes possuem o mesmo gréfico, entao pela definicao 2.4.3,

serao iguais.
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Definicao 2.4.5 Uma funcao f : A — B chama-se injetiva, quando dados x, y € A,
tem-se que f(x) = f(y) implica = = y.

Em simbolos, uma func¢ao f : A — B é injetiva se dados z, y € A, tem-se que
f(z) = f(y) = x =y, ou equivalentemente, = # y = f(x) # f(y).
Definicao 2.4.6 Uma funcao f : Y — W chama-se sobrejetiva se, para todo y € W existe
x €Y tal que f(z) =y.

Em simbolos, uma funcao f : Y — W é sobrejetiva se Vy € W dx € Y tal que
f(x) = y. Ou ainda, se Im¢ = CDs.
Exemplo 2.4.4 As projegoes, m; : A x B — A definida por m(a,b) =aem: AxB —B
definida por m(a,b) = b s@o fungdes sobrejetivas.

Exemplo 2.4.5 A inclusao i : A — B é uma funcao injetiva, definida quando A é um

subconjunto de B pela regra i(x) = x para todo z € A.

Exemplo 2.4.6 Seja g : Z — 7 uma fungao definida pela regra g(z) = 3x + 1. Verificar

a injetividade e a sobrejetividade da g.
Solugao: Sejam 1, rg € Df = Z. Tem-se que f(x1) = f(z2) = 3y +1=32+1 =
3.x1 =3.x9 = w1 = xy. Logo, por definigao g é injetiva.

Seja y € CDf = Z, deve-se verificar a existéncia de x € Z tal que g(x) = y.
—1

Tem-se que f(z) =y = 32x+1=y = 3z=y—1 = x:yT' E

— -1
observe que, por contra-exemplo, se y = 0 entao z = e Y ¢ 7. Logo, para y = 0

1
3 Y
nao existe x € Z tal que f(r) =y. Portanto, g nao é sobrejetiva.

Exemplo 2.4.7 Seja f : Z — Z uma fungao definida pela regra f(z) = z?. Verificar se f

é injetiva e se f é sobrejetiva.
Solugao: Sejam zy, 3 € Df = Z. Tem-se que f(z1) = f(r2) = 22 =23 =
\/:E_%: \/as_g = |1 = |xe| = 1 = E|2s] = 21 =2 ou ) = —29.
Em particular, se x;1 = —x5 entao x; # x5. Logo, f nao é injetiva.
Seja y € CDf = Z, deve-se verificar a existéncia de x € Df = Z tal que
flz) =y.
Tem-se que f(r) =y = a’=y = Val= 4y = |7|=,y = v=+1.

Observe que, por contra-exemplo, se y < 0 entdao = ¢ Z = Dy.
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Logo, para y < 0, y € Z, nao existe « € Z tal que f(x) = y. Logo f néo é

sobrejetiva.

Definigao 2.4.7 Uma fungao f : W — Y chama-se bijetiva ou bije¢ao (ou correspondéncia

biunivoca) se f for injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 2.4.8 Sejam a, b € Q, a # 0. Mostrar que a fungao f : Q — Q definida pela
regra f(x) = a.x + b & bijetiva.
Prova: Sejam 1, x5 € Df = Q. Tem-se que f(x1) = f(x2) = ax;+b=axy+b =
a.r; = a.r9 = 1 = T9. Logo, por definigao, f é injetiva.

Seja y € CDf = Q tal que y = f(x). Tem-se que y = f(z) = y=ax+b =

ax=y—b = =" = VyeQ, tem-se que z € Q. Logo f & sobrejetiva.

a

Portanto, por definicao, f é bijetiva. [

Sejam f : X — Y uma funcao, A e B subconjuntos de X. Sao validas as seguintes

propriedades:

(d.I) f(AUB) = f(A)U f(B);

Prova: Se y € f(AUB), entao existe x € AU B tal que f(z) = y. Logo, z € A ou
x € B tal que y = f(x), portanto y € f(A) ouy € f(B). Logo, y € f(A)U f(B). E,
f(AUB) C f(A)U f(B).

Por outro lado, se z € f(A) U f(B), entao z € f(A) ou z € f(B). Logo, existe
w € A tal que f(w) = z ou existe k € B tal que f(k) = z.

Em qualquer dos casos, existe ¢ € AUB tal que f(c) = z. Logo, z € f(AUB).
Portanto, f(A)U f(B) C f(AUB).

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que
f(AUB) = f(A)U f(B). u
(d.IT) fF(ANB) C f(A)N f(B);

Prova: Se w € f(ANB), entdo existe z € AN B tal que f(z) = w. Logo, existe z € A
tal que f(z) = w e existe z € B tal que f(z) = w. Portanto, w € f(A) e w € f(B). Logo,
w e f(A)N f(B). E, portanto, f(ANB) C f(A) N f(B). |

(d.ITIT) A C B = f(A) C f(B);

Prova: Se y € f(A), entdo existe z € A tal que f(x) = y. Como, por hipotese, A C B,
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entdo tem-se que = € B. Logo, existe € B tal que f(z) = y. Portanto, = € f(B).
Logo, f(A) C f(B). C
(d.IV) f(0) = 0.

Prova: Se y € f(©), entdo existe z € @ tal que f(x) =y. Mas, por defini¢do nao existe
x tal que x € @. Logo, ndo existe y tal que y € f(@). Portanto, f(©) = @. [ |

Exemplo 2.4.9 Seja f : X — Y uma fungao com A C X e B C X. Provar que f é injetiva
se, e somente se f(ANB) = f(A)N f(B).
Prova: Suponha que f ¢ uma funcdo injetiva. Se y € f(A) N f(B) entdo y € f(A) e
y € f(B). Logo, existe w € A tal que f(w) =y e existe k € B tal que f(k) = y.

Logo, y = f(w) = f(k) e pelo fato de f ser injetiva, tem-se, pela
2.4.5 que w = k.

Portanto, existe w € AN B tal que f(w) =y. Logo, y € f(ANB). Conclui-se,
portanto, que f(A)N f(B) C f(ANB).

Segue-se da propriedade |(d.II)| e da propriedade da inclusao de
conjuntos que f(ANB) = f(A)N f(B).

Por outro lado, suponha que f(ANB) = f(A)N f(B). Se a funcdo f nao for
injetiva, entdo existem x1, o € X tais que x1 # x9 e f(z1) = f(22) = y.

Observe que se A = {z1} e B = {z3}. Entdo, ANB = @ e, pela propriedade
[@1V] tem-se que f(ANB) = f(2) = ©. No entanto, f(A) N /(B) = {5} N {y} = {y}.

Logo, neste caso, f(ANB) # f(A)N f(B). O que é contraditorio. Logo, f é

injetiva. [

2.5 Operacgoes com Funcoes

Definicao 2.5.1 Sejam f : X — Y uma fun¢ao e B um subconjunto de Y. O conjunto
dos elementos x € A tais que f(x) € B, chama-se imagem inversa de B pela fungao f e

denota-se por f~1(B).

Em simbolos, f~!(B) = {z € X; f(z) € B}. Observe que se B = {y}, denota-
se f(B) por f(y).
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Exemplo 2.5.1 Seja C = {(z,y) € R* 2?2 +y* =1} e ¢ : R* — R uma funcao definida
pela regra g(z,y) = x* + y*. Observe que g~'(1) = C.

Exemplo 2.5.2 Seja X = {(z,y) € R%* a.x+by=c} e f: R?* = R uma fungao definida
pela regra f(z,y) = a.x + b.y. Entao tem-se que f~!(c) = X.

Se g: A — B & uma funcao e Y e W subconjuntos de B. Entao sao validas as

seguintes propriedades:
(eI) g (YUW) =g~ (Y)Ug ' (W);

Prova: Se z € g7 (Y UW), entdao g(x) € Y UW. Logo, g(z) € Y ou g(z) € W.
Portanto, * € ¢g7'(Y) ou x € g7'(W). Consequentemente, z € g~ *(Y) U g~ }(W). Logo,
g (YUW) C g (Y)ug (W)

Por outro lado, se x € ¢g7'(Y) U g~} (W), entdao z € g~ '(Y) ou z € g 1 (W).
Logo, g(r) € Y ou g(x) € W. Consequentemente, g(x) € Y UW. Logo, z € g~} (Y UW).
Portanto, g7 (Y)U g '(W) C g/ (YUW).

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que
gHYUW) =g~ (Y)Ug ' (W). n
(e.IT) g1 (Y N W) = g7 (Y) N g (W);

Prova: Se z € g7 (Y N W), entao g(z) € YNW. Logo, g(r) € Y e g(x) € W. Con-
sequentemente, z € g '(Y) e x € g }(W). Portanto, z € g~ (Y) N g~} (W). Logo,
g (YNW) C g7 (Y)ng (W)

Por outro lado, se x € g7 (Y)Ng~ (W) entao, z € g7 (Y) e x € g~ }(W). Logo,
g(z) € Y e g(r) € W. Consequentemente, g(z) € Y NW. Portanto, z € g~1(Y N W).
Logo, g1 (Y)Ng ' (W) C g~ (Y N W).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
g (YNW) =g (Y)ng~H(W). u

(e.III) g1 (Y€)= (g7 1Y)

Prova: Se v € ¢g7'(Y©), entdo g(z) € Y©. Logo, pela [proposicao 2.2.4 tem-se que

g(z) ¢ Y. Portanto, x ¢ g~ '(Y), e novamente, pela [proposicao 2.2.4] tem-se que

z € (g71(Y))“. Logo, g7 (Y) C (¢71(Y))“.

Por outro lado, se z € (g71(Y))Y, entao, pela proposicao 2.2.4] tem-se que
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v ¢ g 1 (Y). Logo, g(x) ¢ Y e novamente pela [proposicao 2.2.4, tem-se que g(z) € Y°.
Portanto, z € g7*(Y©). Logo, (¢7(Y))¢ C g *(Y©).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
g (Y) =(g7(Y)°. u
(e IV)YCW= g (Y) Cg (W)

Prova: Se z € g7'(Y), entdo g(x) € Y. E, por hipétese, Y C W. Logo, g(z) € W e ,
consequentemente, x € g~ '(Y). Portanto, g~ (Y) C g~ (W). |

(e.V) g7'(B) = A;
Prova: Se r € g7'(B), entao g(z) € B. Logo, x € A. Portanto, g~'(B) C A.

Por outro lado, se x € A entao, pelo fato de g ser funcao, tem-se que existe
y € B tal que g(z) = y. Logo, g(z) € B e, portanto, z € ¢g~!(B). Assim conclui-se que
A cC g'(B).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
gL(B) = A. m
(e.VI) g~'(2) = @.

Prova: Se x € g }(©), entao g(x) € @. Mas, por defini¢ao, nao existe g(z) = y tal que

y € @. Logo, nao existe x tal que x € g7'(®). Assim, por defini¢ao, g~ }(0) = ©. |
Definigao 2.5.2 Sejam f: X — Y e g: Y — W fungoes tais que CDs € Ds. A funcéo
go f: X —Y chama-se funcao composta. E para cada x € X existe um w € W tnico tal
que w = g(f(z)).

Observe que g(f(x)) também denota-se por (go f)(x).
Proposigao 2.5.1 |[Propriedade Associatival Se f: A —- B, g:B— Ceh:C— W sdo
fungoes. Entao, tem-se que (hog)o f=ho(go f): A — W.
Prova: Se x € A, entao
[(hog)o fl(z) = (hog)(f(x)) = hlg(f(z))] = hl(ge f)(z)] = [ho(go f)l(z)

Além disso, h[g(f(z))] = h[g(y)], onde y € B. E, hlg(y)] = hlw], onde w € C.
E7 h(w) =z, onde z € W. LOgO, D(hog)of = Dho(gof) =Ae CD(hog)of = CDho(gof) =W.

Logo, (hog)o f=ho(go f). |
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Proposicao 2.5.2 Se f : A - B e g : B — C sao fungoes injetivas, entao a fungao

go f:A— Ctambém é injetiva.
Prova: Sejam z1, x2 € A. Tem-se que (g o f)(z1) = (g o f)(x2), entdo

(9(f(z1)) = (g(f(z2)). Como, por hipdtese, g ¢ injetiva, entdao f(z1) = f(z2). E, pelo

fato de f ser injetiva, tem-se que z; = x».

Portanto, pela|definicao 2.4.5| conclui-se que g o f é injetiva. [

Proposicao 2.5.3 Se f : A — B e g: B — C sao fungoes sobrejetivas entao a fungao

go f: A — Ctambém é sobrejetiva.
Prova: Seja y € C. Como, por hipotese g é sobrejetiva, entao existe x € B tal que
y = g(x).

E, por hipotese, f é sobrejetiva. Logo, para todo x € B existe z € A tal que
z = f(2).

Logo, y = g(z) =y = g(f(2)) = vy = (g o f)(2). Portanto, dado y € C, existe

z € A tal que y = (g o f)(z). Logo, pela|definicao 2.4.6, g o f é sobrejetiva.

Corolario 2.5.1 Se f : A —- B e g : B — C sao fungoes bijetivas, entao a fungao

go f:A— Ctambém é bijetiva.

Prova: Por hipotese, f e g sao fungoes bijetivas. Em particular, f e g sao funcoes

injetivas. Logo, pela [proposicao 2.5.2] a fungao g o f também é injetiva.

Além disso, em particular f e g sdo fungoes sobrejetivas. Logo, pela[proposicao]
2.5.3 a funcao g o f também é sobrejetiva.

Portanto, pela [definicao 2.4.7, conclui-se que go f : A — C é uma funcao

bijetiva. [
Proposicao 2.5.4 Sejam f: X - Y eg:Y — W fungoes. Sego f : X — W é uma
funcao injetiva, entao f € injetiva.

Prova: Sejam z1, zo € X tais que f(z1) = f(z2). Note que f(x1), f(z2) € Y = Dx.

E, pelo fato de g ser fungdo tem-se que f(z1) = f(x2) = g(f(z1)) = g(f(z2)). Logo,
(go f)(x1) = (go f)(xs). E, pelo fato de g o f ser injetiva, tem-se que x; = .

Portanto, pela|definicao 2.4.5 conclui-se que a funcao f é injetiva. [
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Proposicao 2.5.5 Sejam f: X = Y eg:Y — W fungoes. Sego f : X — W é uma

funcao sobrejetiva, entao g é sobrejetiva.
Prova: Por hipdtese, g o f é sobrejetiva. Logo, dado z € W, existe x € X tal que
z=(go f)(x). Portanto, z = g(f(x)).

Seja y = f(x). Como y € Df =Y, tem-se que dado z € W, existe y € Y tal
que z = g(y). Logo, por defini¢ao, a fungao g é sobrejetiva. |

Proposicao 2.5.6 Sejam f: X = Y eg:Y — W fungoes. Sego f: X — W é uma

funcao injetiva e f é sobrejetiva, entao g é injetiva.
Prova: Dados y, y2 € Y, segue do fato de f ser sobrejetiva que existem xq, xo € X tais
que f(z1) =y1 e f(z2) = v

Por hipotese, g o f é injetiva. Logo, dados z1, x5 € X, tem-se que

(go f)(z1) = (go f)(z2) = x1 = z9. E, pelo fato de f ser funcdo tem-se que 1 = x5 =
fla1) = f(a2).

Portanto, dados x1, xo € X, tem-se g(f(z1)) = g(f(z2)) = f(x1) = f(x2),
ou seja, dados y1, y2 € Y tem-se que g(y1) = g(y2) = 11 = yo. Logo, por defini¢do, g é
injetiva. [
Exemplo 2.5.3 Seja f : X — Y uma func¢ao. Escreva f = g o h, sendo g uma funcgao
sobrejetiva e h uma funcao injetiva.
Solugao: Defina a funcao h : A — A x B, cuja regra de correspondéncia é
h(x) = (z, f(z)).

Observe que dados x1, 9 € A, tem-se que h(zy) = h(zy) =

(1, f(x1)) = (22, f(x2)) = x1 =z e f(x1) = f(z2). Em, particular, 21 = z5. Logo,

por defini¢ao, h € injetiva.
Defina a fungao g : A x B — B, obtida pela regra g(z,y) = y.

Dado y € B, observe que existe o par ordenado (a,y) € A X B, com a € A
(pois, A # @), tal que g(a,y) = y. Logo, por defini¢do, g é sobrejetiva.
E tem-se que CDy, = A x B = D,. Logo, existe a fun¢ao composta goh : A — B

cuja regra ¢ (go h)(x) = y.

Observe que Dgoh = A = D¢, CDgoh = Df e (g o f)(z) = y = f(x). Logo,
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f=goh.

Proposicao 2.5.7 Sejam f: A — Be g: B — C fungoes. Se X C A, entao

(g0 f)(X) = g(f(X)).
Prova: Se z € (go f)(X), entao = € g(f(X)). Logo, (go f)(X) C g(f(X)).
Por outro lado, se z € g(f(X)), entdo z € (gof)(X). Logo, g(f(X)) C (gof)(X).
Portanto, pela propriedade da inclusao de conjuntos, tem-se que
(g0 f)X) = g(f(X)). u
Proposicao 2.5.8 Sejam f: A — Beg:B — Y fungdes. Se W C Y, entao
(go f/)7HW) = fH g (W)).
Prova: Se z € (go f)"Y(W), entdo (go f)(x) € W. Logo, g(f(x)) € W e, portanto
f(x) € g7H(W). Logo, = € f~!(g~"(W)). Portanto, (g o f)=(W) C [~ (g~ (W)).
Por outro lado, se z € f~(g~1(W)), entao f(z) € g~ (W). Logo, g(f(z)) € W.
Portanto, (g o f)(z) € W e, consequentemente, = € (go f)~'(W). Logo,
g W) C (go f)H(W).
Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que
(go /)71 (W) = fHg ' (W)). u
Definicao 2.5.3 Seja f : A — B uma fungao. Chama-se restrigao de f a um subconjunto

X C A a fungao f|X : X — B, definida pela regra (f|X)(z) = f(x) para todo = € X.

Definicao 2.5.4 Sejam g : X — B uma funcao e X um subconjunto de A, a funcgao

f: A — B chama-se extensao de g, se f|X = g.

Exemplo 2.5.4 Se f : R — R é uma fun¢io definida pela regra f(z) = 2. Tem-se que
a restri¢ao de f ao conjunto R* ¢ a fungao f|R' : RT™ — R tal que f(z) = 2* > 0 para

todo x € RT. Por sua vez, a fun¢ao f é uma extensao da fungao f|R*.

Definigao 2.5.5 Sejam f : A — B e g : B — A fungoes. Diz-se que a fungao g é uma
inversa & esquerda para f, se go f : A — A fica definida pela regra g(f(z)) = = para todo

z € A.

Exemplo 2.5.5 Sejam f: RT — R e g: R — R", fungoes definidas respectivamente por
Jw se w>0

3w?+1 se w<0.

flz) =% e g(x) =
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Para todo x € RT tem-se que g(f(z)) = Va3 = x. Portanto a funcio g assim

definida é uma inversa a esquerda para a funcao f.

Proposicao 2.5.9 Seja f : X — Y uma funcao. A funcao f possui inversa a esquerda se,

e somente se é injetiva.

Prova: Suponha que a fungao f : X — Y possui uma inversa a esquerda g : Y — X. Segue-
se que dados x1, x2 € X tem-se que f(z1) = f(z2) = g(f(z1)) = 9(f(x2)) = x1 = 2o,
pois, por hipotese, g(f(z)) = x para todo x € X. Logo, f é injetiva.

Inversamente, suponha que a funcao f : X — Y ¢ injetiva. Defina uma funcao

g :f(X) =Y, pela regra g(f(z)) = x.

Pelo fato de f ser injetiva tem-se que para todo y € f(X) existe um tnico z € X

tal que y = f(x). Logo, pela [definicao 2.4.1, a fungao g esta definida para todo y € f(X).

Agora seja h a extensao da funcao g, a fungao h : Y — X obtida pela regra

hy) = 9(y) se y € f(X) '

xg, com xg € X se y e X —f(X)
Para todo z € X tem-se que h(f(z)) = g(f(z)) = . Logo, por definigao, a
fungao h é uma inversa a esquerda para a funcao f. |

Definigao 2.5.6 Sejam f : X — Y e g : Y — X fungdes. Diz-se que a fungao g é uma
inversa & direita para f se a fungdo fog:Y — Y fica definicao pela regra f(g(y)) =y
para todo y € Y.

Exemplo 2.5.6 Seja f : R — R a fungao definida pela regra f(z) = e
a fungao ¢g : R — R dada por g(y) = (y — 1)

Para todo y € Y, tem-se g(y) = (y — 1)* > 0. Logo,
Fle@) =lgW)i+1=[y—-D)i+1=(y—1)+1=y.

Portanto a funcao g, assim definida, é uma inversa a direita para a fungao f.

Proposigao 2.5.10 Seja f: X — Y uma fungao. A fungao f possui inversa a direita se,

e somente se, é sobrejetiva.

Prova: Seja f : Y — X uma funcao inversa a direita para a funcao f. Tem-se que
para todo y € Y, existe x € X tal que g(y) = z, pois g é fungdo. Além disso, por

hipotese, g € uma funcao. Além disso, por hipotese, g é uma inversa a direita para f, logo



2.5 Operagoes com Fungoes 32

f(z) = f(g(y)) = y. Portanto, para todo y € Y existe z € X tal que f(x) =y. Logo, por

definicao, f é sobrejetiva.

Inversamente, suponha que a fungao f é sobrejetiva. Tem-se, portanto, que

para todo y € Y existe x € X tal que f(x) =y.

Agora defina uma funcdo o : Y — X tal que z = a(y). Observe que o fato de a
funcao f ser sobrejetiva, permite a existéncia de uma fungao « assim definida, pois para
todo y € Y existe x € X tal que z = a(y). E, f(a(y)) = f(z) = y. Portanto, o ¢ uma

inversa a direita para f. [ |

Definicao 2.5.7 Seja f : A — B uma fun¢ao. Uma funcao g : B — A, chama-se inversa

da funcao f, quando g é uma inversa a esquerda e a esquerda e a direita para f.

Em simbolos, g é uma inversa para f se Vo € A tem-se g(f(z)) =z e Vy € B

tem-se f(g(y)) = y.

Para denotar que a funcao ¢ é inversa de uma funcao f escreve-se f = g~ 1.

Exemplo 2.5.7 Seja f : Q — Q a funcao definida pela regra f(x) = k.x, k # 0 constante.
E seja, g : Q — Q uma funcao definida por g(y) = g

k
k.
Observe que g(f(z)) = % = 7% = z, logo g é uma inversa a esquerda para
f. Eque f(g9(y)) = k.[g(y)] = k’% = y. Portanto, g é uma inversa a direita para a fungao

f. Logo, por defini¢ao g é inversa da fungao f.
Corolario 2.5.2 Uma fungao f : X — Y possui inversa se, e somente se ¢ uma bijegao.

Prova: Suponha que a fungao f possui inversa. Entao, por definigao, existe uma fungao

g : Y — X tal que g é uma inversa a esquerda e a direita para f. Logo, pela
2.5.9, a funcao f é injetiva e, pela [proposicao 2.5.10] f é sobrejetiva. Logo, por definigao,

f é bijetiva.

Reciprocamente, suponha que a funcao f : X — Y seja bijetiva. Entao, por
definigao, f é injetiva. Logo, para todo y € f(Y) existe x € X tnico tal que f(z) = y. Isso
permite definir uma fungao g : f(X) — X tal que =z = g(y).

Além disso, f também é sobrejetiva, logo f(X) =Y. Portanto, para todo y € Y
existe z € X tal que x = g(y).

Para todo, z € X tem-se que g(f(z)) = g(y) = z. E, para todo x € Y tem-se

que f(g(y)) = f(z) = y. Logo, por definigdo g ¢ uma inversa a esquerda e a direita da
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funcao f.
Portanto, g é inversa da funcao f. [ ]
Proposicao 2.5.11 Se uma funcao f : X — Y possui inversa, ela é tnica.

Prova: Considere as fungoes Ix : X — X e ly : Y — Y, definidas, respectivamente,

Iy(z) =z e ly(z) =z

Suponha que as fungoes g : Y — X e a : Y — X sejam ambas inversas da

fungao f. Entao, g=goly=go(foa)=(gofloa=lyoa=a.

Portanto, a inversa ¢é tnica. |

2.6 Familia de Conjuntos

Definicao 2.6.1 Seja L um conjunto de indices. Uma familia de elementos de X é uma

fungao a: L — X tal que a(\) =z, sendo que A € L e z € X.

A fungao a também é denotada por (z))xeL.
Exemplo 2.6.1 Seja L = {1,2,3}. Uma familia de elementos de X com indices em L é
uma fungao « : {1,2,3} — X tal que a(1) = x1, a(2) = x5 e a(3) = z3. Obtém-se, assim,
a tripla-ordenada (x1, z3, x3).

Note que toda n-tupla ordenada (z1, z3, ..., x,) pode ser vista como uma familia

a:{1,2,..,n} — X. Assim, o produto cartesiano X" = X x X X ... x X é o conjunto das

fungoes [ou familias|, o : {1,2,...,n} — X.
Definigao 2.6.2 Sejam X, Xy, ..., X,,, conjuntos nao-vazios. O produto cartesiano

X1 x Xg X ... x X, é o conjunto das fungdes (ou familias) a : {1,2,...,n} = X;UXU...UX,
tais que x1 € Xy, 9 € Xg, ..., T, € X,,.
Definicao 2.6.3 Seja L um conjunto de indices. Uma familia de conjuntos é uma fungao

a: L — X tal que a(A) = Ay, sendo que A € L e A € X. E, X é um conjunto cujos

elementos sao conjuntos.

Denota-se uma familia de conjuntos por (Ay)xeL. E, se L ={1,2,...,n}, entao

(Aa)xeL = (A1, Ag, ... AL, que é uma sequéncia de conjuntos.
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Definicao 2.6.4 |Reunido| Seja (W, )yeL uma familia de conjuntos. O conjunto dos
elementos x tais que x pertence a pelo menos um dos conjuntos W), chama-se reuniao da
familia (W/\))\EL-

Em simbolos, U W, = {z; 3N €L com x € W, }.
el

Definicao 2.6.5 [Intersecao| Seja (W))rer uma familia de conjuntos. O conjunto dos
elementos x tais que x € W), para todo A € L, chama-se intersecao da familia (W) )xeL.

Em simbolos, ﬂ W) = {z; 2 € W, VA € L}.
A€EL

Uma familia com indices no conjunto N = {1,2, 3, ...} [dos nameros naturais,

chama-se sequéncia.

Reunioes e interse¢oes de uma sequéncia de conjuntos (W,,),en sd0 represen-

tados por:
UW. ={JWa=W,UW,U..UW, U..;
neN n=1
(NYWa = (YWa =W nWon AW, N
neN n=1
Exemplo 2.6.2. Seja W,, = {—n,1—n,...,—1,0,1,...,n—1,n} para cada n € N. Tem-se
que U W,, = Z e que ﬂ W, ={-1,0,1}.
n=1 n=1

Seja (Ax)aeL, uma familia de subconjuntos de um conjunto béasico E. Sao vélidas as
seguintes propriedades:

1) (JAC = AL

A€EL AeL

Prova: Se x € (U A,)¢, entdo pela [proposicao 2.2.4 tem-se que z ¢ U A,. Portanto,
A€L A€L
nao existe A € L tal que z € Ay, ou equivalentemente, x ¢ A, para todo \ € L.

E, pela [proposicao 2.2.4] tem-se que x € (A,)° para todo A € L. Logo,
T € ﬂ A{. Portanto, (U A)C C ﬂ AS.

AeL AEL A€l

Por outro lado, se z € mAf, entdao x € A{ para todo A € L. E, pela
A€L
Iproposicao 2.2.4 tem-se que x ¢ A para todo A € L, ou equivalentemente, nio existe

A € L tal que z € Ay. Logo, = ¢ UA,\, e pela [proposi¢ao 2.2.4| conclui-se que x €
AeL

(U A,)¢. Portanto, ﬂ A{ c (U ANC.

A€l AeL AeL
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Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que

LAy =AS. |

AeL AeL

(£ID) (AN = [JAS;

A€L AeL

Prova: Se z € (ﬂ A€, entdo, pela [proposicao 2.2.4 x ¢ ﬂ A,. Portanto, existe A € L
xeL AeL

tal que = ¢ A,. Logo, pela [proposicao 2.2.4, existe A € L tal que z ¢ (A,)°. Logo, por

defini¢ao, x € U A{. Portanto, (ﬂ AN C U AS.

A€eL AeL AeL

Por outro lado, se x € U Af, entao existe A € L tal que z € A{. Logo, pela

A€L
proposigao 2.2.4] existe A € L tal que x ¢ A,. Portanto, = ¢ ﬂ A,. E, pela proposicao
A€L
2.2.4 conclui-se que z € (ﬂ A,). Portanto, U A{ C (ﬂ ALC.

A€l AeL el

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que

(A = [JAS. |

A€EL €L

Exemplo 2.6.3 Seja (A)) e uma familia de subconjuntos de um conjunto béasico E. Seja

By = (A\)¢ para todo A € L. Provar que U A, = E, se , e somente se ﬂ B,=©.

el AeL
Prova: Suponha que U A, = E. Logo, (U A\)¢ = (E)“. Segue-se da propriedade |(f.I)]
AeL el
que ﬂ(A)\)C = (E)“. Portanto, ﬂ By = (E)°. E, por definicao, (E)° = E - E = 0.
AeL AeL
Logo, ﬂ By, = 0.
AeL

Por outro lado, suponha ﬂ B, = ©, entao ﬂ(A,\)C = ©. E, pela propriedade

A€l A€L
(f.I)| tem-se que (U A\¢ = @. Logo, ((U ANY = ()¢, Segue-se da propriedade
AEL AeL
(c.D)| que U Ay = (©)°. E, pela propriedade |(c.IIT)| tem-se ()¢ = E. Logo,
AeL
A =E _
A€l

Sejam f: X — Y uma fungao, (X,),eL uma familia de subconjuntos de X e (Y )aem uma
familia de subconjuntos de Y. Sao validas as seguintes propriedades:
(&1) f(UX) = FX0:;

AeL AeL

Prova: Sey € f(U Xy ), entao existe x € U X, tal que f(x) =y. Logo, existe A € L tal
AeL A€l
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que x € X, e f(z) = y. Logo, existe A € L tal que y € f(X,). Portanto, y € U F(Xy).

Logo, f(JXx)  [J /(X

AEL AEL

Por outro lado, se y € U f(Xy), entao existe A € L tal que y € f(X,). Logo,
AeL
existe A € L tal que x € X, e f(x) = y. Portanto, existe x € U Xy tal que f(z) = y.
A€L

Logo, y € f(U X,). Portanto, U fXy) C f(U Xy).

A€L A€L A€L

Segue-se da propriedade da incluséo de conjuntos que,

FAUX) = FX0). u

AeL AeL
(gI0) f([) X)) =[] f(X)):
A€l AeL
Prova: Se y € f(ﬂ X, ), entao existe x € ﬂ X, tal que f(z) = y. Logo, para todo A € L

AeL AeL
existe z € X, tal que f(x) = y. Portanto, para todo A € L, y € f(X,). Logo, para todo

y € (] £(Xx). Portanto, f([]Xx) C [ £(Xx)

€L A€L €L

Por outro lado, se y € ﬂ f(Xy), entao y € f(X,) para todo A € L. Portanto,

AeL
existe € X, tal que f(x) =y para todo \ € L.

Logo, para todo A € L, x € X, e f(x) = y. Portanto, x € ﬂ Xye f(z) =y.
AeL

Logo, y € f(ﬂ Xy). Portanto, ﬂf(XA) C f(ﬂ Xy).

A€l el AeL

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,

FOYX0) =) FX0) u

A€L A€L
(1) £(|J Ya) = [J £ (Ya):
acM aeM

Prova: Se z € f~1( U Y.), entao existe y € U Y, tal que f(x) = y. Portanto, existe
aeEM aEM
a € M tal que y € Y, e f(x) = y. Logo, existe « € M tal que z € f~*(Y,). Portanto,

ze | F(Ya). Logo, (| Ya)o [ £ (Ya).

acM aeM aeM
Por outro lado, se x € U 71 (Ya), entdo existe @ € M tal que z € f71(Y,).
aeM
Logo, existe o € M tal que y € Y, e f(x) = y. Portanto, y € U Y. e f(x) =y. Logo,

aeM

T € f‘l(U Y,). E, portanto, U f1(Ys) C f_l(U Y.).

aeM aEM aEM
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Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,

U Yo = U £ (Y, n

acM aeM
(g.IV) fX( m Yo) = m F7H(Ya)-
aeEM aeEM
Prova: Se x € ffl(ﬂ Y.), entdo existe y € ﬂ Y, tal que f(x) = y. Logo, para

acM aeM
todo aw € M existe y € Y, tal que f(x) = y. Portanto, para todo a € M, tem-se que

z € f71(Y,). Logo, x € ﬂ f7'(Ys). Portanto, f‘l(ﬂ Y,.) C ﬂ FH(Ya).

aEM aeEM aEM

Por outro lado, se x € ﬂ f71(Y4), entdo para todo o € M, tem-se que
acM

r € f71(Y,). Logo, para todo o € M existe

y € Y, tal que f(x) =y. Logo, existe y € ﬂ Y, tal que f(x) =y. Portanto,

aeM
z € ([ Ya) Logo, () f(Ya) € £71([) Ya).
aeM aeM aeM

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,

FH) Ya) = () £ (Ya) |
aeM aEM

Definicao 2.6.6 Dados os conjuntos Xy, Xo, ..., X,, nao-vazios. O produto cartesiano

X1 X Xg X ... X X,, denotado por, HXi ¢ o conjunto de todas as n-tuplas (z1, za, ..., Ty)

=1
tais que x1 € Xy, 9 € Xg, ..., T, € X,,.

A definigao 2.6.6 permite concluir que H X; é o conjunto de todas as fungoes
i=1
[ou familias|] o : {1,2,...,n} — X; UXo U ...UX, tais que a(k) = z, ,com = € X; para

k€ D,.

n
Em um produto cartesiano, H X; = X1 X Xy X ... X X,,, frequentemente usa-se
i=1

n n n
funcoes m : HXi — Xy, ma : HXi — Xy un, Ty - HXZ- — X,, definidas, respectivamente
i=1 i=1 i=1

n
pela regra, m(x) = x; € Xy, m(x) = 29 € Xo, ...,;mu(x) = x, € X, sendo que z € HX"’

i=1
isto é, x = (xl, To, ..., :cn) Essas fung¢oes chamam-se projecoes.

Observe que duas n-tplas em HXi, T = (T1,29,...;Tn) € Y = (Y1,Y2, -y Yn)
i=1
sao iguais se xj, = y,, para todo k € {1,2,...,n}.
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n

Definicao 2.6.7 Se A C HXZ- e B é um conjunto qualquer. Uma funcao f : A — B
i=1

chama-se funcao de n variaveis, sendo que a i-ésima variavel pertence ao conjunto X;.

Exemplo 2.6.4 Se X C R x R = R?, fungoes f : X — R sao chamadas de funcoes reais
de duas variaveis.

Definigao 2.6.8 Seja (W, ) e uma familia de conjuntos. O produto cartesiano H W, é

AEL
o conjunto das familias de elementos (x))xeL tais que A € L e x € W,.

Em outras palavras, H W, é o conjunto das fungoes (ou familias)
AeL

a:L—>UW,\taisqueoz()\):m,com)\eLea:EW,\.
A€L

Caso os conjuntos W), sejam todos iguais, denota-se H W), por WA,
xel

Observagao 2.6.1 Seja X = HWA' As fungoes |ou projegoes| 7y : X — W, definidas

AeL
pela regra, m\(x) = x) € Wy, sendo x € H W, sao sobrejetoras, pois para todo ) € W,,
AEL
existe z € HW,\ tal que a A-ésima coordenada de x é x, € W,.

A€L

Logo, pela [proposicao 2.5.10) ) admite inversa a direita.

Seja A € (W) )reL- Dada a funcéo f: A — HW,\ ¢ possivel definir, para cada
AEL

A € L uma funcdo my o f : A — W, tal que my o f(z) = ma(f(x)) = f(x)a.

As funcgoes 7 o f chamam-se coordenadas da funcao f.

Definicao 2.6.9 O produto cartesiano de uma sequéncia infinita de conjuntos Xy, Xo, ...,

Xn, ..., denotado por H X, ou por HXZ' = X1 X Xg X ... x X, X ... € 0o conjunto de todas
neN i=1
as sequéncias = (1, Tg, ..., Tp, ...) tais que x, € X,, para todo n € N.

2.7 Exemplos de Resultados Adicionais

Exemplo 2.2.4 Sejam A e B conjuntos quaisquer e X um conjunto com as seguintes

propriedades: X D Ae XD B;seY DAeY D Bentao Y D X. Provar que X = AUB.

Prova: Se X D A e X D B, entao, pela propriedade |(a.V)], tem-se que XU X D AU B.
Logo, X D AUB. Portanto, X D AUB ou X=AUB.

Suponha que X 2 AU B. Entdo, 33 (existem) oy, s, ..., € X tais que
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a1, g,y O & AUB.

Seja Y = X — {ay, a9, ...,y }. Evidentemente, Y D A e Y D B. Logo, por

hipotese, Y D X, ou seja, X — {aq, ag, ..., } O X, 0 que é contraditorio.
Logo, X =AUB. |

Exemplo 2.2.5 Sejam A e B conjuntos quaisquer e X um conjunto com as seguintes

propriedades: X CAe X CB;seYCAeY CBentaoY C X. Provar que X =ANB.

Prova: Se X C A e X C B, entdo, pela propriedade |(b.V)| tem-se que XN X C AN B.
Logo, X C AN B. Portanto, X & ANB ou X=ANB.

Suponha que X & AN B. Entao, 33 a3, o, ...,y € AN B tais que
a1, g, .y 0 & ANB.

Seja Y = XU {1, a9, ..., }. Evidentemente, X € A e X C B. Logo, por

hipotese, Y C X, ou seja, XU {a1, ag, ..., ¢} C X, 0 que é contraditorio.
Logo, X =AnNB. [

Exemplo 2.2.6 Sejam A e B subconjuntos de um conjunto basico E. Provar que ANB = ©

se, e somente se A C B®. Provar também que A UB = E se, e somente se A® C B.

Prova [1¢ parte]: Suponha que ANB = . Se A ¢ B, entdo existem ay, as, ..., ay, € A

tais que ai, o, ..., ¢ BS. Logo, pela [proposicio 2.2.4) ay,as,...,a,, € B. Logo,

ai, Q, ..., oy € AN B. Portanto, AN B # @, o que é contraditério. Logo, A C B€.

Por outro lado, suponha que A C B®. Pela propriedade da inclusao
de conjuntos tem-se que B C B. Logo, pela propriedade tem-se que ANA C BNB.

Observe que se z € BNB, entdao z € B¢ e 2 € B. Logo, pela [proposicao 2.2.4]

tem-se que ¢ B e 2 € B, o que é contraditorio. Logo, ndo existe = tal que x € B¢ N B,

ou seja, BN B = ©.

Portanto, AN B C ©. E, pela |proposicao 2.1.1, tem-se que © C AN B.

Logo, pela propriedade da inclusdo de conjuntos, conclui-se que
ANB=o0. |

Prova [2¢ parte]: Suponha que AUB = E. Entao, (AUB)Y = E®. E, pela propriedade
, tem-se que (AUB)® = A UB®. Além disso, por definicao, E¢ = E — E.

Sex € E—E, entdo x € Ee x ¢ E, 0 que é contraditério. Logo nao existe x
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tal que x € E — E. Portanto, E— E = ©.

Logo, tem-se que A© N B¢ = @. Segue-se da 1% parte deste exemplo que

AC C (B“)C. Logo, pela propriedade tem-se que A C B.

Por outro lado, suponha que A® C B. Pela propriedade da inclusao
tem-se que A C A. Logo, pela propriedade , conclui-se que A UA C BUA.

Observe que A C E e A© = E— A C E. Logo, pela propriedade |(a.v)} tem-se
que AUA® c EUE. Portanto, A UA® C E.

Além disso, como A C E, tem-se que se x € Eouz € E— A.

E, por definicdo, E — A = A®. Logo, = € A ou € A®. Portanto, z € AU AC.
Logo, E C AUA®.

Portanto, pela propriedade da inclusao de conjuntos, tem-se que
AUA® =E.

Logo, E C BUA, ou equivalentemente, E C A UB.

Por outro lado, A C E e B C E. Logo, pela propriedade |(a.V)| tem-se que
AUB CEUE. Logo, AUB C E.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,
AUB=E. |

Exemplo 2.2.7 Sejam A e B subconjuntos de um conjunto bésico E. Provar que A C B

se, e somente se AN B¢ = 0.

Prova: Suponha A C B. Pela propriedade [(c.I)] tem-se que B = (B)“. Logo, A C (B).
Segue-se, da 12 parte do [exemplo 2.2.6, que AN B¢ = 0.

Inversamente, suponha que A N B¢ = ©. Entao, pela 1¢ parte do

2.2.6, tem-se que A C (B)“. E, pela propriedade , tem-se que (B€)¢ = B. Logo,
A C B. |

Exemplo 2.2.8 Mostrar exemplos de conjuntos A, B, e C tais que (AUB)NC # AU(BNC).
Solugao: [12] Sejam A =B, A # @ e C = ©. Tem-se que,
(AUB)NC=CN(AUB)=(CNA)U(CNB)=0U® = .

Por outro lado, AU(BNC)=(AUB)N(AUC)=ANA=A.

[2¢] Sejam A = {1,2}, B={1,2} e C= {3,4}. Tem-se que
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(AUB)NC=({1,2} U{1,2})n{3,4} = {1,2} N {3,4} = .

E, Au(BNC) ={1,2} U ({1,2} n{3,4}) = {1,2} U@ = {1,2}. Portanto,
(AUB)NC#AU(BNCQ).

Exemplo 2.2.9 Sejam A e X subconjuntos de um conjunto bésico E. Provar que se

ANX=0eAUX=E, entdao X = A,

Prova: Se ANX =, entao XN A = 0. E, pela 12 parte do [exemplo 2.2.6| tem-se que
X C AC.

Por outro lado, se AU X = E, entao, pela 2% parte do [exemplo 2.2.6| tem-se

que A€ C X.
Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,
X = A€, |

Exemplo 2.2.10 Seja A um subconjunto de B. Provar que BN (AUC) = (BN C)UA,
sendo C um conjunto qualquer. Provar também que se existe um conjunto C satisfazendo

esta igualdade, entao A C C.

Prova [1¢ parte]: Suponha que A C B. Se x € BN (AU C), entdo pela propriedade
(b.VII)L x € (BNA)U (BNC). Logo, z € (BNA)ex e (BNCQ).
Sex € BNC, entdo z € BNCoux € A. Logo, x € (BNC) UA.

Se z € BNA, entao, como por hipotese A C B, tem-se, pela propriedade
que BNA = A. Logo, x € A. Portanto, z € A ou x € BN C, ou equivalentemente,
xreBNCouxzeA. Logo, z € (BNC)UA.

Em ambos os casos, conclui-se que = € (BN C) UA. Portanto,
BN(CUA)cCc (BNC)UA.

Por outro lado, se z € (BN C) UA, entdao, AU (BN C) e, pela propriedade
re (AUB)N(AUC). Logo, z € (AUB)ex € (AUC).

Por hipodtese, A C B. Logo, pela propriedade |(a.VI), tem-se que AU B = B.

Portanto, se t € AUB ez € AUC, entao z € Be x € AUC. Logo,
x € BN (AUC). Portanto, ( BNC)UAC BN (AUC).

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,

BN(AUC) = (BNC)UA. n
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Prova [2¢ parte|: Suponha que exista um conjunto C tal que BN (AUC) = (BNC)UA.

Se A ¢ B, entao existe x € A tal que = ¢ B. Logo, se z € A, entdo z € A ou
xz € (BN C). Portanto, x € (BN C) ou z € A. Logo, x € (BN C)UA.

Por hipotese, (BN C)UA = BN (AUC). Portanto, z € BN (AU C). Logo,

x €BexeAUC, o que é contraditorio, pois = ¢ B.
Logo, A C B. |
Exemplo 2.2.11 Provar que A = B se, e somente se (ANB) U (ANB) = 0.

Prova: Suponha que A = B. Pela propriedade da inclusao de conjuntos tem-se
que B ¢ B. Logo, A = B C B, portanto A C B. Além disso, B¢ ¢ B®. Logo, pela
propriedade tem-se que A C B¢ ¢ BN B¢,

Por outro lado, B C B = A, portanto, B C A. Além disso, A C A®. Logo,
pela propriedade [(b.V)] tem-se que AN B C AN A.

Portanto, pela propriedade |(a.V)|, tem-se que

(ANBS)U(A“NB) C (BNBS)U(A“NA).

Observe que se z € BNBC, entdo » € B e v € BC. Logo, pela [proposicao 2.2.4]

tem-se que = € B e x ¢ B, o que é contraditorio, pois nao existe x tal que x € Be x ¢ B.

Logo, BN B¢ = 0.

E ainda, se y € A°NA, entdo y € A® e y € A. E pela|proposicio 2.2.4] tem-se

que y ¢ A ey € A, o que é contraditorio, pois nao existe y tal que y ¢ A ey € A. Logo,
nio existe y tal que y € AN A. Logo, A“NA = Q.

Portanto, (ANB®) U (AN B) € @ U®. Logo, (ANB) U (A°NB) C .
Portanto, (ANB) U (ANB) ¢ @ ou (ANB) U (A NB) = .

Se (ANBC)U(A“NB) ¢ ©, entdo existe z € @ tal que x ¢ (ANB)U(A°NB),
o que é contraditorio, pois, por defini¢dao, nao existe = tal que = € @.

Logo, (ANB) U (A NB) = 0.

Inversamente, suponha que (ANB)U(ANB) = ©. Pela, propriedade
da inclusdo de conjuntos tem-se que (AN BS) U (AN B) c (AN B%) U (AN B). Logo,
(ANBY)U(A“NB) C o.

Além disso, pela propriedade da inclusao de conjuntos, tem-se que
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(AN B)Y c (A°NB). Logo, pela propriedade , tem-se que

(ANB)“N[(ANBS)U(A“NB)] C (A*NB)“N®. Logo, pela propriedade |(b.VII)|, tem-se
que [(ASNB) N (ANBYU[(A°NB)° N (A°NB)] Cc (A°NB)“ na.

Além disso, se # € (AN B)Y N ©, entdo 2 € (A°NB)° ez € @, o que ¢
contraditorio, pois ndo existe z tal que z € ©. Logo, nao existe x tal que z € (A*NB)“N©.

Logo, (A°NB)“No = .

Logo, [(ASNB)“ N (ANBY)]U[(A*NB)Y N (AN B)] C ©@. Observe que se
r € (A°NB)“ N (A°NB), entdo z € (AN B) e 2 € (AN B). Logo, pela
, r ¢ (A°NB) ez € (AN B), o que é contraditério, pois nao existe = tal que
r € (A°NB)ex¢ (A°NB). Logo nao existe = tal que z € (AN B)° N (A°NB). Logo,
(ACNB)“N(A°NB) = 0.

Portanto, tem-se que [(ASNB)Y N (ANBS)U® C ©. Logo,
(ACNB)“N(ANB) C .

Pela, propriedadetem—se que (A°NB)¢ = (A“)“UBY e, pela propriedade
[(c.I)] tem-se que (A€)® = A. Logo, (A°NB)“ = AUBC. Portanto, (AUB)N(ANBC) C .

Segue-se que,
(AUB)N(ANBS) = (ANBY)N(AUBS) = [(ANBY)NAJU[(ANB)NB*| =
[AN(ANBS)]U[AN(BSNBY)] = [(ANA)NBYJU[ANBS] = (ANBS)U(ANB®) = (ANBC).
Logo, (AN B®) C @. Portanto, (ANB®) ¢ @ ou (ANBS) = ©.

Se (ANB®) ¢ ©, entdo existe z € @ tal que x ¢ (ANB®), o que é contraditério,

pois nao existe x tal que z € ©.
Logo, (ANB) = 0.
Segue-se do que A C B. Além disso, por hipotese,

(ANB)U(A“NB) = ©». Como ANB® = ©, entdo @ U (A°NB) = ©. Logo, A“NB = 0,

ou equivalentemente, B N (A€ = ©.

Segue-se da 12 parte do fexemplo 2.2.6/que B C (A)“. Logo, B C A.
Conclui-se pela propriedade da inclusao de conjuntos que,
A = B. [

Exemplo 2.2.12 Provar que (A—B)U(B—A)=(AUB) - (ANB).
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Prova: Tem-se que (A —B)U (B —A) = (ANB“) U (BNAS) =
(ANBY)UB|IN[(ANBS) UAS]=[BU(ANBY)|N[A U (ANBY)] =
[(BUA)N (BUBS)]N[(ASUA)N (ACUB)).

Se A e B sao subconjuntos de um conjunto bésico E. Entao, se x € E tem-se

que z € A ou z € E— A. Por definicdo, E — A = A®. Logo, z € A ou « € A®. Portanto,
r € AUAC. Logo, EC AUAC.

Além disso, A C E e A© = E— A C E. Logo, pela propriedade |(a.V)] tem-se
que AUA® C EUE. Logo, AUA® C E. Portanto, pela propriedade da

inclusao de conjuntos, conclui-se que A U A¢ = E.

Analogamente, se y € E, entdao y € B ou y € E— B. Por definicdo, E— B = BC.
Logo, y € B ou y € B¢. Portanto, y € BUB®. Logo, E C BU BC.

E, B C EeB® =E—-B C E. Logo, pela propriedade , tem-se que
BUB®Cc EUE.

Portanto, B U B¢ C E. Logo, pela propriedade da inclusao de

conjuntos, conclui-se que BU B¢ = E.

Logo, [(BUA)N (BUBS)]N[(ACUA) N (ACUB®)] =
[(BUAYNE|N[EN(ASUBS)] = (BUA)N (A UB®) =
(AUB)N(ANB)® = (AUB) — (ANB). |
Exemplo 2.2.13 Provar que se (A—B)U(B—A) = (A—-C)U(C—A), entdo B = C.

Verificar se ANB = AN C implica B = C. Examinar se para um caso analogo, com U em

vez de N, a afirmagao é valida.

Prova [1¢ parte]: Suponha (A—B)U(B—A) = (A—C)U(C—A). Se B # C, entao, pela
propriedade da inclusao de conjuntos, tem-se que que B ¢ C ou C ¢ B.
Sem perda de generalidade (S.P.G), considere B ¢ C. Logo, existe z € B tal que = ¢ C.

Se x € A, entdo x € AN B. Logo, x ¢ (AUB) — (AN C), pois, caso contrario,

terfamos que x ¢ AN B, o que é contraditorio.

Por outro lado, x € AUC e x ¢ ANC, pois z ¢ C. Logo, x € (AUC) —(ANC).
Portanto, (AUC) — (ANC) ¢ (AUB) — (ANB).

Sex ¢ A, entdoz € (AUB ez ¢ ANB. Logo, z € (AUB) — (AN B). Por
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outro lado, x ¢ AUC. Portanto, x ¢ (AUC) — (AN C), pois, caso contrario, teriamos que

x € AUC, o que é contraditorio.
Logo, (AUB)—(ANB)Z (AUC)—(ANC).

Em qualquer dos casos, tem-se (A—B)U(B—A) #(A—C)U(C—A), o que é

contraditorio.
Logo, B = C. |
Solugao [2¢ parte]: Considere A = {1,2}, B={1,2,3} e C={1,2,3,4}.

Observe que ANB = {1,2} = ANC, porém B # C. Logo, por contra-exemplo,

conclui-se que a afirmacao nao é valida.
Solugao [3% parte]: Deve-se verificar a afirmagao de que se AUB = AUC, entao B = C.
Seja A ={1,2,3}, B={3,4} e C = {4}. Tem-se que

AUB = {1,2,3,4} = AUC, porém B # C. Logo, por contra-exemplo, conclui-se que a

afirmacao anterior nao é vélida.
Exemplo 2.3.2 Provar que se A x B=A x C, entao B = C.

Prova: Suponha que A x B =A x C. Se (x,y) € A x B, entao, por defini¢ao, x € A e
y € C. Logo, B C C.

Por outro lado, se (v,w) € A x C, entdao v € A e w € C. E, por hipotese,
A x C=A x B. Logo, (v,w) € A x B, portanto, v € A e w € B. Logo, C C B.

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que,
B=C |
Exemplo 2.3.3 Provar que as seguintes igualdades sao validas:
[I] (AuB)x C=(Ax C)U (B x C);
[II] (ANB)x C=(AxC)N (B x C);
[III] (A—B)x C=(AxC)— (B x Q).

Prova do item [I]: Se (z,y) € (AUB) x C, entdo x € AUB ey € C. Logo, z € A
oux € Bey e C. Sex € A, entdo (z,y) € A x C. Se z € B, entdo (z,y) € B x C.
Logo, (z,y) € A x Cou (z,y) € B x C. Portanto, (z,y) € (A x C)U (B x C). Logo,
(AUB)x Cc (Ax C)U (B x C).
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Por outro lado, se (z,y) € (A x C)U (B x C), entao (x,y) € (A x C) ou
(xz,y) € (B x Q).
Se (z,y) € (Ax C),entao x e Aey € C. Logo, z € AUBey € C.
Em qualquer dos casos, tem-se que x € (AUB) e y € C. Logo,
(z,y) € (AUB) x C. Portanto, (A x C)U (B x C) C (AUB) x C.
Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,
(AUB) x C=(Ax C)U(B x C). m
Prova do item [II]: Se (z,y) € (ANB) x C,entao x e ANBey e C.

Como z € A e y € C tem-se que (z,y) € A x C. Por outro lado, x € Bey € C,
logo (x,y) € BxC. Portanto, (z,y) € AxCe (x,y) € BxC. Logo, (z,y) € (AxC)N(BxC).
Portanto, (ANB) x CC (Ax C)n (B x C).

Por outro lado, se (x,y) € (A x C)N (B x C), entdo (x,y) € (AxC) e

(x,y) € (BxC). Logo,r€e AeyecCexeBeyeC portanto,t e Aex eBeyeC.
Logo, z € ANB ey € C. Portanto, (z,y) € (ANB)xC. Logo, (AxC)N(BxC) C (ANB)xC.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,
(ANB) xC=(AxC)n (B x Q). [

Prova do item [ITI]: Se (z,y) € (A—B) xC, entdo (z,y) € (ANB)xC. Logo, z € ANBC
ey e C.

Como z € A ey € C, tem-se que (x,y) € A x C. Por outro lado, z € B® e

y € C, logo (x,y) € B¢ x C.

Portanto, (z,y) € Ax Ce (z,y) € B¢ x C. Se (x,y) € B¢ x C, entdao x € B®

e y € C. Logo, pela [proposicao 2.2.4] tem-se que = ¢ B e y € C. Logo, (x,y) ¢ B x C.
Portanto, (z,y) € Ax Ce (z,y) ¢ B x C. Logo, (z,y) € (A x C) — (B x C). Portanto,
(A—B)xCcC (AxC)—(BxCQ).

Por outro lado, se (z,y) € (A x C) — (B — (), entdo (z,y) € (AxC) e

(z,y) ¢ (B xC).

Como (z,y) € (A x C), entdo z € A e y € C. Por outro lado, (z,y) ¢ (B x C)

implica que = ¢ B ouy ¢ C.
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Tem-se que y € C. Logo, » ¢ B. E, pela [proposicio 2.2.4} tem-se que = € B€.

Logo, z € A, z € B ey € C. Portanto, z € ANB® ey € C. Logo,
(z,y) € (ANB®) x C. Portanto, (z,y) € (A—B)x C. Logo, (AxC)—(BxC) c (A—B)xC.

Segue-se da propriedade da inclusdo de conjuntos que,
(A—B)xC=(AxC)—(BxCQ). |
Exemplo 2.3.4 Provar que se ACA e BC B, entaio AxBCA xB.

Prova: Se (z,y) € Ax B, entdao z € Aey € B. Logo, z € A" e y € B, portanto,
(z,y) € A" x B". Logo, AxBCA xB" |
Exemplo 2.4.10 Seja f : A — B uma funcao. Provar que se X C A e Y C A, entao
JX=Y) D f(X) = f(Y). Provar que se f for injetiva, entao f(X —=Y) = f(X) — f(Y),
para quaisquer subconjuntos X e Y de A.

Prova [1% parte]: Se z € f(X) — f(Y), entao z € f(X) e z ¢ f(Y). Logo existe z € X
tal que f(x) = z e nado existe y € Y tal que f(y) = z. Logo, existe ¢ € X tal que f(c) =z
e ¢ ¢ Y. Portanto, existe ¢ € X =Y tal que f(c¢) = z. Logo, z € f(X —Y). Portanto,

FX=Y) D f(X) = f(Y). .
Prova [2% parte|: Se z € f(X—Y), entao existe z € X —Y tal que f(x) = z. Logo existe
reXex &Y tal que f(z) = z.

Suponha que z € f(Z), entao, por defini¢ao, existe ¢ € Y tal que f(c) = z.

Logo, f(c) = f(x) e pelo fato de f ser injetiva, tem-se que ¢ = x. Logo, x €Y,

o que é contraditorio. Logo, z ¢ f(Y).

Como = € X e f(zx) = 2z, tem-se que z € f(X). Logo, z € f(X) e z ¢ f(Y).
Portanto, z € f(X) — f(Y). Logo, f(X=Y) C f(X) = f(Y).

Pela 12 parte deste exemplo, tem-se que f(X) — f(Y) C f(X=Y).

Logo, pela propriedade da inclusao de conjuntos, conclui-se que
fX=Y) = f(X) = f(Y). u

Exemplo 2.4.11 Provar que a fungao f : A — B ¢ injetiva se, e somente se

f(A=X) = f(A) — f(X) para qualquer subconjunto X de A.

Prova: Suponha que a funcao f é injetiva. Segue da 2¢ parte do |exemplo 2.4.10| que

J(A=X) = f(A) = f(X).
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Inversamente, suponha que f(A—X) = f(A)— f(X). Se f nao ¢é injetiva, entao

existem z, a € A com = # a, tais que f(z) = f(a).

Seja X = {z}. Como a # z, tem-se que a € A e a ¢ X. Logoa € A—X,
portanto f(a) € f(A —X). E, por hipotese, f(a) = f(x). Logo, f(z) € f(A—X).

Por outro lado, z € X, logo f(z) € f(X). Se f(z) € f(A) — f(X), entdo
f(z) € f(A)e f(z) ¢ f(X), o que é contraditorio, pois f(x) € f(X). Logo,
f(z) ¢ f(A)— f(X). Portanto, f(A —X) # f(A) — f(X), o que é contraditorio. Logo, f é
injetiva. [

Exemplo 2.5.8 Seja f : A — B uma funcio. Provar que f~1(f(X)) D X para qualquer
subconjunto X de A. Provar que f ¢ injetiva se, e somente, se f~!(f(X)) = X para todo

subconjunto X de A.

Prova [1¢ parte]: Se x € X, entao existe y € B tal que f(x) = y. Logo, y € f(X), ou,

equivalentemente, f(z) € X, e portanto, z € f~1(f(X)). Logo f~(f(X)) D X. |

Prova [2¢ parte]: Suponha que f ¢ injetiva. Se f~}(f(X)) ¢ X, entao existe

a € f7Hf(X)) tal que a € X, ou equivalentemente, existe f(a) € f(X) tal que a ¢ X.
Dado x € X, tem-se que x # a, pois a ¢ X. Logo existe y € B tal que f(z) = v.

Portanto, y € f(X), ou equivalentemente, f(z) € f(X).

Pelo fato de f ser injetiva tem-se que f(x) # f(a) para todo = € X. Logo,
f(a) ¢ f(X). Portanto, a ¢ f~1(f(X)), o que é contraditorio. Logo, f~(f(X)) C X.

E, pela 1% parte deste exemplo tem-se que X C f~1(f(X)). Segue-se da pro-
priedade da inclusao de conjuntos que f~(f(X)) = X.

Reciprocamente, suponha que f~!(f(X)) = X. Se f nao ¢ injetiva, entdo
existem a, x € A, com a # z, tais que f(a) = f(x).

Seja X = a. Tem-se que a € X. Logo, existe y € B tal que f(a) = v.
Logo, y € f(X), ou equivalentemente, f(a) € f(X). E, como f(a) = f(x), tem-se que
f(z) € f(X).

Logo, = € f~1(f(X)). Por hipotese, f~1(f(X)) = X, logo x € X, o que é

contraditorio, pois X = {a}. Logo f é injetiva. [
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Exemplo 2.5.9 Seja f : A — B uma funcao. Provar que f(f~'(Z)) C Z, para todo
subconjunto Z de B. Provar que f é sobrejetiva se, e somente se f(f~1(Z)) = Z, qualquer

que seja o subconjunto Z de B.

Prova [1¢ parte]: Se y € f(f7(Z)), entdo existe z € f~1(Z) tal que f(z) = 2. Logo,
f(x) € Z, ou equivalentemente, y € Z. Portanto, f(f~'(Z)) C Z. |

Prova [2¢ parte]|: Suponha que f é sobrejetiva. Entao, para todo w € Z, existe x € A
tal que f(x) = w. Logo, f(x) € Z e, portanto, x € f~'(Z). Logo, existe y € B tal
que f(x) = y. Portanto, y € f(f1(Z)), e equivalentemente, f(z) € f(f~'(Z)). Logo,
w € f(f1(2)). Portanto, Z C f(f~1(2)).

Pela 12 parte deste, exemplo, tem-se que f(f~(Z)) C Z.

Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que,
f(fH2) =12

Reciprocamente, suponha que f(f~1(Z)) =Z. Sey € Z, entdao y € f(f~1(2)).
Logo, existe z € f~1(Z) tal que f(z) =y. Como f~1(Z) C A, tem-se que existe x € A tal
que f(z) =y.

Logo, por defini¢ao, f é sobrejetiva. |

Exemplo 2.6.5 Seja (A))reL uma familia de conjuntos com as seguintes propriedades:

VA € L, tem-se que X D Ay; se Y D A, para todo A € L, entao Y D X. Provar que
X=[]JAx

Prova: Por hipotese, X D Ay, VA € L. Logo, utilizando-se sucessivamente a propriedade

(a.V)| tem-se XU XU ...UX D UA,\. Logo, X D UAA' Portanto, X 2 UA,\ ou

el A€l el
X = U A,.

Se X 2 U A, entdo existem x1, xy, ..., T, € X tais que xy, Ta, ..., T, ¢ U A,.
AEL AL

Seja Y = X — {x1, 22, ..., ¥, }. Tem-se que X — {x1, Ta, ...,z } D Ay para todo

A € L. Logo, Y D X, portanto, X — {z1, xs, ..., } D X, 0 que é contraditorio.

Logo, X = | J A;. n

A€L
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Exemplo 2.6.6 Seja (A)) L uma familia de conjuntos e X uma conjunto com as seguintes
propriedades: VA € L tem-se que X C Ay; se Y C A, para todo A\ € L, entao Y C X.
Provar que X = ﬂ A,.

AeL
Prova: Por hipotese, X C A, para todo A € L. Logo, utilizando-se sucessivamente a

propriedade |(b.V), tem-se XNXN...NX C ﬂ A,. Logo, X C ﬂ A,. Portanto, X & ﬂ A,
AeL A€l A€l

ou X = ﬂ A,.
€L

Se X & ﬂ Ay, entao existem z1, o, ..., 2, € ﬂ A, tais que x4, 29, ..., 2, ¢ X.
AeL AeL

Seja Y = XU {z1,29,...,2,}. Tem-se que XU {21, 29,...,2,} C A, para todo
A € L. Logo, Y C X, portanto X U {z1, s, ....,2,} C X, o que é contraditorio, pois

T, Lo, ...y Ty & X

Logo, X = [ Ax. ]

A€L

Exemplo 2.6.7 Denota-se por P(A) o conjunto de todos os subconjuntos de A. Seja

f:P(A) — P(A) uma fungao tal que se X e Y sdo subconjuntos de A tem-se que

XY = f(X)C f(Y)e f(f(X)) = X. Provar que se X, é subconjunto de A para todo
Ae L, entao f(|Xy) =[]0 e F([)X) = [ FX0).

A€l Ael A€l AeL

Prova [12 parte]: X, C U Xy para todo A € L. Logo, por hipotese, f(U Xy) C f(Xy)
AeL AeL

para todo A € L. Portanto, f(U X)) C ﬂ F(Xy).

AceL A€L

Por outro lado, se z € ﬂ f(Xa), entao z € f(X,) para todo A € L. Logo existe
AeL
x € X, tal que f(z) = z para todo A € L. Logo, existe = € ﬂ X, tal que f(z) = z.
el

Observe que se x € ﬂ Xy, entao z € X, para todo A € L. Logo, existe A € L

A€l
tal que x € X,. Portanto, z € U Xy. Logo, x € ﬂ Xy C U Xu.
A€L A€L A€EL
Portanto, se existe X € ﬂ Xy tal que f(z) = z, entdo existe x € U X, tal
AeL A€l
que f(z) = z. Logo, z € f(U X,). Portanto, ﬂ fFXy) C f(U Xy)-
A€L AeL A€L

Segue-se da propriedade da incluséo de conjuntos que,
FAUX0) =) 10X u

AeL AeL
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Prova [2¢ parte]: Pela propriedade |(g.1I)| tem-se que f(ﬂ X)) = ﬂ f(Xy)). E pela 1¢

AeL AeL
parte deste exemplo tem-se que ﬂ X)) = f(U Xy ). Logo, f(ﬂ X)) = f(U Xy)-
A€l Ael A€l A€l
Por outro lado, pela propriedade|(g.I)| tem-se que f(U X)) = U f(Xy). Logo,
AeL AeL
conclui-se que f(ﬂ X)) = U FOXy). |

AeL A€eL

Exemplo 2.6.8 Sejam (A))xeL € (Ay)aem familias de conjuntos. E considere as seguintes

familias de conjuntos com indices em LxM: (A UB4)(x a)eLxm; € (AxNBa)(ra)eLxm- Provar

que ((JAN([JBa) = |J (AxnBa)e((JAVU([]B)= [] (A\UB.).

AelL aeM (M )eLxM A€l aeM (A a)eLxM
Prova [1¢ parte]: Se = € (U Ax) N ( U B.), entao z € (U Ay) ez € (Uyem Ba)-
AeL aEM AeL

Logo, existe A € L tal que x € A, e existe @ € M tal que = € B,. Portanto,

existem A € L e a € M tais que x € A, e = € B,. Logo, existe (A, a) € L x M tal que

r € A, N B,. Portanto,

re |J (AxnBa). Logo, ((JAVN([JB)C [|J (AiNB.).

(Ma)eLxM A€l aceM (Aa)eLxM

Por outro lado, se z € U (Ax N B,), entao existe (A, ) € L x M tal que
(M a)eLxM
x € AxNB,. Logo, existem A € L e « € M tais que x € A, e B,. Portanto, existe A € L

tal que x € Ay e existe a € M tal que x € B,. Logo, z € U Ayex e U B.. Portanto,
€L aeM

(JAyn({JBa) Logo, |J (AxnB.) (| JANN (] Ba)

A€EL acM (Aa)eLxM AeL aeM
Segue-se da propriedade janti-simétrical da inclusao de conjuntos que,

UaonB)= |J (AnB.). u

A€EL aeM (Ma)elxM

Prova [2¢ parte]: Se z € (m A,) U (ﬂ B.), entdo = € (ﬂ A,) ou x € (ﬂ Ba)
A€l aeM €L aeM
Logo, x € A, para todo A € L ou z € B, para todo o € M. Logo, x € Ay ou =z € B,

para todo A € L e « € M. Logo, z € A, UB, para todo (A\,a) € L x M. Portanto,

x € ﬂ (A)\UBQ).

(Aa)eLxM

Logo, (1A U([]Ba) € [] (A\UB.).

AeL aeM (A a)eELxM

Por outro lado, se x € ﬂ (AyxUB,), entao = € Ay UB, para todo
(Aa)ELxM

(A, @) € L x M. Portanto, € Ay ou z € B, para todo A € L e para todo o € M. Logo,
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r € A, para todo A € L ou =z € B, para todo a € M. Logo, x € ﬂAa ouzr € ﬂ B..
AeL aeM

Portanto, z € (((JAx)U (] Ba)- Logo, | (AxUB4) C ([JA)U([) Ba)

A€L aeM (Ma)eLxM A€L aeM
Segue-se da propriedade da inclusao de conjuntos que,

((NAYU([)B)= [] (A\UB.). |

A€l aeM (Ma)eLxM

Exemplo 2.6.9 Seja (A;;); uma familia de conjuntos com indices (i,7) € N x N.

Verifique se a igualdade U(m A;j) = ﬂ(U A;j) é valida.

=1 i=1 i=1 j=1

o
Solugao: Se x € U ﬂ i), entao existe j € N tal que x € ﬂ A;;. Logo, existe 7 € N tal
j=1 i=1 i=1

que © € AY para todo i € N. Logo, x € U A;; para todo 7 € N. Portanto, z € ﬂ

Logo, U(ﬂ A;;) C ﬂ U

j=1 i=1
o oo

Por outro lado, se = € ﬂ( A;;), entdao x € U A;;, para todo 7 € N. Logo,

i=1 j=1 j=1
o

existe j € N tal que € A;; para todo @ € N. Portanto, existe j € N tal que z € ﬂAZj.

Logo, = € U(ﬂ A;;). Portanto, ﬂ(U A;;) C U(ﬂ Aij).

j=1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1

Logo pela propriedade [anti-simétrical da incluséo de conjuntos, conclui-se que,

A =NUA

7j=1 1=1 =1 =1

Portanto, a igualdade ¢ valida.

Exemplo 2.4.12 Sejam A, B e C conjuntos. Denota-se por F(A; B) o conjunto de todas as
funcgoes f tais que Df = A e CDs = B. Estabelecer uma fungao bijetiva entre os conjuntos
F(A x B;C) e F(A;F(B; C)).
Solugao: Se f € F(A;F(B;C)), entao, por definigao, para todo a € A existe w € F(B; C)
tnico, tal que f(a) = w.

Como w € F(B; C), tem-se, por defini¢ao, que para todo b € B, existe y € C
tnico, tal que w(b) = y.

Isso permite definir uma funcao g : F(A; F(B;C)) — F(AxB; C) com g(f) = f*
tal que f*(a,b) = w(b) = [f(a)](b).
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Agora deve-se provar que g é bijetiva. Sejam «a, h € F(A;F(B;C)) tais que
a # h.

Conclui-se, pela |definicao 2.4.3) que existe a € A tal que a(a) # h(a). Além

disso, existem v e w unicos, em F(B; C) tais que a(a) = v e h(a) = w. Logo, se a(a) # h(a),

entao v # w.

Novamente, pelaldefini¢ao 2.4.3} conclui-se que existe b € B tal que v(b) # w(b).
Logo existem a € A e b € B tais que [a(a)](b) # [h(a)](D).

Por outro lado, existem fungoes a*, h* € F(A x B; C) tais que

a*(a,b) = [a(a)](b) e h*(a,b) = [h(a)](b) para todo a € A e para todo b € B.

Logo, pela|definicao 2.4.3] tem-se que a* # h*, ou equivalentemente,

gla) # g(h).

Logo, « # h = g(«) # g(h). Portanto, por defini¢do, ¢ é injetiva.

Seja f* € F(A x B; C), existe a € F(A;F(B;C)) e a € A tal que a(a) = w, com
w € F(B;C). Logo, existe b € B tal que w(b) =y, com y € C.

Logo, w(b) = [f(a)](b) = f*(a,b). Portanto, para todo f* € F(A x B; C) existe
a € F(A;F(B;Q)) tal que g(a) = f*. Logo, por defini¢do, g é sobrejetiva.

Segue-se, da [definicao 2.4.7, que a funcao g é bijetiva.
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3 AXIOMAS, CONJUNTOS FINITOS E
INFINITOS, CONJUNTOS ENUMERAVEIS
E NAO-ENUMERAVEIS

Este capitulo apresenta um estudo sobre conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis

como consequéncia dos axiomas de Peano e dos conceitos de conjuntos finitos e infinitos.

3.1 Axiomas de Peano

Os ntmeros naturais podem ser exibidos como nimeros ordinais, ou seja, ob-
jetos organizados em uma sequéncia (ordem) definida. Assim, 1 é o primeiro objeto, 2 é
o nimero natural seguinte, 3 é o objeto que vem apés o 2 e assim continua a sequéncia,

com estes objetos organizados em uma ordem pré-definida.

Por outro lado, os nimeros naturais sao utilizados como ntimeros cardinais,

isto é, objetos que representam uma quantidade.

Ambos os aspectos dos ntmeros naturais serao tratados neste texto. Inicia-
remos com o aspecto ordinal, para, em seguida, obter o aspecto cardinal dos ntimeros

naturais.

Toda a teoria dos ntmeros naturais pode ser deduzida dos trés axiomas a

seguir, conhecidos como axiomas de Peano.

Seja s : N — N, uma fungao tal que a cada n € Dy associa o valor s(n) € CD

chamado de sucessor de n.
Tem-se que a fungao s satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 3.1.1 s: N — N ¢ injetiva, isto é, se m, n € N, entao s(m) = s(n) = m =n.

Em outras palavras, isto quer dizer que dois niimeros naturais que tém o mesmo

sucessor sao iguais.

Axioma 3.1.2 Tem-se que N — s(N) = {1}.
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Em palavras isto quer dizer que existe apenas um elemento de N, que nao é

sucessor de nenhum outro ntmero natural, a saber, o elemento 1.

Axioma 3.1.3 [Principio da Indu¢do Matematica| Se X é um subconjunto de N tal que

1 € X e para todo n € X tem-se, também, que s(n) € X, entao X = N.

Proposigao 3.1.1 Para todo n € N tem-se que s(n) # n.

Prova: Seja X = {m € N;s(m) # m}. Com efeito, pelo Jaxioma 3.1.2) tem-se que
s(1) e s(N) el e N—s(N),isto ¢, 1 € Ne 1 ¢ s(N). Logo, s(1) # 1. Portanto, 1 € X.

Suponha que n € X. Entao, tem-se que n # s(n). E, pelo jaxioma 3.1.1} s é

uma fun¢ao injetiva. Logo, s(n) # s(s(n)). Portanto, s(n) € X..

Segue-se do que X = N. [ ]
Observagao 3.1.1 As demonstragoes (ou provas) que utilizam o chamam-se

demonstragoes por inducao.

Também é possivel definir objetos indutivamente. As defini¢bes por inducao

baseiam-se na possibilidade de iterar uma funcao f : X — X um ntmero n de vezes.

Definigao 3.1.1 Seja f € F(X;X) e i : N — F(X;X) uma funcdo definida pela regra
i(n) = f". Se a funcdo f" : X — X é tal que f!' = f e f*™ = fo f" entdo f" chama-se

a n-ésima iterada da funcao f.
Observe que se s(1) = 2 e s(2) = 3, entdo tem-se que f' = f,
frepW=fofl=fofefi=f@=fof’=fo(fof)=fofof.
Definiremos agora, por inducao, a operacao de adicao de niimeros naturais.
Definicao 3.1.2 [Adi¢ao| Sejam m, n € N a soma (m + n) € N define-se por
s"(m) =m+n.

Portanto, a soma m + 1 ¢ obter o sucessor de m, pois s'(m) =m + 1 = s(m).

E de modo geral a soma m + n é iterar n vezes a operagao de obter o sucessor de m.

Proposigao 3.1.2 Para todo m € N, tem-se que s'(m) = s™(1).

Prova: Seja X = {m € N;s'(m) = s™(1)}. Tem-se que, pela |definicao 3.1.2) que
s'(1)=1+1=s'(1). Logo, 1 € X.

Suponha que m € X. Entao, tem-se que s'(s(m)) = s(m) + 1 = s'(m) + 1.

Por hipotese, m € X. Logo,
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st(m) +1=5m(1)+1=s5(s"(1)) = s0s™(1) = 5™ (1). Logo, s(m) € X.

E, pelo conclui-se que X = N. |
Definicao 3.1.3 Se m, n € N, entao m + s(n) = s(m +n).
Propriedades da adigao de ntimeros naturais:

(I) Associatividade: Para quaisquer m,n, p € N, tem-se m + (n + p) = (m +n) + p.

Prova: Seja X = {p € Nym + (n +p) = (m + n) + p}. Pela|defini¢ao 3.1.3, tem-se que

m+ s(n) = s(m+n), ouseja, m+ (n+1) = (m+n)+ 1. Logo, 1 € X.

Suponha que p € X. Tem-se, pela [definicao 3.1.3 que

m+ (n+s(p)) =m+s(n+p)=s(m+ (n+p)).

Por hipotese, p € X. Portanto, m + (n + p) = (m + n) + p. Logo,

s(m+ (n+p)) = s((m+n) + p). E, novamente, pela |defini¢ao 3.1.3 tem-se que

s((m+n) +p) = (m+n) + s(p). Portanto, s(p) € X.

Segue-se do que X = N. [ |

(IT) Comutatividade: Para quaisquer m, n € N, tem-se m + n = n + m.

Prova: SejaY = {m € N;m +n =n+ m}. Pela[proposicao 3.1.2 tem-se que

s"(1) = s'(n), ou seja, 1 +n =n+ 1. Logo, 1 €Y.

Suponha que m € Y. Tem-se que s(m) 4+ n = (m + 1) + n. Pela propriedade
lassociativalda adigao de nimeros naturais, tem-se que (m+1)+n = (m+1)+n = m+s"(1).
Pelaproposicao 3.1.2} tem-se que s"(1) = s'(n). Logo, m+s"(1) = m+s'(n) = m+(n+1).
Pela propriedade da adicao de nimeros naturais, tem-se

m+(n+1)=(m+n)+1.

Por hipotese, m € Y, logo m+n = n+m. Portanto, (m+n)+1 = (n+m)+1.
E, novamente, pela propriedade da adicao, tem-se

(n+m)+1=n+(m+1)=n+ s(m). Logo, s(m) € Y.
Segue-se do que Y = N. [ |
(IIT) Lei do Corte: Para quaisquer m, n, p € N, tem-se que m+n=m+p = n=p.

Prova: Seja X = {m e NNm+n =m+p = n =p}. Sel+n =1+ p, entdo

s"(1) = sP(1). E pela [proposicao 3.1.2, tem-se que s"(1) = s'(n) e s?(1) = s'(p). Logo,
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sl(n) = s'(p). Portanto, s(n) = s(p).

Pelo [axioma 3.1.1} tem-se que s(n) = s(p) = n =p. Logo, 1 € X.
Suponha que m € X. Se s(m)+ n = s(m) + p, entdo, pela propriedade

da adigao, tem-se n + s(m) = p + s(m). E, pela [defini¢ao 3.1.3] tem-se
s(n+m) = s(p+m).

Segue-se do |axioma 3.1.1| que s(n+m) = s(p+m) = n+m =p+m. E,
pela propriedade [comutatival tem-se m +n =m + p.

Por hipotese, m € X. Logo, m+n =m+p = n =m. Logo, s(m) € X.
Segue-se do que X = N. [ |

Definigao 3.1.4 [Aspecto ordinal] Sejam m, n € N. Diz-se que m é menor que n e
denota-se por m < n, quando existe p € N tal que n = m + p. Por outro lado, diz-se que

m ¢ maior que n e denota-se por m > n, quando existe ¢ € N tal que m =n + q.
Utiliza-se a notagao m < n quando m < n ou m = n.
Propriedades da relagao de ordem dos ntimeros naturais:

(I) Transitividade: Se m, n e p sdo nimeros naturais tais que, se m < n e n < p, entao

m < p.

Prova: Se m < n, entao, pela [definicao 3.1.4} existe r € N tal que n =m + r.

Por outro lado, se n < p, entao, pela [definicao 3.1.4] existe s € N tal que

p=n-+s.

Logo, p = n+s = (m+7) + s, e, pela propriedade da adicao,
tem-se que (m+r)+s=m+ (r+s). Logo,p=m+(r+s). Comor € Ne s € N, tem-se
que (r + s) € N. Logo, por defini¢ao, m < p. [

(IT) Tricotomia: Para quaisquer m, n € N, pode ocorrer apenas uma das seguintes

alternativas: m =n, m <noun < m.
Prova: Seja X ={n € N;m =n oum <n oun < m}.

Se m # 1, entao existe ¢ € N tal que 1 = m + ¢ ou existe p € N tal que

m=1+p.

Suponha que existe ¢ € N tal que 1 = m + ¢. Logo, 1 = s%(m). Portanto,
1 € s(N), o que é contraditorio, pois, pelo tem-se que 1 € N—s(N), ou seja,
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1 ¢ s(N).

Logo, nao existe ¢ € N tal que 1 # m + ¢q. Portanto, m £ 1.

Logo, existe p € N tal que m = 1+ p. E, por definicao, 1 < m. Portanto,
1eX

Suponha que n € X. Se m = n, entao m = n < n + 1. Portanto, m < n + 1.

Se m < n, entdo, segue-se de n < n+ 1 e da propriedade da relagao

de ordem dos ntimeros naturais que m < n + 1.

Se n < m, entao, por definicao, existe p € N tal que m =n +p. E, se p = 1,

entao m=n+ 1.

Por outro lado, se p > 1, entao existe ¢ € N tal que p = 1+ ¢. Logo,
m=n+p=n+(14¢q) = (n+1)+ q. Portanto, por defini¢do, n +1 < m.

Logo, (n+ 1) = s(n) € X. E, pelo conclui-se que X = N. [

(IIT) Monotonicidade da Adigao: Sejam m, n € N tais que m < n. Tem-se para todo

peENquem+p<n+p.

Prova: Sejam m, n € N tais que m < n. Pela |[definicao 3.1.4] existe k& € N tal que

n=m-++k.

Logo, n+p = (m+k)+p = m+(k+p) = m+(k+p) = m+(p+k) = (m+p)+k.
Portanto, m +p < n + p. |

Observe que o aspecto ordinal (definicao 3.1.4) também pode ser descrito da

seguinte forma: se existe p € N tal que m = sP(n), entao diz-se que n é menor que m e

denota-se por n < m.

Definigao 3.1.5 [Multiplicacao| Seja, para cada n € N uma fun¢ao f,, : N — N definida
pela regra f,,(n) = n + m. A multiplicacdo (ou produto) de dois nimeros naturais
m, n € N quaisquer denota-se por m - n e é definida indutivamente por m -1 = m e
m-(n+1) = (fm)"(m).

Observe que a multiplicagao de ntimeros naturais esta definida a partir de

iteragoes da fungao f,,, com m € N. E que, (f,)"(m)=m-n+m.

Proposicao 3.1.3 Para todo m € N, tem-se que m-1=1-m.

Prova: Seja X = {m € N;m-1 =1-m}. Tem-se, pela|definicao 3.1.5, que 1-1 =1=1-1.
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Logo 1 € X.

Suponha que m € X. Entao, tem-se que s(m)-1=s(m)=m+1=m-1+1=

Lom 4 1= (f)"(1) = 1-(m+1) = 1-s(m). Logo, s(m) € X. E, pelo [axioma 3.13|

tem-se que X = N. [ ]
Proposigao 3.1.4 Se m € N, entao m -2 = (f,,)'(m) = f,,(m) = m +m. E,
m-3=(fn)*(m) = (fm)'(m) +m=(m+m)+m=m-+m+m.

Propriedades da multiplicagao de nimeros naturais:

(I) Distributividade: Para quaisquer m, n, p € N, tem-se que (n+p)-m =n-m+p-m.

Prova: Seja X = {m € N;(n+p)-m =n-m+p-m}. Segue-se da |defini¢ao 3.1.5( que

(n+p)-1l=n+p=n-1+p-1. Logo, 1 €X.

Suponha que m € X. Entéo, tem-se que (n+p) - s(m) = (n+p)- (m+1). E,

pela |defini¢ao 3.1.5, tem-se (n +p)-(m+1) = f (n+p) = (n+p)-m+ (n+p).

Por hipotese, m € X. Logo, (n+p)-m+(n+p)=(n-m+p-m)+ (n+p).
E utilizando as propriedades da adi¢ao, tem-se que (n-m+p-m)+ (n+p) =

n-m+p-m+n+pl=n-m+p-m+(@+n)=n-m+[(p-m+p)+n]=
n-m+n+(p-m+p)l=@-m+n)+{p-m+p)=[f'n)+ f'p) =
no(m+1)+p-(m+1)=n-s(m)+p-s(m). Logo, s(m) € X.

Segue-se do axioma 3.1.3 que X = N. u

(IT) Comutatividade: Para quaisquer m, n € N, tem-se que m -n = n - m.

Prova: SejaY = {n € N;m-n =n-m}. Pelaproposi¢ao 3.1.3] tem-se que m-1=1-m.

Logo, 1 €Y.

Suponha que n € Y. Entdo, tem-se que m-s(n) =m-(n+1) =
(f)*(m)=m-n4+m=m-n+m-1=m-n+1-m.

Por hipotese, n € Y. Logo, m-n+1-m=n-m+1-m. E, pela propriedade
da multiplicagao, tem-se que n-m+1-m = (n+1)-m = s(n) - m.

Portanto, s(n) € Y. E, pelo conclui-se que Y = N. |

(III) Associatividade: Para quaisquer m, n, p € N, tem-se que m - (n-p) = (m-n) - p.

Prova: Seja X ={p e N;m - (n-p) = (m-n)-p}. Segue-se da [defini¢ao 3.1.5 que
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m-(n-1)=m-n=(m-n)-1. Logo, 1 € X.

Suponha que p € X. Entdo, tem-se que m - [n-s(p)l =m-[n-(p+1)]. E

utilizando as propriedades |distributival e comutatival da multiplicacao, tem-se que

m-[n-(p+D]=m-[(p+1)-nf=m-(p-n+l-n)=m-(n-p+tn)=
(n-p+n)-m=Mm-p)-m+n-m=m-(n-p)+m-n.
Por hipotese, p € X. Logo, m - (n-p)+m-n =
(m-n)-p+m-n=p-(m-n)+1-(m-n)=(p+1)-(m-n)=s(p):(m-n)=(m-n)-s(p).
Logo, s(p) € X. E, portanto, pelo , conclui-se que X = N. [ |

(IV) Lei do Corte: Para quaisquer m, n, p € N, tem-se que se m - p = n - p, entao

m =n.

Prova: SejaY = {p € Nym-p =n-p = m = n}. Segue-se da |definicao 3.1.5 que se

m-1=mn-1,entao m =n. Logo, 1 € Y.

Suponha que p € Y. Se m-s(p) =n-s(p),entao m- (p+1)=n-(p+1). E,

pelas propriedades [comutatival e |[distributival da multiplicagao tem-se que, se

m-(p+1)=n-(p+1),entdo (p+1)-m=(p+1)-n. Logo,p-m+1-m=p-n+1-n.
Portanto, m-p+m =n-p+ n.

Por hipétese, p € Y. Logo, se m - p = n - p, entao, pela da adicao,

tem-seque m-p+m=n-p+n=m=n.

Portanto, s(p) € Y. E, pelo [axioma 3.1.3| conclui-se que Y = N. [

(V) Monotonicidade: Para quaisquer m, n, p € N. Tem-se que se m < n, entdo

m-p<n-p.

Prova: SejaX=p e N;m <n = m-p <n-p. Segue-se daldefinicao 3.1.5| que se m < n,

entaom=m-1<n=n-1,istoé, m-1<n-1. Logo, 1 € X.

Suponha que p € X. Se m < n, entao, pela |definicao 3.1.4] tem-se que existe

k € N tal que n =m + k.

Logo, n-s(p) = (m+k)-s(p). E, pela propriedade [distributiva] da multiplicagdo,
tem-se que (m+ k) - s(p) =m - s(p) + k- s(p).

Como k € Ne s(p) =n+1 €N, entdo (k- s(p)) € N. Logo, pela [defini¢ao]
3.1.4] tem-se que m - s(p) < n - s(p).
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Portanto, s(p) € N. E, pelo conclui-se que X = N. |

3.2 Principio da Boa Ordenagao (P.B.O) e Outros Te-

oremas Importantes

Defini¢ao 3.2.1 Seja X um subconjunto de N. Diz-se que k € X é menor elemento (ou

elemento minimo) de X se k < n para todo n € X.

Denota-se o menor elemento de um conjunto numérico ou com a relagao ordinal

estabelecida, X, por min X.

Definigao 3.2.2 Seja X um subconjunto de N. Diz-se que g € X é o maior elemento (ou

elemento maximo) de X se n < ¢ para todo n € X.

Denota-se o maior elemento de um conjunto numérico ou com a relagao ordinal

estabelecida, X, por max X.

Exemplo 3.2.1 Seja Y = {2,4,...,20}. Tem-se, por defini¢do que minY =2 e
max Y = 20.

Proposicao 3.2.1 O menor elemento de um conjunto X C N é tinico.

Prova: Sejam p, g € X, tais que p < n e ¢ < n para todo n € X. Logo, tem-se p < q e

q<p.

Se p < ¢, entdo, pela [tricotomial, tem-se que p # g e ¢ £ p, 0 que é contradi-
torio, pois g < p.

Logo, p = q. [ |
Proposigao 3.2.2 O maior elemento de um conjunto X C N ¢é tnico.

Prova: Sejam r, s € X tais que n < r e n < s para todo n € X. Logo, tem-se que s < r

er <s.

Se s < r, entao, pelaftricotomial, tem-se que r # ser £ s, o que é contraditério,

pois r < s.
Logo, s =r. ]

Teorema 3.2.1 |[P.B.O] Todo subconjunto nao-vazio A de N possui um elemento minimo.
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Prova: Seja I, = {pe N;1 <p<n}eX={neN I, c N-—A} Sel €A entao

1 =min A.
Se 1 ¢ A, entao 1 € X. E, por outro lado, X # N pois, XCN—-Ae A # Q.

Assim, X satisfaz a primeira hipdtese do [axioma 3.1.3] Porém nao cumpre sua

conclusdo.

Logo, deve existir algum n € X tal que s(n) ¢ X. Portanto, s(n) € A e s(n) é

o menor elemento de A. [ ]
Teorema 3.2.2 [Segundo Principio da Indugdo Matemaética| Sejam

I, ={p € N;1 < p <m} e X um subconjunto de N. Dado n € N, se I,,, C X para todo

m € N com m < n implicar que n € X, entao X = N.

Prova: Seja Y = N — X. Deve-se provar que Y = .

Suponha que Y # @, entao, pelo [Teorema 3.2.1, conclui-se que existe r € Y

tal que r é o elemento minimo de Y.

Logo, para todo m < r, natural, tem-se que m € X. Logo, r € X, o que é uma
contradigao, pois r ¢ X.

Logo, Y =0 e X=N. |
Definigao 3.2.3 Um nimero p € N chama-se primo quando p # 1 e nao existem m,

n €N, comn <pem < p, tais que p = m.n.

O teorema a seguir, chamado de Teorema Fundamental da Aritmética, pode

ser provado utilizando o Segundo Principio da Inducao Matematica.
Teorema 3.2.3 Todo niimero natural n > 1 é primo ou é um produto de fatores primos.

Prova: Vamos utilizar o teorema 3.2.2, Suponha que todo m € N, m > 1 tal que m <n

possa ser decomposto como produto de fatores primos ou m seja um nimero primo.

Caso n seja primo, entao, pelo [teorema 3.2.2 a prova esta completa.

Caso n = p.q, com p < n e ¢ < n naturais, entao, pela hipotese inicial, p e
¢ sao primos ou podem ser decompostos como produto de fatores primos. Portanto, n

também é um produto fatores primos.

Segue-se do que todo n > 1 natural é primo ou é produto de

fatores primos. [ ]
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Exemplo 3.2.2 [Funcao n-ésima poténcia de numeros naturais| Seja f : N — N uma
fungao definida indutivamente por f(1) =ae f(n+1) =a- f(n).

Observe que, neste caso, temos uma iteracao da multiplicacao por a, de modo
que f satisfaz f(2) = f(1+1) =a- f(1) = a - a que denota-se por a?,
fB)=f2+1)=a-f(2)=a-(a-a)=a-a-a=a E de modo geral, f(n) denota-se
por a”.
Exemplo 3.2.3 [Fungao fatorial de n| Seja ¢ : N — N uma funcao definida indutivamente
por (1) =lep(mn+1)=(n+1)- o).

Deste modo, ¢(2) =2 - (1) =21 que denota-se por 2!,
©(3) =3-p(2) =3-2-1 =3l E, genericamente, ¢(n) =n-(n—1)-...-2-1, que denota-se
por n!.

Exemplo 3.2.4 [Fungao média aritmética dos dois valores anteriores| f : N — Q uma
1
funcdo definida indutivamente por f(1) =1, f(2) =1 ¢ f(n+2) = J(n) + g(n i )

3.3 Conjuntos Finitos e Infinitos

Defini¢ao 3.3.1 Seja I, = {p € N;1 < p < n}. Um conjunto X é dito finito quando

X = @ ou quando, para algum n € N existe uma fungao bijetiva ¢ : I,, — X.

A partir da definicao 3.3.1, ja é possivel introduzir o aspecto cardinal dos
nameros naturais. Caso X = @, diz-se que o nimero (quantidade) de elementos de X é
zero. Caso exista a bijecao ¢ : I, — X, entao diz-se que n é a quantidade de elementos

de X e denota-se por #X = n.
Proposicao 3.3.1 Cada conjunto I, é finito e possui n elementos.

Prova: SejaY = {n € N; 3 ¢, : I, = I, bijetiva }. Para n = 1, defina uma fungao
1+ Iy = Ih, tal que ¢1(1) = 1. Tem-se que ¢; é sobrejetiva, pois ¢;([;) = {1} = CD,,.
E pelo fato de D, ser um conjunto unitario (possui apenas um elemento), tem-se que ¢;

¢é injetiva. Logo, ¢ é bijetiva. Portanto, 1 € Y.

Suponha que n € Y. Logo, existe uma fungao bijetiva ¢, : I,, — I,. A fungao
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Oni1: LyU{(n+1)} = I, U{(n+ 1)} definida por

on(m) se mel,
Pnr1(m) = )
n+1 se me{(n+1)}

permanece sendo bijetiva, pois n + 1 # m e @, 11(n + 1) # @,y1(m) para todo m € I,,,
sendo, portanto, injetiva. E, @,.1(I, U {(n 4+ 1)}) = I, U {(n + 1)}, sendo, portanto,
sobrejetiva. Logo, (n+ 1) = s(n) € Y.

Segue-se do que Y = N.

Portanto, pelaldefinicao 3.3.1] conclui-se que I,, é finito para todo n € N. Além

disso, n é o nimero de elementos de I,,. [ |

Proposicao 3.3.2 Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma funcao bijetiva. Um desses

conjuntos é finito se, e somente se, o outro é.

Prova: Suponha que X é um conjuntos finito. Certamente, X # @ pois X é o dominio da

funcao f. Logo, pela|definicao 3.3.1, existe uma bijecao ¢ : I,, — X.

Como f e ¢ sao fungoes bijetivas, entao, pelocorolario 2.5.1], a fungao composta

fow: I, = Y também é uma bijecao. Assim, pela |[definicao 3.3.1} Y é uma conjunto

finito.

Reciprocamente, suponha que Y é um conjunto finito. Tem-se que Y = @ pois

Y é o contradominio da funcao f.

Logo, pela|definicao 3.3.1 existe uma bijecao ¢ : I,, — Y.

Por outro lado, f é bijetiva, logo, pelo |corolario 2.5.2, possui uma inversa

f~1:Y — Xee, pelo mesmo corolério conclui-se que f~! é bijetiva ja que, reciprocamente,

f~! também possui inversa, a saber, a funcao f.

Logo, pelo [corolario 2.5.1] a funcao composta f~! o1 : I,, — X também sera

bijetiva. Logo, pela |definicao 3.3.1, conclui-se que X é um conjunto finito. [ |

Observacgao 3.3.1 Uma bijecao ¢ : I,, — X é utilizada para incluir o caracter cardinal
e significa uma contagem dos elementos de conjuntos finitos, considerando ¢(1) = z,
©(2) = xg, ..., p(n) = x,, temos X = {x1, T3, ..., £, } como uma representagao ordinal para

um conjunto finito X qualquer.

Teorema 3.3.1 Seja A um subconjunto de [,,. Se existir uma bijecao f : I,, — A, entao

A=1,.
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Prova: Sejam A um subconjunto de de I, e
Y = {n € N; se existe uma funcao bijetiva f : I, — A, entdo A = I, }.

Paran = 1, tem-se [, = {1}. Como, A = I,, entdo A = @ ou A = {1} = I,.
E, por hipotese, existe uma funcao f tal que CDf = A. Logo, A # ©@. Portanto, A = I;.
E, conclui-se que 1 € Y.

Suponha que n € Y. Seja f : I,,1 — A uma funcao bijetiva e defina
f(n+1)=a.

Neste caso a restri¢ao f|I,, : I, = A—{a} é bijetiva. E se A—{a} C I, entdo,
pela hipotese de que n € Y, conclui-se que A —{a} = I,, e que a = n+ 1. Logo, A = I,;1.

Por outro lado se A — a ¢ I", entao tem-se que (n + 1) € A — a. Neste caso

existe p € I"™ tal que f(p) = n+1. Logo, pode-se definir uma funcao bijetiva ¢ : I,,;1 — A
tal que
f(z) se x#pex#n+1
Y(z) = a se r=1p
n+1 se r=n+1

Portanto, a restrigao ¢|I, : I, — A — {(n + 1)} serd uma bijecao tal que
A—{(n+1)}C I,.
Logo, pela hipotese de que n € Y, conclui-se que A—{(n+1)} = I,,. Portanto,

A — Ip+1-

Logo, n+ 1 =s(n) € Y. E, pelo Jaxioma 3.1.3| conclui-se que Y = N. |

Corolario 3.3.1 Se existem duas fungoes bijetivas ¢ : I, - X e ¢ : [, — X, entao,

tem-se que m = n.

Prova: Por hipotese, ¢ : I, — X é bijetiva, logo, pelo |corolario 2.5.2] ¢ possui uma

inversa =1 : X — I,,. E, além disso, conclui-se pelo [corolario 2.5.2, que ¢~! é bijetiva, ja

que ¢! também possui inversa, a saber, a funcao .

Portanto, tem-se que as funcoes v : I, — X e ¢! : X — I, sao bijetivas.

Logo, pelo [corolario 2.5.1} a funcao composta o=t o ¢ : I, — I, também ¢é bijetiva.

Se n < m, entao I,, C I,,. Logo, pelo [teorema 3.3.1] conclui-se que I,, = I,,.

Portanto, m = n.
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Se m < m, entdao I,, C I,. E, pelo fato de ¢! o ¢ ser bijetiva, tem-se pelo

lcorolério 2.5.2 que ¢! o ¢ possui uma inversa (¢! o )"t : I, — I,,. Além disso, como

(¢~ top) ™!, possui inversa, a saber, a propria funciao ¢ 'oy, conclui-se, pelo|corolario 2.5.2|

que (¢! o)t é bijetiva. Logo, pelo [teorema 3.3.1] conclui-se que I,,, = I,,. Portanto,

m = n. |

A afirmacao apresentada no corolario 3.3.1 também pode ser provada sem o

uso do [teorema 3.3.1f E o que faremos na proposicao a seguir.

Proposicao 3.3.3 Se existe uma funcao bijetiva f : I, — I,,, entao m = n. Consequen-

temente, se existem duas fungoes bijetivas, ¢ : I, = X e ¢ : I, — X, entao m = n.

Prova [1% parte]: Seja f : I, — I, uma funcao bijetiva. Tem-se, pela |definicao 3.3.1],

que I, é finito e que #1,, = m.

Por outro lado, é possivel definir uma funcao bijetiva « : I, — I, tal que
a(n) = n para todo n € D,.
Dados p, q € I, tais que a(p) = a(q), tem-se que a(p) = p e a(q) = ¢. Logo,

p = q, portanto « é injetiva.

Como CD,, = D, = I, tem-se que se € CD, entdao z € D, e a(x) = z.

Portanto, « é sobrejetiva.

Logo, por definicao, o é bijetiva. E, pela |[definicao 3.3.1 conclui-se que I,, é

finito e #1,, = n.

Portanto, m = n. |

Prova [2¢ parte|: Sejam ¢ : [, - X e ¢ : I, — X fungoes bijetivas. Tem-se, pelo

lcorolario 2.5.2| que 1) possui uma inversa ¢! : X — I,,. Além disso, 1! possui inversa,

a saber, a propria funcao 1. Logo, pelo [corolario 2.5.2 conclui-se que 1! ¢ bijetiva.

Segue-se do [corolario 2.5.1| que a funcao composta 1y "top : I, — I, é bijetiva.

Logo, pela 12 parte desta proposicao, conclui-se que m = n. [ |

Corolario 3.3.2 Nao existe uma funcao bijetiva f : X — Y de um conjunto finito X sobre

uma parte propria Y & X.

Prova: Seja X um conjunto finito nao-vazio. Tem-se, pela |definicao 3.3.1| que existe uma

funcao bijetiva g : I, — X. Logo, pela [proposicao 2.5.2 conclui-se que g possui uma

inversa g~! : X — I, que também é bijetiva.
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Seja Y um subconjunto proprio de X, ou seja, Y C X e Y # X. Defina o
conjunto A = g~ 1(Y).

Observe que, do fato de g~! ser bijetiva, conclui-se que g~! é sobrejetiva. Logo,

por defini¢ao, g71(X) = I,,. E como, Y & X, tem-se g~ (Y) # I,,. Logo, AC I, e A# I,.

Pelo fato de g~! ser bijetiva, tem-se que a restrigaio ¢g7'|Y : Y — A também é

bijetiva.

Por hipotese, a funcao f : X — Y é bijetiva. Logo, pelo |corolario 2.5.1 a

funcao composta (¢71|Y) o f : X — A ¢ bijetiva.

Novamente, utilizando-se o fato de g ser uma fungao bijetiva, conclui-se, pelo

lcorolério 2.5.1| que a func¢ao composta (¢7![Y)o fog: I, — A também ¢é bijetiva, o que é

contraditorio, pois A C I, e A = I,,. E, pela contra-positiva do teorema 3.3.1|nao existem

funcoes bijetivas de I, em A. [ |

Teorema 3.3.2 Se X é um conjunto finito, entao todo subconjunto Y C X é finito. Além

disso, o nimero de elementos de Y nao excede o de X e s6 ¢é igual quando Y = X.

Prova [1¢ parte]: Seja Y um subconjunto de X. Se X = @, entdo Y C @. E pela

[proposicao 2.1.1} tem-se que @ C Y. Logo, pela propriedade anti-simétrica da inclusao,

conclui-se que Y = @. Logo, pela|definicao 3.3.1} Y é finito.

Se X # @, entao, pela [definicao 3.3.1] existe uma funcao bijetiva g : I, — X.

E, pelo [corolario 2.5.2) tem-se que ¢ possui uma inversa g—' : X — I, que também &

bijetiva.
Seja I, = g~ (Y). Observe que, do fato de g~! ser bijetiva, conclui-se que g~*

¢ sobrejetiva. Logo, por defini¢ao, g~ (X) = I,,. E como, por hipétese Y C X, tem-se que
I,=g'(Y) C g '(X) = I,. Portanto, I,, C I,.

Pelo fato de g ser bijetiva tem-se que a restricao g~ !|Y : Y — I,,, também ¢é

bijetiva. E, pelo |corolario 2.5.2| conclui-se que g7'|Y possui uma inversa

(g7YIY)"t: I, = Y que também é bijetiva.

Logo, pela |definicao 3.3.1} tem-se que Y é finito. [

Prova [2¢ parte]: Tem-se que I, C I,,. Logo, I, & I, ou I, = I,,.

Se I, & I, entdo existe p € I, tal que p ¢ I, ou seja, p < nem < p.

Se p = n, entao m < p = n, isto é, m < n. Por outro lado, se p < n, entao pela



3.3 Conjuntos Finitos e Infinitos 68

propriedade da relac@o de ordem conclui-se que m < n. Logo, em qualquer dos

casos conclui-se que m < n.

Obteve-se que as fungoes g : I,, — X e (¢! |Y)™! : I, — Y sdo bijetivas. Logo,

pelaldefinicao 3.3.1, X e Y sao conjuntos finitos com #X = n e #Y = m. Logo, #Y < #X.

Se I,, = I,, entao m = n. Além disso, como #X = n e #Y = m, conclui-se
que #Y = #X.
E, pelo fato de Y C X e #Y = #X, conclui-se que Y = X. [ |

Observagao 3.3.2 O teorema 3.3.2 também pode ser provado utilizando-se o
3.1.3] isto é, o Principio da Inducao Matemética, e considerando, S.P.G, apenas o caso

X = 1I,. E o que faremos a seguir.
[Outra prova do teorema 3.3.2]

Prova: Considere X = I,, e Y C X. Para n = 1 héa apenas duas possibilidades: Y = ® ou

Y = {1}, validando assim as afirmagoes do teorema, para n = 1.

Suponha que o [teorema 3.3.2| seja valido para n = k, com k € N. Considere

X=1IeYCX

Se Y C I, entao, pela hipotese de inducao, tem-se que Y é finito e #Y < k.
E, k < k + 1, portanto, pela propriedade da relagao de ordem, conclui-se que
Y < k+1=#X.

SeY ¢ Iy, entao (k+1) € Y. Logo, Y —{(n+1)} C I;. Portanto, sempre que
Y —{(k+1)} # @ pode-se definir uma funcao bijetiva ¢ : I, = Y — {(k + 1)} certamente
com p < k,pois Y —{(k+1)} C .

Defina uma funcao bijetiva g : Ip.1 — Y tal que

W(x) se x#p+1

g(x) = :
k+1 se r=p+1

. Logo, pela [definicao 3.3.1] conclui-se que Y é finito e #Y = p + 1.

De pYk, tem-se que p < k ou p = k. Caso p < k, conclui-se, pela
da adicao que p+ 1 < k + 1, portanto #Y < k + 1. Por outro lado se p = k, entao

s(p) = s(k), isto é, p+ 1 =k + 1, portanto, #Y = k + 1. Logo, #Y < k+ 1 = #X.

Para concluir deve-se mostrar que Y C [ tem-se que se #Y = k + 1, entao

Y =l
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Pode-se utilizar o|corolario 3.3.2 para concluir que nao pode haver uma funcgao

bijetiva de I, sobre Y & I;11. Logo, Y = I;1 = X e as afirmagoes do teorema sao validas

quen =k —+ 1.

Segue-se do que o é valido para todon e N. W

Corolario 3.3.3 Seja f : X — Y uma fungao injetiva. Se Y for finito, entao X também
serd finito. Além disso, o nimero de elementos de X nao excede o de Y.
Prova: Se f : X — Y é uma fungao injetiva, entao a fungao f : X — f(X), com f(X) CY
¢é bijetiva.

Pelo fato de Y ser um conjunto finito e f(X) ser subconjunto de Y, conclui-se,

pelo que f(X) ¢é finito. Logo, pela [definicao 3.3.1] tem-se que existe uma
fungao bijetiva g : I, — f(X).

Como f : X — f(X) é bijetora, tem-se pelo |corolario 2.5.2| que f possui uma

inversa f_; : f(X) — X. Por outro lado, f~! possui um inversa, a saber, a fun¢io

f: X = f(X). Logo, pelo [corolario 2.5.2 a fungao f~!: f(X) — X ¢é bijetiva.

Segue-se do [corolario 2.5.1| que a funcdo composta f~'o g : I, — X também

é bijetiva. Portanto, pela |[defini¢ao 3.3.1], tem-se X é finito e que #X = n. Como, f(X) é
finito e #f(X) = n. Entao, #X = #f(X).

Novamente, utilizando o fato de Y ser finito e f(X) ser subconjunto de Y,

conclui-se, pela 2% parte do [teorema 3.3.2) que #f(X) < #Y. Portanto, tem-se que
#X < #Y. |

Corolario 3.3.4 Seja g : X — Y uma fungao sobrejetiva. Se X for finito, entao Y também

seré finito. Além disso, o nimero de elementos de Y nao excede o de X.

Prova: Se g : X — Y é uma funcao sobrejetiva, entao, pela |definicao 2.4.6, tem-se que

Yy €Y, dz € X tal que g(x) = y.

Pode-se definir uma fungao ¢ : Y — X tal que ¢(y) = x, pois o fato de g ser

sobrejetiva permite definir uma funcao .

Por outro lado, CD; C C,. Portanto, é possivel definir a funcao composta

goy:Y =Y tal que g(¢(y)) = y para todo y € Y. Logo, pela |defini¢ao 2.5.5, a fungao

g € uma inversa a esquerda para a funcao 1. Logo, pela [proposicao 2.5.9] conclui-se que

a funcao ¢ : Y — X é injetiva.
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Se X for um conjunto finito, entao, pelo |corolario 3.3.3, conclui-se que Y é

finito e que #Y < #X. |

Definicao 3.3.2 Um conjunto X é dito infinito quando X # @ e nao existe uma funcgao
bijetiva ¢ : I, — X, seja qual for o n € N.
Exemplo 3.3.1 O conjunto N (dos ntumeros naturais) é infinito.

Prova: Seja f : I, — N uma funcdo e suponha definidos f(1), f(2), ..., f(n) € N. Se
k € I, C N, entao k € N e como f(k) € N, tem-se pela|defini¢ao 3.1.2|que (k+ f(k)) € N,

para todo k € I,,.

Defina oo = (1 + f(1)) + (2+ f(2)) + ... + (n + f(n)). Tem-se, pela [defini¢ao]
que a € N. Observe que o > f(k) para todo k € I,,. Logo, o # f(k) para todo
k € I,. Logo, « € N — f(1,), isto é, f(I,) # N. Logo, f nao é sobrejetiva. Portanto, f

nao é bijetiva, seja qual for o n € N, e pelaldefinicao 3.3.2], conclui-se que N é um conjunto

infinito. [ |

Observacao 3.3.3 As afirmacoes provadas anteriormente nos corolarios [3.3.2] e
3.3.4] para conjuntos finitos, terao, portanto, suas respectivas contra-positivas a seguir ja

provadas para conjuntos infinitos.

Corolario 3.3.2 [Contra-positiva] Se um conjunto X admite uma funcao bijetiva sobre

uma parte propria Y & X, entao X ¢é infinito.

Corolario 3.3.3 [Contra-positiva] Seja f : X — Y uma fungao injetiva. Se X for um

conjunto infinito, entao Y também sera infinito.

Corolario 3.3.4 |Contra-positival] Seja g : X — Y uma fungao sobrejetiva. Se Y for um

conjunto infinito, entao X também seré infinito.

Definig¢ao 3.3.3 [Conjunto limitado] Um subconjunto X de N, nao vazio, chama-se limi-

tado quando existe p € N tal que p > n seja qual for o n € X.

Teorema 3.3.3 Seja X um subconjunto nao-vazio de N. As seguintes afirmacoes sao

equivalentes: (a) X é finito; (b) X é limitado; (c) X possui um elemento méximo.

Prova [1¢ parte (a) = (b)]: Se X é um conjunto finito ndo-vazio, entao, pela
3.3.1] tem-se que existe uma fungao bijetiva ¢ : I, — X.

Seja p(1) = z1; ¢(2) = 9, ..., p(n) = z,. Tem-se assim, X = {x1, za, ..., T, }.

Escolha p = 21 + 22 + ... + x,. Como x1, 9, ...,z, € N, tem-se pela |definicao 3.1.2| que
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p € N. Além disso, pela |[definicao 3.1.4] conclui-se que p > x;, para todo 7 € I,,. Logo,

p > x, seja qual for o x € X. Logo, pela |[definicao 3.3.3, conclui-se que X é um conjunto

limitado.

Prova [2¢ parte (b) = (c)]: Suponha que X C N é um conjunto limitado e seja

A={p e N;p>nVn e X}. Pelaldefinicao 3.3.3] tem-se que existe p € N tal que p > n

para todo n € X, portanto, p € Ae A # .

Logo, pelo P.B.O (teorema 3.2.1f), tem-se que A possui um menor elemento py.

Como pg € A tem-se que pg > n para todo n € N. Logo, py > n para todo

n € X ou existe n € X tal que pg = n.

Suponha que py > n para todo n € X. Tem-se que X = N e X # @, deste modo,

se 1 € X, tem-se py > 1. Se 1 ¢ X, entao pg > minX > 1. Logo, em ambos os casos tem-se

po > 1. E, pela|definicao 3.1.4] tem-se que existe p; € N tal que po =1+ p; =py + 1.

Caso existe algum n € X tal que n > p;, entao tem-se, pela monotonicidade
da adicao, que n+1 > p; + 1. Logo, n+ 1 > pg. E py € N, portanto, n +1 > n > py,

como n € X, o que é contraditorio, ja que py > n.

Logo, p1 > n, para todo n € X. Isto significa que p; € A, sendo p; < pg, 0 que

é contraditorio, pois py € o menor elemento de A.

Logo, existe n € X tal que py = n. Logo, py € X e py € o maior elemento de X

ja que py € A, ou seja, py > n para todo n € X.

Prova [3% parte (c) = (a)]: Suponha que X possui um elemento méaximo. Por hipdtese,

X C Ne X C @. Logo, pelo [teorema 3.2.1| (Principio da Boa Ordenagao) X possui um

elemento minimo.
Portanto, é possivel definir uma fungao bijetiva ¢ : I,, — X tal que

o(1) =minX; (1) < p(2) < ... < p(m) e p(m) = mdzx X.

Logo, pela|definicao 3.1.1, X é um conjunto finito. [ |

Definig¢ao 3.3.4 [Conjunto ilimitado| Seja X um subconjunto nao-vazio de N. Diz-se que

X ¢é ilimitado se para todo p € N existe n € X tal que n > p.

Teorema 3.3.4 Se X e Y sao conjunto finitos disjuntos, tais que #X = m e #Y = n,

entao XUY ¢ finito e #XUY = m + n.

Prova: Tem-se, pelaldefinicao 3.3.1|que existem funcao bijetoras ¢ : I,, - Xev : [, —» Y.
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Defina a func¢éo g : Iy, — XUY, tal que g(z) = ¢(x) paral <z < me
glm +1i) =(i) para 1 <i <n.

Por hipotese, X e Y sao disjuntos, logo, pela|definicao 2.2.3 tem-se que

XNY = @. Portanto, nao existe p, ¢ € I, com p # q tais que p(p) = ¥(q). Logo,
9(p) # g(q), e por defini¢ao, conclui-se que g é injetiva.

As fungoes ¢ e 1 sao bijetivas; e portanto, sobrejetivas. Logo, Vw € X existe
x € I, tal que p(z) = w e Yy € Y existe ¢ € I, tal que ¢(i) = y. Logo, Va € XUY
existe tal que x € I, ou i € I, tal que g(x) = p(x) = a ou g(m +1i) = (i) = a. Logo,

Va € XUY, existe p € 1,1, tal que g(p) = a. Portanto, pela [defini¢ao 2.4.6, conclui-se

que g é sobrejetiva.

Portanto, pela|definicao 2.4.7, tem-se que g é bijetiva. E, pela |definicao 3.3.1},

conclui-se que XUY é um conjunto finito e #XUY =m + n. [ |
Corolario 3.3.5 Se Xi, Xy, ..., X} sao conjunto finitos, dois a dois disjuntos, tais que
#X1 = my, #Xg = ma, ..., #X, = my, entao X; U Xg U ... U X, é finito e
#XIUXoU ... UXg =mqy +mo + ... +my

Prova: Por hipdtese, X; e X, sao conjunto finitos disjuntos, com #X; = my e #Xo = ma.

Logo, pelo [teorema 3.3.4 X; U Xy é finito e #X; U Xy = my + ma.

Tem-se que X; U Xy e X3 sao disjunto, pois, por hipotese, X; U X3 = @ e
Xo U X3 = @. Além disso, X; U Xy e X3 sao finitos, com #X; U Xy =mq +mg e

#X3 = m3. Logo, pelo conclui-se que (X; UXz) UX3 = X; UXoUX; € finito
€ #X1UX2UX3 = mq + mg + ms.

Utilizando-se, de modo analogo, o [teorema 3.3.4] sucessivamente, conclui-se

que X1 U X2 U... ka—l ¢ finito e #Xl UXQ U..u Xk—l =mq+me+ ..+ mpg_—1.

Tem-se que X; U Xy U ... U Xg_1 e X; sao disjuntos, pois por hipotese, tem-se
XiNXe =0, XoN X =@, vy, X1 N X = @. Além disso, X3 U X U ... UXg_1 e X sdo
finitos, com #X; UXo U ... UXKk — 1) = my +mg + ... + my_1 e #X;, = my,. Logo, pelo

teorema 3.3.4] conclui-se que

(X1UXoU .. UXp_1)UX = X3 UXoU .. UXp_1 UX € finito e #X; UXo U .. UXp_ 1 UXg =
(my 4+ mg+ ... + my_1) +my = mq +mg + ... + my_1 + my,. [ |
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Corolario 3.3.6 Se Yq, Ya, ..., Y}, sdo conjuntos finitos (ndo necessariamente disjuntos),
tais que #Y, = mq, #Ys = mao, ..., #Yr = my, entao Y7 U Yy U ... UY, é finito e
#Y1UY2UUYk S mi+ Mo + ... + M.

Prova: Defina X; = {(x,i);x € Y,;} parai = 1, 2, ..., k. Dessa forma, tem-se que os

conjuntos Xi, Xo, ...,X; sao dois a dois disjuntos, com #X; = my, #Xo = Mo, ..., #Xi = my.

Segue-se da [corolario 3.3.5 que X; U Xy U ... U Xy é finito e

#X1UX2U...UXk =M1+ Mo + ... +My.
Defina a funcdo ¢ : X;UXoU...UX;, — Y1UYU...UYy, pelaregra ¢ ((x,i)) = .

A funcao v, assim definida, é sobrejetiva, pois dado @ € Yy U Yy U ... U Yy,
tem-se que a € Y; para algum ¢ = 1, 2, ..., k. Logo, existe o par ordenado (z,i) € X; e

(1)) = .

Segue-se do |corolario 3.3.4] que o conjunto Y; UY,U...UY} é finito e o ntimero

de elementos de Y; U Yy U ... U Y, nao excede o de X; U Xy U ... U X, isto é,
#Y;LUYQU...UYk§X1UX2U...UXk:m1+m2—|—...+mk. |

Corolario 3.3.7 Se Xi, Xg, ..., X; sao conjuntos finitos tais que #X; = my, #Xo = mo,
ey #X = my, entao o produto cartesiano X; X Xo X ... X X, é um conjunto finito e

#Xl X Xg X ... X Xk = mi1.Mo...Mk.

Prova: Utilizaremos o Principio da Indu¢ao Matemaética (axioma 3.1.3)).

Seja k = 2. Por hipdtese, X; e Xy sao finitos, com #X; = my e #Xo = ms.

Logo, pela [definicao 3.3.1 conclui-se que existem fungoes bijetivas @1 : I,,, — Xi e

Q2 : Im2 — XQ.

Defina as fungoes ¢; : I,, — Xy x {y;}, para 1 <i < mgy e y; € Xy, tais que
i(n) = (p1(n),y;). Deste modo, construimos as fungoes bijetivas, ¥ : L, — X1 X {y1},
¢2 : [ml — Xl X {?12}, s wmQ : [m1 - Xl X {ymg}

Segue-se da [definigao 3.3.1| que os conjuntos X; x {y;}, com 1 < i < my sao

finitos e #X; X y; = m; para todo ¢ € I,,.

Além disso, definidos dessa forma, esses conjuntos sao dois a dois disjuntos.

Logo, pelofcorolario 3.3.5] tem-se que (X1 X {y1 })U Xy X {yo ) U...U(X1 X {ym, }) = X1 x Xo

¢é finito e #Xl X X2 =my+my+...+m = mqp.ms.

Suponha que as afirmacgoes deste corolario sejam valida para algum k£ € N.
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Entao, tem-se que os conjuntos X; x Xg X ... X X = A e X1 sao finitos, com

#A = mMi1.My... My € #Xk+1 = Mpgt1-

Portanto, pela|definicao 3.3.1 conclui-se que existem fungoes bijetivas

J i Dy = Ae gL — X

Pode-se, novamente, definir fungoes bijetivas o, : I, my..m, — A X 2; para

1 <i<mygr e z; € Xpyq tals que oy(n) = (f(n), ).

Segue-se da |definicao 3.3.1] que os conjuntos A X z;, com ¢ < i < My, Sa0

finitos.

Além disso, definidos desta forma, esses conjuntos sao dois a dois disjuntos.

Logo, pelo [corolario 3.3.5 conclui-se que (A x 21) U(A X z) U... U (A X 2, ) =

A x Xk+1 = (X]_ X X2 X ... X Xk) X Xk+1 = X]_ X X2 X ..o X Xk+1 é um conjunto finito e

#X1 X KXo X oo X Xyp1 = My Mo... Mg + M. Mo... My + ... + My Mo... My =
(My.Mmag.. M) Mpgp = My Mg Mgy

Portanto, as afirmacoes sao validas para k+1. E, pelo conclui-se
que sao validas para todo k£ € N. [ |

Corolario 3.3.8 Se X e Y sao conjuntos finitos tais que #X = m e #Y = n, entao o

conjunto F(X;Y) |de todas as fungoes f : X — Y] ¢é finito e #F(X;Y) = n™.

Prova: Por hipotese, X é finito e #X = m. Logo, pela [definicao 3.3.1} tem-se que existe

um funcao bijetiva ¢ : I,,, = X.
Pode-se definir uma fungao g : F(X;Y) — F(/,,;Y) que a cada funcao
f:X =Y, com fe€F(X;Y) associa a composta fog: I, =Y.

Sejam fi, fo € F(X;Y) fungoes tais que f; # fo. Por defini¢ao, tem-se que
existe z € X tal que fi(x) # fao(x). Por outro lado a func¢éo ¢ : I,,, — X é bijetiva e, em
particular, é sobrejetiva. Logo, para todo z € X existe n € I, tal que p(n) = z. Logo,
conclui-se que existe n € I, tal que fi(v(n)) # fa(p(n)). Logo, por definigao a funcao g
¢ injetiva.

Seja a € F(I,,;Y). Tem-se que X e Y s@o conjuntos nao-vazios, logo, pode-se

definir uma funcao h: X — Y tal que « = ho: I, — Y. Logo, por defini¢ao a func¢ao g

é sobrejetiva. E, pela [definicao 2.4.7] conclui-se que g é uma fungao bijetiva.
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Para concluir, observe que F(7,,;Y) =Y x Y X ... x Y (m fatores) pois, pela

ldefinicao 2.6.2, tem-se que o produto cartesiano Y x Y X ... x Y (com m fatores) é o

conjunto das fungoes o : {1,2,....m} =1, > YUYU..UY =Y.

Por hipotese, Y é finito e #Y = n. Logo, pelo [corolario 3.3.7, conclui-se que

Y XY x...xY (m fatores) ¢ finito e #Y x Y X ... x Y =n.n..n =n". [

Observagao 3.3.4 O axioma a seguir, conhecido como Principio Fundamental da Enu-
meracao ou Principio da Multiplicacao é uma ferramenta ttil para a resolucao de diversos

problemas.

Axioma 3.3.1 Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada
a decisao dy, a decisao dy puder ser tomada de y maneiras, entao o niimero de maneiras

de se tomarem as decisoes d; e dy é x - .

3.4 Conjuntos Enumeraveis

Definigao 3.4.1 Um conjunto X chama-se enumeravel quando ¢ finito ou quando existe

uma funcgao bijetiva f : N — X. Neste tltimo caso, diz-se que X ¢é infinito enumeréavel.

As fungoes bijetoras f : N — X chamam-se de enumeracao dos elementos de
X.

Exemplo 3.4.1 Seja f : N — X uma fun¢ao bijetiva definida por f(1) = z1, f(2) = o,

oty f(n) =z, .... Pode-se representar por X = {x, z9, ..., p, ... }.
Exemplo 3.4.2 O conjunto P (dos ntimeros pares) ¢ infinito enumeravel.

Prova: Defina a fungdo f : N — P, pela regra f(n) = 2.n. Deve-se mostrar que f é
bijetiva.

Sejam m, n € N tais que f(m) = f(n) tem-se, entdo que 2.m = 2.n. Pela
propriedade da multiplicacao, tem-se que m.2 = n.2 e pela propriedade da
da multiplicacao, tem-se que m = n. Logo, por definicdo, f é uma funcao
injetiva.

Seja y € P. Tem-se que y é par, isto é, existe ¢ € N tal que y = 2.q = f(q).

Logo, por definicao, f é sobrejetiva.

Portanto, pela |[definicao 2.4.7 f é bijetiva. E, pela |definicao 3.4.1} conclui-se
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que o conjunto P ¢ infinito enumeravel. [ |
Exemplo 3.4.3 O conjunto I—{1} (dos ntimeros impares, exceto 1) é infinito enumeravel.

Prova: Defina a fungao h : N — I — {1}, pela regra h(n) = 2.n + 1. Devemos mostrar

que h ¢é bijetiva.

Sejam ny, ny € N tais que h(ny) = h(ng). Tem-se, entdao que 2-n;+1 = 2-ny+1.

E utilizando-se as propriedades [comutatival e [le1 do corte] da adicao, tem-se

14+2-n; =1+2-ny e, portanto 2-n; = 2-ny. Pelallel do cortelda multiplicagao, obtém-se

n1 = ng. Logo, pela |definicao 2.4.5| conclui-se que a funcao h é injetiva.

Seja y € I — {1}. Tem-se que y é impar, isto ¢, existe k € N tal que

y=2-k+ 1= h(k). Logo, pela|definicao 2.4.6, tem-se que é sobrejetiva.

Portanto, pela |definicao 2.4.7| h é bijetiva. E, pela |definicao 3.4.1 conclui-se

que o conjunto I — {1} & infinito enumeravel. |

Observagao 3.4.1 E possivel provar que I (o conjunto dos niimeros impares) é infinito

enumeravel.

Basta, definir h(n) = 2-n — 1 e provar que a fungao h : N — T é bijetiva. Nao
faremos isso aqui, pois no capitulo 2, estamos supondo que a operacao de subtracao nao

esté definida.

Também pode-se provar que Z (o conjunto dos ntmeros inteiros) é infinito

enumeravel.

Basta definir

2¢ se v €ZT
Y(z) =
—2rx+1 se ze€Z,

e provar que a funcao ¢ : Z — N é bijetiva. Neste caso, é possivel concluir que a inversa
1 : N — Z é bijetiva. Nao faremos aqui, pois é necessario utilizar propriedades dos

numeros inteiros, que também supoe-se nao definidas no capitulo 2.
Teorema 3.4.1 Todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito enumeravel.

Prova: Escolha a cada subconjunto nao-vazio A; C X, um elemento x; € A;. Defina
uma fungao f : N — X, pela seguinte regra f(1) = x1, f(2) = za, ..., f(n) = x,. Seja
Ani1 =X—={f(1),f(2),...,f(n)} edefina f(n+1) = 2,41, com x,,,1 € Ay11. Observe que

A,11 é nao-vazio, pois X é infinito.
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Pode-se afirmar que a fungao f : N — X, definida deste modo, é injetiva.

De fato, dados n, (n+ 1) € N, tem-se, pela [proposicao 3.1.1| que

n+1=s(n) #n, isto &, n # n+ 1. Além disso, tem-se que f(n) € {f(1), f(2),..., f(n)}
enquanto f(n+1) € X—={f(1), f(2), ..., f(n)}. Logo, f(n) # f(n+ 1) e, por defini¢ao, f
¢é injetiva.

Deste modo, se restringirmos o contradominio da fungao f para f(N) C X,

teremos uma fungao bijetiva f : N — f(N).

Portanto, pelaldefini¢ao 3.4.1} conclui-se que o subconjunto f(N) de X ¢é infinito

enumeravel. [

Corolario 3.4.1 Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma funcao bijetiva

f: X =Y, de X sobre uma parte préopria Y C X.

Prova: Suponha que X seja um conjunto infinito. Segue-se do [teorema 3.4.1/que X contém

um subconjunto infinito enumeravel Y = {y1,vo, ..., Yn, ...}. Seja

W = (X—-Y)U{ys,¥s, Y7, ..., Y2n+1}. Evidentemente, W é subconjunto proprio de X, pois

W=X- {y17y27y47 cees Yo, }

Defina a fungao ¢ : X — W, pela seguinte regra, ¢(x) = x se x € X =Y e
U(Yn) = Yo +1,n €N

Dados x1, 2o € X =Y tais que 1(z1) = ¥ (x2), tem-se que x; = z5. E dados
Up, Yg € Y C X tais que ¥(y,) = ¥(y,), entdo tem-se que yop11 = Yoq41, iSto s6 é possivel
se2-p+1=2-q+ 1. E utilizando a propriedade da adigao tem-se que
142-p=1+42-q. Pelaflei do corte da adi¢ao, obtém-se 2-p = 2-¢. E pelas propriedades

lcomutativale|lel do corte{da multiplicagao, conclui-se que p = ¢. Logo, tem-se que vy, = y,.

Se existem x € X — Y e y; € Y. Evidentemente, tem-se que x # y;. Suponha
que ¥ (z) = ¥ (yx). Entao, obtém-se que z = yx1 € Y, 0 que é contraditorio, pois = ¢ Y.

Logo, 1(x) # 1(yx). Portanto, por definigao, a func¢do 1 é injetiva.
Dado w € W. Por defini¢ao, tem-se que w € X —Y ou

w e {y?n Ys, Yty -5 Y2n+1, }

Sew € X=Y C X, entdo w € Dy e Y(w) = w. Se w € {Y2, Y5, Y7, -, Y2nt1, -}
entao existe r € N tal que w = y9,41. Além disso, y € Y C X, pois r € N. Entao, y,. € Dy,

e ¥(yr) = ya2r4+1. Portanto, por defini¢do, a fungao ¢ é sobrejetiva.
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Pela [definicao 2.4.7], conclui-se que a funcao v : X — Y ¢é bijetiva, sendo Y um

subconjunto préprio de X.

Reciprocamente, suponha que exista uma fungao f : X = Y, com Y ¢ X.

Entao, pela contra-positiva do |corolario 3.3.2 conclui-se que X é um conjunto infinito.

Teorema 3.4.2 Todo subconjunto X C N é enumeravel.

Prova: Seja X um subconjunto de N. Caso X seja finito. Entao, pela |[definicao 3.4.1],

tem-se que X é enumeravel.

Caso X seja infinito. Entao, pode-se definir uma fungao ¢ : N — X de modo
que (1) =minX e (1) < ¥(2) < ... < (n).

Para completar a definicao, por indugao, da fungao v, seja

B, =X —{¥(1),¥(2),...,10(n)}, escolha )(n + 1) = min B,,.

Dado n, (n + 1) € N tem-se, pela [proposi¢ao 3.1.1, que n + 1 = s(n) # n.

Além disso, ¥(n) < ¥(n+ 1), ou seja, ¥(n) # (n+ 1). Portanto, por defini¢ao, ¢ é uma

fungao injetiva.

Suponha que (N) & X. Entao, existe z € X — f(N). Portanto, z € B, para

todo n € N. Logo, x > 1(n) para todo n € N. Neste caso, tem-se, pela |definicao 3.3.3|
que o conjunto 1(N) é limitado. Logo, pelo [teorema 3.3.3| o conjunto ¢ (N) é finito, o que

¢ contraditorio, pois ¢(N) ¢ infinito.

Logo, #(N) = X. E, por defini¢ao, ¢ é sobrejetiva.

Portanto, pela|definicao 2.4.7} v € bijetiva. Logo, pela|definicao 3.4.1}, conclui-

se que X é infinito enumeravel.
Portanto, em ambos os casos, tem-se que o conjunto X é enumeravel. [ |

Corolario 3.4.2 Um subconjunto, de um conjunto enumeravel, é enumeravel. Ou, equi-
valentemente, se uma funcao f : X — Y é injetiva e Y é um conjunto enumerével, entao

X é enumeravel.
Prova: Seja Y um conjunto enumeravel e X um subconjunto de Y.

Suponha que Y é um conjunto finito. Pode-se definir uma funcao f : X =Y

tal que f(x) = z. Tem-se que f é injetiva, pois dados x1, x5 € X tais que f(x1) = f(z2),

entao r; = x9. Logo, pelofcorolério 3.3.3] conclui-se que X é um conjunto finito. Portanto,

pela [definicao 3.4.1 tem-se que X é enumeravel.
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Caso Y seja infinito enumerével, entao, tem-se, pela|definicao 3.4.1, que existe

uma funcao bijetiva A : N — Y. E, pelo |corolario 2.5.2] conclui-se que h possui uma

inversa h~': Y — N.

Por outro lado A~! também possui uma inversa, a saber, a funcio h: N — Y.

Logo, pelo [coroléario 2.5.2 conclui-se que h~! : Y — N ¢ uma funcao bijetiva.

Evidentemente, a restrigao h™'|X : X — N (sendo X um subconjunto de Y), é

injetiva. Portanto, a funcao h=!X : X — h71(X) como h71(X) C N, sera bijetiva.

Pelo [teorema 3.4.2| conclui-se que o conjunto h~(X) é enumeréavel.

Caso h™!(X) seja um conjunto finito, tem-se que h~'(X) # @, pois h~1(X) ¢

contradominio de uma funcao. Logo, pela |definicao 3.3.1] tem-se que existe para algum

k € N, uma funcao bijetiva o : I, — h™1(X).

Por outro lado, a fungao h™!X : X — h~1(X) ¢é bijetiva, logo, utilizando-se

o [corolario 2.5.2] conclui-se que h™'[X possui uma inversa (h~X)™! : h71(X) — X, que

também ¢é bijetiva, j4 que também possui um inversa, a saber, a fungao h~*|X.

Segue-se do |coroldrio 2.5.1] que a fungao composta (h™'X)™ o« : I, — X
também é bijetiva. E, pela [definicao 3.3.1], tem-se que X é finito. Logo, pela
[3.4.7] conclui-se que X é enumeravel.

Caso h™!(X) seja infinito enumerével, entao, pela |defini¢ao 3.4.1] tem-se que

existe uma fungao bijetiva ¢ : N — h™}(X). E, pelo |corolario 2.5.2) conclui-se que a

func¢ao composta (h71[X) "t o : N — X também ¢é bijetiva. Logo, pela |definicao 3.4.1]

tem-se que X é um conjunto infinito enumeravel.
Portanto, em qualquer dos casos, tem-se que X é enumeravel. [

Definicao 3.4.2 Sejam X e Y subconjuntos nao-vazios de N. Uma funcao f : X — Y

chama-se crescente quando, dados m, n € X, com m < n, tem-se f(m) < f(n).

Em outras palavras, para que f seja crescente, deve-se ter que f(m) < f(n),

sempre que m < n, sendo que m, n € X.

Corolario 3.4.3 Para todo subconjunto infinito X de N, existe uma func¢ao bijetiva cres-

cente f: N — X.

Prova: Seja X um subconjunto infinito de N. Pode-se definir uma fungao f: N — X, tal

que f(1) =minX e f(1) < f(2) < ... < f(n).
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Para completar a defini¢ao por indugao, seja Y, = X — {f(1), f(2),..., f(n)}.
Defina f(n + 1) = minY,,.

Dados n, (n+1) € N, evidentemente com n < n+1, tem-se que f(n) < f(n+1).

Logo, pela |definicao 3.4.2] conclui-se que f é uma funcao crescente. Além disso, como

n<n+1l entdon #n+1,ese f(n) < f(n+1), entdo f(n) # f(n+ 1). Logo, por
definicao, f é injetiva.

Além disso, tem-se que f(N) C X. Logo, f(N) ¢ X ou f(N) = X.

Se f(N) ¢ X, entdo existe z € X — f(N). Logo, x € Y,, para todo n € N.
Logo, pela |defini¢ao 3.3.3| tem-se que o conjunto f(N) é limitado. E, pelo [teorema 3.3.3]

conclui-se que o conjunto f(N) é finito, o que é contraditério, pois a fun¢ao f: N — f(N)

é bijetiva e pela [definicao 3.4.1 tem-se que f(N) é infinito enumeravel. Em particular,

f(N) ¢é infinito.

Logo f(N) = X, e, por defini¢ao, f é sobrejetiva. Portanto, pela
[2.4.7 a fungao f é bijetiva.

Logo, a fun¢ao f : N — X é bijetiva e crescente. [ ]

Teorema 3.4.3 Seja X um conjunto enumeravel. Se f : X — Y é sobrejetiva, entao o

conjunto Y é enumeravel.

Prova: Seja f : X — Y uma funcao sobrejetiva. Segue-se da [proposicao 2.5.10| que

f possui uma inversa a direita, ou seja, uma funcao g : Y — X tal que a composta

fog:Y —Y fica definida pela regra f o g(y) = .

Pela |definicao 2.5.5 tem-se que a funcao f é uma inversa & esquerda para a

funcao ¢g. Logo, pela [proposicao 2.5.9, conclui-se que g : Y — X é uma funcao injetiva.

Além disso, por hipétese, X é um conjunto enumeravel. Logo, pelo [corolario
B.4.2] tem-se que Y ¢ um conjunto enumeravel. |

Definicao 3.4.3 Sejam a, b € N. Se existe k € N tal que a = b - k, entao diz-se que b

divide a e denota-se por b|a.
Exemplo 3.4.4 O conjunto dos niimeros primos ¢ infinito enumeravel.

Prova: Suponha que o conjunto dos nimeros primos ¢ finito. Representaremos este

conjunto por P = {p1, pa, ..., pn }

Seja p, = max P, isto é, p, é o maior nimero primo.
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Defina w = p1-po-...-p,+1. Tem-se, pelo Teorema Fundamental da Aritmética

(teorema 3.2.3)) que w é um produto de fatores primos. Logo, pela|defini¢ao 3.4.3] conclui-

se que algum namero primo p divide w.

Além disso p € P, pois estamos supondo que o conjunto dos nimeros primos

é finito.
Deste modo, p|lw e p|py-pa- ... pn, ouseja, p|(p1-pe-...-pn+1) e p|(p1-p2- ... Pn).
Logo, w =p; -ps-...-pyoup=1.
Sew=p; -pPy:... P, entao py -po-... P+ 1=p1-ps-... - pn. Logo,
S(p1-P2 . Pn) =P1-P2- ... Pn, O que é contraditorio, pois pela [proposicao 3.1.1, tem-se

que s(n) # n, para todo n € N.

Se p = 1, entao, pela |[definicao 3.2.3| tem-se que p nao é um nimero primo, o

que ¢é contraditorio, pois p é primo.

Portanto, o conjunto dos ntimeros primos € infinito. Além disso, pela|definicao
3.2.3 tem-se que o conjunto dos niimeros primos é subconjunto de N. Logo, pelo [teorema
3.4.2 conclui-se que este conjunto é enumeravel.

Portanto, o conjunto dos nimeros primos ¢ infinito enumeravel. [ |

Proposigao 3.4.1 A decomposi¢ao de um niimero natural n > 1, como produto de fatores

primos € tnica, exceto, pela ordem dos fatores.

Prova: Sejam n =p;-py-...-ppen=q-qa- ... - q decomposicao de n como produto de

fatores primos, tais que p; < po < ... <ppeq <@ <. <g, comk <r.

Tem-se, portanto que ¢q; - g2 - ... - ¢ = p1-p2 - ... - pr- Logo, pela|detinicao 3.4.3|

conclui-se que p1|q1 - g2 - ... - ¢,. Em [[ALE[| p.118, prova-se que existe um indice m, com
1 <m <r tal que p; = gn. Logo, 1 < p1.

Da equacao q; - g2 - ... - ¢ = p1 - ps2 - ... - pi, conclui-se, pela [definicao 3.4.3| que

q1|p1 - p2 - .. - pr. Logo, existe um indice s, com 1 < s < k tal que ¢; = ps. Logo, ¢1 > p1.

Se q1 < p1, entao, pela propriedade da da relacao de ordem, tem-se
que q1 # p1 € p1 £ q1, 0 que é contraditorio.

Logo p; = ¢1. E conclui-se, pelas propriedades [comutatival e [le1 do corte| da

multiplicacao que py -pa - P =@ G2 G = (P2 Pr) PL= (G2 Q)@ =
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P2-P3 ... P =42 43" ... (Qr.

Utilizando-se os mesmos procedimentos anteriores conclui-se que py = ¢ e,

portanto, p3 - ps- ... Pr =q3-qs4 - ... - ¢r. E, assim segue-se repetindo esses procedimentos.

Pelo fato de ter-se k < r, chega-se necessariamente a seguinte igualdade:

1 = Qr+1°Qit1-----¢r- Logo, pelaldefinicao 3.4.3| conclui-se que cada ¢;, com k+1 < j <,

divide 1, o que & contraditério, pois cada g;, com &£+ 1 < j < r é primo, portanto ¢; > 1,

paraj=k+1, k+2, ..., r. Logo, qri1, Qrr2y -y g > 1.

Portanto, r = k e tem-se p; = q1, P2 = qo, ..., Pr = q&. Isto é, as decomposic¢ao

em fatores primos de n sao idénticas. Logo, a decomposi¢ao em fatores primos
é Unica. [ ]
Teorema 3.4.4 Se X e Y sao conjuntos enumeraveis, entao o produto cartesiano X x Y é

enumeravel.

Prova: Se X e Y sao conjuntos enumeréveis, entao, pela [definicao 3.4.1} tem-se que X é

finito ou X ¢ infinito enumeravel e que Y ¢é finito ou Y ¢ infinito enumeravel.

Caso X e Y sejam finitos, entao, tem-se que X # @ e Y # @, pois caso contrario,

nao existiria x € X e y € Y satisfazendo a definicao de X x Y. Logo, pela |definicao 3.3.1},

conclui-se que existem fungoes bijetivas, ¢y : I, > X e o : [, = Y.

Pela [corolario 2.5.2 conclui-se que existem as funcoes inversas bijetivas,

ot X = Ihepyt Y = I

Caso X seja infinito enumerével e Y seja finito, entdo tem-se, pela
3.4.1, que existe uma funcgao bijetiva aq : N — X. E, pela |[definicao 3.3.1, conclui-se que

existe uma funcao bijetiva ap : I,, — Y.

Segue-se do [corolario 2.5.2| que existem as fungoes inversas bijetivas

o' X—=Neay':Y = I,

Caso X seja finito e Y seja infinito enumeravel, entao tem-se, pela
que existe uma funcao bijetiva A\ : I, — X. E, pela defini¢ao 3.4.1, conclui-se que

existe uma funcao bijetiva Ay : N — Y.

Pelo [corolério 2.5.1], conclui-se existem funcdes inversas bijetivas A\; ' : X — I,

el Y = N.




3.4 Conjuntos Enumeraveis 83

Caso X e Y sejam conjuntos infinitos enumeraveis, entao tem-se, pela|definicao

3.4.1| que existem funcoes bijetivas 0 : N — X ey : N —= Y.

Logo, pelo [corolario 2.5.2] tem-se que existem fungoes inversas bijetivas

;' X —>Neb,':Y =N,

Em qualquer dos casos, conclui-se que existem funcgoes injetivas hy : X - N e
hy : Y — N, pois [,, e I, sao subconjuntos de N.

Defina a fungdo f : X x Y — N x N, pela regra f(z,y) = (hi(x), ha(y)).
Evidentemente, a funcao f, assim definida, é injetiva, pois dados
(z1,91), (72,92) € X XY tais que f(z1,y2) = f(72,92), tem-se que

(hi(z1), ha(y1)) = (hi(z2), ha(y2)). Logo, hui(z1) = ha(x2) € ha(y1) = ha(y2). E, pelo fato

de hy e hy serem fungoes injetivas, tem-se que 1 = x5 € y; = Y. Logo, (x1,y1) = (22, y2).

Portanto, pela|definicao 2.4.5] conclui-se que f é injetiva.

Defina a fungao g : N x N — N/ pela regra h(m,n) = p/* - p%, sendo p; e ps

nimeros primos quaisquer.

Pela [proposicao 3.4.1], tem-se que a decomposicao em fatores primos é tnica.

Logo, dados (my,n1), (ma,n2) € N x N tais que (mq,n1) # (ma, n2), tem-se
h(my,ny) = pi"* - py* # pi"? - py? = h(mg, ng). Logo, por defini¢do, a fungao g ¢ injetiva.

Pela propriedade da inclusao de conjuntos tem-se que N C N. Logo,

pelo [teorema 3.4.2 N é enumeravel. Portanto, pelo [corolario 3.4.2) conclui-se que o

conjunto N x N é enumeravel.

E, pelo fato de a fungao f : XxY — N x N ser injetiva e N x N ser enumeravel,

conclui-se, pelo [corolario 3.4.2) que X x Y é enumeravel. [

Corolario 3.4.4 Se Xi, Xy, ..., X,, ... s20 conjuntos enumeraveis, entao a reuniao

[e.e]
X= U X é enumeravel.
k=1
Prova: Seja X,, enumerével, para todo n € N. Tem-se, portanto, que X,, é finito ou X,, é

infinito enumeravel.

Se X,, for finito, entao, pela |[definicao 3.3.1, tem-se que X = @ ou existe uma

funcao bijetiva ay, : I, — X,.

Se X,, for infinito enumerével, entao, pela |[definicao 3.4.1], conclui-se que existe
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uma funcgao bijetiva A\, : N — X,,.

Suponha X, # @ paran=1,2, ..., se X, =@ paran = (s + 1), (s +2), ....
Em qualquer dos casos anteriores pode-se definir uma fungao sobrejetiva g, : N — X,

com 1l <n<s.

Seja o : Nx N — U X, uma funcao definida pela regra

n=1

gn(m) se 1<n<s
a(n,m) = :
gi(m) se s<n

S
Observe que a fungao « assim definida é sobrejetiva, pois, dado x € U X,
n=1
tem-se que existe n € I tal que x € X,,. E, pelo fato da funcao g, : N — X ser sobrejetiva,
tem-se, por defini¢ao que existe m € N tal que x = ¢/*. Logo, existem n € N (pois I, C N)

e m € N tais que a(m,n) = y. Portanto, por definigdo, o é sobrejetiva.

Por outro lado, tem-se, pela propriedade da inclusao de conjuntos que
N c N. Logo, pelo [teorema 3.4.2] N ¢ um conjunto enumeravel. E, pelo [teorema 3.4.4]

conclui-se que o conjunto N x N é enumeréavel.

s

Segue-se do teorema 3.4.3, que o conjunto U X, € enumeréavel. E como,

n=1

S oo S o
X, = © para n > s, tem-se que U X, = U X,. Portanto, o conjunto U X, = U X, €
n=1

n=1 n=1 n=1
enumeravel. [
Coroléario 3.4.5 Se X;, Xy, ..., X, sao conjuntos enumeraveis, entao o produto cartesiano
X1 X XgX, ..y XXy(x) € enumeravel.

Prova: Por hipotese, X; e Xy sao enumeraveis, logo, pelo [teorema 3.4.4] conclui-se que

X1 X Xg € um conjunto enumeravel.

Tem-se, portanto, que X; X Xy e X3 sao conjuntos enumeraveis. Logo, pelo
teorema 3.4.4] conclui-se que (X; X X3) x X3 = X; X Xy X X3 é um conjunto enumeravel.

Repetindo-se esse procedimento sucessivamente, obtém-se que o conjunto

X1 X X9 X, ..., XX € enumeravel.
Portanto, X; x XgX, ..., XX} e Xyx) sao conjuntos enumeraveis. Logo, pelo
teorema 3.4.4, obtém-se que (X; x Xox, ..., xXp) X Xgp) = X X XgX, ..., xXy() € um

conjunto enumeravel. [
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3.5 Conjuntos Nao-enumeraveis

Nao ha uma defini¢ao formal, para niimero cardinal. No entanto, pode-se com-
preender por nimero cardinal uma espécie de quantidade de elementos de um conjunto,
no caso de conjuntos finitos. Ou ainda, a densidade de distribui¢ao ao longo da reta ordi-
nal dos elementos de conjuntos numéricos, ou conjuntos que podem assumir uma relacao

ordinal, no caso dos conjuntos infinitos.

Definicao 3.5.1 Dois conjuntos X e Y tém o mesmo nimero cardinal quando existe uma

funcao bijetora h: X — Y.
Isso é denotado, em simbolos, por card(X) = card(Y).

Assim dois conjuntos finitos tém o mesmo ntimero cardinal quando possuem a

mesma quantidade de elementos.

Exemplo 3.5.1 Seja X uma conjunto finito, nao-vazio. Tem-se, pela |definicao 3.3.1], que

existe uma funcao bijetiva « : I, — X, para algum n € N.

Conclui-se, pela |definigao 3.5.1| que card(1,) = card(X).

Como I, e X sao conjuntos finitos, isto significa que #X = #1I,, ou seja,

#X =n.

Proposicao 3.5.1 Seja X um conjunto infinito enumeravel, tem-se card(X) = card(Y) se,

e somente se, Y for um conjunto infinito enumeravel.

Prova: Seja X um conjunto infinito enumeréavel. E Suponha que card(X) = card(Y).

Entao, pela |definicao 3.5.1] tem-se que existe uma funcgao bijetiva o : X — Y.

Por outro lado, pela [definicao 3.4.1 tem-se que existe uma funcao bijetiva

f N — X. Logo, pelo [corolario 2.5.1] conclui-se que a fungao composta o f : N — Y

também é bijetiva.

Logo, pela|definicao 3.4.1] tem-se que o conjunto Y é infinito enumeravel.

Reciprocamente, suponha que Y ¢é infinito enumeravel. Entao, tem-se, pela

[definicao 3.4.1, que existe uma funcao bijetiva h : N — Y.

Por hipodtese, X é infinito enumeravel. Logo, pela |definicao 3.4.1], conclui-se

que existe uma funcao bijetiva ¢ : N — X.

Pelo [corolario 2.5.2 tem-se que ¢ possui uma inversa ¢! : X — N e que ¢!
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é bijetiva.

Logo, pelo [corolario 2.5.1, a funcdo composta h o o=! : X — Y também é

bijetiva. E, pela |defini¢ao 3.5.1 conclui-se que card(X) = card(Y). |

Definicao 3.5.2 Dados os conjuntos X e Y, diz-se que card(X) < card(Y) se existirem

apenas fungoes injetivas f : X — Y e nao existir uma funcao sobrejetiva f : X — Y.

O teorema a seguir permite concluir que o ntmero cardinal de um conjunto

infinito enumerével é o menor dos nimeros cardinais de conjuntos infinitos.

Ou, em outras palavras, os conjuntos infinitos enumeraveis possuem a menor

“densidade” que conjuntos infinitos possam ter.
Proposigao 3.5.2 Para todo conjunto infinito X, tem-se card(N) < card(X).

Prova: Seja X um conjunto infinito. A cada subconjunto nao-vazio A; C X, escolha uma

elemento z;. E defina uma fungdo f : N — X, pela regra f(1) = z1, f(2) = za, ...,
f(n) =x,.

Seja Apyr = X —{f(1), f(2),..., f(n)}. Defina f(n+1) = z,41, com
Tny1 € Angr.

Caso exista n € N tal que A 11 = ©, entao a funcao f : N — X é sobrejetiva,

j& que nesse caso, tem-se f(N) = X.

Por outro lado, dados n, n + 1 € N, tem-se pela [proposicao 3.1.1| que

n+ 1= s(n) # n, para todo n € N. E, tem-se que f(n) € {f(1), f(2),..., f(n)} enquanto
f(n+1) e X={f(1), f(2),..., f(n)}. Logo, f(n) # f(n+ 1) para todo n € N. E, por

definicao a fungao f é injetiva.

Portanto, pela|definicao 2.4.7, a funcao f : N — X é bijetiva. E, pela
2.5.1} conclui-se que card(N) = card(X).

Caso A, # © para todo n € N. Tem-se, entao que f(N) # X. Logo nenhuma
funcao f, definida deste modo é sobrejetiva. No entanto, como no caso anterior f é

injetiva.

Assim, neste caso, conclui-se pela |defini¢ao 3.5.2| que card(N) < card(X).

Logo, em qualquer dos casos, tem-se card(N) < card(X). |
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Teorema 3.5.1 |[Teorema de Cantor| Sejam X um conjunto qualquer nao-vazio e Y um
conjunto contendo pelo menos dois elementos. Nenhuma fungdo ¢ : X — F(X;Y) é

sobrejetiva.
Prova: Seja ¢ : X — F(X;Y) uma func¢ao definida pela regra ¢(z) = f,, sendo que
f eF(XY).

Defina uma fungao h € F(X;Y), escolhendo h(x) # f.(x), para todo x € X.

Isto significa que a funcao h # f,, em pelo menos um x € X. Seja qual for a

funcao f, € F(X;Y).

Observe que no caso em que Y possui apenas 1 elemento, tem-se h(z) = f.(x)
para todo x € X. Neste caso, nao é possivel definir uma funcao h € F(X;Y) tal que h # f,

para todo X.

Por hipotese, Y possui pelo menos dois elementos. Logo, h ¢ ¢(X). Portanto,

©(X) #F(X;Y) e, por definigdo, nenhuma funcao ¢, assim definida é sobrejetiva. [

O modo como a fungdo h € F(X;Y) foi definida para demonstrar o teorema
3.5.1, chama-se método da diagonal, de Cantor. E pode ser compreendido mais facilmente
na demonstracdo (ou prova) de um caso particular desse teorema, quando X = N. E o

que faremos a seguir.

Teorema 3.5.2 [Teorema de Cantor, caso particular| Seja Y um conjunto contendo pelo

menos dois elementos. Tem-se que nenhuma func¢ao ¢ : N — F(N;Y) é sobrejetiva.

Prova: Seja ¢ : N — F(N;Y) uma fungao definida pela regra, ¢(1) = f1, ¢(2) = fo, ...,
o(n) = fn, ... sendo que f, € F(N;Y) para todo n € N.

Defina f,, € F(N;Y), por fu(1) = Yn1, [nu(2) = Yn2s oy fu(R) = Ynny -

Obtém-se assim, as sequéncias:

f1 = (y11>y12,---,y1m~~>
fo = (y21>y22>---,3/2m---)

fn - (ynhyn%-'-aynn)'“)

Observe que é possivel definir uma fungao h € F(N;Y) tal que h(n) # f,(n)

para todo n € N.
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Portanto, escolha h # f,, para pelo menos um n € N, mais especificamente,

h(l) #+ yn = fl(l)
h(2) F Yoo = f2(2)

Logo h ¢ ¢(N). E, portanto, ¢(N) # F(N;Y) e, por defini¢ao, a fungdo ¢ nao

é sobrejetiva. [ |

Observagao 3.5.1 Um conjunto Y é dito nao-enumerével se nao cumpre a|definicao 3.4.1],

ou seja, se Y nao ¢ finito e nao existe uma fungao bijetiva f: N — Y.

Corolario 3.5.1 Se X, Xy, ..., X,, ... sao conjuntos infinitos enumeraveis, entao o produto

cartesiano H X,, nao é enumeréavel.

n=1

Prova: De fato, observe que, pela |[definicao 2.6.8, tem-se que

[[X. =F({1.2,..n}; ) =F(; | ).

(o.]
Evidentemente, HX” = X; X Xy X ... X X,, nao é finito, pois, por hipotese,
n=1
X1, Xa, ..., X,, sao conjuntos infinitos.

E, pelo [teorema 3.5.2| conclui-se que nenhuma fungao ¢ : N — F(N; U Xn) €

n=1

sobrejetiva. Logo, nao héa fungoes bijetivas ¢ : N — F(N; U X,). E, portanto, o conjunto

n=1

H X, =F(N U X,) nao é enumeravel.

n=1

Exemplo 3.5.1 O conjunto de todas as listas infinitas enumeréveis formadas apenas pelos
algarismos 0 e 1 (as fungoes f; : N — {0,1}):

fi = (0,0,0,0,...)

fo = (1,1,0,0,...)

fs = (0,1,0,1,...)

nao é enumeravel.



3.6 Exemplos de Resultados Adicionais 89

3.6 Exemplos de Resultados Adicionais

Exemplo 3.1.2 Provar que, considerando-se os axiomas e3.1.2] o axioma [I] seguinte
equivale ao [axioma 3.1.3|

[I] Para todo subconjunto nao-vazio A C N, tem-se A — s(A) # @.

Prova: Seja A um subconjunto nao-vazio. E suponha que A — s(A) = @. Entao, tem-se

que 1 ¢ A, pois, pelo laxioma 3.1.2 N — s(N) = {1}. Logo, A — s(A) # @, implica que
1eA.

Suponha que existe n € A tal que s(n) ¢ A. Entao, s(n) € N—A. E, além
disso s(n) ¢ s(N — A), pois n € A, portanto s(n) € s(A).

Por outro lado, pela [proposicao 3.1.1 tem-se que s(n) # n para todo n € N.

E, pelo faxioma 3.1.1] obtém-se s(s(n)) # s(n), para todo n € N. Logo, s(N — A) # s(A),
pois s(n) € s(A) e s(n) ¢ s(N—A).

Portanto, s(n) € (N—A) — s(N — A), o que é contraditério, pois N— A C N

e, pelo tem-se N — s(N) = {1} e, pelo mesmo axioma tem-se que s(n) # 1

para todo n € N.

Logo, s(n) € A. Portanto, n € A para todo n € N. E como A C N, conclui-se
que A =N.

Portanto, o axioma [I] é equivalente ao [axioma 3.1.3) pois A C N, 1 € A e

supondo que n € A, conclui-se que s(n) € Ae A=N. |
Exemplo 3.1.3 Dados a, b € N, provar que existe m € N tal que m -a > b.

Prova: Por hipotese, a, b € N. Logo, pela propriedade da da relagao de

ordem, tem-se que apenas uma das alternativas ocorre: a = b, a < bou b < a.

Se a = b, escolha m € N, com m > 1. Segue-se da |definicao 3.1.4] que existe

k € N tal que m = 1+ k. Logo, utilizando-se as propriedades da multiplicacao e da adi¢ao

de nimeros naturais obtém-se m -a = (1 + k) -b. Logo, m-a = 1-b+ k- b. Portanto,

m-a=b+b-k. E, (b-k) €N, logo, pela|defini¢ao 3.1.4} conclui-se que m - a > b.

Se a < b, escolna m € N, com m = b+ 1. Tem-se que a € N, portanto
a > 1. Logo, pelas propriedades da relacao de ordem dos ntmeros naturais, tem-se

a-m>1-(b+1). Logo, m-a>b+1.
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Por outro lado, pela |definicao 3.1.4] tem-se que b+ 1 > b, poisb+1=0b+gq,

com ¢ € N, implica, por meio das propriedades da adicao, que ¢ = 1.

Logo, pela propriedade da relacao de ordem dos niimeros naturais,

conclui-se que m - a > b.

Se b < a, escolha m € N, com m > 1. Segue-se da |definicao 3.1.4] que existe

p € Ntal que a =0+ p e existe k € N tal que m =1+ k.

E, utilizando-se as propriedades da adi¢ao e da multiplicacao de ntimeros na-
turais que m-a = (1 + k) - (b+p). Logo, m-a =1-(b+p)+ k- (b+p). Portanto,
m-a=b+p)+(k-b+k-p)=b+[p+(k-b+k-p).

Evidentemente, [p+ (k- b+ k- p)] € N. Logo, pela [defini¢ao 3.1.4} conclui-se

que m-a > b.
Logo, em qualquer dos casos, existe m € N tal que m -a > b. [ |

Exemplo 3.2.5 Seja a € N. Se X é um subconjunto de N tal que a € X e, além disso,

neX = (n+1) € X, entdao X contém todos os nimeros naturais n > a.

Prova: SejaY = (N —{1,2,...,p}) — X, com s(p) = a. Suponha que Y # @.

Entao, pelo P.B.O (teorema 3.2.1), tem-se que existe (¢ + 1) € Y tal que

(¢+1) =minY.

Por hipotese, a € X e a = minX. Suponha que n € X, com a < n < g.
Segue-se da hipotese que (¢ + 1) € X, o que é contraditorio, pois (¢ + 1) € Y, ou seja,
(g+1) ¢ X

Logo, Y =2 e X=N-{1,2,....p}. |

Exemplo 3.2.6 Um elemento a € N chama-se antecessor de b € N quando tem-se a < b
e nao existe ¢ € N tal que a < ¢ < b. Provar que, com excecao do 1, todo ntimero natural

possui um antecessor.

Prova: Pelo tem-se que 1 ¢ s(N). Logo, 1 # s(n), para todo n € N, ou

seja, 1 # n+ 1 para todo n € N. Portanto, nao existe n € N tal que 1 = n+ 1. Logo, por
definicao, n £ 1 para todo n € N. E, pela propriedade da da relacao de ordem

dos ntimeros naturais, conclui-se que 1 =n ou 1 < n. Logo, 1 < n para todo n € N, ou

seja, 1 nao possui antecessor, pois pela|definicao 3.2.1 tem-se que 1 = min N.

Seja X = {m € N; m > 1 e m possui um antecessor}. Tem-se que s(1) = 2.
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Logo, 1 + 1 = 2. Portanto, pela [definicao 3.1.4] 1 < 2. Além disso, pelo [exemplo 2.1.4],

conclui-se que nao existe ¢ € N tal que 1 < ¢ < 2. Logo, 2 € X.

Suponha que m € X. Evidentemente, m + 1 = m + 1. Logo, pela

B.4.1] tem-se que m < m + 1. E, pelo [exemplo 2.1.4] conclui-se que nao existe ¢ € N tal
que m < ¢ <m+ 1. Logo, (m+1) € X.

Segue-se do fexemplo 3.2.5{que X = N — {1}. |

Exemplo 3.2.7 Suponha definida a operacao de subtracao em Z O N, demonstrar os

seguintes fatos:
@)2-1+24+..+n)=n-(n+1),

Prova: Seja X = {n e N;2-(14+2+..4n) =n-(n+1)}. Paran = 1, tem-se
2.1=2=1+1=1-(1+1). Logo, 1 € X.

Suponha que n € X. Entao, tem-se que 2-[1+2+ ...+ n+ (n+1)] =
2-(142+...+n)+2-(n+1l)=n-n+1)+2-(n+1)=n*+n)+(2-n+2) =
n?+3-n+2=Mm+1)n+2)=Mn+1)[(n+1)+1]. Logo, n+1=s(n) € X

Segue-se do [axioma 3.1.3] que X = N. |
b)1+3+5+..+(2-n+1)=(n+1)%

Prova: Seja X={m eN; 1+3+5+ ..+ (2-m+1) = (m+1)?}. Para m = 1, tem-se
143=4=2-2=(141)-(14+1)=(1+1)% Logo, 1 € X.

Suponha que m € X. Entdo, tem-se que 14+-3+5+...+(2-m+1)+[2:(m+1)+1] =
(m+12+2-(m+1)+1]=m*4+2-m+1)+2-m+3)=m*+4-m+4=(m+2)*=
[((m + 1) +1]%. Logo, m + 1 = s(m) € X.

Segue-se do que X = N. [
(¢) (a—1)(1+a+..+a") =a"" —1, seja quais forem a, n € N;

Prova: SejaY ={n eN; (a—1)(1+a+..+a") = a"' —1}. Paran = 1, tem-se,
tem-se (a —1)(1+a)=a+a*—1—a=a*—-1=a'""" —1. Logo, 1 €Y.

Suponha que n € Y. Entdao, tem-se que (a — 1) - (1 +a + ... + a" + a"*) =
(a—1)-(1+a+...+a")+(a—1)-a") = (@™ =1)+(a—1)-a"! = " —1+a" 2 —a""! =
a"*? —1=a™* — 1. Logo, (n+1) =s(n) €Y.

Segue-se do que Y = N. [ |



3.6 Exemplos de Resultados Adicionais 92

(d)n>4 = nl>2"
Prova: Seja X = {n € N;n > 4;n! > 2"}. Para n = 4, tem-se que
41=4-3-2-1=24>16 = 2% Logo, 4 € X.

Suponha que n € X. Entao, tem-se que (n + 1)l =(n+1)-n! > (n+1)-2"

Observe que se n > 4, entdao n > 22. Logo, n +1 > 22 + 1. Portanto,

(n+1)-2"> (224 1) -2~

E, pela [transitividade] da relacao de ordem dos nimeros naturais, tem-se que

(n+ 1)l > (22 +1) - 27 = 272 497 > 9m+2 — 9. 9+l 5 9n+1 . Portanto, (n + 1)1 > 27+,
Logo, (n+ 1) = s(n) € X.
Segue-se do fexemplo 3.2.5[que X = N — {1, 2, 3}. |

Exemplo 3.2.8 Usar o Segundo Principio da Indugao para demonstrar a unicidade da

decomposi¢ao de um nimero natural em fatores primos.
Prova: Sejam m € N,

X={neN;m=ppr-c. . Da=q G ...-¢ >n=rep,=gq;paral < k,j <n},

onde py e g; sao nimeros primos.

Suponha que I,, C X. E seja s € N tal que sua decomposicao em fatores primos
seja s =pP1- P2 ... Pn-

Escolha t = s - p,41, sendo p,1; um nimero primo. Portanto,
t=mp1-p2-... Pn-DPnr1- E suponha que ¢ possui outra decomposicao em fatores primos,
t=q-q - q-

Logo, p1 P2+ Pn* Prnei = q1° G2 - ... - . B, pela propriedade da

da relagao de ordem, tem-se que apenas uma das alternativas é valida: n =r, n < r ou
r <n.

Se n = r, entao, pela hipotese de indugao, conclui-se py-pa-...-pp = ¢1-G2+ ... Gy
Logo, pela propriedades da multiplicacao de nimeros naturais, tem-se que

Prns1-(P1-D2 oo Pn) =1-(q1-q2- ... - ¢). Portanto, p,+1 = 1, o que é contraditorio, pois

Pni1 € UM niimero primo.

Se n < r, entao, pela|definicao 3.1.4] tem-se que existe ¢ € N tal que

r = n + q. Logo, pela hipotese de inducao tem-se que py - ps - oo *Pp = q1 - G2+ .. * Gn.
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Portanto, pelas propriedades da multiplicacao, obtém-se que P11 = ¢ui1 - Guiz - - - G-

Caso r =n + 1, entdo p,11 = ¢ne1 €, portanto, (n+ 1) = s(n) € X.

Caso r > n+ 1, entdo ppy1 = Gni1 * (Gneo - - - ), com ¢,+1 > 1, portanto,
Pn+1 D@0 é primo, o que é contraditoério, pois p,4+1 é um ndmero primo.

Se r < n, entao, pela hipotese de indugao, conclui-se que r € X. Logo,
Pr-P2-Pr=4q1"Gq2" ... Q.

E, pela propriedade da multiplicagao de niimeros naturais, tem-se que
(Prop2- o Pe)(Prat *Prsz oo P Pot1) = (@1 G2 oo v ). 1. LOGO, Pre Pyt oo P Prgr = 1,
o que é contraditorio, pois pi, com r < k < n+1 é primo, logo pr, > 1 para todo k. Logo,
D1 P2 - Pn o Pn+1 > 1.

Portanto, conclui-se que (n+1) € X. Logo, pelo Segundo Principio da Indugao

(teorema 3.2.2)), conclui-se que X = N. |

Exemplo 3.3.2 Seja X um conjunto com n elementos. Usar a inducao para provar que o

conjunto das fungoes bijetoras (ou permutagoes) f : X — X tem n! elementos.

Prova: Seja Y = {n € N; se #X = n, entao #{f € F(X;X); f é bijetora} = n!}. Para
n = 1, tem-se que #X = 1. Considere X = {x}, pode-se definir apenas uma fungao
f:{x} = {2} que necessariamente define-se e pela regra f(z) = z. Logo, f({z}) = {=},
portanto f é sobrejetora. E, pelo fato de Df ser um conjunto unitario, tem-se que f é

injetora.

E, pela|definicao 2.4.7, f é bijetora. E, #{f € F(X;X); fé bijetora} =1 = 1.

Suponha que n € Y. Considere, #X = n. Pode-se denotar X = {1, xa, ..., T, }.
Seja g € F(X; X) uma fungao bijetora. E admita a extensao g; : XU{x,11} = XU{zp11},
sendo previamente fixados g1(z1), g1(x2), ..., g1(z,), tais que se x), # x;, entao
g1(xx) # g1(z)).

Observe que héa (n + 1) maneiras de definir g;(z,41), supondo g1(x1), g1(x2),

.y g1(xy), para que a fungdo g; seja bijetora (pois #X U {z,41} =n+1).

Pela hipotese de indugao, conclui-se que ha n! maneiras de definir uma funcao

g : X = X quando #X = n. Logo, pelo hé (n + 1) - n! maneiras de definir
uma fun¢ao bijetora g1 : XU {41} = XU {zpi1}

Portanto, #{f € F(XU{xy41}; XU{zps1}); f € bijetora} = (n+1)-n! = (n+1)L
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Logo, (n+ 1) = s(n) € Y. E, pelo [axioma 3.1.3| conclui-se que Y = N. |

Exemplo 3.3.3 Sejam X e Y conjuntos finitos. Suponha definida a operagao de subtracao

em Z O N.

(a) Provar que card(XUY) + card(XNY) = card(X) + card(Y).

Prova: (Note que, pelo fato de X e Y, XUY e XN'Y serem, evidentemente, conjuntos

finitos, essa igualdade tem o mesmo significado que #XUY + #XNY = #X + #Y).
Utilizando-se o fato de que (XNY) C (XUY), tem-se XUY = (XUY)U(XNY).
Portanto, card(XUY) = card((XUY)U (XNY)). Logo, pelo

card(X) + card(Y) = card(XUY) + card(XNY). |

Também pode-se provar a afirmagao do exemplo 3.3.3 (a), utilizando resultados

provados anteriormente. E o que faremos a seguir:
[Outra prova do exemplo 3.3.3 (a)]

Prova: Sejam X e Y conjuntos finitos. Evidentemente (X —Y) C X, (XNY) C Xe

(Y = X) C Y, logo, pelo [teorema 3.3.2 conclui-se que os conjuntos (X —Y), (XNY) e

(Y —X) sao finitos. E pelaldefini¢ao 3.3.1} conclui-se que (X—Y) = @ ou existe uma fungao

bijetiva f : I, = (X =Y); (XUY) = @ ou existe uma fungao bijetiva g : I, — (XNY);
(Y — X) = @ ou existe uma funcao bijetiva h : Iy, — (Y — X).

Logo, por defini¢ao, card(X —Y) =m, onde m =0se (X =Y) = @;
card(XNY) =r,sendor = 0se (XNY) = @; e card(Y —X) = s, onde s = 0 se (Y —X) = .

Tem-se, por definigdo que (X —=Y)N (XNY) = @, isto é, os conjuntos (X —Y)
e (XNY) sao disjuntos. Logo, pelo [teorema 3.3.4} tem-se que

card(X —Y)U (XNY)) = #(X-Y)U(XNY) =m+r.

Por definigao, (Y —X) N (XNY) = @, ou seja, os conjuntos (Y — X) e (XNY)

sao disjuntos. Logo, pelo [teorema 3.3.4] conclui-se que (Y — X) U (X NY) é finito e
card((Y = X)U (XNY))=s+r.

Tem-se que XUY = (X=Y)U[(Y = X)U (XNY)]. Além disso,

X=Y)Nn[(Y =X)U(XNY)] =@, isto é, os conjuntos (X —Y) e (Y = X)U (XNY) sao
disjuntos. Logo, pelo [teorema 3.3.4], conclui-se que

card(XUY) =card(X=Y)U[(Y =X)UXNY)]) =m+ (s+r).
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Logo, card(XUY) + card(XNY)=[m+ (s+7r)] +r=
m+{(s+r)+rj=m+r+(s+r)=(m+r)+(s+r)=
card(X=Y)U (XNY)) + card((Y — X) U (XNY)) = card(X) + card(Y). |
(b) Determinar a formula correspondente para trés conjuntos finitos.

Solucgao: Sejam X, Y e S conjuntos finitos. Segue-se do item @ deste exemplo que

card(XUY)US) + card((XUY)NS) = card(XUY) + card(S) =

(card(X)+card(Y) —card(XNY))+card(S) = card(X) +card(Y) + card(S) — card(XNY).

Portanto,

card(XUY US) + card((XNS)U(YNS)) = card(X) + card(Y) + card(S) — card(XNY).

Logo,

card(XUY US) + [card(XNS) + card(Y NS) — card((XNS)N(YNS))] =

card(X) + card(Y) + card(S) — card(X N X).

Portanto, card(XUY US) — card(XNYNS) =

card(X) + card(Y) + card(S) — card(XNY) — card(XNS) — card(Y NS).

(c) Determinar a férmula correspondente, para quatro conjuntos finitos.

Solugao: Sejam Yi, Yz, Y3, Y conjuntos finitos. Segue-se dos itens [(a)] e [(b)] deste

exemplo que card(Y1UYo,U(Y3UYy)) —card(Y1NY2N(YzUYy)) = card(Yy) +card(Y) +

card(Y3UYy) — card(Y1 N Ya) — card(Y1 N (Y3 U Yy)) — card(Y2 N (Y3 U Y,)). Portanto,

card(Y1 UY2UY3UYys) —card((Y1NY2NY3)U(Y1NY2NYy)) = card(Y1) + card(Y,) +

[card(Y3) + card(Y4) — card(Y3 N Yy)] — card(Y1 N Ya) — card((Y1NY3) U (Y1 NYy))—

card((Y2NY3) U (Y2aNYa)) = card(Yq1) + card(Y2) + card(Ys) + card(Ys)—

card(Y3NYy) —card(Y1NY3) — [card(Y1 N Y3) + card((Y1 N Yyq)) —card(Y1 N Y3) N Y] —

[card(Y2 N Y3) + card(Yo N Yq) — card(Y2 N Y3 N Yy)]. Logo, card(Y1 UY,UYs3UY,) —

[card(Y1NY2NYs3)+card(Y1NY2NYq) —card(Y1NY2NY3NYyq)] = card(Y1) + card(Y2) +
) +

card(Ys3) + card(Yq) — card(Y3NYyq) — card(Y1 N YY) — card(Y1 NY3) — card(Y1 N Yy
card(Y1NY3NYy) +card(YoNYzNYy).

Portanto, card(Y1UY2UY3UY,)+card(Y1NY2NY3NYy) = card(Yy)+card(Y,)+
card(Ys3) + card(Yq) — card(Y3NYy) — card(Y1 N Ya) — card(Y1 N Y3) — card(Y1 N Yy) —
card(YoNY3) —card(Yo N Yy) 4+ card(Y1 N Y3 N Yy) + card(Yo N Y3 N Yy)+
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C(lT’d(Yl N Y2 N Y3) + CCLTd(Yl N Y2 N Y4)
(d) Generalize a formula para n conjuntos finitos.

Solugao: Sejam Y1, Yy, ..., Y, conjuntos finitos. Considerando os itens @, @ e

deste exemplo, deduz-se que uma generalizacao da formula é:

card(YiUYU...UY,) =

n

(-1t i card(Y) + (=171 Y card(Yi, NYi,) + .+

k1<ko=2

n

(=1t > card(Y, NYi, NN Yy )+

k1<ko<..<kp—_1=m—1

n

(—=1)" Z card(Yi, Yy, N...NY)y,)

ki1<ko<...<kn=n
para todo n € N.

Prova: Para n = 1, tem-se
1

card(Y1) = (=1)1 anrd(Yk) = (=1)°.card(Y;) = 1l.card(Y:) = Y1. Logo, a igualdade
k=1
(ou equagao) é valida para n = 1.

Suponha que a féormula seja valida para n € N. Tem-se pelo item deste
exemplo que card((Y1UYoU .. .UY,)UYny1) =

cardY1 U Yo U ... UY,) + card(Yny1) — card((Y1 U Yo U ... UY,) N Yye1). Portanto,
card(Y1UYoU ...UY,UY41) =

card(Y1UYoU...UY,) 4+ card(Yni1) —card(Y1N Y1) U(YoN Y1) U U(Ya N Yoi1)).

Seja (Y;NYnt1) = Kj para 1 < j < n. Utilizando-se a hipotese de indugao,
tem-se que card((Y1NYni1) U (Y2aNYoi) U U (Yo NYoi1)) = card(Ks NKyNoNK,) =

n

(—1)112n:card(Kj)—|—(—1)2l > card(K;, NK;,) + ..+

J1<g2=2

n

(—1)71*1 Z card(K;, N K, N...NK; _,)+
J1<j2<...<jn—1=n—1
= Z card(K;, K, N...NK;) = (=17 ZCard<Yj N Yni1)+
J1<j2< .. <jn=n P

(—1)*1 Z card(Y;; VY, N Yni1) + ..

J1<j2=2
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G > card(Y;, NY;, N ...NY,,_, N Yoi1)+

j1<j2<...<jn,1:n—1

D" > eard(Y, MY NN, 0 Yag)
j1<j2<...<jn=n

Por outro lado, pela hipotese de inducao tem-se que

cardY1NY>N...NY,) =

(=)t anrd(Yj) + (=1t Z card(Y;, NYj,) + ..+
J=1 J1<j2=2
(-1t Z card(Y;, NY, N...NY; )+

J1<j2<...<jn—1=n—1

D" > card(Y, NY,N.NY;)

J1<j2<...<jn=n

Portanto,

card(Y1UYaU ...UYpyq) = [(=D)M! Z card(Y;)+
=1

(127 > (YN Y) et
J1<ja2=2
(=)t > card(Y, NY,N..NY; )+

J1<j2<...<jJn—1=n—1

(_1)” Z card(le N Yj2 n...N an)] + Card(Yn+1)_

J1<j2<...<jn=n

n n

(-t anrd(Yj NYni1) + (=1)*1 Z card(Y;; NY, N Ynt1) + ...

J=1 J1<j2=2
(=t Z cardYy NY, Moo NYj, N Yar1)+
J1<j2<..<jn—1=n—1
D" Y card(Y, NYL NN YN Yag)]
J1<j2<...<jn=n
. Logo,
n+1
card(Y1UY,U ...UYpyq) = (=111 Z card(Y;)+

j=1
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n+1 n+1
(—1)*1 Z card(Yy, NY,,) + (=1)*1 Z card(Y;, NY, NYy,) + ..+
J1<j2=2 711<j2<j3=3
n+1
(1)t > card(Yy, NY;, N ... N Yo 1)+

J1<je<...<jn—1=n—1

n+1
(=" Z card(Y;, NY, N...NY, )+

J1<j2<...<jn=n

n+1
(—1)"t! Z card(Y, N Y, N .NYjLy)

J1<je<...<jn+1=n+1

Logo, a equagdo ¢ valida para n + 1 = s(n) € N. E, pelo |axioma 3.1.3]

conclui-se que essa igualdade ¢é valida para todo n € N. [ |

Exemplo 3.3.4 Seja X um conjunto finito. Provar que uma funcao f : X — X é injetiva

se, e somente se, f ¢ sobrejetiva (e, portanto, bijetiva).

Prova: Seja X um conjunto finito e f : X — X uma funcao injetiva. Logo, a funcao

[ X = f(X) é bijetiva e f(X) C X. Além disso, pelo [feorema 3.3.2] tem-se que f(X) ¢
finito e card(f(X)) < card(X).

Por outro lado, pelo fato de f : X — f(X) ser bijetiva, conclui-se pela
que card(f(X)) = card(X). Portanto, pelo tem-se que f(X) = X.

Logo, por definicao, f é sobrejetiva.

Reciprocamente, sejam X um conjunto finito e f : X — X uma funcao sobreje-

tiva.
Suponha que a funcao f nao seja injetiva. Entao, tem-se que existem
my, mg € X com my # my tais que f(mq) = f(mq).

Caso a restrigdo f|X—{mz} : X—{ma} — X seja injetiva, tem-se pela
2.4.7 que a funcao f|X — {msy} é bijetiva.

Por outro lado, pelo [teorema 3.3.2} tem-se que X — {m; } é finito e

card(X —{mz}) < card(X), pois X — {my} & X. E, pelo fato de f(X — {my}) ser bijetiva,

tem-se, pela|defini¢ao 3.5.1 que card(X — {msy}) = card(X), o que é contraditorio.

Caso a fungao f|X — {ms} néo seja injetora, repita o procedimento anterior

até obter uma restrigdo para a fungao f, a fungao f|Y : Y — X, com Y & X tal que
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a fungao f|Y seja injetiva. Portanto, pela [definigao 2.4.7 conclui-se que f|Y serda uma

fungao bijetiva.

Pelo [teorema 3.3.2] tem-se que Y é finito e card(Y) < card(X), pois Y & X.

Além disso, pelo fato de f]Y ser bijetiva, tem-se, pela|defini¢ao 3.5.1| que

card(Y) = card(X), o que é contraditorio.
Logo, a fungao f : X — X é injetiva. |

Exemplo 3.3.5 Formular matematicamente e demonstrar o seguinte fato (conhecido
como “o principio das gavetas 7). Se m < n, entao, de qualquer modo como se guardem n
objetos em m gavetas, havera sempre uma gaveta, pelo menos, que contera mais de um

objeto.

Solugao: Sejam X e Y conjuntos finitos e f : X — Y uma fungao sobrejetiva. Se

card(Y) < card(X), entdo a fungdo f nao pode ser injetiva.

Prova: Sejam X e Y conjuntos finitos e f : X — Y uma fungao sobrejetiva. Deveré existir

um subconjunto A C X tal que a restrigao f|A: A — Y é bijetiva.

Logo, se x € X — A, tem-se que f(z) = (f|A)(p) = y para algum p € A.

Evidentemente, x # p. Logo, a funcao f nao é injetiva. |

Exemplo 3.3.6 Seja X um conjunto com n elementos. Determinar o nimero de fungoes

injetivas f: [, = X.

Prova: Por hipotese, X é finito e card(X) = n. E se f : I, — X é uma funcao injetiva,

tem-se, pelo |corolario 3.3.3) que card(l,) < card(X). Logo, p < X.

Observe que ha n maneiras de definir f(1) = z;, pois i € [,, e x; € X. Escolha
f(1) = xy,. Para definir f(2) = z; tem-se (n — 1) op¢oes pois j € I,, — {k1}.
Defina f(2) = xx,. E repetindo-se sucessivamente o mesmo procedimento,

tem-se que para definir f(p), suponha ja definidos f(1), f(2), ..., f(p—1), ha [n—(p—1)]

modos distintos.

Segue-se do que ha

ne(n—1) o (po1)) = 0D '<E?__p(i_1)]'(n_p)! B <nﬁ!p>! modos
de definir o conjunto f(I,) = {f(1), f(2),..., f(p)} = {z1,z2, ..., 2, }.

Observe, porém que o considera as permutacoes dos elementos.
Logo, (como em |[MORJ|, p.27) tem-se que um conjunto com p elementos possui p! permu-




3.6 Exemplos de Resultados Adicionais 100

tacoes possiveis.
Deste modo, para remover repeticoes na contagem dos modos de definir o
n! 1
(n—p! P
n! I n!
(n—p)! pl— pl-(n—p)

Exemplo 3.3.7 Quantos subconjuntos com p elementos possui um conjunto X, sabendo-se

conjunto f(1,), deve-se multiplicar

Logo, ha fungoes injetoras possiveis.

que X tem n elementos 7

Solugao: Vamos construir um subconjunto A C X escolhendo p elementos (distintos) do

conjunto X.

Para escolher um elemento y; € X, h4 n modos distintos, pois, por hipotese,
card(X) = n.
Supondo fixo y; em A, para escolher um elemento y, € X, com yy # y;, hé

(n — 1) modos distintos.

Repetindo-se sucessivamente o mesmo procedimento, tem-se que para escolher
um elemento y, € X supondo fixos os elementos yi, ya, ..., Y, em A, ha [n — (p+1)] modos

distintos.

Segue-se do que hdan-(n—1)-...-[n— (p+ 1)] modos de obter

um conjunto A tal que card(A) = p.

Note, porém que o jaxioma 3.3.1| considera as permutagoes do conjunto

{y1,92, ..., yp} como conjuntos distintos. E ha p! permutagoes possiveis ([MOR|, p.27).

1
Logo, é necessario multiplicar n-(n—1)-...-[n— (p+1)] por — para remover
p

conjuntos repetidos da contagem.

Portanto, X admite n- (n —1)-...- [n — (p+1)] - % =
n-(n—1)-..-[n—(p+1)] :n-(n—l)-...-[n—(p+1)] (n—p)!: n! <ub.
p! P! (n—p)!  pin—p)!

conjuntos com p elementos.
Exemplo 3.3.8 Provar que se A tem n elementos, entao P(A) tem 2" elementos.

Prova: Deve-se considerar a quantidade de subconjuntos de A, respectivamente com 0,

1, 2, ..., n elementos.

Tem-se, pelo lexemplo 3.3.7, que a quantidade de subconjuntos (distintos), do
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n! n
conjunto A, com p elementos é > que denota-se por CP ou ( )
pt-(n—p)! p

Segue-se do Principio da Adi¢ao ([MORJ| p.18) que, neste texto, é o

! n! n!
3. APA) = CO4Cl4C2 4 4Cr e —
3.3.4|que card(P(A)) nt G +C 4. +C 0!-(n—0)!+1!-(n—1)!+2!-(n—2)+

-~+#!_n)!= (g) + (?) + (Z) Fot (Z) _
(3) 10104 (T) e <Z> SRS LT <Z> SN U= ; (?) R T

Segue-se do teorema do Binoémio ([ALE[, p.55) que
(”) 1" = (14 1)" = 2",

=0 N

W

Logo, card(P(A)) = 2™. |

Exemplo 3.3.9 Definir uma funcao sobrejetiva f : N — N tal que, para todo n € N, o

conjunto dos elementos f~!(n) seja infinito.

Solugao: Sejam py, ps, ..., p, numeros primos e f : N — N uma funcao definida pela

regra f(pl' - py* - ... - pF) =mny e f(x) =1 se x ndo é da forma pi* - p3? - ... - p*.

A fungao f assim definida é sobrejetora, pois Vn; € N existe x = pi*-pi2-...-pp*,

x € N tal que f(n) =ny.

Evidentemente, o conjunto {(pj-p52-....pp*), (p3-Dh2 s pr*), oy P15 D™, 0}
¢ infinito e é subconjunto de f~!(N). Logo, f~!(N) ¢ infinito.

Exemplo 3.3.10 Provar que se X é um conjunto infinito, entao P(X) também é infinito.

Prova: Seja X um conjunto infinito e f : X — P(X) uma fungdo definida pela regra
f(x) = {x}.

Dados x, y € X, tais que f(x) = f(y). Entao, tem-se que {z} = {y}. Logo,

xr =1y. E pelaldefinicao 2.4.5] tem-se que a funcao f ¢é injetiva.

Portanto, pela contra-positiva do [corolario 3.3.3| conclui-se que

P(X) é infinito. |

Exemplo 3.4.5 Provar que se X é um conjunto infinito enumeravel, entao o conjunto das

partes finitas de X também ¢ (infinito) enumeréavel.

Prova: Observe que o conjunto das partes finitas de X, denotado por F(X) é um subcon-

junto de P(X).
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Além disso,
F(X) = lim U{A;A C Az, mg, .. a )} = U{A;A C {z1, 9, ...,x;}}, para todo z; € X.
n—oo
i=1 i=1

Para qualquer ¢ € N, o conjunto {z1, s, ...,x;} é finito. Logo, pelo
3.3.7 conclui-se que card(P({x1, zs, ..., x;})) = 2¢, ou seja,

P({zy,z9,....,2;}) = {A;A C {x1, 29, ...,2;}} é finito, para todo ¢ € N.

Logo, pela [defini¢ao 3.4.1} o conjunto {A;A C {x1,z2,...,2;}} é enumeravel

para todo 7 € N.

Segue-se do [corolario 3.4.4) que o conjunto U{A;A C {x1,29,...,z;}} = F(X)
i=1
é (infinito) enumeravel. |

Exemplo 3.3.11 Seja f : X — Y uma fun¢ao. Um subconjunto Y C X denomina-se
estavel relativamente a f quando f(Y) C Y. Provar que um conjunto X é finito se, e

somente se, existe uma funcao f : X — X que s6 possui os subconjuntos estaveis @ e X.
Prova: Por hipotese, X é um conjunto finito nao-vazio, que denotaremos por
X ={x1, 29, ..., 70}
Defina uma fungao f : X — X, pela regra f(z1) = =, e f(x;) = x;_1, para
2<i<n.
Seja A um subconjuntos de X. Se existe x,, € X tal que z,, € A, entao
fE=9(z,)  se n>a

fl=etm(z) se k<a '

Portanto, f¥=2(med m)(z ) € X, com 1 < a < n. Logo, f(A) =AeA=X

Se A =, entdo f(©) = ©@. Em particular, f(©) C @.

Reciprocamente, seja Y = {z,, f(zn), [2(2), ., [ (T0), ..} = X,

Se nao existir a € N tal que f*(z,) = z,, entdo Y — {z,,} ¢ estavel em relacao
a f,pois f(Y —={z,}) CY —{z,}.

Por hipotese, X =Y — {x,}. Logo, =, ¢ X, o que é contraditorio.

Se existe a € N tal que f%(x,) = z,, pode-se definir uma func¢ao A : I, — Y,
pela regra
fP(@n) se p#a
folen) se p=a

AMp) =
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Dados py, p2 € I, com A(p1) = A(p2), entdo fP*(x,) = fP?(z,). Logo,

n — p; = n — py. Portanto, p1 = ps. E, pela|definicao 2.4.5, conclui-se que a funcao A é

injetiva.
Além disso, a hipotese de que existe a« € N tal que f%(x,) = z, permite

concluir que para todo y = fP(z,) € Y, existe p € I, tal que A\(p) = y. Logo, pela

[definicao 2.4.6, conclui-se que A é uma funcao sobrejetiva. Logo, pela |definicao 2.4.7]

conclui-se que A é bijetiva.

Segue-se da |definicao 3.3.1/que Y é um conjunto finito. E, como, por hipotese,

X =Y, conclui-se que X ¢é finito. [

Exemplo 3.1.4 Seja f: X — X uma fun¢ao injetiva tal que f(X) # X. Se z € X — f(X),
provar que os elementos x, f(x), f(f(z)), ... sdo dois a dois distintos.
Prova: Seja Y = {n € Nyz # fP(z) e fP(x) # f"(x)}. Por hipotese, x € X — f(X).
Logo, = # fP(x), ¥p € N. E, pelo fato de f ser injetiva, tem-se que
v 4 fr(2) = f(x) £ f(/"(x)). Portanto, f(z) £ f*7(x). Logo, 1€ Y.

Suponha que n € Y. Entao, tem-se que f™(x) # f"™P(z). E pelo fato de f ser
injetiva, obtém-se que f(f"(z)) # f(f"*?(x)). Logo, f"*'(z) # f"*V*P(x). Portanto,
n+1=s(n) €Y. E, pelo faxioma 3.1.3] conclui-se que Y = N. [

Exemplo 3.3.12 Sejam X um conjunto infinito e Y um conjunto finito. Mostrar que

existe uma fungao sobrejetiva f : X — Y e uma funcao injetiva g : Y — X.

Prova: Sejam A;, j € N, parti¢oes do conjunto X isto é, A; € F(X). Deste modo, tem-se
que se j # k, entao A; NA, = .

Por hipotese, Y é finito (ndo-vazio). Logo, pela |defini¢ao 3.3.1} conclui-se que

existe uma funcao bijetiva h : I,, — Y. Em particular, h é uma funcao sobrejetiva.

Defina uma funcao a : X — I, pela regra

Jj se z€Ajel<j<n
a(r) = :
1 se z€Ajen<j

Pelo |exemplo 3.4.5) tem-se que F(X) ¢ infinito. Logo, Ay € F(X) para todo k € N.

Portanto, para todo k € I,,, existe z € A; C X tal que f(x) = k. Logo, por definicao, « é

uma fungao sobrejetiva.

Logo, pela [proposicao 2.5.3| conclui-se que a func¢ao composta hoa : X =Y
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também é sobrejetiva.
Defina uma fungao w : I,, — X, pela regra w(j) = z;, com x; € A,.

A funcao w assim definida é injetiva, pois, dados my, my € I,, tais que
my # ma, tem-se que w(my) € Ap, € w(ms) € A,,. E, como A,,, NA,,, = ©, tem-

se, necessariamente, w(my) # w(my).

Por outro lado, a funcao h : I, — Y é bijetiva. Logo, pelo |corolario 2.5.2]

conclui-se que h, possui uma inversa h=1 : Y — I,,, que também é bijetiva. Em particular,

h~! ¢ uma funcao injetiva.

Logo, pela [proposicao 2.5.2}, conclui-se que a funcao composta woh™!:Y — X

também ¢é injetiva. [
Exemplo 3.4.6 (a) Provar que se o conjunto X é finito e Y é um conjunto enumerével,

entao F(X;Y) é enumeravel.

Prova: Seja X um conjunto finito, que denotaremos por X = {z1, xs, ..., z,, }. Defina uma
fungao a : F(X;Y) — Y", pela regra a(f) = (f(z1), f(z2), ..., f(zn)).

Dadas as fungdes fi, fo € F(X;Y) tais que f; # fa, tem-se que
a(fi) = (fi(z1), fi(@2), ... fil@n)) # (fo(21), f2(22), ..., f2(2n)) = a(f2), pois caso contré-

rio teriamos que fi(zx) = fo(zy) para todo k € I,,,, o que é contraditério, pois nesse caso

f1 = fa. Logo, por definicao o é uma fungao injetiva.
Dado w = (y1,¥2, .-, Yn) € Y™, existe uma fungao h : X — Y tal que

a(h) = (h(xy), h(x2), ..., A(x,)) = (y1,Y2, ..., Yn), DOIS caso contrario h ¢ F(X;Y). Logo,

por definicao « é sobrejetiva.

Segue-se da|definicao 2.4.7 que a fungao h é bijetiva. Logo, pelo|corolario 2.5.2]

conclui-se que o admite uma inversa a~!: Y* — F(X;Y) e que a~! também ¢ bijetiva.

Por hipotese, Y é enumeravel (e nao-vazio). Logo, pelo [corolario 3.4.5) o con-

junto Y XY x ... x Y = Y" é enumeravel. Desse modo, pela |definicao 3.4.1, tem-se que

Y™ é finito ou existe uma fungao bijetiva ¢ : N — Y".

Se Y™ ¢é finito (ndo-vazio), entdo existe uma funcdo bijetiva ¢ : I, — Y". E,

pelo corolario 2.5.1], conclui-se que a fungdao composta o=t o ¢ : I, — F(X;Y) também ¢é

bijetiva.

Logo, pela |defini¢ao 3.3.1] tem-se que o conjunto F(X;Y) é finito. E, pela
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ldefini¢ao 3.4.1|, conclui-se que F(X;Y) é enumeravel.

Se existe uma funcao bijetiva ¢ : N — Y, entao, pelo [corolario 2.5.1, conclui-

se que a fungdao composta a~t o) : N — F(X;Y) ¢é bijetiva.

Portanto, pela |defini¢ao 3.4.1, conclui-se que o conjunto F(X;Y)

é enumeravel. ]

(b) Para cada fungao f: N — N, seja Ay = {n € N; f(n) # 1}. Provar que o

conjunto das funcoes f : N — N tais que Ay ¢ finito ¢ um conjunto enumeravel.
Prova: Seja f € F(N;N). Por hipotese, o conjunto Ay = {n € N; f(n) # 1} ¢é finito.

Por outro lado, pela propriedade da incluséo de conjuntos tem-se que
N C N. Logo, pelo [teorema 3.4.2 conclui-se que o conjunto N é enumerével.

Logo, pelo item @ deste exemplo, tem-se que o conjunto F(A;;N) é enume-

ravel. [ |

Exemplo 3.2.5 Obter uma decomposicao N = X; UXo U ... UX, U... tal que os conjuntos

Xy, Xg, ..y Xp, ... sejam infinitos e dois a dois disjuntos.
Solugao: Pelo [teorema 3.2.3] tem-se que todo niumero natural n > 1, possui uma decom-

posicao em fatores primos. Além disso, pela [proposicao 3.4.1] tem-se que essa decompo-

sicao € tnica.

Desse modo, sejam py, ps, ..., pn, ... numeros primos e m;, € N. Defina
Xi={neNn=p"}U{1}}, X ={n e Nyn=p" - py”}, ...,
Xon={neN;n=p"- -py?-...pi} ..

A unicidade da decomposi¢ao de niimeros naturais em fatores primos garante

que Xy, Xo, ..., X,,, ... s@o dois a dois disjuntos. Além disso, esses conjuntos sao infinitos,

pois, my € N. E, UXi =N.
i=1

Exemplo 3.1.5 Defina uma func¢do f : N x N — N, indutivamente, por f(1,n) =2-n—1

e f(m+1,n)=2"-(2-n—1). Prove que A é uma funcao bijetiva.

Prova: Seja f: N x N — N, uma fun¢ao definida indutivamente por f(1,n) =2-n—1e

fm+1,n)=2"-(2-n—1).
Dado y € N, se y for par, entao existem m, n € N tais que

y=2""1.(2.-n—1)= f(m,n). Se y for impar, entao existe n € N tal que
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y=2-n—1= f(1,n). Logo, pela|definicao 2.4.6, conclui-se que a fungdo f é sobrejetiva.

Seja X ={k € N; (k,n) € Nx Ne f éinjetiva}. Para k = 1, tem-se

f(k,n) =2-n—1edados ni, ny € Ntais que f(1,n1) = f(1,n2), entdo 2-n; —1 = 2-ny—1.

Portanto, n; = ny. E, pela|definicao 2.4.5| conclui-se que f ¢é injetiva. Logo, 1 € X.

Suponha que k = m + 1 € X. Entao, dados ny, ny € N tais que
f(k+1,n1) = f(k+1,ny), tem-se que 2F - (2-ny; — 1) = 2% (2-ny — 1). Logo,

2mtl.(2.my —1)=2"-(2-ny —1). Portanto, 2-2™-(2-n; —1)=2-2"-(2-ny — 1).
Logo, 2™ - (2-ny —1) =2™-(2-ny — 1), ou seja, f(m+1,n1) = f(m+1,n,y).

Por hipoétese, para k = m + 1 a funcao f é injetiva.

Logo, conclui-se que (m + 1,n7) = (m + 1,ny), ou seja, n; = ny. Portanto,

pela (defini¢ao 2.4.5, f é injetiva e k + 1 = s(k) € X.

Segue-se do que X = N, ou seja, a fungao é injetiva para todo
k e N.

Segue-se da [definicao 2.4.7 que a fungao f é bijetiva. [ ]

Exemplo 3.4.7 Seja X um subconjunto infinito de N. Prove que existe uma tinica fungao

bijetiva crescente f: N — X.

Prova: Por hipétese, X é um subconjunto infinito de N. Logo, pelo [corolario 3.4.3|

conclui-se que existe uma funcao bijetiva crescente f : N — X.

Suponha que a : N — X seja outra fungao bijetiva crescente. Evidentemente
aétal que a(l) =minXe a(l) < a(2) <.. <a(n). Ese W=X—-{a(l),a(2),...,a(n)},
tem-se que a(n + 1) = min W.

SejaY = {n € N;a(n) = f(n)}. Paran = 1, tem-se que f(1) = min X = a(1).
Logo, 1 €Y.

Suponha que n € Y. Caso a(n +1) < f(n + 1), entdo existe p € N com
p>n+1, tal que f(p) = minW = a(n+1). Logo, f(p) < f(n+1), o que é contraditorio,

pois f ¢ uma funcao crescente.
Caso f(n+1) < a(n+ 1), entdo existe k € N com k£ > n + 1 tal que

alk) = f(n + 1), pois, por hipotese, « é bijetiva. Logo, a(k) < a(n + 1), o que é

contraditorio, pois n + 1 < k e « é crescente.
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Logo, pela propriedade da [tricotomial, da relacdo de ordem, conclui-se que

f(n+1)=a(n+1). Portanto, n+1 = s(n) € Y. Logo, pelo Jaxioma 3.1.3| conclui-se que
Y = N. Logo, a = f. |

Exemplo 3.5.2 Provar que todo conjunto infinito se decompde como reuniao de uma

infinidade enumeravel de conjuntos infinitos, dois a dois disjuntos.

Prova: Tem-se, pelo que existem subconjuntos infinitos Xi, Xo, ..., X,, ...,
o
de N, dois a dois disjuntos tais que U X; =N.

J=1

Seja Y um conjunto infinito. Se Y é enumeravel, entao, pela [definicao 3.4.1],

conclui-se que existe uma funcgao bijetiva f: N — Y.

C8

Em particular, f é sobrejetiva, logo f(N) = X. Portanto, f(| |X;) =Y. E,
7j=1
pela propriedade |(g.1)| tem-se que f (U X;) = U . Logo, Y = U f(X;). Portanto,

Y = f(X) U f(X2)U...U f(X,) U

A funcao f ¢ bijetiva. Logo, a funcao f|X; : X; — f(X;) é bijetiva para todo
jeN.

Logo, como os conjuntos Xy, Xs, ..., X,, ... sao dois a dois disjuntos, conclui-se

que os conjuntos f(X1), f(Xz2), ..., f(Xp), ..., também s@o dois a dois disjuntos.

Além disso, em particular a funcao f|X; : X; — f(X;) é injetiva para todo

j € N. Logo, pela contra-positiva do |corolario 3.3.3 conclui-se que os conjuntos f(X;),
oo

f(Xs), ..., f(X,), ... sdo infinitos. Logo a decomposi¢ao Y = U f(X;) satisfaz as afirma-
j=1
¢oes do enunciado.

Se Y é um conjunto infinito nao-enumeravel, entao, pela [proposicao 3.5.2)

conclui-se que card(N) < card(X). Logo, pela |definicao 3.5.2) conclui-se que existe uma

fungao injetiva g : N — Y, ou seja, Y — g(N) # @.

Logo, Y = g( U X;) U (Y —g(N)), sendo (Y — g(N)) infinito, pois Y é infinito.

7j=1
E disjunto em relacio a g U X;), isto é, g U X)N (Y —-g(N)) =o.
7=1 7=1

Portanto, Y = (g(X1)Ug(X2)U...Ug(X,)U...))U(Y—g(N)) ¢ uma decomposigao de
Y em conjuntos infinitos dois a dois disjuntos, pois g € uma fungao injetiva e os conjuntos

X1, Xgy vy Xp, ... s@0 infinitos e dois a dois disjuntos. [ |
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Exemplo 3.4.8 Sejam f: A — Ne g: A — N fungoes. Definir a soma f+g: A — N, o

produto f-¢g: A — N e atribuir significado a afirmacao f < g.
Solugao: Sejam f: A — Neg:A — N fungoes definidas, respectivamente por, f(x) =y
e g(x) =w.
Definimos a func¢ao f+g¢: A — N pelaregra (f+g)(z) = f(x)+g(x) = y+w.
Pode-se definir a func¢do f-g: A — N pela regra (f-g)(z) = f(z)-g(z) = y-w.
Diz-se que f < g se f(x) < g(z) para todo = € A.
Defina também a funcao f —g : A — N, por (f —g)(z) = f(z) —g(x) = y —w,
sempre que (n — k) € N C Z.
(a) Seja &x, a fungao caracteristica de X C A. Provar que &xny = &x - &y
Prova: Seja X um subconjunto do conjunto basico A. Chama-se fungao caracteristica de
X, e denota-se por {x a funcao & : A — {0, 1} definida pela regra

1 ,se zeX

0 ,se zeX©

Ex(r) =

Portanto, a fungao &xqy : A — {0,1}, sendo (XNY) C A e A um conjunto

bésico e definida por:

1 ,se ze€((XNY) 1 ,se ze€((XNY)
Exny (T) = = =
0 ,se x€(XNY)© 0 ,se z€ (XCUY©
(1 ,se € (XNY) (1 ,se x € (XNY)
0 ,s¢e veXexgVYC ) 0 ,se reXCexecyY B
0 ,s¢ v¢XCexc¥YC B 0 ,s¢e ve€Xexe¥YC a
| 0 ,se reEXCerec¥Y© | 0 ,se reEXerec¥Y©
1.1 ,se z€(XNY) () -&y(z) ,se x€(XNY)
0-1 ;se v¢Xexe¥Y [ &) &v(z) se zeY X B
1-0 ,se zeXexgV - Ex(x) - &y(z) ,se zeX=Y N
0-0 ;8¢ z¢Xex¢yY Ex(z) - &v(z) ,se z € (XUY)©

Ex(z) - &v(z) ,se z e (XUY)

= &x(z) - Ey(x), Vo € A.
() - & (z) ,se x € (XUY)C Ex () - v () €

Logo, por defini¢ao, conclui-se que &xqy = &x - &y ]

(b) Provar que &xuy = Ex + & — Exny-
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Prova: A funcao &y @ A — {0,1}, sendo (XUY) C A, é definida por

1 ,se z € (XUY) 1 ,se z € (XUY)
Exuy (z) = = =
0 ,se x€(XUY)© 0 ,se xeX‘NYC

( (

(X=Y) 1 ,se ze(X=Y)—(XNY)
1 ,se ze(Y—-X) 1 ,se ze(Y—-X)—(XNY)
1 ,se € (XNY) 1 ,se zeXNYNXNY)

( se x € (XENYS) —(XNY)

o
\.m
&
&
m
>
A
D)
_<
.y
o

\ \
(1—1—0—0 se r€XexzeYerwe (XNY)©
0+1—-0 ,se z€XfexeYexe (XNY)”
I1+1—-1 ,;se zeXexeYexe (XNY)

04+0+0 ,s¢e z€XexzeYere (XNY)©

Ex(z) + &y(x) — éxy(x) ,se z€XexzeYlexe (XNY)©
) —éxay(x) ,se ze€XCexreYerxre (XNY)©
) —éxny(z) ,se z€XexeYexe (XNY)

) (

Ex(2) + & (x) — Exav(z) ,se 2€XfexeYCexe (XNY)C

7823
X
o
+
7523
<
&
|
<
)
<
8
:_/
<

x € A. Portanto, por defini¢ao, tem-se que &xuy =

Ex + &y — Exnv- u
(c) Provar que &xuy = &x + &y se, e somente se XNY = Q.
Prova: Suponha que &xuy = Ex + &. Entao, para todo x € A, tem-se
Exoy (7) = Ex(z) + &y ().
Por outro lado, pelo item @ deste exemplo, tem-se que
Exuy () = Ex(z) + &y (x) — Exny () para todo x € A.

Logo, {xuy (1) — &xuy (7) = &x(x) +E&v(2) — (Ex(7) +&v () — Exnv (7). Portanto,
0 = &(x) + &y (@) — &x(z) — &v(2)
todo x € A.

+

&y () — &xv (). Logo, &v(x) — &xav(z) = 0, para

Portanto, por defini¢ao, x € (X N X)Y para todo z € A, sendo (X NY) um
subconjunto de X. Logo, (XNY) = ©.

Reciprocamente, suponha que XNY = @. A fungao &xqy : A — {0, 1}, sendo

(XNY) C A, onde A é um conjunto bésico, define-se por
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1 ,se z € (XUY)

Exrv (z) = :
0 ,se xe(XNY)°

Logo, como XN X = @ e XNY C A, conclui-se que x € (XN Y)Y para todo z € A.

Portanto, {xqy () = 0, para todo x € A.

Pelo item deste exemplo, tem-se que
Exuv () = &x(@) + & (@) — Exav (2) = &x(2) 4+ &v(2) — 0 = &x(2) + &y (), para todo = € A.
Logo, por definicao, conclui-se que &xoy = Ex + Ey. [ ]
(d) Provar que X C Y se, e somente se {x < &y.

Prova: Suponha que X C Y. Tem-se que a fungao & : A — {1,0} é definida pela regra

1 ,se xeXNY
1 ,se z€Y
fv(x) = = 1 ,se z€eY—-X.

0 ,se z€Y°©
0 ,se ze€Y©

Por outro lado, se X C Y, entao, pela propriedade|(b.VI)| tem-se que X = XNY.

1 ,se xeXNY
1 ,se zeXNY
Logo, &x(7) = Exav () = o 0 ,se z€eY-—-X.
0 ,se x€(XNY)°
0 ,se z€Y°©

Portanto, se z € (XNY), entao {x(x) = 1 = &v(x).
Se r € (Y —X), entdo &x(z) = 0 < 1 = & (z). E se z € Y, tem-se que

Logo, &x(z) < & (x) para todo = € A. Logo, por definigdo, conclui-se que

Ex < &y.

Reciprocamente, suponha que {x < &y. Se X Z Y, entao existe z; € X tal que

I‘1¢Y

Neste caso, tem-se que &x(z1) = 1 > & (1) = 0. O que é contraditorio, pois
&x < &y, ou seja, para todo z € A tem-se &x(z) < &y(z), sendo, X e Y subconjuntos do

conjunto basico A.
Logo, X C Y. [
(e) Provar que ép_x = 1 — &x.

Prova: A fungao £a_x : A — {0,1} é definida pela regra
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1 ,s¢e reA-X 1 ,se x€X©
Eax(z) = = :
0 ,se z€(A-X)° 0 ,se z€X
sendo X um subconjunto do conjunto béasico A.

0+1 ,se z€X

Segue-se que Ep_x(z) + &x(x) = = 1, para todo z € A
140 ,se xeX©

Logo, &éa_x(x) +&x(x) = 1. E, portanto, {a_x(z) = 1 —E&x(x), para todo x € A.

E denota-se isto por éa_x = 1 — &x. [ |

Exemplo 3.5.3 Provar que o conjunto das sequéncias crescentes (n; < ny < ng < ...) de

numeros naturais nao é enumeravel.

Prova: Seja A = {f € F(X;N); f ¢ estritamente crescente }, com X C N. E defina uma

funcao ¢ : N — A tal que ¢(n) = f,, para cada funcdo f € A.

Construa a func¢ao f, : N — N de modo que f,(1) = n,1, fu(2) = n2, ..,

fn(n) = npyp, ... para todo n € N.

Por hipotese, f, é estritamente crescente, ou seja, dados m, n € N, com m < n,

entdo tem-se que f(m) < f(n).

Deste modo, obtém-se as sequéncias crescentes

fi = (n117n121'~'7n1n7”'>
f2 = (n217n22,---7n2m--~)
fn — (nnlann%'”vnnnw”)

Observe que para todo n € N pode-se definir uma funcao h,, € A tal que
hp(m) = fo(m+1), Vm € N.

Logo, h,, # f,., com h,, f, € A, para todo n € N.

Portanto, h,, ¢ ¢(N). Logo, a fungao ¢ nao pode ser sobrejetiva. No entanto,
evidentemente, pode ser injetiva, pois dados ny, noy € N tais que ¢(n;) = ¢(ny), entao

frny = [ny, POrtanto ny; = ns.

Como o conjunto A é infinito, e nao ha fungao bijetiva ¢ : A — N, conclui-se,

pela |definicao 3.4.1) que o conjunto A nao é enumeravel. [ |




3.6 Exemplos de Resultados Adicionais 112

Exemplo 3.1.6 Suponha que os pares (N, s), (N',s'), constituidos, por um conjunto e

uma funcao, satisfazem os axiomas de Peano. Provar que existe uma tinica fungao bijetiva

f:N—=Ntal que f(1) =1"e f(s(n)) = s'(f(n)).
Prova: Por hipotese, pelo [axioma 3.1.1] a fungao s’ : N — N’ & injetiva e pelo
3.1.2] tem-se que N’ — s(N') = {1}.
Defina a fungao f : N — N'| indutivamente, por f(1) =1"e
fin+1) = f(s(n)) = s'((n = 1)) = s'(f(n)).
A funcao f definida deste modo é sobrejetiva, pois
fN)=¢(N)YU{f(1)} =¢(NW)U{l'}. Logo, N — f(N') = @, ou seja, f(N) =N

E, pelo fato de a fungao s ser injetiva, conclui-se que f é injetiva, pois 1’ # n/

para todo n’ € N e, portanto f(1) # f(n), para todo n € N.

Segue-se da [definicao 2.4.7) que a funcao f é bijetiva.

Suponha que exista outra fungao bijetiva, a fungao g : N — N, tal que
g(1) =1e g(s(n)) = s(n'). Eseja X ={n e N;g(n) = f(n)}.

Para n = 1, tem-se que g(1) = 1" = f(1). Logo, 1 € X.

Suponha que n € X. Segue-se que
gis(n+1)=gn+2)=n+2)=f(n+2)=f((n+1)+1) = f(s(n+1)).

Logo, (n + 1) = s(n) € X. E, pelo conclui-se que X = N,

Portanto, g(n) = f(n) para todo n € N. Logo, por defini¢ao, tem-se que g = f. [ |

(a) Provar que m < n se, e somente se f(m) < f(n);

Prova: Sejam m, n € N tais que m < n. Entao, pela [definicao 3.1.4] tem-se que existe

p € N'tal que n = m + p. Logo, f(n) = f(m+p)=(m+p) =m'+p' = f(m)+p"

Aldefini¢ao 3.1.4{também é valida para o par (N, s') pois decorrem dos axiomas

de Peano. Portanto, como p’ € N'| conclui-se que f(m) < f(n).

Reciprocamente, suponha que f(m) < f(n). Entao, m' = f(m) < f(n) =n/,
ou seja, m" < n'. Logo, pela defini¢do anéloga a 3.1.4, para o par (N',s'), conclui-se que
existe k' € N tal que n’ = m/ + k' = (m + k)". Logo, f(n) =n' = (m+k) = f(m+ k).

E, pelo fato de a funcao f ser injetiva, conclui-se que n = m + k.

Portanto, pela [definicao 3.4.1 tem-se que m < n. |
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(b) Provar que f(m+n)= f(m)+ f(n);

Prova: Tem-se que f(m+n) = (m+n) =m'+n' = f(m) + f(n). |

(c) Provar que f(m.n) = f(m).f(n).

Prova: Tem-se que f(m.n) = (m.n) =m'.n' = f(m).f(n). [
Exemplo 3.1.7 Seja Ay, Ay, ..., A,, ... uma sequéncia de conjuntos. E considere
lim sup A, = ﬂ(U A;) eliminf A, = U(m A;).

n=1 i=n n=1 i=n

(a) Provar que limsup A, é o conjunto dos elementos que pertencem a A, para uma

infinidade de valores de n.

kook 11
Prova: Seja X = {k € N; ﬂ(U A;) = Ag}. Para k = 1, tem-se que ﬂ(U A;) = A;.

n=1 i=k n=1 i=n
Logo, 1 € X.
k1 k1 ko k+1 k1
Suponha que k € X. Segue-se que ﬂ(U A;) = [ﬂ(U AN ( U A;) =
n=1 i=n n=1 i=n i=k+1
ko k+1
(AN A = {ﬂ (A UA, 1 U UA)UA YN A =
n=1 i=n

{[(ALUAU...UA) U A,M] [(As UA U ... UAL) U A1) 0o N [(A) UA]Y N A =

{{(AJUALU ... UAL) N (A UA3 U .. UAR) N N(AR) UA ] U A N A =
k k k
{{( (A UA U UA) U A} N A = {[[ (L A)] U AL} N AL Pela hipotese

k k k k
de indugdo, k € X. Logo, ()({_JA:) = Ax. Portanto, {[( (| JA) U A1} N A =

n=1 i=n n=1 i=n

{AL UA 1 F N A = (A N A1) U (Agrr NA) = (A N Ag) U Ak

Evidentemente, Ay N Agy1 C Agy1, logo (Ap M Ak11) U Ak = Agyq. Portanto,
k+1=s(k)eX

Logo, pelo conclui-se que X = N. Portanto, se um elemento
p € lim sup A,,, entao p € A, para todo k € N. [ |

(b) Provar que liminf A, é o conjunto dos elementos que pertencem a todo A,, exceto

para um nimero finito de valores de n.

Prova: Suponha que A; = @ para 1 <i < m e que A; # @ para m < i.
ko k
Seja Y = {k € N;k > me U (ﬂ A;) = Ag}. Para kK = m, tem-se que

n=m i=n

UmA ﬂ =A,,. Logo,m €Y.

n=m i=n i=m
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k+1 k+1
Suponha que k € Y, com k > m. Segue-se que U (m A;) =
k+1 k41 ko k+1 S
U A AUl A) =1L (N A uAkH_{U ﬂA N A} UA =
n=m i=n i=k+1 n=m i=n n=m i=n

k
{ U (A N AN NA) N ALY UA =

{[( m AN mAk)mAkH] [(Ams1NAL 2N NALD) NAL U U[(AR) DA FUAR =

k k k

{1 A A0 AN Ak} UAG = {[ [ () A)I N Ak1} UAL.. Por hipotese,

n=m n=m i=n

k €Y. Logo, U (ﬂ A;) = Ay. Portanto, tem-se que
kook
{LU (A VA U A = {Ac N Agr } U AL

n=m i=n

Evidentemente, Ay N A1 C Agr1. Logo, (ArNAk1) UAgL1 = Agyq. Portanto,
k+1=s(k)eY. E, pelo conclui-se que Y =N —{1,2, ..., (m — 1)}.
Logo, para todo n € N—{1,2, ..., (m — 1)}, tem-se liminf A, = A,. |
(c) Provar que liminf A, C lim sup A,.
Prova: Suponha que A; = @ para 1 < i <m e que A; # © para m < i.

Sen € {1,2,...,(m — 1)}, entdo, tem-se que

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
liminf A, = U ﬂ A) = U ﬂ = U © = ©. E, pelaproposicao 2.1.1}, conclui-
n=1 i=n n=1 i=n

se que @ C lim sup A, ou seja, liminf A, C hm sup A,.

Sen € N—{1,2,...,(m — 1)}, entdo pelo item [(b)] deste exemplo tem-se que
liminf A, = A,. E, lim sup A, = A,. Pela propriedade[reflexivalda inclusao de conjuntos,

tem-se que A, C A,. Logo, liminf A, C limsup A,.

Em qualquer dos casos conclui-se que liminf A, C lim sup A,. [
o0
(d) Provar que se A,, C A, 11, para todo n, entao liminf A, = limsup A, = U
n=1

Prova: Tem-se que liminfA, = U(m A;). E seja
n=1 i=n
k n
Y = {k € N;seA, C Apy1,V k € N, entdo ﬂ = A,}. Para k = n, tem-se ﬂ A=A,
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k+1
logo n € Y. Para k = n + 1, tem-se que ﬂ A=A, NA,+1. Ese Ay C Apyq para todo

j=n

k € N, entao A, NA,+1 = A,. Logo, (n+1) €Y.

Suponha que k € Y, com k > n + 1. Entao, tem-se que

k+1
(VA=A N A NN AN A = (A N A 0N A N (A N AL,
j=n

Como A,, C A, para todo n € N, conclui-se que A; C Agi1 = Ag.

Portanto, (A, NAL1 N ... NA1) N (AN Ag) =
k
(An N AL N NA) DAL =A NAL N NA =)A= A,
j=n

Logo, k+ 1 = s(k) € Y. E, pelo |exemplo 3.2.5, conclui-se que

Y=N-{1,2,...(n—1)}.

Portanto, ﬂ A, = A, para todo n € N. Logo, liminfA, = U(A") = U A,.
Por outro lado, tem-se que lim supA,, = ﬂ (U A;).
n=1 i=n

Seja X = {m € N; se Ay C Apy1,V n € N, entao ﬂ(U A;) = UA"}
i=1

n=1 i=n

11 1
Para m = 1, tem-se ﬂ(U A) = UAi' Logo, 1 € X.
n=1 1=n =1
Suponha que m € X. Entao, tem-se que
m+1 m+1 m+1

N (UJA)= (A UALU. UAL).
n=1 i=n n=1

Por hipotese, Ax C A1 para todo k € N. Logo, Ay UAr1 = Agi1, para todo

k € N. Portanto, (A, UA,+1 U...UA11) = Ani1.
m+1 m+1
Logo, ﬂ Ani1 = Al = U A;. Portanto, m + 1 = s(m) € X. E, pelo

i=1

n=1
axioma 3.1.3 conclui-se que X = N.

Portanto, lim sup A,, = U A, = U A, =liminf A,. |
i=1

n=1

(e) Provar que se A, D A, ;1 para todo n € N, entao liminf A, = limsup A, = ﬂ A,.

n=1
Prova: Tem-se que liminf A, = U(ﬂ A,). Seja

n=1 i=n
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ko k k
Y ={k €N; se A, D A,1, para todo p € N, entao U(ﬂ A,) = ﬂ A,}. Para k =1,

n=1 i=n n=1

tem-se que U mA ﬂA Logo, 1 €Y.

n=1 i=n

Suponha que k: € Y. Entao, tem-se que

k+1 k41 k+1
U A) = JAnA N nAnA).
n=1 i=n n=1

Por hipétese, A, D A,y para todo p € N. Logo,
(An ﬂ An+1 ﬂ ﬂ Ak ﬂ Ak+1) — Ak+]_.

Portanto,

k+1 k+1 k+1
UJAnA N nANAL) = U Arcr = At = ALN A N NAN Ay =[] An.

n=1

Logo, (k+ 1) = s(k) € X. E, pelo | conclui-se que X = N.
Portanto, liminf A, = U(ﬂ A,) = ﬂ A,.
n=1

n=1 i=n

Por outro lado, lim sup A,, = m (U A;). Seja

n=1 i=n

X={m e N; se A, D A,i1, para todop € N, entao m(U A;) = ﬂ A,}. Param =1,

n=1 i=n

11
tem—sequeﬂ(UA UA-Al ﬂA Logo, 1 € X.

n=1 i=n n=1

Suponha que m € X. Entao, tem-se que

m+1 m+1 m—+1
(U A) = (NANALN.NALNA,L).
n=1 i=n n=1

Por hipétese, A, D A+, para todo p € N. Logo,

(An N An+1 N...N Am N Am+1) = An.

m—+1 m+1
Portanto, ﬂ (AnNA 1N NALNALL) = ﬂ A,.
n=1 _

Logo, m + 1 = s(m) € X. E, pelo conclui-se que X = N.

Portanto, lim sup A,, = ﬂ (U A,) = ﬂ A, =liminf A,. [ |

n=1 i=n
(f) Dé exemplo de uma sequéncia (A,) tal que lim sup A,, # liminf A,.
Solucio: Sein A {2} ,se n éum numero primo;
olugao: Seja A, = .
{1} ,se m é um numero composto

Tem-se que,
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liminf A, = [ J(()A) = (A)U(()A)U..U([)A)U.. =0UQU..UQU... = Q.

n=1 i=n

E lim sup A, = ﬁ([j A;) =

(U2, A) N (U A) N (U, A) N =
2ru{ih)n{2tu{ih)n..n{2tu{1}P)n...={1,2}n{L,2}n..n{1,2}n... = {1,2}.
Portanto, lim sup A,, # liminf A,.

(g) Dé exemplo de uma sequéncia para a qual os dois limites coincidem mas A, Z A,

quaisquer que sejam m e n.

Solugao: Seja A, = {p}, sendo p um nimero primo. E seja A,, = {m}, sendo m um

nimero composto. Evidentemente, A,, ¢ A,. No entanto,

liminf A, = | J()A) = (A U(A)U..U([)A)U..=0UQU..UQU.. = 0.

n=1 i=n
E,
n=1 i=n i=1 =2 i=n

NN(N-{1})n(N—-{1,2})n..Nn(N={1,2,..,k})N..=0.
Logo, lim sup A,, = liminf A, = ©.

Exemplo 3.5.4 [Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder| Dados os conjuntos A e B, su-
ponha que existem fungoes injetivas f : A — B e g : B — A. Provar que existe uma

fungao bijetiva h : A — B.

Prova: Sejam f: A — Beg: B — A, fungoes injetivas. Entao, tem-se que a funcao

f A — f(A) é bijetiva. Logo, pela [definicao 3.5.1} tem-se que card(A) = card(f(A)).

E, pelo fato de f(A) C B, tem-se que card(f(A)) < card(B). Logo, conclui-se que
card(A) < card(B).

Por outro lado, tem-se que a func¢ao g : B — ¢(B) é bijetiva. Portanto, pela

ldefini¢ao 3.5.1} conclui-se que card(B) = card(g(B)). Pelo fato de g(B) ser subconjunto

de A, conclui-se que card(g(B)) < card(A). Logo, conclui-se que card(B) < card(A).

Segue-se da propriedade da da relagao de ordem que

card(A) = card(B). Logo, pela [definigao 3.5.1} conclui-se que existe uma fungao bijetiva

a:A—B. |
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4 CONCLUSOES

Este texto constitui um trabalho de conclusdo de curso (TCC). Por isso,
buscou-se cumprir todas as orientacoes e normas para sua realizagao, bem como para
o desenvolvimento do corpo teérico do texto, objetivando a clareza ao expor os contetidos

e a didatica.

A verificagao da validade de todos os resultados que necessitavam de prova foi
realizada, sempre citando defini¢oes, axiomas, teoremas, proposicoes, etc, utilizados no
processo. Utilizou-se apenas conceitos previamente expostos no texto, exceto em alguns
dos exemplos de resultados adicionais, onde citou-se o Teorema do Binémio (de Newton),
as permutacoes entre elementos de um conjunto e o Principio da Adicao, da &rea de

Analise Combinatoria.

Ao escrever este texto, levou-se sempre em consideracao a possibilidade de
que algum leitor o utilizasse como material de estudo, para o contetido. Por isso, reuni-
mos no texto, os conceitos mais conhecidos, para um estudo sobre conjuntos e fungoes e

introdutoérios para Anaélise.

Pelos motivos expostos, considera-se que os objetivos iniciais e a proposta do

texto, de apresentar uma abordagem teorica didatica sobre o contetudo, foi alcancada.
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