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Resumo

Neste trabalho, proporcionamos uma aprofundada introducao aos conceitos fundamen-
tais da eletrodinamica cldssica, com o propoésito de investigar e analisar de maneira
abrangente os efeitos resultantes da reacdo de radiacdo. Inicialmente, abordamos as
transformacoes de calibre, aplicadas de forma precisa ao campo eletromagnético. Com
base no formalismo do calibre de Lorenz, utilizamos solucées da equacdo de onda
para descrever os campos gerados por cargas pontuais, resultando nos campos de
Lienard-Wiechert. A seguir, aprofundamo-nos na descricao da radiacdo emitida por
cargas pontuais em baixas velocidades, abrangendo o contexto ndo-relativistico. Adi-
cionalmente, exploramos a eletrodinamica sob a perspectiva da teoria da relatividade
restrita, abordando os potenciais eletromagnéticos de maneira tensorial, fazendo uso do
tensor do campo eletromagnético de Maxwell. Introduzimos também os escalares de
Lorentz, inclusive discutindo o tensor de energia-momento. No ambito néo relativistico,
derivamos a férmula de Larmor, que quantifica a poténcia de radiacdo. Utilizando
as ferramentas tedricas desenvolvidas nas secOes anteriores, determinamos a forca de
Abraham-Lorentz exercida sobre as cargas fontes. Culminando, na aplicacido da forca
de Abraham-Lorentz para uma carga oscilante devido um campo elétrico externo, obti-
vemos as leis do espalhamento de Thomson e Rayleigh. Além disso, estendemos nosso
estudo ao modelo do elétron, considerando-o como uma particula com dimensées finitas,
ignorando sua estrutura interna, com propdsito de eliminar as divergéncias do modelo
inicial. Como 4pice do estudo, estendemos nossas consideracoes sobre o problema da
reacdo de radiacdo para o contexto relativistico, valendo-nos do arcabouco tensorial
desenvolvido previamente. Em seguida apresentamos a equacdo de Landau-Lifshitz,
uma versao covariante da forca de Abraham-Lorentz que ndo apresenta as solucoes
divergentes apresentadas no modelo classico. Por fim, concluimos o trabalho com uma
analise dos resultados obtidos. Nossa expectativa € que esta abordagem formativa em
nivel mais elevado que a base curricular do bacharelado em fisica venha a sedimentar
caminho para realizacdo de pesquisas originais associadas a problemas de reacdo de
radiacdo, emissdo de radiacdo em eletrodindmicas modificadas e em outros ramos da
fisica.

Palavras-chave: Eletrodinamica, Reacdo de Radiacao, Forca de Abraham-Lorentz



Abstract

In this work, we provide a thorough introduction to the fundamental concepts of classical
electrodynamics, aiming to investigate and comprehensively analyze the effects resulting
from radiation reaction. Initially, we address gauge transformations, precisely applied to
the electromagnetic field. Based on the Lorenz gauge formalism, we employ solutions
of the wave equation to describe the fields generated by point charges, resulting in the
Lienard-Wiechert fields. Next, we delve into the description of radiation emitted by point
charges at low velocities, covering the non-relativistic context. Additionally, we explore
electrodynamics from the perspective of special relativity theory, addressing electromag-
netic potentials tensorially and utilizing the Maxwell electromagnetic field tensor. We
also introduce Lorentz scalars, including a discussion of the energy-momentum tensor.
In the non-relativistic realm, we derive the Larmor formula, quantifying the radiation
power. Using the theoretical tools developed in the preceding sections, we determine
the Abraham-Lorentz force exerted on source charges. Culminating in the application
of the Abraham-Lorentz force to an oscillating charge due to an external electric field,
we obtain the laws of Thomson and Rayleigh scattering. Furthermore, we extend our
study to the electron model, considering it as a particle with finite dimensions while
ignoring its internal structure to eliminate divergences from the initial model. As the
apex of the study, we extend our considerations of the radiation reaction problem to
the relativistic context, leveraging the tensorial framework developed earlier. We then
present the Landau-Lifshitz equation, a covariant version of the Abraham-Lorentz force
that avoids the divergent solutions presented in the classical model. Finally, we conclude
the work with an analysis of the obtained results. Our expectation is that this advanced
formative approach, beyond the undergraduate physics curriculum, will pave the way
for conducting original research associated with radiation reaction problems, radiation
emission in modified electrodynamics, and other branches of physics.

Keywords: Electrodynamics. Radiation Reaction. Abraham-Lorentz Force.
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1 Introducao

A Eletrodinamica Cldssica ¢ um ramo fundamental da fisica que descreve as intera-
¢Oes eletromagnéticas entre particulas carregadas e os campos elétricos e magnéticos
que as rodeiam. Desde os trabalhos pioneiros de Michael Faraday e James Clerk Maxwell
no século XIX, a teoria eletromagnética tem desempenhado um papel central no entendi-
mento dos fendmenos naturais. Ao longo dos anos, os avancos na eletrodindmica classica
levaram a formulacdo das leis de Maxwell, que unificaram a eletricidade e o magne-
tismo em um conjunto consistente de equagoes diferenciais. Essas leis estabeleceram as
bases para a compreensao das ondas eletromagnéticas e tornaram possivel explicar a
propagacdo da luz e outras formas de radiacdo eletromagnética [16].

Neste trabalho, apresentamos uma sélida introducdo dos conceitos fundamentais
da eletrodinamica cldssica com énfase no estudo da reacdo de radiacédo. Inicialmente,
introduzimos os principios basicos da teoria eletromagnética, incluindo a formulacao
das leis de Maxwell e a aplicacédo das transformacoe s de calibre para o campo eletro-
magnético. Em seguida, abordamos os campos gerados por cargas pontuais, usando a
solucdo da equacdo de onda nos potenciais eletromagnéticos, conhecidos como campos
de Liénard-Wiechert [8,11].

Uma questao de interesse neste trabalho é a emissdao de radiacdo por cargas pon-
tuais em movimento. Investigamos o caso nao-relativistico, em que as velocidades
das particulas sdo baixas em relacao a velocidade da luz, permitindo a derivacdo da
férmula de Larmor para a poténcia de radiacdo emitida [11]. Além disso, apresentamos
a formulagédo relativistica para o eletromagnétismo. Nesse cendrio, mostramos a versao
covariante da equacdo de continuidade da carga elétrica. Em uma aplicagcdo direta
das transformacoes de tensores exibimos as transformacoes relativisticas para a carga e
corrente para um boost no eixo-x. Em seguida, definimos o 4-potencial que sera utilizado
para deduzimos a versao covariante das equagoes de Maxwell. Para finalizar o capitulo
discutimos as leis de conservacdo para o campo eletromagnético, em que falamos dos
teoremas de Poynting e obtemos a versao relativistica da formula de Larmor [9].

Como préximo passo, iremos discutir o topico central desse trabalho de monografia.
Neste capitulo, analisamos os efeitos que a radiacdo produz sobre as préprias particulas
que a geraram, um efeito denominado Reacdo de Radiacdo. Nosso ponto de partida
serd propor que a féormula de Larmor seja resultado da poténcia exercida por uma
forca radiativa, tendo como consequéncia a formulacdo da forca de Abraham-Lorentz.
Usando a segunda lei de Newton, mostraremos que a forca de Abraham-Lorentz apre-
senta solucdes ndo-fisicas, em que na auséncia de forcas externas a particula acelera
exponencialmente violando a primeira lei de Newton, em que na auséncia de forgas

os corpos devem se manter em repouso ou em movimento retilineo uniforme. Em
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contrapartida, a conservacao de energia nao € violada, pois esta forca foi determinada a
partir da férmula de Larmor. [15,18, 11] A seguir, consideraremos que o elétron seja
forcado a oscilar devido a existéncia de um campo elétrico externo, resultando em uma
equacao do tipo movimento harmonico forcado (MHF). Usando a solucdo advinda da
equacao do MHF, em especial sua aceleracdo, juntamente com a formula de Larmor
faremos uma breve discussdo sobre espalhamento Thomson e Rayleigh, mostrando que
o formalismo da reacao de radiacdo pode ser utilizado para obter resultados classicos do
eletromagnétismo.

Posteriormente, ampliamos nossa discussdo para abranger um contexto mais re-
alista, introduzindo o modelo do elétron da teoria de Lorentz, reobtendo a forca de
Abraham-Lorentz, agora livre dos termos de divergéncia da aceleracdo. Entretanto outros
problemas surge. Na qual a solucédo indica uma "pré-aceleracdo" ,ou seja a particula
acelera antes da forca atuar sob a particula, violando o principio da casualidade. Mais
adiante analisaremos os efeitos da reacdo de radiacdo em sua versao covariante. A luz
do teorema de Poyting, iremos obter a forca de radiacdo que mantém o balanco de
energia para um sistema em que atua uma forca que nao modifica a massa de repouso
da particula [14]. em que neste sentido a forca radiativa sera a versao relativistica da
forca de Abraham-Lorentz para a reagdo de radiacdo, em que neste contexto é conhecida
por forca de Abraham-Lorentz-Dirac, ou simplesmente forca de Lorentz-Dirac. Embora
as consideracoes relativisticas abrangentes nessa teoria, mostraremos que a componente
espacial, a menos de uma mudanca de parametro, expressa a mesma equacao diferencial
obtida pela forca de Abraham-Lorentz no limite cldssico e consequentemente, possui a
mesma solucdo nao-fisica. Para finalizar o estudo, apresentamos uma possivel solucao
para os problemas discutidos anteriormente. Tal solucdo, proposta por Landau e Lifshitz
[10,18, 12, 16], propbe que a forca de Abraham-Lorentz seja aproximada no limite o
termo referente a reacdo de radiacdo seja desprezivel em comparagéo a forca externa.
Neste contexto, podemos substituir a derivada da aceleracdo pela derivada da forca
externa. Como consequéncia dessa aproximacao, a forca de Abraham-Lorentz se anula na
auséncia de forcas externas, corrigindo a solucao auto-acelerante e mantendo a primeira
lei de Newton.

Além de elucidar os fundamentos da eletrodinamica classica, este trabalho desvela a
complexidade dos efeitos da reacédo de radiacao em sistemas fisicos, transcendendo as
fronteiras entre os dominios nédo-relativistico e relativistico. Ao abordar tépicos muitas
vezes negligenciados no curso de bacharelado em fisica, esta pesquisa nao apenas serve
como uma base solida para estudos avancados de pés-graduacdo, mas também lanca
luz sobre abordagens inovadoras, explorando eletrodindmicas modificadas e outras

fronteiras da fisica contemporanea.
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2 Fundamentos da Teoria Eletromagne-
tica Classica

No vasto panorama da fisica, poucos avancos foram tdo transcendentes quanto
a formulacdo das equacdes de Maxwell no século XIX, por James Clerk Maxwell. A
convergéncia magistral das teorias elétrica e magnética proporcionada por essas equacgoes
ndo apenas redefiniu a compreensao do eletromagnetismo, mas também estabeleceu as
bases para a revolucao tecnolégica que moldou o século XX e continua a impulsionar o
progresso cientifico no século XXI.

Neste capitulo, exploraremos a adaptacao das equacoes de Maxwell em relacdo aos
potenciais escalar e vetor. Investigaremos também as transformacgoes desses potenciais e
campos sob mudancas de calibre, para depois discutirmos o calibre de Lorenz. Poste-
riormente, deduziremos os potenciais de Liénard-Wiechert, e seus respectivos campos.
Em seguida, faremos uma discussao a cerca da radiacdo emitida por cargas pontuais
obtendo a férmula de Larmor [8, 18, 7]. Em seguida, calculamos as transformacoes para
as densidades de carga e corrente, possibilitando demonstrar uma forma covariante para
a equacdo de continuidade da carga. Definimos o tensor 4-potencial (A*) a partir do qual
iremos estabelecer a forma tensorial das equacoes de Maxwell, através do tensor F'*".
De posse desse tensor, fizemos uma breve digressao sobre os invariantes relativisticos
associados ao tensor do campo eletromagnético (F*¥). Finalizaremos com a formulagéo
covariante da férmula de Larmor [1, 3, 9].

2.1 Equacoes de Maxwell e Potenciais Eletromagnéticos

As equacoes de Maxwell no Sistema Internacional® (ST) sdo expressas da seguinte

forma:
0B
v-E=L, (2.1) VxE=-75 (23
° , OE
V-B= O, (22) VxB= o) + /L()EQE, (24)

Estas equacdes, em conjunto com a forca de Lorentz?, dada por:
F=¢(E+vxB), (2.5)

e a lei de conservacao da carga e corrente:

ap
L= 2.
at+v j=0, (2.6)

Tem exitem outros sistemas de unidades, como por exemplo o Gaussiano, vide [9].
v representa a velocidade da carga (¢) que interage com os campos elétrico E e magnético B.

2
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descrevem integralmente a dindmica do campo eletromagnético e sua interacdo com
particulas. Contudo, a resolucdo desse conjunto de equagoes nao é um processo trivial,
pois, no minimo, é necessario conhecer as densidades de carga (p) e corrente (j). Agora,
exploraremos uma abordagem para simplificar as equacdes de Maxwell utilizando os
potenciais escalar (¢) e vetor (A).

2.1.1 Potenciais Eletromagnéticos e Transformacoes de Calibre

Para encontrar o potencial vetor, utilizaremos a equacao (2.2) e a propriedade do
rotacional, V - (V x F) = 0. Definimos o campo magnético B da seguinte forma:

B=VxA. 2.7)
Substituindo na equacao (2.3),
0
VXE:—a(VxA). (2.8)

Utilizando a propriedade de comutac¢ao das derivadas,

0A
Lembrando® que V x (—V¢) = 0, encontramos:
A
B- v O (2.10)

Com as equacdes (2.10) e (2.7), podemos substituir nas equagoes de Maxwell nao-
homogéneas e expressa-las em fun¢do dos potenciais. Comecando com a lei de Gauss,

2 0 _ P
v/ ¢_a(v.A)_ , (2.11)

€o

onde usamos V - V = V2. Podemos somar e subtrair o termo pycy9%¢/0t?, obtendo:

0 2 0 9¢ P
uoeoﬁ -V — a (V A+ ,u()€08t> = % (212)
Agora, usando a equacdo de Ampere-Maxwell,
. 0 0A
V X (V X A) = o] + ,U()E()a <—V¢ — E)t) . (213)
Como V x V = V(V-) — VZ, temos:
. 0 O?A
V(V-A) - VA = jj— V <ﬂ060£> ~ Hofo g5 (2.14)

3 Aqui escolhemos o sinal negativo para ficar mais consistente com o caso eletrostatico.
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Organizando os termos semelhantes,

O’A
ot?

Ho€o

0
- VQA + \V4 (V <A + M060£> = Moj (215)

Verificamos que (2.12) e (2.15) sdo um sistema de duas equacdes diferenciais lineares
acopladas. Para tornd-las mais simétricas, introduzimos o operador de D’Alambert*
expresso como [ = pepd?/0t? — V? e definimos®:

0
§= V'A+M0€08(f- (2.16)

Portanto, as equacoes (2.12) e (2.15) se reduzem a:

06— L 22 & OA+VE= puj (2.17)
ot €0

A seguir, examinaremos algumas formas de desacoplar essas equacoes.

2.2 Transformacoes de Calibre

As transformacoées de calibre, também conhecidas como transformacoes de Gauge,
referem-se a um conjunto de mudancas locais de coordenadas que preservam a forma
matemadtica das equacgdes. No nosso contexto, consideraremos uma funcéo escalar A(r,t)
de modo que o potencial vetor assuma a forma:

A=A+ VA (2.18)

Seja o campo magnético no referencial S’ dado por B’ = V x A’. Substituindo a

transformacdo para o potencial vetor, obtemos:
0
B=VxA=Vx(A+VA)=VxA+VxVN=08. (2.19)

Assim, comprovamos que a transformacdo dada por (2.18) mantém o campo magnético
invariante. Agora, vamos examinar como deve ser a transformacdo para manter o campo
elétrico inalterado. Escrevemos o campo E no sistema S’ e substituimos a transformacao
(2.10), resultando em:

0A’ 0

5 =V~ o (AT VA, (2.20)

I I
E =-Vo¢ BT

Permutando a derivada temporal com o gradiente, obtemos:

— | — = 2.21
ot ot ( )

4 Neste trabalho, usaremos a convengéo (4, —, — ,—).
> Também conhecida como condi¢io de Gauge em algumas literaturas.

o <¢,+8A> DA
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Para manter E' = E, impomos a condicdo:

0N 0A
¢:¢+E — ¢ =0 TR (2.22)

Consequentemente, observamos que as transformacoes de calibre (2.18) e (2.22) mantém
os campos elétrico e magnético invariantes. Na préxima se¢do, exploraremos uma das
principais transformacdes de calibre que simplificam as equacoes (2.17).

2.2.1 Calibre de Lorenz

No calibre de Lorenz®, escolhemos a divergéncia do potencial vetor para desacoplar
(2.17). Observa-se que a escolha mais apropriada para desacoplar consiste em fazer
¢ =0, ou seja:

0
£ZV‘A+M0€0§:O, (223)
Portanto,

Oo=2 , DA = pj. (2.24)

€o

Verifica-se que as equacoes satisfeitas para o potencial escalar e vetor reduzem-se a
um conjunto de equagoes de onda ndo homogéneas, em que as densidades de carga
e corrente representam as fontes. Vale ressaltar que a equacgdo de onda é totalmente
covariante sob as transformacgoes de Lorentz, o que € particularmente importante na
relatividade, indicando que o calibre de Lorenz é o mais adequado para uma formulacdo
relativistica [11]. Para resolver as equacoes de onda, utilizaremos o método da funcéo
de Green. Seja a equagdo de onda mais geral possivel:

82
(,uoegatQ - v2> P(r,t) = f(r,t), (2.25)
cuja solugéo geral’ é dada por:
W(r,t) = / dt’ / P GE (x4, ) f(e 1), (2.26)
onde,
GH(r,r';t,t) = _t (t’ — lt == MD , (2.27)
dt|r — 1’| c

é a funciio de Green que resolve a equagéo (2.25). A funcio G (r,r’;t,t') é a chamada
funcdo de Green retardada,

GH(r,r'it,t) = ¥6(t’ —tg), (2.28)

~ Arlr — /|

6 Este calibre é conhecido na literatura mais antiga como calibre de Lorentz, atribuindo crédito a

H. A. Lorentz. Entretanto, livros mais atualizados e edicdes modernas de livros classicos corrigem
essa atribuicdo para o verdadeiro autor, L. V. Lorenz. Também convém mencionar que existe outras
transformacoes de calibre importantes, como por exemplo o calibre de Coulomb, conforme indicado
em [9, 8, 11].

7 Para o célculo detalhado, consulte o apéndice A.
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v —r’|

c

onde tp =t — é o chamado tempo de retardo. Enquanto G (r,r/;t, 1),

G, v, t) = 5(t' —ta) , (2.29)

At|r — 1|

é a funcdo de Green avancada e ¢, =t + |r — r’|/c é o tempo avancado. Com a fungéo
de Green retardada, os potenciais descritos pelas equagoes (2.24) sdo lidos como:

3/ I . |I‘—I'/|
47T€O/d /dt |r_r ‘ (t lt - D , (2.30)
e B oo Bl

Utilizando a propriedade da funcdo delta de Dirac, encontramos:

o 1 3.7 p(r/atR)
Mo [ 5,3 tr)
Alrt) = 22 / B (2.33)

De maneira similar, para a funcido de Green avancada, os potenciais escalares e vetores
sdo lidos como:

N e K (r',t) (2.34)
Areg r—r/|

A(r,t) = @/d?’r’ 3l ta) (2.35)
4 lr —r/|

A solucdo referente a funcao de Green de retardo indica que a propagancao de uma
"informacdo" a partir de r’ foi emitida no tempo ¢y e, devido a velocidade finita de pro-
pagacao da luz, essa informacao leva um certo tempo até atingir o ponto de observacao
r em um instante de tempo ¢ posterior. Portanto, a fun¢do de Green retardada mantém o
principio da causalidade. A solucao referente a funcdo de Green avancada é uma solucédo
matematicamente vidvel, porém nao € aceitavel fisicamente, pois a "informacdo"é emitida
em um tempo ¢, posterior ao tempo ¢ do recebimento do observador, sendo incompativel
com o principio da causalidade.

2.3 Dinamica das Cargas

Os potenciais escalar e vetor representam uma forma de descrever o campo ele-
tromagnético gerado por densidades de carga e correntes arbitrarias. Nesta secdo,
abordaremos especificamente os campos gerados por cargas pontuais, denominados
potenciais e campos de Liénard-Wiechert.
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2.3.1 Potenciais de Liénard-Wiechert

Os potenciais de Liénard-Wiechert descrevem de maneira relativisticamente correta os
efeitos classicos do campo eletromagnético gerado por cargas em movimento arbitrario.
Utilizando o Gauge de Lorenz, os potenciais retardados sdo expressos por:

1 3/ ; P, tl) / |I‘—I‘/|
o(r,t) = 47%0/(1 /dt r_r/|5<t—[t— - D (2.36)

3./ ,JI‘ t/ / ‘I‘—I‘/’
A(r,t) = /d /dt F— (t—[t— - D (2.37)

E importante notar que ambos os potenciais, avaliados no tempo ¢, sdo dados em termos

da integral das fontes avaliadas no tempo de retardo ¢ty = t — |r — r’| /¢, 0 qual representa
o tempo anterior a ¢. Para obter os potenciais, vamos considerar uma carga pontual em

movimento arbitrdrio. A figura abaixo representa o sistema a ser considerado.

Figura 2.1 — Particula pontual em movimento.

>ZL’

Figura feita pelo préprio autor.

Para uma particula pontual, a densidades de carga localizada no ponto r’ = r,(t')
podem ser relacionadas por meio da distribuicao delta de Dirac:

p(r' 1) = q8*(r — 1, (t)). (2.38)

Substituindo em (2.36), obtemos:

/ 3 /q5 ( ) ' v — 1|
47T€0 /dt / d'r ‘I‘—I‘” 0 (t - lt_ c ‘|>7 (2.39)

ou de forma mais simplificada:

or,t) = L dt/|r—r1(t’)]5 (t’ . [t - HMD . (2.40)

4rreg c

(r,1)
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Devido ao termo ¢’ no denominador, a integral néo é trivial. Para simplificar, realizaremos
a seguinte mudanca de variaveis:

t = t’—t+w diferenciando dt" = dt’—dt#—di, lh‘_rq(m] dt', (2.41)
c c

Dado que o ponto de observacdo P estd fixo em (r,t), temos dt = 0, resultando em:

1d
dt" = dt' + o (Jr —ry(t)]) dt'. (2.42)
Para prosseguir, primeiro definiremos o vetor relativo e seu médulo:

R'=r—r,t), R =|r—r, ()] =VvR -R. (2.43)

Derivando o moédulo em relacdo a ¢/,

d , 1 drR' _, , dR/ 1 drR' _,
i ) = e | R = e R e
Derivando também R/,
0
dR' d dR'  d dr(t")
g = g E )] = = = = (), (2.45)
Com esse resultado, obtemos:
d v(t') - R/ .
e ey = R iy p, (2.46)

onde R’ = R’/R’ é o versor que aponta na direcio da posicio relativa entre as cargas
nos instantes (r,t) e (r,tr). Retornando esse resultado para a equacao (2.42):

dt" = dt’ [1 - V(”'R] — dt = . (2.47)
c 1-Bt) R
onde B(t') = v(t')/c. Substituindo na integral (2.40):
o(r.1) ! A0 () L (2.48)
dmeo J [1 = B(t" + 1) - R(t" +tp)| v — rq(t" + tR)]
1
ort) = (2.49)

dmeo [1— B(tr) - R(tn)] Rltr)’

onde usamos t' = t’ + tz. Lembrando que R(tz) = R(tg)/R(tr), podemos escrever
o denominador como: [1 —B(tr) - }?(tR)} R(tr) = R(tr) — B(tg) - R(tg). Portanto, o
potencial escalar assume a forma:

q 1
) = ey [R(t) — Blin) - Ritn)) (250
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Por um processo analogo, definimos a densidade de corrente para uma carga pontual da
seguinte forma:

I(xy(0).8) = qv(t)5 (1) — r, ('), (2.51)
Substituindo esta expressao na equacao (2.37), obtemos:
(t// _ t )5 (t//)

QMO "
dt , (2.52)
K (1= B+ tr) - R+ ta)] [t — rq(t” + {R)

A(r,t) =

ApOs realizar a mudancga de coordenadas e resolver a integral, o potencial vetor resulta
em:

_ Mo qv(tr)
A = L o) Blen) R *59

Dessa forma, os potenciais escalar e vetor para uma particula pontual sdo expressos da

seguinte maneira:

q 1
H0l) = e Rltn) = Bltn) - Ritn) (254
Afr,t) = Ho 1v(tr) (2.55)

AT R(tr) — B(tr) - R(tr)’
E notavel que o potencial vetor possui uma expressio semelhante ao potencial escalar.
Utilizando as relagdes pp = 1/eqc® € B = v/c, o potencial vetor se simplifica para:

B(tr)

Cc

A(r,t) = o(r,t). (2.56)

As equacoes (2.54) e (2.55) sdao conhecidas como potenciais de Liénard-Wiechert.

2.3.2 Campos de Liénard-Wiechert

Para determinar os campos de Liénard-Wiechert usaremos as relagdes para os campos
elétricos e magnéticos da secdo anterior. Primeiramente, precisamos do gradiente do
potencial escalar®, ou seja,

q{u—MmﬁR@m+oﬂwwﬂﬁﬁM@>
(

4meq

v¢(r7 t) ==

a(t . .
onde a(tg) = —~. Calculando a derivada temporal do potencial vetor,
c

0A ¢ [2UR(tr)? — (R(tr)*U) — B(tr)) [B(tr) - R(tr)
8t‘%m{ [R(tr) — R(tz) - B(ta)
R(tr)B(tr) [R(tr) - U2 — B(t)]
[R(tr) — R(tr) - B(tr)]’

} . (2.58)

8 Para os célculos detalhados veja o apéndice B.
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De posse desses resultados, o campo elétrico, E = —V¢ — € expresso por:

o’

E =

47eg

q [0 = Btr)*)Rtr) + (Ritn) - *0) Ritr) + [(B(tn) - Rtr) — R{tn)] B(tn)
{ [R(tr) — R(tr) - B(tr)]®
REU) — B(tn)R(t) B(tn)? + R(tn)B(tr) (Ritr) - Btn))
[R(tr) — R(tg) - B(tr))
Bl (Ritn) - 222) | e
[R(tr) — R(tr) - B(tg)]

Simplificando os termos, obtemos:

5 q{<<Rw-<>m@»a—M@m
dmeo | [R(tr) -~ R{tr) - B(ta)]’

X r) = R(tp)B(tr)) x =
) R(tz) [(R(t ) — R(tr)B(tr)) c }} (2.60)

[R(tr) — R(tr) - B(tr)]”

O campo elétrico descrito pela eq.(2.60) possui duas contribuicdes. O primeiro termo
depende apenas da velocidade S(tg) = v(tg)/c da particula, enquanto o segundo exibe
também dependéncia da aceleracdo da particula, a(tz) = a(tg)/c®. Por este motivo,
fator que é proporcional a B(tg), é conhecido como campo elétrico de velocidade (E,)
ou campo de Coulomb,

E,(r,f) = q{ﬂﬂm%JWMMWDO—MmW}_ 2.61)

dmeq [R(tr) — Rtr) - B(tr)]®

Essa contribuicdo recebe o nome de campo de Coulomb porque para o caso estatico,
v — 0, o campo de velocidade dever retornar para o campo eletrostatico de Coulomb.
Ou seja:

lmE(rf) — - {(R(tR)_M) (1—W)}
v AT 4meg {R(tR) —R(tR) %ﬂs >
q R(tg)
T RO (2.62)

E 0 segundo termo, proporcional a a(ty), é conhecido como campo elétrico de aceleracéo
(E,) ou campo de radiacao,

Ea(r7 t) = (2.63)

4meg

q{R@@kama—m%»x“?ﬂ}
[R(tr) — R(tr) - B(tr))’ .

Agora, nosso proximo passo é determinar o campo magnético partindo das equagoes,

B(tr)

C

B(r,t) =V x A(r,t) , A(r,t) = o(r,t).
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Combinando tais equagoes,

B(r,1) — iv < (B(tr)o(r. 1)) . (2.64)

Utilizando a propriedade vetorial, V x (fF) = (Vf) x F + f(V x F), encontramos:

B(r.1) = - (Vo(ta)) x Bltx) + (i) (V(ta) x Btw)) (2.65)

Resolvendo os produtos,

B(r,t) = 1{ -

c 4reg

& x Ritn) H (2.66)

T dreo R(tn) — Btn) - Ritn) | R(in) — R(in) - Blin)

Ap0s simplificar os termos, resultamos que o campo magnético € lido como:

q {(5(75}2) x R(tr)) {1 — B(tr)* + R(tr) - ZR)} N oln) » R(tg) }
[R(tr) — R(tr) - B(tr) ]’ [R(tr) —R(tr) - B(tr) " |

(2.67)

B(r,t) =

4megc

Podemos notar que, de maneira similar ao campo elétrico, o campo magnético pode ser
divido em campo magnético de velocidade (B,):

q {(ﬁ(tR) x Ritr)) [1 - Btr)? + Ritr) - 202)] }
[R(tr) — R(tr) - B(tr) |’ '

E o campo magnético de aceleracdo (B,),

g a(iR) « R(tR)
Belrt) = 47r60c{ R(in) - Ritn) Bl } ' (269

Considerando o limite em que a aceleracdo da particula é nula, a(¢tz) = 0, encontramos:

B,(r,t) =

(2.68)

4mege

i B(e,1) = {(ﬁ(tR)XR“R”[ unf +Ritn) 2| e migy }

a=0 dmeoc [R(tr) — R(tg) - B(tr)]’ [R(tr) = R(tr) - B(tr) )"
_q  J(v(tr) xR(tr)) [1 — B(tr)*]
- 47T€()02 { [R ) ( ) ,B(tR)] } - (270)

Adicionalmente, se consideramos baixas velocidades (8 ~ 1), obtemos a lei de Biot-

Savart:
poq v(tr) X R(tr)
4 R(tgr)?

B(r,t) = (2.71)
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Por fim, é importante ressaltar que os campos de Liénard-Wiechert estdo vinculados
entre si. Se tomarmo o produto vetorial de 2(tz)/c com o campo elétrico da eq. (2.60)
podemos mostrar® que vale a relacéo:

B(r,t) = = |R(tg) x B(r,1)] . (2.72)

1
C
Essa relacdo serd usada posteriormente para calcular a poténcia de radiacdo emitida
pelos campos de Liénard-Wiechert.

2.4 Radiacao Eletromagnética Emitida por Cargas Pontuais

Ao tratar de radiacdo eletromagnética, varias distribui¢des de cargas e correntes po-
dem gerar esse fenémeno. No entanto, aqui nos concentraremos na radiacdo emitida pela
forma mais simples de distribuicdo: cargas pontuais. Como discutimos anteriormente, os
campos gerados por cargas pontuais sdo os campos de Liénard-Wiechert, expressos por:

g {(R(tR) — R(tn)B(t)) (1 = B(tn)?)
Areo [R(tr) — R(tg) - B(tr)]
X — x olr)
R(tr) x [(R(tr) RitB(tr) x % }}' 273
[R(tr) — R(tr) - B(tr)]

e
B(r,1) = 22 XCE(r’ ), (2.74)
onde valem as relagoes:
t t
R(tr) =1 —ry(tr) , Bltr) = V(CR> e a(tp) = a(CR> »

em que r,(tr) descreve a posi¢do da carga ¢ no tempo de retardo.

E importante destacar que os campos possuem dois termos distintos, um relacionado
a velocidade da particula e outro a aceleracdo. Como estamos interessados na radiacao
emitida a pontos muito distantes da fonte, o termo dependente da velocidade, proporcio-
nal a 1/R?, se anula mais rapidamente do que os campos de aceleragdo, proporcionais a
1/R, quando R — oo. Neste limite, o campo elétrico é aproximadamente expresso por:

E(r,t) = E,(r,t) = q R~ [(R_'B) - %} .

~ e R_R AT (2.75)

Lembrando que o fluxo de energia (por unidade de area) transportado pela onda
eletromagnética é dado pelo vetor de Poynting:

S=—Ex
Ho

Para o calculo veja a referéncia [11].

1 lRXE(”)] . (2.76)

C

9
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Usando a propriedade v X (u x w) = (u- w)v — (V- w)u, escrevemos:
1 . .
S = {|Ey2R - [R-E| E} : (2.77)
HoC

Para determinar a poténcia emitida pela carga ao se mover, precisamos integrar o vetor
de Poynting sobre uma superficie o fechada. A superficie mais indicada é uma casca
esférica centrada na posicdo da carga (avaliada no tempo de retardo), ou seja, uma
esfera com raio R = ¢(t—tg). Em geral, o campo elétrico pode ter ambas as contribuicoes
(campo de velocidade e de aceleracao). No entanto, analisando a eq. (2.77), vemos que o
vetor de Poynting possui termos proporcionais a 1/R* (campo de velocidade multiplicado
por ele mesmo), 1/R?* (campo de velocidade multiplicado por campo de aceleracéo) e
1/R? (campo de aceleracio multiplicado por ele mesmo).

Contudo, a area da esfera a ser considerada é proporcional ao quadrado do raio, ou
seja, A o< R?. No limite de R — oo, apenas o termo gerado pelo campo de aceleracéo
(o< 1/R?) terd uma contribuicéo significativa.

Como o campo elétrico de aceleracio é perpendicular ao versor R, a equacio (2.77)
se reduz a:

1 ~
S = —|E.J*R. (2.78)
HoC

Consequentemente, a quantidade de energia que atravessa a superficie da esfera no
tempo ¢ sera:
dP(t)

Se considerarmos que a unidade de drea pode ser dada por dA = R2dS}, a poténcia
irradiada pode ser escrita como:

dP(t) 5 . d (t)
dP) _ peg. - " IE, M 2.80
o =S Rl = uoc| | (2.80)
Podemos notar que a poténcia ndo é a mesma emitida em ¢z, a qual pode ser obtida
utilizando a regra da cadeia:

dW W ot ot
dty  di otp LR =P @80

P(tp) =

Conforme calculado no Apéndice B, a derivada de ¢ em relagdo ao tempo de retardo ¢y é

dada por:
Oln 1 (2.82)
ot 1-R-B
Assim, temos:
P(t) = L@. (2.83)
1-R-B
Substituindo a eq. (2.83) em (2.80), obtemos:
dP(tr) _ R .
1— E.|". 2.
ds? LoC { R 'B} [ (2.84)
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Integrando em relacdo a superficie que envolve a carga elétrica, obtemos que a poténcia

total emitida é:
dP(tg) R?

P(tg) = fideT S P(tp) = édQMOC [1- &8 [EJ2. (2.85)

Agora, vamos analisar alguns casos particulares.

2.4.1 Radiacdo emitida em baixas velocidades

Este caso considera uma carga ¢ movendo-se com velocidade muito baixa em compa-
racdo com a velocidade da luz. Podemos tomar o limite em que f# — 0 na expressao
(2.75), resultando em:

lim E,(r,t) = lim q RXKR_ﬂ)Xa} o q ﬁx[ﬁXa}
B—0

B0 | 47e [R _B//Igr  dregc? R ’ (2.86)

onde usamos a relacio R = R /R. Lembrando da propriedade do duplo produto vetorial,
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c, obtemos:

A

q (]%-a)]%—(]fi-}?)a_ q (I%-a)R—a

E,(r,t) = pE— B = el = (2.87)
Para encontrar o vetor de Poynting, precisamos de |E,|> = E, - E,, ou seja:
Bl = gz (7o) Ama] () o] = g [ = (-a)].
16m2e3c* R? 16723 AR? o

O produto escalar pode ser decomposto em R - a = |a| cos 6, onde 6 é o angulo entre a e

R:

¢’lal?

2 _ 2 2 .2 2 _ .2
’Ea‘ = W Ua] — \a\ COS 9} = |Ea‘ = 167T2€%C4R2 sin“ 8. (2.89)
Assim, o vetor de Poynting (2.78) torna-se:
2 2
_ (g lal® 5\ A

Vale notar que nédo ha emissdo de radiacdo paralelamente a aceleracdo da carga, e a
maxima emissdo ocorre no plano perpendicular. Com o vetor de Poynting, a poténcia
irradiada por unidade de angulo sélido é dada por:

dP mog*lal® . dP  pmq’lal®
_ priod’lal’ _ 2.91
o 1672ckE Q= om0 @20

resultando na poténcia total:

2R sin?6. (2.92)
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Lembrando que o angulo sélido de uma esfera é df) = sin 6dfdy,

 og?lal? //
- 1672c (2.93)

2
_ Hogq | a|2 )
6mc
Esta é conhecida como a férmula de Larmor para a radiacdo emitida pela particula. Vale

portanto,

(2.94)

notar que, neste caso, a direcao da velocidade em relacédo a direcdo da aceleracdo nao
importa.

2.4.2 Radiacdo emitida por uma carga com uma orienta¢do arbitraria

entre velocidade e aceleracdo

Para o caso geral em que a velocidade e a aceleracao da particula tém uma orientacao
e modulos arbitrdrios, devemos utilizar o campo elétrico de radiacdo como um todo, ou

seja: ’ ) |
¢ Rx[R-8)xa
E,(r,t) = i [R_R. ﬁ]g . (2.95)
Ao calcular o médulo quadrado, |E,|?, chegamos a:
B O '(Rx[(R—ﬁ)xa}),(Rx[(R—@xa}ﬂ
a 167’[’26(2)04 I [R_Rﬁ]?) [R—Rﬂ]3 )
¢ [Bx[R-p)xa]) (Rx[R~-B) xa])
- 16m2e2ct _ R-R- 'B]G ] . (2.96)
ou ainda: A X )
Bpo 7 B x [(R-B) xa , (2.97)

16723t R2 {1 _R. 13}6
em que vale a a Lembrando que poténcia irradiada por unidade de dngulo sdlido é dada

por:
dpP R2 A
1 —
an LoC [ k

Substituindo o campo elétrico, temos:

dpP QR? .
i — 1 =R~
Q) 167T2uoe%c5l/R/'BT

B |Ed . (2.98)

wh-ng |
¢ fix[(ﬁ’—ﬂ)xaw
1672 (po€o) (€oc)c? [ . ]%'Br ’

(2.99)
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Usando ¢® = 1/pg¢g, temos:

aP @ [[Rx [(R=8) xal|
dQ 1672 [1-F .ﬁr ’ (2-100)

resultando em, )
P g |Rx [(R-B) xa]

— = . 2.101
Q16w - f.g)° (210D
Integrando a expressdo acima sobre o angulo sélido (2, obtemos::
2.6 2
p_ H0d° [,a,z _ ‘an 1 , 2.102)
6mc

onde v = 1/4/1 — 3? é o fator de Lorentz. As expressodes (2.101) e (2.102) sdo gene-
ralizacoes de Liénard para a féormula de Larmor (2.94), que é recuperada tomando
5 — 0.

2.5 Campo Eletromagnético com Base na Teoria da Relativi-
dade Restrita.

A compreensao aprofundada do eletromagnetismo desempenhou um papel crucial
no desenvolvimento da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), concebida por Albert
Einstein em 1905. A TRR destaca-se pela sua capacidade em unificar os conceitos de
espaco e tempo, estabelecendo uma relacdo entre diferentes referenciais por meio das
transformacoes de Lorentz. As fundacgdes da teoria eletromagnética repousam sobre as
equacoes de Maxwell, que governam toda a dinamica do campo [9, 1, 3].

No contexto eletromagnético, cargas elétricas em repouso originam um campo elé-
trico, enquanto cargas em movimento, ou corrente elétrica, geram nido apenas um campo
elétrico, mas também um campo magnético. A relacdo entre os estados de repouso e
movimento retilineo uniforme, mediada pelas transformacdes de Lorentz, revela que os
fendmenos elétricos e magnéticos sdo intercambidveis. Os campos elétrico e magnético
tornam-se grandezas mutuamente conversiveis, manifestando-se como facetas de uma
entidade maior: o campo eletromagnético.

Neste cendrio, a TRR desempenha o papel de descrever o campo eletromagnético
de uma maneira mais geral. Isso significa que a TRR confirma que as leis do eletro-
magnetismo se mantém consistentes, independentemente da velocidade do observador,
alinhando-se com o principio da relatividade de Einstein. Em outras palavras, essa inter-
conexdo entre a TRR e o eletromagnetismo ressalta a natureza integrada e universal das
leis fisicas, proporcionando uma compreensao mais profunda da relacédo entre espaco,
tempo e campos eletromagnéticos.
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O ponto de partida de nossa analise reside na formulacao das leis de transformacgéo
para grandezas eletromagnéticas fundamentais, tais como densidade de carga, densi-
dade de corrente, potenciais eletromagnéticos e campos eletromagnéticos. Em seguida,
introduzimos o crucial conceito do tensor do campo eletromagnético (F'*¥), a partir
do qual derivamos representacdes manifestamente covariantes para as equacoes de
Maxwell [1]. Concluimos essa abordagem com as leis de conservacdo da eletrodinamica,
pavimentando o caminho para uma andlise mais aprofundada da reacdo de radiacao.

2.5.1 Transformacdes relativisticas para carga e corrente.

Considere entdo o seguinte sistema: Um cubo de arestas de comprimento L, dentro
da qual ha uma carga q. No referencial préprio do cubo, o comprimento das arestas é Ly,
de modo que a densidade volumétrica de carga é dada simplesmente por:

q

=13 (2.103)
0

onde L3 é o volume préprio do cubo. Considere agora o ponto de vista do referencial S
em relacdo ao qual o referencial do cubo se move com velocidade u relativa a S e que
uma carga ¢ contida no cubo se move com velocidade v, conforme demostra a figura
abaixo,

Figura 2.2 — Cubo que contém uma carga ¢ em MRU.

/

Y
Y S

7o—

Ly

X ¢

Fonte: Os autores.

No referencial S, a dimensdo do cubo na direcdo de seu movimento sofre uma
contracdo no seu comprimento, valendo L = Ly+/1 — 2, onde 3 = u/c. Assim, o volume
do cubo no referencial S serd dado por V = L31/1 — 32, o que implica em um aumento
na densidade de carga p:

q Po
P — = — = . 2.104
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Essa é a expressdo que relaciona a densidade de carga em dois referenciais inerciais
distintos. A densidade de corrente, quando escrita no ref. S sera:

j=pv, (2.105)

Substituindo a densidade de carga (2.104), encontramos:

Po

j= A (2.106)
Elevando ao quadrado a eq. (2.104),
2 u)? 2 2 2 .2 2 2
p 1_(c> =p5 — Ccp =i =cp;. (2.107)

Essa equacao evidencia que p e j satisfazem uma relagdo Lorentz-invariante, uma vez
que ¢?p3 é uma quantidade invariante sob as transformacdes de Lorentz. Essa relacéo
abre a possibilidade de definir o 4-vetor densidade de corrente'® J#,

JH = (cp,j), (2.108)
cuja sua norma equivale exatamente a quantidade (2.107),
" = (ep, =) (cp,J) = 0 =2 = JuJ" = P4t (2.109)

Outro fato interessante decorre da contracdo do operador 4-derivada,

10
=|-= 2.11
com a 4-corrente encontramos:
10 dp
[ . i) = — -j
Oy (c@t ,V) (cp,j) Y +V-j. (2.111)

O lado direito representa a conhecida equacgado de continuidade,

dp .
a_i_v..]_o’ (2.112)

cuja sua representacio covariante é dada por:
8,J" =0. (2.113)

Vale notar que a densidade de corrente obedece a lei de transformacéo para tensores
contravariantes, ou seja:
JU = AL, (2.114)

10 Em que nesse trabalho seguimos a convecio adotada em [9] para os 4-vetores covariantes J) e
contravariantes (J*) onde vale a relacdo J,, = 1, J", com 7, = diag(+, —, —,—) o tensor métrico de
Minkowski.
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o, . . . 7
na qual J” é o tensor densidade de corrente escrito no referencial S’ AZ' é um elemento
da matriz de transformacdes de Lorentz e J* é a 4-corrente no referencial S. Usando as
transformacoes de Lorentz para um boost no eixo-x a matriz AZ' assume a forma:

vy =B 00
/ -8 v 00
AV = 2.115)
: 0 0 10 (
0 0 01
Substituindo em (2.114):
JU = NI,
cpy v =B 0 0\ [cpo
| _ |8 v 00| (2.116)
7, 0 0 10|34 |
J 0 0 0 1)\
obtendo as seguintes transformacoes:
p=n (p— CQJ:D) s Je =7 Ue —wp) s gy =1Jy, Jo=J:- (2.117)

Observe que as componentes perpendiculares em relacdo ao movimento relativo per-
manecem invariantes (j, = j, € j. = j.), de maneira semelhante como ocorre com as

componentes do momento linear.

2.5.2 4-potencial de Lorentz e transformacoes relativisticas para campo

elétrico e magnético
Como foi apresentado anteriormente, podemos escrever as equacdes de Maxwell em
sua forma tensorial usando os potenciais escalar (¢) e vetor (A),

B=VxA e E:_V(b_ﬁ' (2.118)

Na formulacéo tensorial-relativistica do campo eletromagnético, ha um 4-vetor que
congrega as relacOes acima em uma Unica estrutura. Trata-se do 4-potencial de Lorentz,

expressado por:

AY = (i,A) . (2.119)

Uma aplicacéo direta deste tensor 4-potencial é a obtencéo rapida das transformacdes
relativisticas (para um boost na direcao do eixo-x) para os campos elétrico e magnético,
partindo-se da transformacgéo usual dos 4-vetores,

AV = AV A°, (2.120)
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obtendo assim,
u
o = (6 —udy), A :7<Am— C2¢) VA=A, e A=A (2121)
Primeiramente consideremos a componente-x do campo elétrico no ref. S’:
E, = —0y¢ —dyA,. (2.122)
Juntamente com as transformacoes das derivadas,
Opr =7 (893 + CU;@) , Oy =70+ udy), Oy =0, 0.=0.. (2.123)
Diante disso, a transformacdo da componente-x do campo elétrico fica:
’ u u
B =y (0 + CQ@) 7 (6 — uAL) — 7 (B + udy) Y <A$ - 50),s
2 2
/ 9 U u u U
E,=—v [aﬂ? +ﬁ—lﬂ%+ ?atA:r + Oy As +udeAT — 5010 — CQaﬂb} )
’ U2 U2
Eac - _’72 [ax¢ (1 - 2) + atAm <1 - 2)1 = - me - atAm,
C C
E =E,. (2.124)
Fazendo o mesmo procedimento para as componentes y € z, encontramos:
E, = —0y¢ — 0pAy = =70y (¢ — ud,) — v (9, + udy) Ay,
E, =~ |-0,6 — 0, A, +u (0, A, — 0,A,) | ,
| S —
B.
E,=~[E,+uB.] . (2.125)
e,
E; = —8Z/¢/ — 8t’AZ’ == _782 (¢ - 'U/Ax> - f}/ (8t + ua{z}) AZ >
E. =~y |-0.0 —0A. —u(0,A, — 9. 4,)] ,
| S —
By
E =~[E.—uB,] . (2.126)

)

De maneira andloga, as transformacgoes para o campo magnético sdo obtidas pela relagao

com o potencial vetor: By = e;;,0;A’. Logo, para o eixo-x:
B, = (Oy Ay — 04Ay) = 0,A, — 0.A, = B,.

Para a componente-y,

/ u u
By = (0 = 0 2) = 7|0 (A = 50) = (0 + 50) A,

’ u

E.

Y

’ u
B :ﬂBﬁczEz} .

(2.127)

(2.128)
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E por fim, a componente-z € lida como:

’ u u
Bz = (am’Ay’ — ay’Az’) =7 [(@E + 02@) Ay - 8y (Am - 02¢)] )

’ u

B, =7v10:Ay — 0,A; — = (=040 — 0 A,) | ,

Ey

B —~|B. - “Ey] . (2.129)

Yy 02

2.5.3 Tensor do campo eletromagnético, equacoes de Maxwell na Forma
tensorial

Vimos que o 4-potencial € a estrutura de representacdo dos campos elétricos e

magnéticos, de modo que uma formulagéo tensorial para o campo eletromagnético é

definido a partir do tensor F'*?, antissimétrico e de rank-2, no qual é utilizado para
escrever as equacgoes de Maxwell tensorialmente. Definindo o tensor, /'*¥ como:

FY =0%A” — 0" A~ (2.130)

é de imediato a averiguacdo de que F'** = (0, comprovando a anti-simetria do tensor.
Para calcular suas componentes, primeiro vamos tomar « = 0 e v =i = 1,2,3, ou seja,

Foi — aOAz _81‘AO’
’ 1 . , 1 , ,
P = [atAl + & (gb)] == {—8% — atAﬂ . (2.131)
C C C
Desses resultados, podemos definir o campo elétrico da seguinte maneira:

R (2.132)
C

Agora calculando as componentes restantes:

F?=9'4*>-9°A' = —-9,A,+ 0,A, = —B,, (2.133)
FP=0"4>-9°A' = —0,A, +0,A, = By, (2.134)
F? =94 - 9PA* = —9,A, + 0,A, = —B,. (2.135)

Este mesmo resultado pode ser obtido de uma forma genérica observando que B, =

eyij0'AJ. Para obter essa expressdo, vamos multiplicar F*/ por ey,
exii FV = ey (047 — P A) — ey F7 = 2e,;:0' AV = 2B, (2.136)

By = §ekijF” ou FY =e"p,. (2.137)
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De posse dos resultados vamos escrever o tensor /'*” em sua forma matricial:

0 —-E,/Jc —E,/Jc —E,/c

E, 0 _B. B

pov _ | Brle v (2.138)
E,Jc B. 0 -B,
E.Jc -B, B, 0

Vamos agora obter as equacoes de Maxwell na sua formulacéo tensorial. Partindo da lei
de Gauss para o campo elétrico e a lei de Ampere-Maxwell,

v.E=" OB = poc?p, (2.139)
€0
OE . 1
VxB-— Hoco g = poj — €0 B’ — gatEk = poj", (2.140)

onde usamos jipeg = 1/c. Da primeira equacgio resultamos,

0; () = pio(cp) = O F™ = ppJ°. (2.141)
C
Fazendo o mesmo procedimento para a outra equacgao,
) EF
0; (e B') — 00— = poJ* (2.142)
&
O F™* + 0y F% = pogJ" — 0, F°% = poJ". (2.143)

Em que J° e J* sdo as componentes da 4-corrente J” = (cp, j). Combinando (2.141) e
(2.143), obtemos as equacoes de Maxwell ndo-homogéneas em sua formulacdo tensorial:

O F™ = poJ” . (2.144)

As outras duas equagdes de Maxwell (homogéneas) também podem ser expressas tensori-
almente. Seja a Lei de Gauss para o magnetismo e a lei de Faraday-Lenz, respectivamente:

V-B=0—-09B =0, (2.145)
OB B 1
VxE+ = =0 = ewoi—+ E@B’“ =0. (2.146)

De modo andlogo as equagdes anteriores, podemos definir o campo magnético como:

B =F"=-F". (2.147)
Juntamente com:
Fr = —e’“’ﬂ‘b;j = F*. (2.148)
Substituindo esses resultados:
OF° =0, (2.149)

ok g (e B Z
OF* +; | ery— | = 0. (2.150)
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As equacdes de Maxwell homogéneas resultam em:

80]:Oi T aj_/’.'ji =0, (2.151)
O, F =0. (2.152)

Unificando as eq. (2.149) e (2.152) obtemos:
DLF =0, (2.153)

Em que F* é chamado tensor dual do campo eletromagnético. Escrevendo sua
representa¢do matricial:

0o B, B, B
—-B, 0 —F, E
Fo = fe Elel (2.154)
-B, E./c 0 —E,/c

~B. —E,Jc E,Jc 0

A relacdo entre o tensor F'* e seu dual F* ¢ lida por:

1
Fob = 5eaﬁWﬂW, (2.155)

na qual e*’* é tensor de Levi-Civita 4-dimensional. Nesse estdgio verifica-se que a partir
do tensor F*, obtemos os principais resultados do eletromagnetismo cldssico em sua
versao tensorial.

2.5.4 Invariantes relativisticos

Uma aplicacdo interessante da formulagdo tensorial é a construcao de invariantes
relativisticos préprios do campo eletromagnético. Sabendo que quantidades escritas
como contragoes tensoriais sdo invariantes perante mudancas de coordenadas, é razoavel
propor que tais invariantes sejam escritas em termos de contracdes dos tensores F'*¥ e
F#¥. O primeiro invariante, I, , é definido como a contragdo de F*¥ consigo préprio, ou
seja,

1

L = SFuF™. (2.156)

Calculando a contragéo,
F, " = Fo, F% + FoF™ + Fz’jFij s
E,F" = 2FF" + F,;F". (2.157)

Usando as relagdes para o campo elétrico e magnético, dados por (2.132) e (2.137)
respectivamente, encontramos:

Fy PO — (E) <—E> 1 (2.158)

c c c?
F,;F7 = eMe,;B,B" =26/ B,B" = 2B?, (2.159)
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em que na ultima passagem utilizamos e*”/ey;; = 20}. Substituindo esses resultados em
(2.156), temos:

1 1 ‘ )
_ - pro o 0: N %
L = SFuF" = (2F P + Fi F7)
1/2 1
= = <E2 — 2B2> = B? - —E2. (2.160)
2 \ c? c?

Vale observar que I; envolve exclusivamente as normas do vetores E e B, ndo fazendo
nenhuma referéncia a direcio relativa entre eles. Neste sentido, pode-se entdo ser
definido um outro invariante, I,, que seja sensivel a direcdo entre os campos. Este
invariante é dado a partir de:

I, = —le]-“WF‘“’. (2.161)

Fundamentando-se na definicdo do tensor dual, escrevemos explicitamente a relacao

entre o invariante com 0S campos:

1
4

Usando Fy; = —B;, F;j = —e;;iE'/c, F% = —E'/c e F'i = —'i* By, temos:

I = — |Fol" + FoF + Fyy ) = —i 2P0 P + FyFY| (2.162)

1 E’ . E!
I, = 2 [QBZ‘ + ewkeilek‘| )
c c
1 E’ E! 1 Ei E!
= —— |2B;{— +26/By—| = —~ |2B;— +2B,~— |,
4 & & 4 c c
1
IL,=—E-B. (2.163)

Cc

2.5.5 Leis de conservacao e o tensor energia-momento do campo eletro-
magnético.

Na eletrodinamica cldssica sabemos que o campo eletromagnético transporta energia
e momento. As quantidades relacionadas as essas grandezas fisicas estdo intimamente
ligadas a simetrias e invaridncias na integral de acdo!!. De maneira semelhante as
equacoes de Maxwell, neste trabalho vamos partir do limite cldssico e estender para o
caso relativistico.

* Conservacao da Energia:
Como ponto de partida, vamos considerar a forca de Lorentz expressa como:

F=gqE+q(vxB) . (2.164)
Na mecanica cléssica o trabalho realizado por uma forca é dado por:

dW =F -vdt - dW =q(E+vxB)-vdt. (2.165)

11 Para o calculo detalhado via o Teorema de Noether veja [16].



Capitulo 2. Fundamentos da Teoria Eletromagnética Cldssica 35

O segundo termo é nulo, pois (v x B) L v. Assim a poténcia dissipada pela forca é

dada por:

P:ddvz/:qE-V . (2.166)

Considerando que ao invés de uma carga pontual ¢, temos uma densidade volumé-
trica de cargas, ou seja,

f— 3 . f— 3 .-
P—/Vdr(pV)E /VerE, (2.167)

onde usamos a relacdo j = pv. Agora vamos fazer o produto escalar E na equacao
de Ampere-Maxwell,

_]E:E (VXB—M0608E> . (2.168)
Ho ot
Na primeira parcela vamos usar a identidade vetorial: V- (B xE) =E-(V x B) —
B (V xE),
. 1 OE
J-E:Ml(V-(B><E)+B-(V><E))—uoeoE-<8t>1 , (2.169)
0
e também a equacao de Faraday-Lenz,
| 0B OE
ou ainda,
) ExB 1 0B OE
oo (22) 2 (B) - (3] e

O primeiro termo € o vetor de Poynting, S = E x B/u. J4 para os outros vamos
usar a regra de Leibniz para a derivada do produto escalar,

10 OE 10 0B
Diante disso, temos:
0 (B-B E-E
i-E=|-V-S— — 2.1
j [VS 8t<2u0+ 5 >], (2.173)

onde o termo entre parénteses ¢ a densidade de energia armazenada nos campos
eletromagnéticos (u.;.). Substituindo esses resultados em (2.167), obtemos:

p 8uele auele
o 3 o X o _ 3 X _ 3
P_/Vdr[vs at]—>P— /VdrVS /Vdr T (2.174)

Como estamos integrando em todo o volume e ele ndo depende do tempo, a
derivada parcial pode sair da integral como uma derivada total e usando o teorema
da divergéncia no primeiro termo, encontramos:

d
P:—f dA'S——/ Brug, . (2.175)
o=V dt Jv
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Sabendo que o trabalho realizado também gera uma variacdo na energia mecanica
das particulas,

dUmec dUele dUtot
P — —_ A . — = — A . . 2.1
dt oV dA -3 dt - dt oV dA -3 (2.176)

Logo, obtemos o conhecido teorema de Poynting para o balanco de energia. Pode-
mos analizar que a eq. (2.174) possui um termo ja apresentado anteriormente. O
invariante relativistico, dado por (2.160) apresenta quantidades semelhantes. Isso
pode indicar que existe um tensor que engloba toda essa informacao com relacao
ao balanco de energia. Se dividirmos toda eq. (2.174) por ¢, temos:

—— "B = | — Ok (" E;B;) + —— . 2.1
cj lc,uo k(e i)+ cot \ 2ug * 2 (2.177)

Escrevendo os termos de uma maneria conveniente:

i <_Ek> _ llak <€kajEz> L19 (B By, Ce (E> <Eq)>] . (2.178)
c Lo c c ot \ 2u 2 c c

Usando as relacoes tensoriais para os campos elétricos (2.132), magnéticos (2.137)

e a 4-corrente (2.108) obtemos:

1 ) 00 mFlm prsFrs 1
S = l_ak(F’“Ff) —~ 0y (” (6“ ) (552 +5 FOQF;))] :
Ho

210 2 2 Ho
(2.179)
onde usamos a métrica de Minkowski, n** = diag(+1,—1,—1,—1). Reorganizando
0s termos:
L 1 i 77006 lmeprs ’ 1
GPE = | —Ou(FMEY) + 0y | —2"—F"F  + —FYF) || . (2.180)
Ho 8o 2110

O produto dos Levi-Civita nos fornece: €,,e”"* = (0;65, — d7 67). Logo,

Epm€ FMF = F™E, (67625, — 67.68) = F™*F,, — F"F,, = 2F"F,, . (2.181)

Substituindo,
k 1 ki 7100 1 ]
G = | —=—0(FMF)) — 0y | 7—F"*Fy + —FYF) || , (2.182)
L Ho 4410 2410 7]
i 1 . 7,]00 1 1
FPE) = | —— O (FMF)) — 0y | *—F" Fp + —FYFY || . (2.183)
L Ho 4o 210 7]

Podemos somar um termo proporcional a n°* nessa equacéo sem alterar o resultado
pois 7% = 0. Fazendo esse procedimento e organizando as parcelas chegamos em:

v 110 770]C aB R — 7" afB L or o0 L 0g 0
JF) = Oy | — FFop+ —F"F, | +0y | —F“Fog+ —F"F’'+ —F"F
4pio o 4o 2410 2410 I

(2.184)
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resultando,

0k 1 , 00 1
JUFD = [ak (LFQﬂFag - MF’“FP> + 0 (ZMF“ﬁ Fop - FUE, )] » (2.185)
0 0 0 0

0 1
JVFY =0, [” FoBF,, + F"AFQ] = 9,T™ . (2.186)
410 Ho
O termo entre chaves é a componente 7Y do tensor energia-momento,
v0 1 77”0 af 129 nll)
T = — |1 FPF 4+ FAF| . (2.187)
po | 4

Para obter as componentes espaciais, vamos verificar a conservacdo do momento
linear associado ao campo eletromagnético.

* Conservacao do momento linear:

Para tal procedimento, vamos novamente partir da forca de Lorentz,
F:/ &r (pE+pv><B):/ &r (pE +j x B) . (2.188)
1% v

Usando as leis de Gauss e de Ampere-Maxwell, obtemos a densidade volumétrica
de forca,

1 OE
fZEOE(VE>+<p,OVXB_€Oat> x B

— E(V-E) 4~ (VxB)xB -6 <8E> xB. (2.189)
Ho ot

Usando as identidades vetoriais, e organizando os termos

1 0B 0 (ExB
fZEQE(VE)‘i’%(va) XB—l—EO (EX at) —,LL()E()a < 1 > . (2190)
O ultimo termo ¢ identificado como o vetor de Poynting e usando a lei de Faradey-

Lenz,
1 oS
f=c[E(V-E)-Ex (VxE)] +l7(v x B) x B — pioco 5, - (2.191)
0

Se somamos B(V - B)/uy a equacgio ndo se altera, pois o termo entre parénteses é
identicamente nulo pela lei de Gauss para o campo magnético. Portanto,

f=c|E(V-E)—Ex (V% E)}+i[B(v-B)—B>< (VxB)] —,uoega—s . (2.192)
Ho ot

Substituindo esses resultados em (2.188),

F:—/V &r <M060(23> +/V d3r{eo[E(v-E)—Ex(vXE)}

1
4 %[B(V.B)_B X (VXB)}} . (2.193)
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Sabendo que a forca causa uma variagdo no momento mecanico da particula temos,

df;?ec n jt /V &r <CS2> _ /V d3r{€0 [E(V-E)~Ex (VxE)]
+;0[B(v .B) - B x (V x B)]} . (2199

A integral envolvendo o vetor de Poynting tem dimensao de densidade de momento,
portanto é conveniente definir a quantidade:

S
Pele = g 5 (2195)
e integrando sob o volume obtemos o momento linear total associado ao campo
eletromagnético,
S
Pac= [ drpa = [ dr (5) - (2.196)
1% v c
Logo,
Piot
@(Pmec‘{'Pele) :/ d T{GU[E(V'E) —EXx (v X E)]_F;[B(VB) - B x (v X B”}
1% 0
(2.197)

Vamos resolver o lado direito,
[E(V-E)-Ex (VxE)| = E(0,E) — €ipE" (€00, E7)] . (2.198)

Podemos eliminar os simbolos de Levi-Civita no segundo termo usando a proprie-
dade: €;p4€40s = (0i0ps — 0is0,r), POTtanto:

BT (03E7) = (0in0ps — 0is0pr) EP(0.E7)| = |E" (9, E7) — (E*(0:E*) — E"(9,E"))] .

(2.199)

Como p e j sdo indices mudos, o primeiro e ultimo termo sdo os resultados de uma
derivada do produto, ou seja:

[E(V-E)-Ex (VxE)|=[0;(E'F) - E/(0:F)] . (2.200)
Na segunda parcela vamos usar novamente a regra de Leibniz, ou seja:

0,(E°E®) = 2E*(8,E*) — E*(8,E*) = ;aj(aijESES) , (2.201)
em que usamos a relagdo 9; = §;;0;. Logo:

[E(V-E)-Ex (VxE)| =0 [EEJ - ;@jESES] : (2.202)

Por um processo anadlogo para o campo magnético, resultamos:

dPtat -
dt

o 1 .. 1
[ o, [EOE’EJ _ 5. EE*+ — BB - 5@538381 . (2:203)
2 o 2410
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O termo entre colchetes é conhecido como tensor de stress de Maxwell, T}7,

P P y
4P o / dPr 0Ty — P _f ga T, (2.204)
dt v

em que na ultima passagem utilizamos o teorema da divergéncia. A eq. (2.204)
estabelece a lei de conservacdo do momento linear total do sistema formado pelas
cargas e pelos campos eletromagnéticos. Como o lado esquerdo tem dimensao de
forca, o tensor de stress de Maxwell tem dimenséo de forca por unidade de area.
Por um procedimento anélogo ao da conservacdo de energia, vamos escrever essa

lei de conservagdo de uma maneira covariante. Partindo de:

S

ot +0;

f=—poco—o-

o 1
eB'E) — 6l]ESE + B’BJ——&]BS ] . (2.205)
Ho 2410

Organizando de maneira conveniente,

110 [ Ey ij | N R, o
—-2 ( e"””Bn> + 0 o N pip _Oipep | L\ pip - dipep,
Lo € Ot c 2 2 140 2
(2.206)

Vamos trabalhar com o termo do campo magnético,

i RJ 5ij s i RJ s s 6ij s S S i J s s 5ij s
BB -2l B°B, = (B'B’ —6,;B°B )—?B B.+6;;B°B* = (B'B’ - 6,;B°B )+?B B, .

(2.207)
A relacéo entre parenteses pode ser calculado via o tensor F'**. Fazendo a contra-
cao:

F*F] = epaerjmB'B™ = (0i0im — 0im6y;)B'B™ = 6;;B'B' — B'B7 . (2.208)

Logo,
B'B’ — ?JBSBS = ?]BSBS — F*F] . (2.209)

Substituindo essa relacdo em (2.206) temos:

1 1 [E'E) 6; E°E, 8ij
—0o ( Fka> +0; { l —- 4 — F*F] jBSBsH ,

o o | ¢ ¢ 2 ¢ c 2
(2.210)
_yid
1 1 by E°E
Py ( FkF”“>+8 S| (FOR] 4 F*RF) 00 (BSBS— 25> ,
Ho Ho _ 2 c
FiNF] 1paiF,,
(2.211)

De maneria simular ao feito da secao anterior também podemos somar um termo

proporcional a 7% na componente temporal reescrevendo de maneira simétrica,

—Qy | —FPF* 4 Fo‘ﬁFa ) 0 { [FMFJ + L FPF, H = —9,T"
’ (Mo g Ao T o g ’
(2.212)
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onde denominamos o oposto do tensor de stress de Maxwell como a componente
ij do tensor energia-momento. Ou seja,

5 SR T
TV = —Ty) = — [F”Fﬁ + ZF“ﬁFw] . (2.213)
Ho

Combinando este resultado com a eq. (2.187) obtemos a versdo covariante do
tensor momento-energia que reune todas as informacao a cerca da energia e do

momento linear associados ao campo eletromagnético.

1 i
T = — |y T pesp ol (2.214)
Ho 4

Fazendo uso de (2.173) e (2.205) podemos escrever de forma covariante as leis de
conservacao de energia e momento linear,

0,T" = J'F} . (2.215)
Para o caso de uma particula pontual, a 4-corrente assume
JN = qU?, (2.216)
onde U* = (v¢,vv) é a 4-velocidade da carga ¢. Dessa forma, a eq. (2.215) fica:
0,T" = qU F}' (2.217)
em que o a lado direito é a versdo covariante da forca de Lorentz, ou seja:
"= qU F} . (2.218)

Expressando €m componentes:

F-v = j-E. (2.219)

em que na ultima passagem usamos j = qv. Agora para a componente espacial:

fo= q|U R+ UF],
A7 = a0 (5) + oo eon)].

F = ¢E+¢q(vxB). (2.220)



Capitulo 2. Fundamentos da Teoria Eletromagnética Cldssica 41

2.5.6 Foérmula de Larmor covariante para a poténcia de radiacdo

Para realizar uma descri¢do covariante da reacdo de radiacdo, iremos precisar da
versao relativistica da férmula de Larmor. Para obter a poténcia total irradiada por uma
carga acelerada, usaremos a versao nao relativistica da formula de Larmor, expressa por:

2 2
poq” (dp dp
- P = — . — . 2.221

6mm2c (dt dt) ( )

dv

2 2
Hoq 2 Hoq
al” = m—
| 7

P— _
6mc 6mm2c

Como essa equacao foi obtida no limite néo relativistico, 8 — 0, podemos sugerir que a
versdo covariante seja da forma'?,

2 e
p—_H (dp dp“), (2.222)

" 6rm2c \ dr dr

onde dr = dt/y e p* = (E/c ,p) é o 4-momento da particula. Para mostrar que essa
equacdo é valida, vamos fazer a contracdo:

dp*dp, (dp\> 1 (dE\ dp\> 1 ( dE\’
_ == - = | =] =[~+=] —=[~—=] . 2.223
dr dr <dT 2\ dr Tt 2\ ( )
Considerando o sistema em que vale as quantidades, E = ymc? e p = ymv, temos:

dp dy dE.—  ,dy
pri mva +yma e i me ik (2.224)

Logo,

v-a dE
— =~"mv ( = > +~*ma e Vo = Yim(v - a), (2.225)

onde usamos a derivada do fator de Lorentz: dvy/dt = v3(v-a)/c?. Elevando ao quadrado
as quantidades acima,

dE\* 4 2 8, 2 2
T = {’y m(v - a)} =~"m*(v-a)”, (2.226)
dp\’ : 2
<7p> - va (”) +72ma} , (2.227)
dt c c
= m2|Y : (V : a)2 +~y'm?|al* + 275m? (V'a>2 .
c c c
Substituindo,
_dptdp, — {3m? v (V ' a>2 ++tm?|a)?
dr dr c c

V-a

+275m? <C>2 -5 [Vom?(v - a)Q]} . (2.228)

12 procedimento similar ao realizado no [9].
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ou,

1/~?

dot d . 2 . 2
-3 (VY P tlal 4 oy (V) 22299
dr dr c c c

Organizando os termos:
6 o ' 1 v-a)?
Aom?{ - +glal+2 (TR) (2.230)
y c

E usando o resultado:

1 2 2
—lal” =lal’ [1 - ‘V ] =[af® — |a?|X| | (2.231)
encontramos:
dp* d 2 -a)’ ?
_19Pu:%mﬂmF—W\mf+(va)]=fmﬂmf—fxa], (2.232)
dr dr c c c

em que na ultima passagem utilizamos a propriedade: (a-b) x (c-d) = (a-c)(b-d) —
(a-d)(b-c). Portanto, (2.223) é expressa por:

2,6 % a
p = M7 l|a|2_’V
(Ve c

2
1 . (2.233)

Esse resultado é exatamente a generalizacdo da férmula de Larmor para a poténcia
de radiacdo, mostrada em (2.102), assegurando que a suposi¢do indicada é de fato
verdadeira.
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3 Reacao de Radiacao

Vimos no capitulo anterior que uma carga acelerada perde energia devido a emissao
da radiacgéo eletromagnética. Ao estudarmos o balanceamento da energia de uma parti-
cula que se move sob a influéncia de forcas externas, é necessario levar em consideragao
as perdas por radiacdo. Vimos que o campo de radiacdo possui ndo apenas energia, mas
também momento. Em virtude deste fato, a emissdo da radiacdo é acompanhada por
uma forca de reacdo do campo sobre a particula. A acdo do campo de radiacdo sobre o
movimento da particula é chamada reacdo de radiacao.

Quando uma particula de massa m e carga ¢ sofre a acdo de uma forga resultante
ndo nula, ela adquire uma aceleracao e consequentemente uma variacao em sua energia
cinética. A forca externa, durante o deslocamento da particula, realiza trabalho, cuja
magnitude, pelo teorema trabalho-energia, deveria ser igual a variacdo de energia
cinética. Entretanto, sabemos que cargas aceleradas emitem radiacdo, de modo que nem
todo trabalho realizado é convertido em energia cinética. Uma parte da energia torna-se
radiacdo, e faz parecer como se a forca resultante na particula fosse menor do que de
fato ela é. Portanto, ha uma forca exercida pela radiacio sobre a carga que a gerou. E o

que denominamos reac¢do de radiacgéo.

3.1 Reacao de radiacio na formulacado nao-relativistica

Nesta secdo, apresentaremos uma andlise mais detalhada da reacdo de radiacéo.
Iniciaremos a discussdo com o formalismo néao relativistico, no qual derivaremos a forca
de Abraham-Lorentz com base na conservacao de energia, abordando as inconsisténcias
das solucoes da equacdo de movimento. Posteriormente, examinaremos um caso especi-
fico em que um elétron é sujeito a oscilacdes devido a incidéncia de um campo elétrico
externo. Essa consideracdo nos permitira reproduzir os resultados dos fenomenos de
espalhamento de Thomson e Rayleigh. Por fim, abordaremos a reacdo de radiacdo para
uma esfera rigida carregada, assemelhando-se ao modelo proposto por Lorentz para o

elétron.

3.1.1 Reacdo de radiacdo baseada na conservacdo de energia

Nesta secdo, vamos determinar uma expressao para a reacao de radiacdo baseada
na aplicacdo da lei de conservacdo da energia a uma carga acelerada. Por simplicidade,
vamos considerar uma particula ndo relativistica, ou seja, 5 < 1. Com isso, podemos
utilizar a féormula de Larmor,

2
p =20 52 (3.1)
6me
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Essa é a poténcia média emitida na forma de radiacdo pela carga que tem uma aceleragao
a. Podemos pensar que essa poténcia corresponde a taxa temporal com que a carga
perde energia por causa da forca exercida pela radiacdo, F,.4, ou seja,

P = _Frad "V, (32)

a ser determinada. O sinal negativo indica que a poténcia estd sendo retirada da particula
e v representa a sua velocidade. Substituindo (3.1) em (3.2) encontramos,

2
Frog-v =12 a2, (3.3)
67mc

E importante notar que essa equacio nio estd completa, pois a carga também tem
campos de velocidade, descrito pela eq. (2.61), os quais tém uma energia associada. No
entanto, a energia gerada pelos campos de velocidade néo se "desprende” da carga, como
ocorre com os campos de radiacdo dados em (2.63). Para determinar a energia perdida
pela carga deve-se levar em conta tanto a parte de radiacdo quanto a parte dos campos
de velocidade. Porém, vamos considerar um movimento ciclico em pequeno intervalo
de tempo [ty,tf], em que ¢, e t; representam os tempos inicial e final, respectivamente.
Dessa maneira, a velocidade e a aceleracdo da particula serdo as mesmas nesse intervalo.
Assim, em média, a equacdo (3.3) é valida. Logo, integrando nesse intervalo:

t + 2
"W Py v =— [ dt BT a2, (3.4)

to to e

Lembrando que |a|> = a - a e que a = dv/dt, obtemos:

ty Loq® [t dv dv
F.  .y— _H1 av av| .
y Frea-v=—g 0 ) b [dt dt (3-5)

Usando a propriedade da derivada,

dv dv d [dv d*v
A _2Y G -v. 2 3.6
dt dt  dt (dt V) Ve (3.6)
Substituindo-a na eq. (3.5),
ty Loq® [t d [dv d*v
dtF, o0 - v =— dt |— [ — - —VvV.-—, 3.
o VT "6 [dt it V)TV are (3.7)
que pode ser escrita como,
ty Loq? /tf d (dv ty d*v
AtF,pq-v=— dt — [ — - — dt v-—| . 3.8
to v e [to dt \ dt M to M dt? 38

Uma vez que v e dv/dt sdo iguais em ¢, e t; por causa do movimento ciclico executado
pela carga, decorre que:

) 3.9
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onde a = da/dt, um termo conhecido como jerk, cuja unidade é m/s3. Portanto,

to 2 to to 2
AFyy-v=12C [Taiv.a & dt lFmd—lg]qa]-v:O. (3.10)

t1 TC Jt1 t1 e

Como essa relacao deve ser valida para qualquer v, identificamos a chamada for¢a de
Abraham-Lorentz para reacdo de radiacio:

Moq2
6me

Frog = 109 4 (3.11)

Note que tal forca foi estabelecida considerando a situacdo mais simples. Portanto,
ela vale apenas se nos restringimos a um movimento ciclico em que v e dv/dt sdo
iguais no comeco e no fim do ciclo. Na préxima secdo vamos aplicar esse modelo a um
caso mais realista. Por ora veremos algumas consequéncias importantes. Aplicamos
entdo a segunda lei de Newton sobre a particula de carga ¢ supondo que a aceleracao
desenvolvida é decorrente da forca externa e da forca de aceleracao:

t
Fe +Fq = ma,

2
Fl = m <a ST a) . (3.12)
6mme
Se definimos a constante de tempo 7,4 por meio de:
2
Trad = T (3.13)
6mme
a equacao de movimento se resume em:
F' = m (a — Teqd) . (3.14)

Estd equacdo é a conhecida forca de Abraham-Lorentz. Para o caso do elétron, 7,,4 vale
aproximadamente 6,24 x 1072* s, enquanto para o préton ele vale 3,4 x 107245, Neste
cenario, fica evidente que a forca associada a reacdo de radiacdo, mr,.4a, é geralmente
insignificante em comparacdo com aceleracdes causadas por uma forca externa (F¢**)
que se enquadra na andlise cldssica'. Forcas que induzem variacdes de aceleracio
intensas o suficiente para se aproximar de niveis de 7,44 ~ a exigiriam componentes de
Fourier com frequéncias da ordem de 1/7,,4, da ordem de 10?3 H z para elétrons. Nesse
cendario, os quanta de campo associados se manifestam como raios gama com energia,
h/T.qq, de aproximadamente 100 MeV. No entanto, é crucial observar que a criacdo
de pares elétron-pdsitron se torna proeminente em energias em torno de hv ~ 2m.c?,
aproximadamente 1 MeV. Em tais niveis de energia, a andlise cldssica perde validade,
uma vez que os efeitos quanticos ndo podem ser ignorados [14].

No caso hipotético em que nao héa forca externa agindo sobre a particula, havendo
apenas forca de radiacdo, escrevemos (3.14) como:

da 1
— = —oa. 3.15
dt Trada ( )

Mais adiante veremos que essa consideragdo levara a formulagido da equagio de Landau-Lifshitz.

1
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A solucao dessa equacao diferencial pode ser obtida facilmente, e sua solucdo tem a
forma: .
a(t) = agexp {} . (3.16)

Trad

Essa solucdo descreve uma particula carregada que acelera mesmo na auséncia de uma
forca externa, e essa aceleracdo cresce exponencialmente com o tempo. Tal solucédo
"auto-acelerante" é obviamente nao fisica pois na auséncia de forcas externas a particula
nao iria emitir radiacdo. Além de que (3.16) viola a primeira lei de Newton, uma vez
que a particula deveria se manter em repouso ou em movimento retilineo uniforme na
auséncia de forcas.

Embora seja um resultado néo-fisico, a eq. (3.16) apresenta algumas consequéncias
interessantes a serem discutidas. A deducao da forca de radiagédo (3.11) foi fundamen-
tada na poténcia de radiacdo, regida pela férmula de Larmor. Embora a conservagao de
energia seja mantida, como mencionado anteriormente, essa conclusao € fisicamente
inaceitavel, pois sugere que a forca de radiacao forneca a particula uma energia infinita
para manter a aceleragdo crescente de maneira exponencial, conforme estabelecido pelo
teorema trabalho-energia. E importante notar que, mesmo considerando um caso mais
realista, como veremos na secdo 3.1.3, essa solucdo persiste, entretanto, outros proble-
mas surgirdo. Por ora, exploraremos algumas aplica¢des da forca de Abraham-Lorentz
na presenca de forcas externas.

3.1.2 Reacdo de Radiacdo na Presenca de um Oscilador Harmoénico.

Nosso objetivo nessa secdo sera apresentar algumas aplicacoes do comportamento da
forca de Abraham-Lorentz (3.14) na presenca de uma forca externa restauradora, —kz,
e um campo elétrico oscilante, Eye~ ™.

3.1.2.1 Apresentacao do problema e Solucdo da Equagdo de Movimento

Como aplicacao da teoria de Abraham-Lorentz, consideremos a radiacdo de uma carga
elétrica oscilante?. Este é o andlogo cldssico da emissdo por um oscilador harménico
quantico. No limite de niumeros quénticos grandes, os cdlculos cléssicos e quanticos
convergem para o mesmo resultado, tal como estabelecido através do principio da
correspondéncia. Anteriormente, vimos que na auséncia de forcas externas o movimento
da particula é consequéncia da radiacdo emitida pela prépria carga, obtendo uma
solucdo incompativel fisicamente. Agora vamos considerar que o elétron é forcado a
oscilar devido a existéncia de um campo elétrico externo. Para tal tratamento, vamos
considerar que o movimento do elétron é ndo-relativistico. Deste modo iremos desprezar
os efeitos causados pelo campo magnético da onda incidente. Neste sentido, a equacao

2 Esta sec¢do seguird como feito em [7].
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de movimento® serd dada a partir de (3.14),
(i — Trag i) = F&, (3.17)

em que 7' = a é a derivada temporal da aceleracdo. Considerando um elétron ligado

esteja oscilando devido as forcas externas:
Fet — _kp — qEge” ™. (3.18)

onde E, é a amplitude do campo e w a frequéncia da onda incidente. Neste cendrio,
(3.17) sera:
F = Toad T+ wix = — L By, (3.19)
m

de modo que usamos a defini¢do w? = k/m. Considerando apenas que o elétron esteja em
seus estados estaciondrios*, sua solucfio é apenas proporcional a e *#*/" sendo E = hw,
pela relacdo de Einstein para a energia do féton. Logo, a solucdo sera do tipo:

x(t) = zoe ™" (3.20)

Dessa maneira, podemos expressar a derivada terceira por:

. @ vy .
7= pres (xoe t) = —w’i. (3.21D)
Portanto, a eq. (3.19) fica:
F + Troqw?d + wiz = — L Eye~!, (3.22)
m

Se quisermos levar em conta outros processos dissipativos, além do processo de reacdo
de radiacdo, podemos incluir um termo resistivo v no primeiro membro de (3.19), onde
~ € uma constante de decaimento com dimensdes de frequéncia. Definindo assim:

=7+ Treaw?. (3.23)

A equacao de movimento fica, portanto:

r+Tz+ w%x = —gEoe_m. (3.24)
m
A solucdo dessa equacao, em que os cdlculos detalhados se encontram nos apéndices, é
dada por:
E —iwt
oty =220 © (3.25)

m wi —w? —iwl

3 Por simplicidade iremos considerar o movimento unidimensional.

4 Neste contexto, a expressio ‘estaciondrio’ néio se relaciona a ideia de a solugio nio depender do tempo,
mas sim ao cendrio em que o elétron esta confinado a uma o6rbita circular, conforme proposto no
modelo de Bohr. Dessa forma, o termo ’estaciondrio’ esta associado as quantidades observadas que
permanecem constantes ao longo do tempo. Como veremos adiante, os valores médios néo irdo variar
com o tempo.
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Derivando em relacdo tempo obtemos a velocidade da carga em termos do campo elétrico

sera: » .
d qEy e qFby —iwe ™™

v(t) = —< — = — . 3.26

®) dt{ mw%—uﬂ—iwf} m w? — wd + iwl ( )

E, consequentemente, a aceleragio seré:

d qEy  —iwe ™! qFy  w?e !

a(t) = —< — = — . 3.27

®) dt{ m w? — wgz — iwl’ m w? —wd + iwl ( )

De posse dessa quantidade, podemos analisar alguns casos particulares.

3.1.2.2 Espalhamento de Thomson e de Rayleigh

A reacdo de radiacdo na presenca de um campo oscilatdrio externo apresenta uma apli-
cacdo interessante. Neste cendrio, podemos utilizar a solucdo exibida na eq.(3.27) para
fazer uma descricao acerca da teoria de espalhamento de radiacdo por um formalismo
diferente ao encontrado em livros classicos, como por exemplo em [9]. Inicialmente,
faremos uma revisdo do processo de espalhamento de Thomson, onde a carga esta sujeita
apenas a forca elétrica excitadora. Em seguida, iremos abordar o espalhamento Rayleigh,
onde consideramos a carga sob uma aceleracdo que leva em conta a reacao de radiacao,
como efeito de aplicacdo do tépico sob estudo. Antes de prosseguirmos, vamos fazer
uma breve apresentacdo sobre a teoria do espalhamento.

Uma onda eletromagnética incidente € dita espalhar ou difratar de uma amostra de

matéria quando o campo produzido pela amostra ndo pode ser descrito usando a teoria
de reflexdo e refracao de Fresnel de uma interface plana [18].
Um conceito importante na teoria do espalhamento é secao de choque. Ela fornece uma
maneira quantitativa de descrever o resultado de um processo de dispersdo. Em um
nivel fundamental, a se¢do de choque € definida em relagédo as colisoes entre particulas.
O numero de eventos de dispersdo, d/N, que ocorrem em um volume dV' do material em
um intervalo de tempo dt, deve ser proporcional ao fluxo de entrada n,v, e a densidade
de alvos n,. A constante de proporcionalidade €, por definicdo, a secdo de choque (o).
Matematicamente, o numero de eventos € definido como:

dN = onjvinqdVdt. (3.28)

Considere um feixe monocromadtico de particulas, ou seja, um feixe no qual todas as
particulas de entrada tém a mesma energia F. Entdo, Enjv; representa o fluxo de energia
de entrada. Por simplicidade, consideraremos a dispersao eldstica, onde a particula de
entrada € dispersa a partir de um centro fixo, de modo que sua energia final é a mesma
que a energia inicial. Entdo, multiplicando por F e integrando sobre o volume do alvo, a
equacao (3.28) fornece:

EdN = o Emudt [ nadv. (3.29)
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Observe que dFE/dt = d(EN)/dt é a energia dispersa por unidade de tempo, ou seja,
a poténcia do espalhamento. Enquanto En;v; é o fluxo de energia incidente, e N, =
J n2dV é o niimero de alvos. Portanto, a secdo de choque é igual a razdo da poténcia
de espalhamento P por fluxo de energia incidente / por unidade de alvo. Portanto, se
considerarmos uma onda incidente em um unico alvo,

d(EN)
__dat (P
7= Enllez N I (3.30)

Como [ = (S) - R definimos, de maneira geral, a secio de choque por unidade de 4ngulo

do 1 dP
o5 = 7<S> = <dQ> (3.31)

Dito essas consideracdes acerca da teoria do espalhamento e se¢do de choque, vamos

solido como:

voltar para o nosso problema. Nesta secdo, focamos na classe de problemas onde
isso ocorre porque o comprimento de onda do campo monocromatico incidente nao é
pequeno em comparacdo com a curvatura de uma fronteira material. Nos casos em que
iremos estudar, o mecanismo de espalhamento serd para um elétron livre (Espalhamneto
Thomson) e para o caso de um elétron ligado (Espalhamento de Rayleigh).

* Espalhamento Thomson:

O espalhamento Thomson ocorre quando uma onda plana eletromagnética interage
com um unico elétron livre e fracamente acelerado. Para esse caso, vale wy =0 e
I' ~ 0, de forma que a eq. (3.27) se reduz em:
a(t) = —L Byt (3.32)
m
Como estamos interessados na poténcia média por unidade de angulo sélido, vamos
usar a eq. (2.91), ou seja,

dP 2142 2 2
<dQ> = <“ig ’j‘! sin29> - “°‘f6<|j;| ey (3.33)
™ ™

Usando agora a aceleracdo® dada pela eq.(3.32), obtemos:

() = (a0 a®) = 3 [(~Loe) (- Lae)] =05 334

Substituindo em (3.33):

dp Hogd' B3
— )= 6. 3.35
< ds) > 32m2n2e o ( )
Podemos simplificar esse resultado definindo o raio do elétron classico como:
2 2.4
Hoq 2 Hod
O drm 0T T6m2m? (3.36)

> Porém, como a(t) é uma funcio complexa, a média vale (Machado, 2003): (f - g) = %Real (F*G).
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Logo,
dP\ E: 5 .,
<dQ> = Q,MOCTO sin? 6. (3.37)
Agora precisamos da média do vetor de Poynting. Partindo de (2.78) obtemos:
1 4 1 4
S) = ( —R|E.)*) = —R(|E,*). (3.38)
(8) = (LRI ) = L R(B.P)

Como estamos em um ponto muito distante da fonte que gerou a onda incidente,
sua contribuicdo para o campo elétrico é aproximadamente proporcional ao campo
de radiacdo (campo de aceleragdo), ou seja:

Ei. ~E, — E, = Eye ™' (3.39)
A média do campo de radiacdo sera:
1 , * . 1
2\ _ —iwt A —iwt A . A
(|Eq|*) = 5 [(Boe™™#)" (Eoe™™#)| = S 56 (3.40)
Portanto, o valor médio do vetor de Poyinting sera:
E?2 . . EZ
S: OR [:SR:7O 3.1
(S) et (S) e (3.41)
De posse desses resultados, a secao de choque por unidade de angulo sélido:
do 1 dP
a - _ (¢ 3.42
Q) <s>.R<dQ>’ (3.42)
E2
/yzrg sin” 0
— —,MOCE2 = 7o sin? 6.
HoC
Integrando sob o angulo sélido que corta uma superficie arbitraria S:
4
d 2 o7 ’ 4
o us ™ X
) S =1 dng/ sin® 00 = 132m . (3.43)
De modo que,
8T ,
or = 7, (3.44)

¢ a secao de choque de Thomson [18]. Observe que a frequéncia da onda ele-
tromagnética radiada é a mesma que a frequéncia da onda incidente: uma onda
incidente oscilando na frequéncia w induz um movimento oscilatério do elétron
livre novamente na frequéncia w. Por sua vez, esse movimento gera radiacao
dipolar na frequéncia w. Portanto, as ondas incidentes e dispersas tém a mesma
frequéncia. Deve-se observar que, na mecanica quantica, esse resultado é modi-
ficado em frequéncias suficientemente altas, e a frequéncia da onda dispersa €
menor que a da onda incidente [12]. E as frequéncias so serdo iguais em um caso
de retroespalhamento, conforme demonstrado por Compton [5].
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* Espalhamento Rayleigh:

Agora consideramos a dispersdo de uma onda eletromagnética em um elétron
ligado a um dtomo ou a uma molécula. Vale destacar que, assim como o caso
anterior, para uma descricdo completa é necessdrio um tratamento via mecanica
quantica, levando em consideracdo os niveis de energia discretos do elétron ligado.
Além disso, assim como na dispersdo em um elétron livre, se a frequéncia da onda
eletromagnética estiver na faixa dos raios-X ou maior, também devemos levar em
consideracdo a natureza quantica do campo eletromagnético, o que eventualmente
exige o uso da teoria quantica de campos, como indicado em [2]. Aqui, no entanto,
discutimos o cdlculo puramente cldssico, no qual tanto o elétron quanto o campo
eletromagnético sdo tratados de maneira cldssica. Diante disso, agora vamos
considerar que o elétron esta ligado ao atomo e sujeito a forca de radiacdo , de
modo que a aceleracdo da particula é dada pela eq. (3.27):

2 —iwt
a(t) = —4E0__we (3.45)

m w? — wg 4wl

Calculando a média da aceleracao ao quadrado, obtemos:

1 qu wleiwt * qu w2e—iwt
ARy = (= = 3.46
<’&<)’> 2[( m w? — wg +iwl m w? — wg +iwl -(3.46)
¢ E; w!
2m? (w2 — wg)® + w22’

Consequentemente a poténcia média de radiacao sera:

dp poq Ef . o w?
— 3 9 3.47
< dS) > 32m27r20 St (wQ — w8)2 =+ WQFQ ’ ( )
E2 4
= 0 25in2p l . (3.48)
Hoc (W2 —wd)” + w2l?

em que novamente usamos a definicao do raio classico do elétron (3.36). A onda
incidente depende apenas da fonte que a gerou, como discutido anteriormente.
Isso significa que sua energia nao se altera se o elétron estd ligado ou nao. Deste
modo a intensidade da onda é equivalente ao caso do espalhamento Thomson, em
que:

£
2p0C
tal como expresso em (3.41). Desta forma, a secdo de choque (por unidade de

do 1 [dp
dQ_<s>.fng’

w4

(W? — wd)® + w2’

I=(S)-R= (3.49)

angulo sélido) sera:

(3.50)

= rpsin®0
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integrando sobre o dngulo sélido obtemos:

4
P . ) 2T 3
o w Yy iy
Yaa = 42 a / ¥ 00 3.51
g dQ T (UJ2 _ wg)Q + w2F2 ¢ S ) ( )
8T , wl
= 370 2
3 (w2 _ WQ) + W2F2

Logo,

(3.52)

Uscatt(w) =0aor (wg _ w%)Q + w22’

Neste cenario, convém definir a secio de choque normalizada pela secdo de

Thomson, ou seja,

O scatt (Cd) _ Cd4

or  (w?—w?)® + w2

(3.53)
Agora, vamos analisar alguns casos particulares.

1. Caso w > wy e w > I': Este caso particular é valido para a frequéncia da onda
incidente é muito maior que a frequéncia de oscilacdo natural (wy) do elétron.
Tal situacdo é equivalente ao caso descrito anteriormente em que o elétron
estd livre. Consequentemente, a secdo de choque espalhada sera:

O scatt (U)) w4 w4

_ ~ —1, 3.54
or (W2 —wd)” + w2 (w?)? (8.54)

o que implica em:
Uscatt(w) =0or. (355)

2. Caso w < wy e I' = 0: Neste caso temo que a frequéncia natural de oscilacao
¢ muito maior que a frequéncia da onda incidente. Nesse caso a secdo de
choque sera:

4 4

O scatt(W w w w\*
u(w) _ . ~ o (2 (3.56)
ar (W2 —wg)” +w?l?  (wg) Wo

Assim, a baixas frequéncias, a secdo de choque aumenta com a quarta poténcia
da frequéncia. Esta dependéncia da frequéncia é chamada lei de Rayleigh [7].
Essa lei explica, por exemplo, por que o céu parece azul durante o dia. As
moléculas de gas na atmosfera dispersam mais eficientemente a luz azul do
que a luz de comprimentos de onda mais longos, como o vermelho. Portanto,
quando a luz do sol passa pela atmosfera, ela é mais intensamente dispersa
na direcao dos observadores, resultando em um céu azul.

3. Caso wy = w : Neste caso obtemos o efeito de ressonancia que pode ser
subdivido em dois casos particulares:
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Caso de ressonancia (wy = w). Para I' < wy a secao de choque €,

Uscatt(w) _ (.4.)4 — wé{
or (@2 —wd)’ + w2 T
2
Tele) _ ()" (3.57)
or r

Vemos que essa secao de choque ¢ significativamente aprimorada em relacao
a secdo de choque de Thomson o7, por um fator proporcional a frequéncia
natural de oscilacdo. Outro ponto importante a ser comentado é para quando
o fator de amortecimento (I') apresenta contribuicao significativa apenas da
reacio de radiacdo, ou seja, I' = 7,,qw:. Neste caso, temos:

Tucarr(®)  _ (%)2: ! (3.58)

2 2°
O-T Trad w/g Trad W

Neste cendrio que apenas o termo de radiacdo contribui, o caso de ressonancia
cresce de Aproximacao da ressonancia (wy ~ w), a secdo de choque para esse
caso serd dada por:

Uscatt<w> . W4 - w4
or (w—wo)’ (w4 we)’ + w2 (w—wp)® (2w)* + w2l?’
1 wh w?

S wmwr+ (5] afw-wr+ (5] o

A partir dessa expressdo, podemos observar que a condicao de ressonancia é

mantida em uma faixa estreita de frequéncias Aw ~ % centrada em torno de
wWo [12]

ApOs essa breve andlise sobre a forca de Abraham-Lorentz concluimos que ela pode
ser usada para obter resultados ja conhecidos sem levar em consideragdo todas as
analises em meios dispersivos como tratado em [9] e [18]. Entretanto, vale destacar
que os resultados contidos nas referéncias citadas levam em consideracdo que a onda
eletromagnética incide em um superficie que pode ser aproximada por um oscilador
harmonico amortecido sem considerar a natureza desse amortecimento, na qual aqui
vimos que ele apresenta uma contribuicao da reacao de radiacdo, que embora pequena
na grande maior parte dos casos, sua contribuicdo apresenta resultados mensurdveis
experimentalmente para energias muito alta (faixa de raio-x e raio-v), como indicado
em um estudo recente [2].

A seguir, iremos analisar uma aplicacdo mais realista da reacdo de radiacdo. Veremos
como os campos de Liénard-Wiechert se comportam ao considerarmos uma esfera rigida
uniformemente carregada, tratamento similar ao realizado por Lorentz para obter, de
maneira independente, a expressdo da reacdo de radiacdo desse modelo para o elétron.
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3.1.3 Célculo da reacéo de radiagdo para um elétron

Nosso objetivo nessa secdo é refazer o cdlculo da reacgédo de radiacédo considerando

agora um modelo para o elétron proposto por Lorentz. Primeiro, faremos algumas

consideracoes:

1.

2.

4.

5.

A particula estd instantaneamente em repouso® no tempo atual, ou seja, v(t) = 0;

O movimento dos elementos infinitesimais de carga nos quais dividiremos a carga
do elétron é ndo-relativistico;

. Os campos eletromagnéticos produzidos por um elemento de carga de noutro de’

sdo os campos de Liénard-Wiechert;
A carga segue uma distribuicdo com simetria esférica;

Os resultados ndo devem depender do "tamanho" do elétron.

Com essas consideracOes, vamos iniciar os calculos. A figura 3.1 mostra o modelo para o

elétron a ser considerado. O campo elétrico produzido pela carga de’ sobre a carga de é

Figura 3.1 — Modelo para o elétron.

de’ avaliada no tempo ¢
(carga fonte)

de avaliada no tempo ¢

(carga teste)

Fonte: Préprio autor.

6

Esta consideracdo sempre pode ser obtida fazendo uma mudanga de referencial. Vale notar que isso

ndo necessariamente significa que as derivadas de v sdo nulas.
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dado por

E(r,t) =

4meq

(3.60)

de {(R—Rﬁ)(1—62)+R><[(R—Rﬁ)x 3‘]}
[R—R-pJ’ R-R-g" [

E importante lembrar que o campo sentido pelas cargas de no tempo atual ¢ foi produzido
pelas cargas de’ em um tempo de retardo ty. Pelo item 2 das consideracoes, podemos
expandir em série de Taylor as grandezas no tempo retardado em termos do tempo atual,
ou seja, ,
v(tr) = v(t) + Cfl: ;th;/
Usando a condicéo 1 e a definicdo tempo de retardo, tgr =t — R/c, ficamos com:

: 2
JRalt) AR (3.62)
c 2 ¢

(tr —t) + (tr —1)* + ... (3.61)

t t

V(tR) =

Para a aceleracdo temos,

a(tR) = a(t) + (Ci;: (tR — t) + ... (363)
¢
a(tg) = a(t) — a]: +... (3.64)

Outro fator importante é,

R—R-B]°=R" [1 _ P;ﬂ - (3.65)
Portanto,
[R-R-B]*=R" [1 - ;CR. <_Ri(t) + a(;ﬂ:; +.. )]3 , (3.66)
ou ainda, ) ,
R-R-B°=R3|[1+ R':;(t) - R';(t)g +...1_ . (3.67)
Expandindo esse resultado em série -de Taylor:
R-R-f]° =R :1 - ;R ca(t) + ;))CR;R Calt) + .. } . (3.68)

Agora, na equacdo (3.60) podemos desprezar os termos de 3? utilizando o fato da
condicdo 1. Deste modo obtemos:

de’

4meg

E(r, ) {R _“RB+R x [(R — RB) x ‘ﬂ }[R “R-A°. (3.69)

Ap6s substituir as expansoes dadas por (3.62), (3.64), (3.68) e realizar as simplificacoes,
em que os passos podem ser analisados em detalhes no apéndice D, chegamos a:

de’ { R 2R

R3 2R3 (

E(r,t) =

47eq

R _ a
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Lembrando que a carga esta distribuida de uma forma com simetria esférica (condicao
4), podemos escrever:

de' = p(r'd*r' = p(r')r'*dr'dS2. (3.71)
logo,
1 9 R 2R R ) a
E(r,t) = dr'r’ 'fdg[— a)+ (R ].3.2
(r,?) dmeg Jv/ nr p(?").s/ R 2R3 (R-a)+ 2¢3 R? (R-a)+ 2¢3 (3.72)

O campo elétrico total, obtido ap6s a integracdo’, é expresso por:

e

1 2a 2a a a de’
Etot (¢ ) — /d'{— }: M_ — . 3.73
(r,?) dmeg ° 133 " 3R 6megcd c 6megc? R (3.73)
Resultando em: _ "
Bt t)=—— % [% 3.
(r,?) 6regcd  6mepct) R (3.74)
A forca total sentida pela carga de prova de serd:
Fol(r 1) = / deE(r,1). (3.75)

Ou seja,

e
: de’ ea a de'de

Feter) = [ d 63_3/:% SR s

(rt) c [671‘6063 6megc? R 6671'6003 6megc? R (3.76)

Organizando os termos, obtemos:

2pa 4a [1 de'de
Flot(py) = CH02 22 7// 3.
(rt) 6me 3c? |2 dregR |’ (3.77)

O termo entre colchetes corresponde a energia potencial elétrica (U;) do sistema. Neste
sentido, a forca total é dada:
2 4U,
Flot(rt) = 10 — 270, (3.78)

" 6me _@ ’

Podemos notar que a equacao exibe um termo com caracteristicas de massa, dado por,

4 U, 0
=32 (3.79)
A massa acima pode ser chamada de massa eletromagnética, pois resulta diretamente
do efeito dos campos eletromagnéticos. Nesse modelo, hd um "excesso" de 1/3 para
que a relacdo relativistica & = mc? seja satisfeita. A massa faltante estd associada com
a energia necessaria para tornar o elétron estavel, ja que a tendéncia natural seria das
cargas constituintes ndo se mantivessem unidas devido a forca de Coulomb [11]. E

importante notar que a reacao de radiacdo esta presente no primeiro termo, de modo

7 Também est4 feito em detalhes no apéndice D
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que reobtemos a forca de Abraham-Lorentz. Vamos agora considerar que uma forca
externa atue sobre a particula. Nesse caso, pela segunda lei de Newton,

F.,, + F = moa, (3.80)

sendo m, é a massa de repouso do elétron. Substituindo a forca total,

e o 40, 40Uy e’ pio
F... = — A+ —a = — — : 3.81
6= o 67rca+ 302a {m0+ SCQ}a 67rca ( )
Logo, a forca externa assume a forma:
o
F.,, =ma— a, (3.82)
e
onde,
4T,
m=my—+ —2, (3.83)
3c?

¢ a massa total observavel. Dividindo por m e recobrando a definicdo do tempo caracte-

ristico (7,44), (3.82), temos:
Fext

m
Note que novamente obtemos a forca de Abraham-Lorentz, expressa em (3.11). Se

=a— TrqdQ. (3.84)

multiplicarmos (3.84) por um fator integrante exp{[—t/7.qa]} /7rad, €m que vale a relacdo:

(B (S| T
entao,
ol -t el L)) e

Integrando de um tempo ¢, a t,

t d t t F t
dt’ — (a exp{ [— ] }) = — dy =t exp{ [— ] } . (3.87)
to dt’ Trad to MTrad Trad

Resolvendo essa integral e organizando os termos, obtemos:

a(t) = a(to) exp{ [t - tO} } 4 tto g Feet) exp{ [—tl - t] } . (3.88)

Trad MTrad Trad

Constatamos que se a(ty) # 0, para qualquer valor finito de ¢,, o primeiro termo do lado
direito cresce exponencialmente, tal qual foi discutido anteriormente. Visto que escolher
a(ty) = 0 é muito restritivo, a opcdo mais satisfatdria consiste em considerar ¢, — oo, de
modo que o primeiro termo do lado direito vai a zero. Temos entdo que:

a(t) = /too dt'Fea;;(t,)exp{l—t/_t]}. (3.89)

Trad Trad

Essa equacao nos fornece um resultado interessante, pois a funcdo exponencial do
tipo exp{(—xz/x¢)} decai rapidamente, e a rapidez de decaimento é dada pelo valor
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caracteristico xy. Assim, a equacao pode ser entendida como sendo o valor médio de
F..:/m em um periodo de tempo caracteristico dado por 7, 4q. E interessante notar que
no integrando aparece o termo ¢’ — ¢, indicando que os valores da aceleracao no tempo
t,a(t), é calculado considerando tempos ¢’ maiores que t, ou seja, a forca nos instantes
' posteriores a ¢, dentro do intervalo caracteristico [¢,t + 7,44], € a responsavel pela
aceleracdo da particula no tempo t, fazendo assim com que o principio de causalidade
seja violado por um intervalo de tempo da ordem de 7,,4 ~ 6,24 x 10~%*s para o caso do
elétron.

Observe que as consideracoes cldssicas como as que adotamos nédo sdo aplicaveis
nessa ordem de intervalo de tempo, de modo que as relacoes de causalidade podem ser
violadas desde que ndo sejam mensuraveis, por causa do principio da incerteza. Outro
fato a comentar é que mesmo a correcio relativistica feita por Dirac® nio altera a questdo
da ”"quebra” de causalidade aqui abordadas, indicando que o problema pode ser de fato
de natureza quantica.

3.2 Reacdo de Radiacdo em sua Formulacdo Covariante

Nas secOes anteriores, nds analisamos os efeitos da poténcia dissipada no regime de
baixas velocidades. Tal andlise nos mostrou que a solucido da equacdo de movimento
apresenta uma divergéncia, ou seja, a particula em movimento acelera exponencialmente
sem violar a conservacdo de energia. Um método para eliminar essa solucdo divergente
¢ considerar as dimensoes da particula, levando em conta nao apenas os campos de
aceleracdo, mas bem como os campos de velocidade também. Como foi visto, tal
procedimento exige uma extensa manipulacdo algébrica.

Nesta secao veremos que o mesmo resultado pode ser recuperado utilizando uma
4-forca f* que nao altera a massa de repouso e supondo a existéncia de um 4-vetor
de modo que a equacao resultante respeite o balanco de energia, obtendo a forca de
Lorentz-Dirac. Em seguida, discutiremos uma formulacao alternativa da forca de Lorentz-
Dirac. Nesse contexto, a equacao de movimente ndo apresenta o termo da derivada da
aceleracdo, corrigindo a solucdo divergente. Essa equacdo é conhecida como equacao de
Landau-Lifshitz.

3.2.1 Poténcia de radiacdo realizada por uma 4-forca pura e a forca de

Lorentz-Dirac

Primeiramente, iremos considerar que apenas forcas externas de origem eletromag-
nética estdo atuando sob a particula. Ou seja,

=== =qF"\U, . (3.90)

Mais adiante veremos o caso relativistico.

8
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onde U, é a 4-velocidade da particula. Sabemos que essa forca deve preservar o correto
balanco de energia e momento em todos os referenciais, uma vez que € valido o principio
da relatividade de Einstein. Como foi visto anteriormente, as componentes individuais
da forca nem sempre sio conservadas’. Entretanto, uma contragio de 4-vetores é sempre
conservada em todos os referenciais. Para o nosso procedimento vamos escolher o
4-vetor mais simples, a 4-velocidade da particula em questdo. Fisicamente estamos
determinando a relacdo entre a poténcia exercida sob a particula e a taxa de variacdo do
momento linear. Portanto,

dp"
tﬂUp:;%{@:qFMUﬂh. (3.91)

O lado direito é identicamente nulo pois estamos contraindo um tensor antissimétrico
com um simétrico. Usando a relacdo do 4-momento p* = mU",

d(mUH")
U, = 0 3.92
7 Un ; (3.92)
d(U*) upr ydmo
- U,+ U U“)E = 0,
md(U*U,,) upradmo
2 dr (U7 U) dt 0

€m que usamos:

W) _ g l0a) Ay 0y, (3.93)
como U® = (yc , yv) vale: U°U, = 2. Logo (3.92) resulta em:
0
mw_gﬁgza (3.94)
Cg: = 0. (3.95)

Concluimos entdo que a forca eletromagnética que induz interacdo entre as cargas nao
altera a massa de repouso. Isso é importante pois o campos proprios gerados pelas
particulas representam uma distribuicdo de energia e portanto de massa. Diante disso,

temos a condicao:

—U,=0. 3.96
dr " (3.96)
Derivando em relagdo ao tempo préprio,

d (dU* du, du* d>U*

———U,|=0 - —F—=-U,—. 3.

dr ( dr H) dr dr Hodr? (3.97)

Substituindo esse termo na féormula de Larmor, dada pela eq.(2.222),

poq” <d(mU“) d(mUu)>

6mm?2c dr dr

poq” d*U*

P = .
6re dr2 "

P=- (3.98)

Vide o teorema de Poyting.
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Para qualquer sistema fisico a varicio do momento total deve levar em conta a forca
atuando sob o sistema e o momento de radiacdo, ou seja,

dp #ot
dr

d H
= f 4 Lrad (3.99)
dr
Como taxa de variacdo do momento de radiacdo nem sempre é conservada, para que
dpf‘fot
dr. *
radiacdo. Portanto:

U, = 0, deve existir um 4-vetor s para contra balancar a variacdo do momento de

dplo dply
U= U+ = U+ U, = 0 (3.100)

O primeiro termo do lado direito é zero, resultando:

dpﬁad
dr

U, = —K"U, . (3.101)

Sabendo que a taxa de variacdo do momento de radiacdo esta relacionada com a férmula
de Larmor escrevemos:

dpl . P, poq?® d*U* "
—e = Ut =— o . 3.102
dr c2 6mc® dr2 Ul ( )
Contraindo esse resultado com a 4-velocidade:
dpt: P
Z;?dUu = UM, = —w"U, = WU, =P, (3.103)
logo,
2 12171 2 dQUM
urr _ Mod d“U u_ Hog _ 3.10
U 6rc arz * " 6me dr? U =0. (3.104)
Como esse resultado € valido para qualquer U,,, encontramos:
2 121710
w_ Pot” U 3.105
6re dr? (3.105)
Portanto, a equagdo de movimento assume a forma:
dpl, dp:
Ptot _ fu+ Prad —I—K,M , (3106)
dt dt
APl L Hog dPUC pog* d*U*
— - LU 3.107
dr 6med dr? + 6re dr? ( )
Reorganizando os termos, obtemos:
APl L Bog [PUM 1 U
_ _ =Y poun 3.108
dr U 6re | dr? 2 dr? Uall ( )
Logo,
2 2 27T
toq” |d°U* 1 d°U
FF = - ——UU" 3.10
rad T G [ dr? 2 dr? Ul ( %)
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¢ a conhecida forca de Lorentz-Dirac!. Usando a eq.(3.97), encontramos:

(3.110)

o Loq? [dQU’"‘ 1 dU~ dUaUu] ’

rad 7 Gre | dr2 2 dr dr

Como um caso particular, vamos considerar que a carga g se move relativisticamente em
uma dimensdo. Entdo a componente espacial da equacao de Lorentz-Dirac é expressa

0 rpy e [ 200 (100) (100N T)

Ou ainda escrevendo em funcdo do momento linear, p = ymv,

por:

dp pog> | 1. d?p  p dy\* (1dp\’
dr VE(T) + 6mc | mdr? + mc? CdT mdr ) (3.112)

Usando a relacéo da energia relativistica,

p2

72m204 =m?c* +p202 — y=1/1+ 55 (3.113)
m2c
onde |p| = p. Derivando o fator de Lorentz em relacdo ao tempo proprio:
dy _d p’ p_(dp
— = —<4/1 = — . 3.114
dr dr { + m202} ym?2c? \ dr ( )
Substituindo em (3.112):
dp p? pod® [ p [\ <y5 >2
— =14/1 F -— + = — | — . 3.115
dr * m2c? (7) + 6mme | dr? + 2 | \ym?c m ( )
Resolvendo o ultimo termo do lado direito:
P pp 2_<p)2 _ P ﬁ_ﬁ (3.116)
e |\ ym2c m | v2m2c2 m2|’ '

|

Usando (3.113),

N2 g
2 )| T 11
c? [('YWQC) <m>] pp [(p2+m202)m%4’ (3.117)
_
P2 4+ m2c?

10 A diferenca de sinal entre esse resultado e o encontrado em outros artigos se da devido a métrica que
estamos utilizando.
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Logo, (3.115) resulta em:

2 22

) p . pp
p = 1 =+ m2C2F<T) + Trad [p - p2 T m202] 5 (3.118)

em que novamente identificamos a constante de tempo 7,4q = poq?/6mme. Para simplifi-
car essa equacao vamos fazer a seguinte mudanca de variavel, v = sinh (, logo:

p=mesinh¢ — p? =m2cZsinh?® ¢, (3.119)
e suas derivadas,
p=mccosh(-( —  p=me (CQSinhC—i—fcoshg) . (3.120)

Substituindo os resultados,

)
mccosh(-g.:\/l—k% ;Cn QhCF(T)+Trad{mc(é2cosh§+ésinh§)

_ 1 {(mcsinh ) - (mccosh( : C)Q]} , (3.121)

m2c2 sinh? ¢ + m2¢2

ou ainda,

cosh ¢ g ) L
mecosh (¢ = \/ LS CF(7) -y { me (¢2 cosh ¢ + Esinh () mﬁﬂ?iiﬁ) :
—

cost* T
(3.122)

mecosh ¢ - ¢ = cosh CF(T) + Traq {mc (ﬁsm‘lﬁ—i— ¢ cosh ¢ —ﬁsm‘lﬁ)} . (3.123)

Resultando em,

mecoshC - ¢ = coshCF(7) + TraaCcoshC, (3.124)
me(C — TraaC) = F(7). (3.125)

que é a equacdo de Abraham-Lorentz, s6 que ao invés de estar em funcao da aceleracao,
tal qual exibida na eq. (3.89) , estd apresentada em funcado do parametro (. Este fato
atesta a consisténcia do formalismo covariante utilizado para deduzir as solucées para o
problema da reacdo de radiacdo. Podemos notar que mesmo expressa nesse parametro ¢,
a solucdo da equacdo ainda apresenta a questdo de quebra da causalidade e a solucao
nao fisica da auto-aceleracdo, como discutido anteriormente. Entretanto, existe uma
forma de eliminar esses problemas, a chamada equacdo de Landau-Lifshitz que sera
apresentada em seguida.
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3.2.2 A equacao de Landau-Lifshitz

A equacdo de movimento desenvolvida por Abraham, Lorentz (3.14) e Dirac (3.115)
discutida em detalhes nas secdes anteriores dominaram as discussoes acerca da dinamica
das particulas carregadas praticamente durante todo o século XX. Entretanto, sempre foi
sabido que essa equacdo era defeituosa, pois violava a primeira lei de Newton que diz que
na auséncias de forcas externas os corpos devem se manter em repouso ou em movimento
retilineo uniforme, que como sabemos é valida tanto para particulas relativisticas quanto
ndo-relativisticas. Uma extensa literatura foi desenvolvida na tentativa solucionar tais
problemas mas nenhuma pareceu satisfatdria, até o comeco do século XXI [16].

A chave para a resolucao desse problema estd na observacao que o termo responsavel
por levar em conta a emissdo de radiagio é pequeno, veja a eq. (3.110). Em 1951'! Lan-
dau e Lifshitz [10] realizaram uma aproximacao que leva em consideracdo as dimensoes
desse termo. Por simplicidade, vamos inicialmente considerar o caso ndo-covariante.
Seja a equacao de Abraham-Lorentz, (3.14):

Fl = m(a — Traqd). (3.126)

Em seu texto, Landau e Lifshit sugeriram que o segundo termo do lado direito seja
negligenciado, de modo que obtemos a segunda lei de Newton usual,

F' = ma. (3.127)

Isso é chamado de aproximacdo de ordem zero'?. Para 7,,4 pequeno e finito, essa
aproximacao pode ser utilizada para substituir a derivada da aceleracao por uma derivada
da forca externa, ou seja:

Fewt
Substituindo em (3.126): .
Fex
ma = Femt + Tradddt. (3129)

De imediato observamos que essa equacao respeita a primeira lei de Newton, uma vez
que F¢** = 0 — a = 0. Pela regra da cadeia, a derivada total serda dada por:
d 0

— V). 3.130
itV (3.130)
Portanto,
ext aFe:ct ext
ma = F*" 4 Tradi('?t + Traa(v - V)F (3.131)

Essa é a versao nao-relativistica da equacdo de Landau-Lifshitz. Agora, para obter a
versao relativistica, vamos utilizar a eq. (3.108),
du+ 2la*ur 1 d*U°
m& = g Hoq L
6re | dr? 2 dr?

= u,u*|. (3.132)
dr
11" A data de 1951 se da a primeira edi¢do em russo do livro em questio, enquanto 1971 se refere a edicio
traduzida para o inglés.
12 Para uma discussio mais detalhada sobre os métodos de aproximacio veja [12].
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De maneira semelhante ao caso nédo-relativistico, a aproximacao de ordem zero vale:

au*
m = fH. (3.133)
dr
Derivando em relagdo ao tempo préprio:
d*U 14
= 3.13
dr? m dr ( 4)
Substituindo em (3.132):
du* 201df 1 1df+
m U _ gy o (LA L LA ) (3.135)

dr 6mc |mdr  c2mdr

Esta é a versao covariante de (3.129). Essa equacao foi sugerida por Ford e O’Connell
[6] de maneira independente sem o conhecimento do trabalho de Landau-Lifshitz. Em
2006, esse mesmo resultado foi obtido por Medina [13] para o modelo estendido de
uma esféra carregada, em contraste ao realizando para uma particula pontual como feito
por Dirac [4].

Consideraremos agora que apenas focas de natureza eletromagnética estdo atuando
sob a particula. Nesse sentido, a 4-forga f# sera a 4-forca Lorentz, vista anteriormente
em (2.218). Dessa maneira, (3.132) arrume a forma:

m" ey pog” [ U LU ] (3.136)

dr 6me | dr? c? dr?

Novamente usando a aproximacao de ordem zero:

aor

m =qF"™U,. (3.137)
dr
e sua derivada relacdo tempo proprio,
d>U+ d
= —_ Hv
m—— a4 (F*U,), (3.138)
drm au,
= qgF—r
Woge T

Para escrever apenas em funcdo de F'*” e suas derivadas vamos usar a (3.137) para
substituir a derivada da 4-velocidade. Ou seja,
2ot g dF g

==U, —F¥FE, U 3.13
dr? m dt + m2 ( %

Substituindo esse resultado em (3.136),

d dFH
mi = qF"U, + MTreq U + —F””FWU“
dr m dr
dFoa/ 2

n q—FO"’F A(ﬂ)] . (3.140)

m dr

——U U“( U,
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av

) dFe . . .
O termo proporcional a UaUZ,d— ¢ igual a zero, pois resulta em uma contracdo de um
T
tensor simétrico (U,U,) com um antissimétrico (/'*"). Dessa maneira, (3.140) resulta

em:
du* _ v q dF" q2 v « q2Uﬂ av A
m dr = qF'u UV + MTrad [mUV&]‘ + WFM FVaU — m202 (F Ua) (FV/\U ) .
(3.141)
Logo,
au* o v q B v q2 v o QQUM av A
M = qF* Uy lmUVU P + - S P FyoU = s (F*U) (FaU™)] .
(3.142)

Obtendo a versdo covariante da equacao de Landau-Lifshitz, podemos notar que, assim
como (3.129), a eq. (3.142) também obedece a primeira lei de Newton. Isso ocorre
I

quando nao ha forca externa atuando, resultando em

= (. Dessa maneira, a equacao
de Landau-Lifshitz corrige os problemas de solucao cgm auto-aceleracdo, eliminando
consequentemente o crescimento exponencial da aceleracao.

Entretanto, é importante ressaltar que essa teoria é valida apenas para 7,,4 < 1.
O maior valor de 7,,4 que ocorre é para o elétron, como visto anteriormente, sendo
Trad & 6,25 x 10725 [(16)]. Portanto, a equacdo de Landau-Lifshitz é valida para todas
as particulas conhecidas e pode ser utilizada como substituto da equacdo de Abraham-
Lorentz em inumeros problemas nos quais seja interessante levar em conta os efeitos da
reacao de radiacao.
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4 Conclusao

A investigacao realizada neste trabalho revelou que € possivel expressar as equacoes
de Maxwell em termos dos potenciais eletromagnéticos. Nesse contexto, a opcao pelo
calibre de Lorenz proporcionou uma andlise mais profunda. Demonstrou-se que esses
potenciais obedecem a uma equacao de onda ndo-homogénea, cuja solugao foi alcan-
cada pelo método de Green. A introdugéo do conceito de tempo de retardo permitiu
determinar os potenciais de Lienard-Wiechert, bem como os campos correspondentes.
Com esses resultados em maos, examinamos a capacidade dos campos de Lienard-
Wiechert em descrever a radiagdo emitida por cargas pontuais, culminando na derivacao
da férmula de Larmor.

Posteriormente, foi abordado a formulacdo covariante para o campo eletromagnético;
o uso da formulacgdo tensorial-relativistica permitiu uma descricdo covariante do eletro-
magnetismo cldssico, no que se refere a maneiras de escrever as leis de Maxwell em uma
forma que é manifestamente invariante sob transformacgoes de Lorentz. Nesse contexto,
calculamos as transformacoes para as densidades de carga e corrente, possibilitando
demonstrar uma forma covariante para a equacao de continuidade da carga. Em seguida,
definimos o tensor 4-potencial a partir do qual estabeleceu-se uma forma tensorial das
equacoes de Maxwell, permitindo tratar os campos elétricos e magnéticos como entes de
um campo mais fundamental, o campo eletromagnético, através do tensor F'**. De posse
desse tensor, fizemos uma breve digressdo sobre os invariantes relativisticos associados
ao tensor F*,

Como proxima etapa, obtemos a conservacdo da energia e momento linear, utilizando
como ponto de partida o trabalho e a pressio realizado pela forca de Lorentz! sob uma
densidade volumétrica de cargas. Obtivemos, assim as leis de conservacdo usual na
literatura. Diante desse resultado, identificamos que tais leis de conservacoes apresentam
uma forma simétrica que pode ser relacionada com contra¢des do tensor F'**, indicando a
existéncia de uma relacdo mais fundamental, a conservacédo do tensor energia-momento
TH. Para finalizar a secdo, reescrevemos a férmula de Larmor para a poténcia de
radiacdo em sua forma covariante, possibilitando a discussdo da poténcia exercida por
uma forca externa sob uma particula carregada mais adiante.

A utilizacdo da férmula de Larmor cldssica permitiu a descricdo da poténcia de
radiacdo associada a for¢a conhecida como a forca de Abraham-Lorentz (A-L). Por
conseguinte, foi observado que a solucdo da forca de A-L, para o caso simples, € dada em
termos de uma aceleracdo exponencial, sem no entanto violar a conservacdo de energia,

1 Outro método bastante utilizado para obter tais leis de conservacéo é pelo teorema de Noether, que

se utiliza das simetrias da acdo como quantidades conservadas. Veja [16] para uma discussdo mais
aprofundada.
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pois foi obtida a partir da férmula de Larmor na qual obedece a conservacdo de energia.
Tal consequéncia é fisicamente inaceitdvel, pois esta solucao indica a existéncia de forgas
associadas com energia infinita. Em seguida fizemos uma aplicacdo da forca de A-L para
o caso de um elétron ligado forcado a oscilar devido a existéncia de um campo elétrico
externo, na qual como solu¢do da equagao diferencial obtemos as leis de espalhameneto
de Thomson e de Rayleigh.

Como uma tentativa de contornar o problema da solucao divergente da forca de
A-L, foi utilizando o modelo de uma particula esférica carregada e rigida (semelhante
ao modelo do elétron proposto por Lorentz), levando em consideracao ndo apenas os
campos de aceleracdo, como também os termos associados ao campo préximo da fonte
(ou campo de velocidades). O procedimento consiste em fazer uma aproximacdo em
multipolo para os campos de Lienard-Wiechert, viabilizando o cdlculo da forca sentida
pelos elementos de carga infinitesimalmente proximos da carga fonte. Vimos que tal
forca também apresenta a mesma solugdo inconsistente da aceleracdo exponencial,
porém outros problemas aparecem. Nessa solucdo, surge um termo com dimensao de

massa que ndo satisfaz a relacdo? E = mc?

. Também vimos que os elementos que
compodem o elétron aceleram antes da informacao da forca chegar a eles, violando o
principio da causalidade. Entretanto, a escala de tempo que esses efeitos ocorrem nao
sdo mensuraveis a nivel de uma teoria classica.

Posteriormente, partindo da formula de Larmor covariante, fizemos uma breve
discussdo a cerca da poténcia exercida por uma forca externa sob uma particula carregada.
Mostramos que as forcas de origem eletromagnéticas ndo alteram a massa de repouso, 0
que gera uma inconsisténcia no balanco de energia-momento. Entretanto, sabemos que a
poténcia total é conservada (U, p;,, = 0), o que sugere que deva existir um 4-vetor " cuja
contracdo com a 4-velocidade venha contrabalancear a pressdo de radiacdo mantendo o
balanco de energia estdvel. A existéncia desse termo, proposta por Dirac [4], estabelece
uma equacio covariante e consistente com a conservacao da massa de repouso, sem
no entanto fazer qualquer mencao ao termo de "massa" eletromagnética discutido no
formalismo cléssico. O 4-vetor " além de sua posicdo fundamental para o equilibrio
da energia, fornece a férmula de Larmor quando contraido com a 4-velocidade. E a
partir da sua insercdo que obtemos a versdo covariante da forca de A-L, conhecida nesse
cendrio como forca de Lorentz-Dirac (L-D). Contudo, mesmo desempenhando com éxito
o papel de mediador da transicao do formalismo cléssico para o relativistico, as solugdes
da equacdo de movimento ainda apresentam a quebra da causalidade, o que pode indicar
que o problema estd no modelo da eletrodinamica que estamos considerando.

Por fim, mostramos uma possivel corre¢do desse problema, chamada equacdo de
Landau-Lifshitz (L-L). Esse método foi inicialmente apresentado por Landau e Lifshitz

2 Uma tentativa de solucionar tal problema foi proposto por Poincaré realizando o processo de renorma-

lizagcdo da massa, na qual esta relacionada a estabilidade da particula [3].
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[10], no qual se considera uma aproximagdo de primeira ordem de 7,4, permitindo-
nos descartar a derivada da aceleracdo e transforma-la em uma derivada primeira da
aceleracdo. Dessa maneira, a for¢ca de A-L depende apenas da forca externa aplicada
sobre a particula, garantindo assim que a primeira lei de Newton seja respeitada. Em
outras palavras, ndo ha pré-aceleracao, como sugerido na se¢do 3.1.3. No entanto, é
crucial observar que a validade da equacéo de L-L se restringe a pequenos valores de
T,qq- ENtretanto, o maior desses valores ocorre para o elétron, com valor de 6,24 - 10~%4s.
Nesse contexto, a equacdo de L-L mostra-se aplicdvel a diversos cendrios distintos a qual
seja interessante levar em consideracdo os efeitos da reacao de radiacao.

Em resumo, este trabalho oferece uma revisdo detalhada dos fundamentos do ele-
tromagnetismo cldssico, proporcionando um tratamento aprofundado do problema da
reacdo de radiacao, tanto no ambito relativistico quanto ndo-relativistico. Apesar dos
avancos alcancados, é importante reconhecer as limitacoes e as questdoes em aberto que
permanecem na compreensao dessa fenomenologia.

Ao abordar a forca de Abraham-Lorentz e suas solucoes divergentes, este estudo
destaca a complexidade do problema da reacdo de radiacdo, especialmente quando
aplicado a particulas elementares como o elétron. A proposta da equacado de Landau-
Lifshitz representa um avanco significativo ao corrigir as inconsisténcias da abordagem
de Abraham-Lorentz, mas a sua validade estd restrita a pequenos valores de 7,,4, levando-
nos a refletir sobre a extensdo desses resultados para cendrios mais amplos.

Importante ressaltar que, apesar dos esforcos para contornar as limitacdes da teoria
classica, a questao da causalidade continua a desafiar nosso entendimento. A existéncia
de pré-aceleracoes e as divergéncias temporais apresentadas por algumas solugoes
indicam que a natureza da reacédo de radiacdo € intrinsecamente complexa e pode exigir
abordagens mais avancadas.

Essas consideracoes destacam a importancia de estender este trabalho para novos
cendrios, como eletrodinamicas estendidas ou abordagens de renormalizacdo mais
avancadas, conforme proposto por [12]. Além disso, a exploracdo de teorias emergentes,
como a eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw [17], pode oferecer perspectivas valiosas
para esclarecer as nuances da reacio de radiacdo em contextos mais complexos.

Em ultima andlise, este estudo ndo apenas esclarece os desafios inerentes a reacédo
de radiacdo, mas também aponta para direcbes promissoras para pesquisas futuras. Ao
continuar a explorar e aprimorar nosso entendimento nessa area, esperamos contribuir
para uma compreensao mais completa e precisa dos fenomenos eletromagnéticos em
escalas fundamentais.
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A Solucao da equacao de onda pelo mé-
todo da funcao de Green

Neste apéndice, vamos resolver a equacao de onda,

62
(“Oéoaﬂ - V2> Y(r,t) = f(r,1). (A.1)
Para determinar a funcédo de Green, ela deve satisfazer a seguinte equacao:
82
<“°€°at2 - V2> G(r,t,r,t) =& —1r)it —t). (A.2)

Escreveremos as transformadas de Fourier da funcdo de Green e da delta de Dirac

G(r,t, 7,1 / / G(p, w)e IPE-T)+t=t)] g, gip (A.3)
Blr—r) = b / TP Bp St —t') = L / et dw. (A.4)
(2m)3 ’ 27

Substituindo em (A.2) resulta

e

ou ainda,

] p, w)e PETI U] gy gdp — / / PR guddn  (AL5)

1
G(pw) = 2

Esta é a funcdo de Green no espaco reciproco. Para obtermos a funcido de Green

(A.6)

desejada, basta substituir (A.6) na equacao (A.3)

Vamos resolver a integral da varlavel p em coordenadas esféricas,

1 . R oo pm 2T P
—zp(r—r)dS —9 / / /
/ e P=2T)y Jo o P’

Efetuamos inicialmente a integral na variavel ¢,

1 . R co 2 ) ,
/ We—zp(r—r )d3p = 27 / / - p kQ e—zp|r—r ICOSQSi?’Ledde. (A9)
- p o Jo p°—

v e~ PIE=T1e0s0 gin Odpdfd . (A.8)
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Fazendo a seguinte mudanca de variaveis cosf = u, du = —sinfde,
_ L g o [T _E gy (A.10)
_k2+p26 p=2m A _1p2_k26 'pd. .
Integrando em u,
[ e e atp = [T (el e gy (AD)
—k2 + p? r—1|Jo p?—k? ’ '
o0 p . o [e.9] p o )
1:/ S a—l —/ N —— A12
Ay =LAl N P (A.12)
Fazendo p — —p na segunda parcela,
oo p . ) —00 p . o
[:/ S —/ —— eI rlgp, A.13
s Ll R < L (A-13)
_ > p ip|lr—r’|
1= ——e dp. (A.14)

oo P2 — K2

A integral I pode ser facilmente resolvida usando o teorema dos residuos. Uma vez

que os polos do integrando sdo +w, devemos usar o truque da regularizacao antes de

aplicar o teorema dos residuos,

/Oo Leip\r*r’ldp — lim = Leip\r*r’ldn

—00 p2 — k2 =0/ p2 + a?
onde,
a=+ver— k2.

Dessa forma, os polos passam a ser,

p = *ia.

Usando o teorema dos residuos e tracando o contorno por baixo, temos,

00 ip|lr—r’|
P vl _— . pe’?
———e dp = —2m lim (p+ i« , —
/_oo p? + a? P p%*ia@ ) (p—ia)(p+ia)
/oo p eip|r—r’|dp _ @iaea\r—rﬂ _ Z-,]rea|r—r’|'
—00 P2+ a? 2icy

Assim,

. . — 1 . ; _ . S W [qa_ge?
hr%lﬂea‘r r| :Zﬂ'eilk'r r| :M(e:tzc\r r|.
€—

Uma vez que lim._,o « = +ik, logo,

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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/ TP ey et (A.21)
—oo P2 — k2
e entao,
/ p e—ip|r—r’|d3p — 27 eiiw@ (A 22)
p* —k? r—r| ' '
Substituindo na func¢éo de Green,
G(r, t, v, t') = U /eiiw‘r;ﬂ em @ty (A.23)
T (2m)4 |r — 1| ’ '
1 1 . ’ r—r
_ L : / emiwle=F] g (A.24)
8n2|r —r|
1 1 r—r
G t.rt)=— 27 | (t —t' A.25
e, t) = gm0 =) 5 1) (a.25)
e finalmente,
G(l‘tl" t/):¥6 (t:F’r—r"_t/) (A26)
T 4r|r — 1| c ' '

Essa é a funcéo de Green do problema.
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B Calculo dos Campos de Liénard-
Wiechert

Para obter os campos partiremos dos potenciais descritos pelas equactes (2.54) e
(2.55):

P(r,,t) = ¢ ! (r,t) = Ho qv(tr) ‘
7 471'60 R(tR) —ﬁ(tR) 'R(fR)’ ’ 47 R(tR) —ﬁ(tR) R(tR)
Inicialmente, vamos calcular o gradiente do potencial escalar?,
Vo=V ! =1 L VIR-B-R] (B.1)
47T€0R B-R)  4drme [R—IB.R]2 ' '
Resolvendo o gradiente:
VIR-B-R]=V(R)-V(B-R). (B.2)
sabendo que: R = vR - R, temos:
V(R) = ﬁV (R-R). (B.3)

Lembrando que: V(A -B)=(A-V) B+ A x (VxB)+(B:-V)A+B x (V x B), temos:

V(R -R)=(R-V)R+RX(VXR)+(R-V)R+Rx(VxR) =2[(R- V)R + R x (V x R)].
(B.4)
Logo,
1

V(R) = 0

2[(R-V)R+R><(V><R)]: R-VIR+R x (VxR). (B.S5)

2R
Usando R =r(t) — ry:

(R-VIR=R-V)[r(t)—r)]=R-V)r(t) — (R-V)r,. (B.6)
Lancando méo da definicdo do vetor posi¢do r(t) = 22 +yj+22e R = R, 2+ R, §+ R.%:
0 0 0
(R-V)r(t) = |(R.2+Ry,y+ R.2)- (ax + ayy + 8'2)1 (x2 +yy + 22),
= R, 2+R,j+R.Z=R. (B.7)
Por outro lado,
P . R o. 0. 0. . . A
(R-V)r, = _(Rxa: +R,j+ R.2) - pys + a—yy + 5.7 (@ + YgJ + 242)
[0 3} 0 . N .
= _Rgca + R, Yoy + R, * 5 ] (T2 + Ygl + 242)
B Oz, 5 Y, .. 8zq 5
= R +Ra g+ RG22 (B.8)

1 Como todas as quantidades estfio expressas em funcdo do tempo de retardo (¢g), iremos omitir para

uma notacdo mais simplificada.
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Utilizando a regra da cadeia,

dx 8tRA dy 815PM dz atRA
R- =|R,—2- = - a3 = R -Vt B.
( V)rq [ dtR 8:(: v ydtR 8y y dtR 82 - CIB( v R)’ ( 9)
L, L fdry . dy, . dzg .\ v(tgr) _
sendo: B = . (dtRer dtRy+ dtRZ = temos:
(R-VIR=R—-cB8(R:Vtg). (B.10)

Agora vamos calcular o termo com o rotacional,

0
VxR =VYxr(t)—V xr,, (B.11)

em que:

_ (%4 _0¥a\, (9% Oz, (O O
Vxr, = x((‘?y 8z>+y<az Ox e or oy )’
_ x<dy%_d20tfe>+(Clz%_dxé‘tz%)H(dm%_dy%)

dtR 8y dtR 0z dtR 0z dtR ox dtR ox dtR 0y
— B x Vin (B.12)

Logo,
V xR =B x Vtg. (B.13)

Realizando o produto vetorial com R pela esquerda,
RXxV xR =cR xf x Vtg. (B.14)
Substituindo esses resultados em (B.5),

V(R) = ; R —B(R-Vig) + R x 8 x Vig]. (B.15)

Usando a propriedade: A x (B x C) =(A-C)B — (A - B)C, obtemos:

[R—Cﬁ(R'VtR)+CRX,BXVtR] = {R—FC[RXﬁXVtR—ﬂ(R'VtR)]},
= {R+c[B-V7EB - (R B)Vir—B D)}
= {R—c(R-B)Viz}.

Ou seja,

V(R) = ]1% R— (R -B)Vts]. (B.16)

Por outro lado, vale a relacdo R = ¢(t — tr), de modo que

V(R) = cV(t —tg) = —cVig. (B.17)
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Portanto,
—thR = ;{ [R - C(R : ﬁ)VtR} s
CthR - C(R . ,B)VtR = —R,
c[R—(R-B)|Vir = —-R,
—-R
Vtr = . B.18
" CR-(R-B)] (-18)

Substituindo esse resultado em (B.17),

(B.19)

Como proximo passo, vamos calcular o termo referente V(R - ), utilizando novamente
a identidade vetorial:

VR-B)=(R-V)B+Rx(VxB)+(B-RR+8x(VxR). (B.20)

Por um processo semelhando aos utilizados nas eq. (B.7) e (B.12) podemos expressar:

(R-V)B = a(R-Vig), (B.21)
B-VIR = B—cB(B-Vig), (B.22)
VxpB = —ax Vtg, (B.23)
VxR = ¢f xVitg, (B.24)
onde a(tg) = a(ZR>. Utilizando o resultado Vit calculado anteriormente em (B.18),
obtemos:
(R-V)B = a[R-( —R )] (B.25)
c[R—(R-B)]
_%32
~ [R-R-B)
-R
B-VIR = B-cB [ﬁ. C{}g_(f{ﬂ)})], (B.26)
_ BIR-(R-B)+B(BR)
[R— (R B)] ’
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VxB = —ax _R. ] (B.27)

VxR = c,Bxl —R ], (B.28)

Deste modo, temos:

V(R-ﬂ):m{—iR2+Rx (‘;xR>+ﬁR—ﬁx(ﬁxR)}. (B.29)

Novamente usando a propriedade do produto vetorial:

Rx(‘ZxR) — (R-R)‘C’—(R-‘DR:O‘RQ—(R.O‘)R,

C C

Bx(BxR) = (B-R)B—(B-B)R= (8 -R)B—- /'R,

Logo,
V(R-B) = [R_<1R.ﬁ)]{—jﬁ’2 O‘CRQ—(Rf)RJrﬂR—(ﬂR)ﬂJrﬁZR},
_ m{-(R-‘Z‘>R+ﬂ3—(ﬁ-R)ﬁ+52R}. (B.30)

Usando os resultados anteriores, o gradiente do potencial escalar pode ser escrito como:

dmeg[R—B- R’ |[R— (R-B)] [ —(R-B)] ’
_ 4 1 ; R - R)B -
- R FEET R+ (R-%)R-BR+(B-R)B - R/,
vo - o {1-FR+(R )R+ (6-R) - R} ®.31)

dmeo [R—B RJ

Para finalizar, precisamos calcular a derivada temporal do potencial vetor, ou seja:

OA 0 | o qv

ot ot [MR—,B-R]’ (B.32)
o) 1 Oov v On g
B 4#{[R—[3~R]8t [R—,B~R]28t[R P R]}'

Pela regra da cadeia, temos:
0 Otg 0

ot ot Oty
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R
Lembrando que: t =ty + =
ot R-v A 8tR R
%_1— i =1-R-B — o " TR-R B (B.33)
Logo,
9 R 0
ot [R—R-B]otg
Com esses resultados temos:
ov R ov cRa
9 [R-R-Blota [R-R-A] (®:39
€,
0 R 0 R OR 0
aﬂR_ﬂIﬂ_{R—R¢ﬂ&Rm_ﬂ'm_ﬁR—R,mlmR_mﬂw'Rﬂ'®3$
Calculando a derivada do primeiro termo:
orR 0 1 [(OR OR\ 2 (OR
ot~ ot VR R = 5p (atR RTR atR) =R (atR R)’ (5:30)
onde, 5 5
R
WR = %(r(t) —rq) = —cB. (B.37)
Logo,
OR .
Calculando a derivada do segundo termo, temos:
0 op OR
GiBR) =55 RAB- o —a R —c(f-B) (B.39)
Assim, a equacao (B.35) pode ser escrita como:
9 _ —c¢(B-R)— R(a-R)+cRp”
g =B -Rl= F_R. B . (B.40)
Substituindo em (B.32):
OA _ jog L cha
ot  4n |[R—-B-R]\[R—R-p]
B —c(ﬂ-R)—R(a-R)—I—cR52>}
_ , (B.41)
W—ﬂRP< [R—R-p]
OA _ poq [ cRa  PRBF—cB(B-R)—cRfla-R)| o
ot 47 |[R—B-RJ? [R—-B-RJ? ’ '
2 a R _ 3. — 2 _ . _ o,
poc*q {RC[R B-R| - RBF B (B-R) - RA(® R)}  e43

[R—B-RJ?
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Usando, joc? = 1/¢,

OA g {Ri[R—ﬂ-R]—Rﬂ62—ﬂ(ﬁ-R)—Rﬁ(‘§'R)}_

5 e "B RP (B.44)

De posse da derivada temporal do potencial vetor, usando o resultado da eq. (B.31)

obtemos o campo elétrico:
0A

E(r(t),t) = —Vo - — . (B.45)
1-)R+(R-2)R ‘R)-R
E(r@’t)__{_ﬁgo{( 5) +([R_62.R+]3[<ﬂ ) ]ﬁ}}
¢ {RE[R—B-R]—RBF*+B(B-R)+RA(2-R)}
_{47%0 FF BT } (B.46)
ou,

B(r(t), 1) — 4ﬂ€0[33ﬂ_m3{(1—@2)R+(R-‘Z‘>R+M—ﬁfz
~ %R — R(B-R)| + RBB> — B(B-RT — RB (jR)} (B.47)

ou ainda,
B().0) = o {0~ )R - R8) + (R- %) (R - 1) - %R (R BB}
(B.48)
Utilizando a relacdo:
Rx|R-1)x %] = (R-2)(R-RE) - 2R (R - RB).
obtemos:
g [u-p®R-RE) Rx[R-Rp) <]
E(r(t),t) = 4mo{ R- B RP + R B RP : (B.49)

Esta é a expressao para o conhecido campo elétrico de Liénard-Wiechert. Vamos agora
obter o campo magnético, ou seja:

B(r(t),t) = V x A. (B.50)

Usando a relacdo entre os potenciais vetor e escalar A = éd) e as eq. (B.27) e (B.31),
c
encontramos:

v (Zo) = Live) < p oV xB). ®.51)
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B(r(t),t):i{[ q {(1—52)R+(R-%)R+[(ﬂ-R)_R]5} »

_47T€0 [R—ﬂ-R]3

i Llﬂio [R—lﬂ-R]] ({RE fRPTﬂ)O}. (B.52)

Como B x B = 0, o campo magnético de Liénard-Wiechert é dado por:

_a [ exr 0=+ (R (RxH
B(r(t),t) = 4dmrege { [R—B-RJ? - R_B. R]S .

(B.53)
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C Solucao da Equacao do Oscilador
Harmonico Forcado

Neste apéndice resolveremos a eq. (3.24).
i+ i +wie = — L Bpet, C.1)
m

Supondo uma solucdo = = Ae* temos:

T = )\Ae)‘t, i = N2 AeM, (C.2)
Substituindo em (C.1):
AZAM 4 AT AeM + w2 AeM = —%Eoe_m. (C.3)
Ou,
(A2 4 AT + w?)AeM = —%Eoe—iwt, (C.4)

Como as exponenciais sdo fun¢oes linearmente independentes, para que a tnica solucdo
ndo seja a trivial, z(¢) = 0, temos que impor:

A= —iw, (C.5)
(—w? —iwl + w)A = — L E,, (C.6)
m
Resolvendo para A na equgéo (C.6):
A-_4p L C.7)
T om w2 —w? —iwl )

Logo, a solucdo da eq. (3.24) sera dada por:

qu e—iwt
t) =— . C.8
z(t) m wi —w? —iwl €8
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D Calculo do campo elétrico para o mo-
delo do elétron

O campo elétrico produzido pela carga de’ sobre a carga de é dado por!:

de’ {(R—Rﬁ><1—62>+RX [<R—Rﬂ>><ﬂ}
[R-R-BJ° R-R-B)° '

E(r,t) =

4eq

(D.1)

Vamos expandir em série de Taylor as grandezas no tempo retardado em termos do
tempo atual, ou seja,

1d?v

d
v(tr) = v(t) + 2V S| (e =1+ (D.2)

tp—1
dt(R )+

t t

Usando a condicdo de que a particula estd em repouso no tempo atual, ou seja v(t) = 0,

e a definicdo tempo de retardo, tx =t — R/c, ficamos com:

Ra(t) a(t) R?
tp) = —F+ ———+ ... D.3
Sendo a(t) a aceleracdo da particula no tempo atual ¢. Agora vamos calcular a expansao

da aceleracdo temos,

da

a(tn) = a(t) — fa(t) v (D.4)

Outro fator importante é,

. -3
R-R.B =R [1 - RRC"} : (D.5)
Portanto,
P 1 Ra(t) = a(t) R? -
[R—R-ﬁ]?’:R?’ll—RCR~<—C()+(2)C2+...>1 , (D.6)
ou ainda,
. R-a(t) R-a{t)R -
[R—R.ﬁ]?’:R?’llJr ;()_ ;()03 ] . (D.7)
Usando a expansio, (1 + z)" ~ 1 + nz, esse resultado assume:
. _ 3 3R .
[R—R-ﬂ]3:R3{1—02R-a(t)+203R-a(t)+...}. D.8)

1 Neste apéndice vamos suprimir as dependéncias em relagfio ao tempo atual ¢, em contrapartida vamos

deixar de maneira explicita as dependéncias ao tempo de retardo, txy.
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Agora, na equacio (D.1) podemos desprezar os termos de (3? utilizando o fato de
v(tr) < c. Deste modo o campo elétrico sera:

E(r,t) = i {R —RB+ 012 (R < [(R — RB) x a]) }[R ~-R-8]7. (D.9)

4dmeq

Usando a identidade A x (B x C) = (A - C)B — (A - B)C, obtemos

{R—Rﬂ+612[(R'a)(R—Rﬂ)—(R'(R—Rﬁ))a] } (D.10)
ou ainda,
{(1+ (cha)> (R Rp) - [R - C}E(R-m] a(tR>}. (.11)

Substituindo as expansdes dadas por (D.3) e (D.4), encontramos as seguintes quantida-
des:

R—-RB = R- ij(tR), (D.12)

_ Rm_ R [_ Ra(t) a(t) R ] 7

c c +7§+...
2 A (T 3
= R+£a(z€)—£]i+

c2

<1+(R'a)> — 1+012R-{a(t)—aR+...}, (D.13)

1
_ 1+2[R-a(t)—RR~a+...],
C C
R.a) R(R-:
R RE)
C & C

[—(R-ﬂ)] = ]jj—C}sz—Ri@)Jra;wfjJr...], (D.14)
R* R*(R-a) R*(R-a)

c2 2 2 3 2c? o

Calculando os produtos (considerando apenas termos até a ordem R3/c?):

- SR -

2 2
2 2 ) 3 ¥ R
[R R*(R-a) R'(R a)+...] {a_ajt..l, (D.15)

c? c2 2 3 2c?

R> R*> R-a) R® (R-a) R R} (R-a)
= §a+c—2a + - — a .

c? 3 2c2 3 3 c?
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E para o outro termo,

(1 + (Rc'Za)) R — RB) =

[1+(R-a)_R(R-a)+m] [ R? AR

R+—a——-—+...| (D.16)

c? c 2 c? 2 ¢3

. -. 2
_ryrBA) gARA)
c ¢ c
SRR R AP RR
c2 c2 3 2 3 3 2 2

Substituindo em (D.11):

{<1+<RC a))(R RB) — [RQ_R(R.[;)] a(tR)}:

{[Rm(ﬁca)_RR(R-a)ﬂz REe, RED,_LE_2E ]

a—+
2 2 2

c c c c? 3 c? 2 ¢3 a2 2

—a -+ — a— —a-—
c? c? 3 2c? c3 3 c?

_[RQ R2 B FR &), R R?)(R'a)é‘]}- (D.17)

Multiplicando esse resultado por (D.8):

{<1+(Rca)>(R RB) — [Rg—R(R-,B)]a}[R—R.ﬂ]—?’_

HR+R(R R-a) pRR-3 B ERa FRa ar FRa )a]

+oadt
c 2 c? c?2 2 3 c? 2 ¢3 A3 2 2

—a+ — — a——a-—
c? c? 3 2c? 3 3 c?

_[RQ R2 JRa) RR-a R, RFRa )QHX

« B3 [1—311 +§}§R a} . (D.18)

Descartando os termos de ordem superior a R*/c3, imposto pela nossa aproximacio,

encontramos: R R .
a
R [R - Rea) (R + 20} (D.19)
De posse desse resultado, o campo elétrico (D.1) € escrito como:
de’ TR 2R R a
E(r,t) = — = R- ———(R -3 — D.20
(r.?) 4meg {R?’ 02R3< a) + 203R2( a)+ 203] ( )

Lembrando que a carga esta distribuida de uma forma com simetria esférica, podemos
escrever:

de’ = p(r')dPr' = p(r')axr'*dr’ = p(r')r"*dr'dQ . (D.21)
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logo,
B(r,) = — / ar'r”p(r') § a9 []I; _ ;;}B(R-a)—k ; ?RZ R-4) +2‘;} . (D.22)
Escrevendo em notacao indicial,
= e [ ar'r o) § as [g; = 022};(1%3‘@]‘) + 20?;2(3%1) + 25531 (D.23)

Para resolver a integracdo sob o angulo sélido, vamos utilizar as seguintes identidades:

| oy
f A0 = 4, f rdQ = 0, j{ ririd() = gr%j. (D.24)

Logo,
J 7] J 5 —
?{ di [R?’ 2R3 (Ra’) + 2c3 R2 (Ra’) + 2031
1 % 2aj i 12J v/ % ]
o p R0 - S0 (RRYA0 S (R fdQ
ou ainda,
R 2R . R 207 RZ5% R%U @
dQ | — — Ra’ R/ =47 | — —
j{ lR?’ 02R3( a)+203R2< a)+203] W[ 2R 3 +263RZ 3 +203
O campo elétrico, expresso em (D.23), resulta em:
, 2a7 69 @l 69 &
B = / YA |~ D D.2
pron Bt p(””l 02R3+2c33+203] (b-25)
1 2a’ 2a’
= de |— — . D.26
41eg / ¢ [ 3c2R * 303] ( )
Voltando para a notagéo vetorial,
. . (&
1 2a 2a a a de’
T Y YR S PR A N U
(r?) Ameg “ 138 " 3Re 6megc? c 6regc? ) R (D-27)
Resultando: ' i
EC(p, ) = @ & [a D.2
(r,¢) 6rc  6mepc2.) R (D-28)

Aqui completamos os calculos para o campo elétrico gerado pelo elemento de carga de’.

|
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