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Resumo

Esta monografia apresenta um estudo sobre funcgoes analiticas complexas, explorando
suas principais propriedades e aplicacoes. Inicialmente, define-se o conjunto dos niimeros
complexos, destacando a distin¢ao entre o conjunto C e o espaco usual R2. Em seguida,
sao introduzidos os conceitos de limite e derivada para fungoes de uma variavel complexa,
culminando na definicao de funcao analitica complexa. Além disso, realiza-se uma breve
comparagao entre funcoes analiticas no contexto real e no complexo. O trabalho também
aborda as equagoes de Cauchy-Riemann e o conceito de fungdes harmonicas, além de
apresentar defini¢oes e propriedades de polinomios e fungoes racionais complexas. Por
fim, sao discutidos conceitos fundamentais e teoremas relevantes sobre Transformacgoes
Conformes. Nos anexos, sao fornecidas instrucoes e cddigos em Python para a geragao

das imagens de autoria propria apresentadas ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Conjunto dos Numeros Complexos. Func¢oes Complexas. Fungoes Ana-

liticas. Transformagoes Conformes.



Abstract

This monograph presents a study on complex analytic functions, exploring their main
properties and applications. Initially, the set of complex numbers is defined, highlighting
the distinction between the set C and the usual space R2. Then, the concepts of limit and
derivative for functions of a complex variable are introduced, leading to the definition of a
complex analytic function. Furthermore, a brief comparison between analytic functions in
the real and complex contexts is presented. The work also discusses the Cauchy-Riemann
equations and the concept of harmonic functions, as well as definitions and properties
of polynomials and complex rational functions. Finally, fundamental concepts and rele-
vant theorems concerning Conformal Transformations are addressed. In the appendices,
instructions and Python code are provided for generating the original images presented

throughout the work.

Keywords: Set of Complex Numbers. Complex Functions. Analytic Functions. Confor-

mal Transformations.
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1 Introducao

1.1 Um pouco de contexto histérico

Numeros com radicais negativos ja apareciam em registros desde a Grécia An-
tiga, na tentativa de resolver equacoes quadraticas e ciibicas. Entretanto, como os gregos
buscavam solugoes de problemas que estivessem associadas a representagoes geométricas,
sempre que a busca por essas solucoes levava ao apareciemento de raizes quadradas de
niameros negativos, admitia-se que nao haviam solugdes para aquele problema (Junior,
2009).

Em 1545, o italiano Girolamo Cardano (1501-1576), em sua obra Ars Magna,
pela primeira vez na historia, considerou a existéncia de raizes quadradas de niimeros ne-
gativos, as quais foram chamadas de quantidades "sofisticadas" (Jtnior, 2009). Nessa obra,
Cardano mostra um método para a resolucao de equagcoes ctibicas da forma z3+px+q = 0.
Tal método é conhecido como Foérmula de Cardano, entretanto, quem sugeriu essa reso-
lugao a ele foi o matematico Niccolo Tartaglia (Santos, 2013).

Mais tarde, em 1572, o algebrista italiano Rafael Bombelli(1526-1572) publicou
sua obra L’Algebra, onde, na tentativa de resolver uma equagao de terceiro grau, come-
cou a fazer operacoes com o nimero \/—1, desenvolvendo regras operatorias com raizes
quadradas de nimeros negativos(Santos, 2013). Apos isso, os mateméticos comegaram a
utilizar raizes quadradas de niimeros negativos em seus postulados e, no século XVIII, o
sufco Leonhard Euler (1707-1783) propos a notagao algébrica i = /=1 (Chaves, 2013).

Em 1799, Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855) prop6s uma representagao
geométrica dos nimeros complexos no plano. Antes dele, o suigo Jean Robert Argand
(1768-1822) e o noruegués Caspar Wessel (1745-1818) ja haviam escrito sobre essa re-
presentacao no plano, mas tiveram pouca notoriedade na época. Gauss foi o primeiro a
utilizar o termo "Numeros Complexos"e apresentou uma explicacao detalhada de como
esses nimeros poderiam ser desenvolvidos segundo uma teoria exata, apoiada na repre-
sentacao deles no plano cartesiano (Chaves, 2013).

Por fim, em 1837, o irlandés William Rowan Halmilton (1805-1865), apre-

sentou um artigo & Academia Irlandesa formalizando a algebra dos ntumeros complexos.
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Em seu trabalho, ele considerou os ntiimeros complexos a + ib como pares ordenados de
nimeros reais (a,b) e definiu as operagdes de soma e multiplicacdo da seguinte forma:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) e (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)(Santos, 2013).

De modo geral, a teoria das fungoes de varidveis complexas é a parte da mate-
mética que estuda fungoes definidas sobre o campo dos niimeros complexos. Esse estudo
pode ser visto como uma extensao da teoria de fungoes de varidveis reais para o con-
texto dos niimeros complexos. As principais aplicagoes sao em problemas de escoamento
de calor, mecanica dos fluidos, aerodinamica, elasticidade, teoria potencial, teoria ele-
tromagnética, entre outros. Sendo assim, o objetivo desse trabalho é se aprofundar no
estudo desse tema, por meio da elaboracao de exemplos e da demonstragao de teoremas
e proposicoes relevantes. Para isso, realizou-se uma revisao bibliografica de importantes
matematicos da area como Ahlfors (1979), Fernandez e Bernardes(2008), além da consulta

de bibliografias disponiveis em bibliotecas virtuais e pesquisas na internet.

Desse modo, esse trabalho apresenta diversos conceitos importantes a respeito
do corpo dos nimeros complexos como: conjugado, fungao complexa, equagoes de Cauchy-
Riemann, limite e derivada de uma funcao complexa e funcao analitica complexa, bem
como uma comparacao com fungoes analiticas reais. Além disso, este trabalho apresenta
resultados e aplica¢oes dos ntimeros complexos na teoria das Transformagoes Conformes,
incluindo: introducao ao tema, transformacoes por funcoes elementares, transformacgoes
lineares, transformagcoes pela funcao exponencial e transformacoes pela fungao logarit-

mica.



2 Conjunto dos Nimeros Complexos

2.1 Conjunto C

Definicao 2.1. O conjunto, denotado por C, definido por
C={z=(r,y)|lreReyecR} (2.1)

munido das operagoes de adi¢ao e multiplicacao,

(1) 21+ 2 = (v1 + 72,91 +y2) ©
(i) 2122 = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1),

respectivamente, recebe o nome de conjunto dos nimeros complexos. Um ntmero com-
plexo também pode ser representado por z = z + iy, em que i = y/—1. (Ahlfors, 1979,
cap. 1)

Observagao 2.1. Do item (i) da Defini¢ao vem z1 + 2o = (X1 + x2) +i(y1 + y2) -

Tomando z1=(x1+y1) e zo=(xo+iys), temos

2 +2 = (14 iy) + (2 + iy9)
= X1+ + T2+ 1Y
= x1+z2+iyr + iy
= (21 +22) +i(y1 + v2).

Agora, de forma andloga, para zy-zo=(x1-x2) + i(y1-y2), obtemos

21— 29 = (x1+iy1) — (w9 + 1y9)
= Ty + iy — T2 — 1Yo
= T — To+ iy — Yo

= (11— x2) +i(y1 — 1)

Ja no item (i1) da Defini¢io temos z1zo = (x1x9 — Y1y2) + i(T1Yys + T2y1).
Note que
2122 = (21 +iyr) (22 + 1Y)
= 117y + i1y + iTayr + Y1y



2.1 Conjunto C 9

Como i = v/—1, entdio i> = —1 e portanto,

Z1R9 = X1X2 + i(.l‘lyg + .Z‘le) — Y1Y2

= (172 — y13p) + i(21y2 + 2201)

Note que o conjunto C se assemelha ao R?, visto que ambos siao espacos bidi-
mensionais, havendo ainda uma correspondéncia direta entre o ntimero z =z + iy € C e
o ponto (z,y) € R% Entretanto, conforme observacao, nota-se que C tem as operacoes de
adi¢ao e multiplicagao bem definidas entre dois niimeros complexos, algo que nao ocorre
no R?, que tem apenas a operacao de adicao bem definida. Assim, é possivel perceber

que o o conjunto C é um conjunto mais completo que o R?, apesar de suas semelhancas.

- , ) oz (@) .
Proposicao 2.1. Sejam z, e zo niumeros complexos, entao — = ————= também € um

2y (w2 + 1Y)
nimero complexo, para (x1 + iys) # 0. (Ahlfors, 1979, cap. 1)

. T+ .
Demonstragao. Se 1—y1 = x + 1y, temos:
To + 1Y

r1+iyr = (v +y) (w2 + iys)
= zxy — yyo + i(Tys + yz2).

Assim, igualando a parte real com a parte real e a parte imaginaria com a

parte imaginaria dos niimeros complexos, obtemos
X1 =TTy — YY (2.2)

Y1 = TY2 + YTo. (2.3)
Note que multiplicando (2.2]) por (—y2) e (2.3) por (z2), obtemos:

—T1Ys = —xx2ys + Y(y2)?
Tol1 = Ty +y(x9)? &
Toyr — 21y = y(x2)? +y(p)? <

Toyr — 11y = y(a3+y3) &
Ta2Y1 — T1Y2

y _—
x5 + Y3
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Agora, vamos achar o valor de z, utilizando o valor de y encontrado

. — i y ($2y1 - Ily2)
1= 2= Yl—5—5—
2Y1 — T1Y2
1y = 21+ Y(—F———)
Tty
_ z1(23 + y3) + Yo (T2y1 — T1Y2) N
, 25+ s ,
_ Ty Ty Yeloln — Yata o
) 23 + 5
_ T1T + Yoyt
x5 +y3
Dividindo ambos os lados por x5, obtemos que
_ T1%s + Yath
x5 +y3
Assim, temos que
T1+ 1 1T+ Yayr | Tal — T1Ye
KA - —— (2.4)
To +1Y2 Ty + Y3 Ty + Y3
m

Proposigao 2.2. Sejam o + i3 e x + iy mimeros complexos tal que (x + iy)* = a + 1.

Entao,

: — 1 B

(i) seﬁ#O,M—i<\/§(&+ a2+52>+2m 5(—0&4— 042—|—52>>
(i) se B=0ca=Va+if==+/a
(i17) se =0 ca<0/a+if==xi/a

(Ahlfors, 1979, cap. 1)

Demonstracao. (i) Se 5 # 0, temos:

(x + iy) = Va+if &

(x + iy)?
2% + 2wy — i%y?
% + 2ixy — y?

Assim,

a+if <
a+if &
a+ifs

(2.5)
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Elevando as equacoes ao quadrado, obtemos

a? = (2% —y?)? 26)
2 = da’y?
Somando ambas as equagoes, segue que
o + B2 = (2 — )P Ayt e
— 2t 2% oyt 4 da?y? o
= 2%+t e (2.7)

= (*+y*)?*=>
Va2 + 52 = a2+~
Por (2.5)), temos que 22 = a + y? e y? = 22 — a. Substituindo y* = 2% — a em (2.7)
\/m = *+1P—as
= 2 —a&

1
§(a~|— a2+ f?) = &

:l:(\/%(a + /a2 + (?)

8
I

Agora, substituindo 2 = a + y? em

[P T B —ati’+2 o
Vo4 pB2=a+2y <

Desse modo, se 8 # 0, entao
a+if ==+ \/1 <a+ oz2+ﬁ2> ~|—zﬁ 1(—04~|— a2—|—62>
2 5]
(77) Se f =0 e a > 0, note que

Va+if=+vVa+0=+a. (2.8)

(1ii) Se B=0e a < 0:

va+if=+tVa+0=iv—«a (2.9)
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Note que, por (2.5)), se 8 # 0, entdo = # 0 e y # 0, pois se z = 0 ou y = 0,
£ = 0. Observe também que

6>0xr>0=y>0
6>0r<0=y<0
0<0,z>0=y<0

b<0,x<0=y>0

Exemplo 2.1. Vamos encontrar a raiz quadrada do niimero complexo z = 3+ 4i. Assim,
queremos um ntimero complexo x + iy tal que (z + iy)*> = 3 + 4i. Pela Proposigao ,
temos que: @ = 3 e f = 4, entdo estamos no caso (i), pois § # 0. Assim, aplicamos a

formulas

m:i(@(umpi% g(_“m)).

Para isso, calculamos o? + (%
3¥+42=9+16=25

Logo

Substituimos na féormula:

2

e
1
~2)=vi=1
2

Portanto:

V3 i = (2 +14)

Para confirmar, elevamos (2 + i) ao quadrado:

(2+1)* = 22+2(2)(i) +4*
= 4+4i+(-1)
= 3+ 4i

Portanto, a resposta estd correta e a raiz quadrada de 3 + 47 é £(2 + 7).
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2.1.1 Conjugado

Definicao 2.2. Dado um ntumero complexo z = x + iy, onde z,y € R, define-se como o

conjugado de z o numero Z = x — iy. (Ahlfors, 1979, cap. 1).

Desse modo, podemos observar na Figura [2.1] z,Z, —z e —Z representados no

plano Cartesiano, onde z = x + iy, z =2 — iy, —2 = —r — iy e —2 = —x + 1y.
y F

Ear 4P S o Z
i i
| |
I I
I I
I I
' ' >
: : X
I I
| |
1 1
| |
1 1

-7 | ittt Attt ¢ Z

Figura 2.1: Representacao Cartesiana.

Fonte: Elaboracao propria.

z+7z
2

(Ahlfors, 1979, cap.

Proposicao 2.3. Seja z um nimero complexo, entao Re(z) =

1).

Demonstra¢ao. Seja z = x + iy um nimero complexo e Z = x — iy, temos

z+z  rtiwytr—uwy
2 2
2z
2
= x
Portanto,
z+7z
=R
"2 Re(z)
]
Proposicao 2.4. Seja z um nimero complezxo, entio Im(z) = : 2_ - (Ahlfors, 1979, cap.
i

1).
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Demonstragao. Seja z = x + iy um nimero complexo e Z = x — 1y, temos

z—=Z  x+iy—(z—1y)
2 o2
 r iy —x+iy)
= 5
2y !
2
=Y
Portanto,
z2—Z
=1
5~ Im()

]

Proposicao 2.5. Sejam z; e zo numeros complexos, as sequintes propriedades sao ver-

dadeiras(Ahlfors, 1979, cap. 1).
(Z) 21+ 20=21+ 29

(ZZ) 1R — Z_1 Z_2

Demonstragao. Demonstragao do item (i):
Sejam z; = (z1 +iy1) e 20 = (2 + iy) e seus repectivos conjugados z7 = (r1 — iyp) e
Zy = (2 — Ya2).
21t 22 = Tty Tty s
H+z = (1+z2)+ i+ 1) &
21+ 2 = (x4 x2) —i(y1 +y2) &
= X1+ X9 — iy —iyp) &
= X1 — Y +T2— W&
= Z1+72
Demonstragao do item (ii): Pela Proposicao , item (ii), ja temos que 2129 =

(129 — 11y2) + i(x1Y2 + 22y1). Desse modo, segue que
2129 = (11T — Y1y2) +i(T1Y2 + T2y1) &
Zizg = (1172 — y1y2) — i(T1y2 + Tay1)
Por outro lado, temos que:
71 Zs = (11 —iyr)(xe —iys) <
= 11Ty — 210y — iTayr + Yy S

= (2122 — Y112) — (212 + T2u1)

Portanto, z7z5 = z1 75. ]
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Proposicao 2.6. Se zq, z3,--- , 2z, sGo n numeros complexos, entao

21+ZQ++Zn:Z_1+_2++z,

n € N(Ahlfors, 1979, cap. 1).

Demonstracao. Seja zi, z3, ..., z, numeros complexos. Ja foi mostrado que

21+ 29 :Z_1+Z_2 (210)

Para essa proposicao, vamos fazer a demonstragao por indugao. Assim, con-

sidere como hipoétese de inducao que: 21+ 20+ ...+ 2, = zZ1 + 22 + ... + Z,. Vamos

mostrar que essa soma vale para (n+1) elementos, ou seja 21 + 20 + ... + 2, + 2ny1 =

21tz + o+ 2+ 2t

Z1t+z+t.. .+ 2yt 21 =21+ 22+ .o+ 2+ Znp

Utilizando a hipotese de indugao, obtemos que

2+ttt = G+t 42+ Za e

= Z1+2+ ... +2Zn+Zn1a

Portanto, 21 + 20+ ...+ zn + 2z =Z1+ 22+ ... + Zn + Zny1, VnEN O
Proposigao 2.7. Se zq, 29, , 2, sao n numeros complexos, entao

2129 2p = 21 29..- Zn-

Demonstracao. Ja foi mostrado que
Z1Z9 = 21 %2

Hipoétese de inducao: z123...2, = Z1 Z3... z,. Vamos mostrar que esse produto vale para

(n + 1) elementos, ou seja

Z1R2...2nfn+1 = R1R2---Zn Zn+1l
Utilizando a hipotese de indugao, obtemos que

Z1Z29-Znzntl = (71 Za- Zn) Znol &

= Z1 Z9... Zn, Zn+1

Portanto, z125... 2,211 = 21 22--- 2n Znt1, Vn € N O
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z zZ1
Proposicao 2.8. Sejam zie zo numeros complexos, entdo (—1) =2 (Ahlfors, 1979,
21

cap. 1).

Demonstracao. Sejam z1, zo € C. Temos

)= GG

Pela Proposicao temos que

(21) _ am
Z9 |ZQ|2

2.1.2 Valor absoluto

Os proximos resultados sao referentes ao conceito de valor absoluto de nimeros complexos.

Proposicao 2.9. Sejam z = x + iy um numero complexo e Z = x — iy seu conjugado.
Entao € vdlido o sequinte resultado
2Z = |z

(Ahlfors, 1979, cap. 1).
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Demonstracao. Temos

2z = (x+1y)(x —1y)

— 22—y
— 24y
= |2
Portanto,
2z = |z|?
m
Proposicao 2.10. (Valor absoluto do produto) Sejam z1,z, € C. Entao,
|2122] = |21 |22
(Ahlfors, 1979, cap. 1).
Demonstracao. Note que
|212” = 220z
= 212221 Z2
= Z1Z1%2%2
= |a1/|zf?
Portanto,
2122 = [21]|22]
m
Proposicao 2.11. Sejam 21, 25, , 2, € C,n € N. E vdlido o sequinte resultado
2129..2n| = |21]|22] .- |20
(Ahlfors, 1979, cap. 1).
Demonstracao. Vamos fazer essa demonstracao por indugao matematica, assim para n =
1, temos que |z1| = |21], o que é logicamente verdadeiro. E para n = 2, ja foi provado que

|le2| = |Zl||22|-

Vamos supor que essa propriedade seja valida para algum n € N, ou seja,

|z120...2,| = |21]]22]..-| 20|
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Queremos mostrar que essa propriedade vale para (n+1) elementos, ou seja,

|z120...Znzna1| = |21]|22] |20l | Zna1]

De fato, utilizando a definicao de moédulo do produto para ntimeros complexos,

temos que
|2120- . 2nzni1| = | (z122.-2n) Zna1]
Pelo resultado |z129| = |21]]22]., temos
|2129..2n2nt1| = |2122--- 20| 201

Utilizando a hipoétese de indugao, obtemos que

|2120..2nzni1| = |21]|22] |20l | 2041

Desse modo, |z129...2,| = |21]]22]..-|z0]|, Vn € N* O

2.2 Representacao Geométrica de Niimeros Complexos

2.2.1 Adicao e Multiplicacao

A adicao de niimeros complexos pode ser vista como uma adi¢ao de vetores.
Assim, pode-se representar o niimero complexo z; como um vetor, de modo que o tamanho
desse vetor é igual a |z1|. Desse modo, a distancia entre os pontos z1 e zy € igual a |z; — 29|
(Ahlfors, 1979). Temos que z; + 25 € 21 — 23 sdo diagonais do paralelogramo de lados z

e zo como pode ser observado na Figura [2.2]
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21+ 2 21 — Z;

1 2 22 l“ 2
y y
Z
z Z1+ 2> /

4
21— 2y
X X

Figura 2.2: Adicao e multiplicagao.

Fonte: Elaboracao propria.

Definicao 2.3. (Coordenadas Polares) As coordenadas polares do ponto (z,y) sao (r, ¢),

temos:
T =TCcosy
(2.11)
Yy =rsing
Desse modo, temos z = z + iy = r(cos p +isin ), onde: r > 0,7 = |z| e ¢ é 0 argumento

ou amplitude do nimero complexo z e é denotado arg(z) (Ahlfors, 1979, cap. 1).

Proposicao 2.12. (Multiplicagao) Sejam z; = ri(cos @) + isingy) e zo = ra(cos gy +

isin ps). Seu produto pode ser escrito na forma

2129 = 1r11r2[cos(p1 + ¢2) + isin(p + 2] (2.12)

(Ahlfors, 1979, cap. 1).

Demonstracao. Sejam z1, zo € C. Note que

2129 = 711(Cco8 @1 + isin@)ry(cos g + 7 sin o)
= rirafcos(¢pr) cos(ps) + i cos(p1) sin(pz) + isin(pq) cos(pa) — sin(p;) sin(ps)]
= [cos(ip1) cos(pz) — sin(ip1) sin(pz) + i(cos(p1) sin(pz) + sin(p1) cos(p2))]

Aplicando as identidades trigonométricas cos(¢1 + ¢2) = cos(p1) cos(ps) —

sin(1) sin(¢s) e sin(p; + p2) = cos(y) sin(ps) + sin(y) cos(ps), obtemos

2129 = rirafcos(p1 + o) + isin(pr + po)]



2.2 Representacao Geométrica de Numeros Complexos 20

Desse modo, tomamos que o produto de dois niimeros complexos z; e zo tem

como modulo ry7ry e argumento (1 + ©9).
arg(z129) = arg(z1) + arg(za), onde 21, 29 # 0. (2.13)

Proposicao 2.13. De forma geral, temos que z125...2, = r179...75[co8(1 +@o+ ... +¢n ) +
isin(pr + @2+ ... +¢n)]. Onde n € N (Ahlfors, 1979, cap. 1).

Demonstragao. Ja foi provado que 2129 = r113[cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2)], ou seja, essa

propriedade é valida quando n = 2.

Suponha que essa igualdade é valida para algum n € N, ou seja

21292 = T1T2...Tp[cO8(p1 + Yo + ... + ) +isin(@r + P2 + ... + @n)]

Vamos mostrar que essa igualdade vale para (n+1), ou seja,

2129 ZnZnt1 = T172- TnTni1]cos(01+ @a+ oo+ ©On 4 @na1) Hisin(or + o+ .. + @+ Pnat)]

Assim,

2129 2p(2ng1) = T1T2..1p[co8(p1 4 .o 4 pn) Fisin(er + ...+ @n)]]
Tn41(co8(@n1) + i sin(pni1)]
= riroTnTni1[cos(@r + ... + ©n) cos(Pni1) + i cos(@ni1) sin(or + ... + @n)
+isin(@ni1) cos(pr + ... + @) — sin(@ua1) sin(er + ... + @n)]
= 7T TpTnr1][cos(p1 + ...+ ©n) cos(@ni1) — sin(p,11) sin(er + ... + ©n)
+i(cos(@ni1) sin(pr + ... + ©n) + sin(p,11) cos(pr + ... + ©n))

Aplicando as propriedades trigonométricas: cos(¢1+...4+@n+@ni1) = cos(er+

it pn) cos(@na1)—sin(@1+...4+@,) sin(p,1) e sin(p1 4.+ +@ns1) = cos(@nr1) sin(p;+
e F ) F sin(@ni1) cos(pr + ... + ©,). Obtemos:

2129...2n = T1T2...Tp[cos(p1 + @2 + ... + @n) +isin(@r + @2 + ... + ©n)].

]

Desse modo, encontramos que o produto de n niimeros complexos 21 2...2, tem

como modulo z123...2, e argumento (@1 + o + ... + ©y).

arg(z12a...2,) = arg(z1) + arg(ze) + ... + arg(z,) (2.14)
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Proposicao 2.14. (Divisao) Sejam z; = r1(cos p; + isin @) e zo = ro(cos pa + i sin ps).

Seu quociente pode ser escrito na forma

z r .
bl —1[005(901 — 9) +isin(p; — vo)] (2.15)
22 T2

(Ahlfors, 1979, cap. 1).

Demonstracao. Sejam z1, zo € C. Note que
21 21 22

22 29 Zo

r1(cos g1 + isin @y ro(cos g — isin pg)

T9(COS (g + i 8in g) r2(COS o — 7 8in Yy

r112]cos(p1) cos(pa) — isin(ps) cos(p1) + isin(er) cos(ps) + sin(py) sin(ps)]
72(cos? g + sin? )

71[cos(p1) cos(pa) + sin(er) sin(es) + i(sin(pr) cos(pa) — sin(pa) cos(¢1)]
75(cos? g + sin? py)

Aplicando as identidades trigonométricas cos(p1 — ¢2) = cos(p1) cos(ps) +

sin(pq) sin(ys) e sin(py + ) = cos(¢1) sin(ps) + sin(p;) cos(pz), temos que

Z1 r

— = —l[cos(gpl — @9) +isin(p; — p2)]
Z2 T2
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3 Funcoes Complexas

Nesta capitulo, introduziremos as func¢oes analiticas complexas e, para isso,
falaremos sobre a defini¢cao de uma funcao complexa e conceitos como limite e continuidade

de fungoes complexas, onde f(z) é uma fun¢ao complexa de uma variavel complexa.

Definicao 3.1. Seja U um subconjunto do conjunto dos ntimeros complexos C. Uma
funcao complexa f de uma variavel complexa é uma regra de correspondéncia que associa

a cada elemento z € U um tnico elemento w € C. Formalmente, escrevemos:

f:U—=C (3.1)
Isso significa que a fungao f associa a cada elemento z do dominio U um tnico nimero
complexo f(z) no contradominio C. (Fernandez, 2008).

Exemplo 3.1. A funcao que para cada z = x + iy € C é definida por

z

e® = €®(cosy + i seny) (3.2)
é chamada de funcao exponencial complexa. Note que se z = x + 10, entao temos

e® = e”(cos0 + ¢ sen0) = e*(1 +i0) = " (3.3)
Ou seja, a exponencial de um ntmero real x coincide com a exponencial de x quando este
¢é visto como um niimero complexo.

Observacao 3.1. Observe que se f € uma funcao complexa de wma varidvel pode-se

escrever a funcao f na forma

flz+iy) = fi(z,y) +ifa(z,y) (3.4)

com fi(x,y), f2(x,y) € R para cada x + iy € U. Estamos identificando C como sendo

o R? e obtemos as funcoes fi, fo de uma varidvel real, fi,fo : U — R. Denotamos
filz,y) = Ref(z) e falx,y) = Imf(z).
Exemplo 3.2. A funcao f definida por f(z) = 2%, z € C, é uma funcao complexa.
Observe que

flx+iy) = (x +iy)* = 2° + 2xiy + (iy)* = 2° — y* + 27y (3.5)

portanto

filz,y) = 2% =y e fi(z,y) = 2zy. (3.6)
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3.1 Limite e Continuidade

Definigao 3.2. (Limite) A fungao complexa f tem limite A com z tendendo a z,

lim f(z) = A (3.7)

Z—rZ20

se e somente se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que para todo valor de z
|z — 20| < 0,2 # 20 = |f(2) — Al <e¢ (3.8)
(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Proposicao 3.1. Seja f : U — C uma fungao complexa cujo limite no ponto zy exista e

seja igual a A. Entao o limite do conjugado de f € igual ao conjugado de A, ou seja,

lim f(z) = A < lim flz)=A4 (3.9)

Z—r20

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Demonstragio. Temos que lim, ., f(z) = A < Ve, > 0,30; > 0 tal que, se |z — 2| <

81,2 # 2, entdo |f(z) — A| < ;. Porém, temos também que |f(z) — A| = | f(2) — A|, pois

7@ - A = V(@ - D - A, (3.10)

Pela Proposicao 2.5 obtemos

F&-A = J(FE - A
- @ -

Além disso, pela Proposicao [2.9, sabemos que

(3.11)

F(2) = Al = (J(2) — AT () — A). (3.12)
Aplicando a Proposigao [2.5] obtemos
1) = Al = (f() - H(TE) - A), (3.13)

Portanto, lim f(z) = A < lim f(z) = A O

Z—20

Proposicao 3.2. Dada uma funcao complexa f: U — C cujo limite exista em zy e seja

wgual a A. Entao € vdlido o sequinte resultado:

lim f(z) =A & lim Ref(z) = ReA
Z—Z20

Z—20

e (3.14)
lim f(z) =A < lim Imf(z) =1ImA
Z—20 Z2—r20

(Ahlfors, 1979, cap. 2).
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Demonstragao. F [=] Temos que

lim f(z) =A

Z—rZ20

< Ve > 0, 46 > 0 tal que para todo valor de z

|z — 20| < 0,2 # 20 = |f(2) — A] <e

Além disso,
f(2) = Ref(z) + ilmf(2)
e
A = ReA+iImA.
Fazendo

|f(z) — Al = |Ref(z) +ilmf(z) — ReA —iImA]|
= |Ref(z) — ReA+i[Imf(z) — ImA]|
= \/(Ref(2) — ReA}* + (Imf(2) — ImA).
Assim, se |f(z) — A| <, entdo |Ref(z) — ReA| < ee |[Imf(z) —ilmA| < e. Logo,

lim f(z) = A= lim Ref(z) = ReA

Z—20 Z—20

lim f(z) = A= lim Imf(z) = ImA

Z—r20 Z—r20

- [«] Sabemos que le_)IIZl Ref(z) = ReA & Ve, > 0, 361 > 0 tal que para todo valor de z
|z — 20| < 1,2 # 20 = |0Ref(z) — ReA| < €.
Similarmente, zh—>r,I21 Imf(z) = ImA < Vey > 0, 395 > 0 tal que para todo valor de z
|z — 20| < 09,2 # (; = [Imf(z) — ImA| < €.

Seja § = min{dy,d2}. Se |z — 2] < J, entao

£(2) = Al = \/(Ref(2) = ReA) + (Imf(2) — ilmA)® < VaT+ e

€
Agora fazendo €; = e5 = 37 temos

2 2

e = ) ()
B 62+€2
- 4 4
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Logo,
[f(2) — Al <e

Assim, encontramos que se |Ref(z)—ReA| < ey e [Imf(z)—ImA| < e, entao |f(z) — A| <
€, onde €; = €9 = % Portanto

lim Ref(z) = ReA e lim Imf(z) =ImA

Z—r20 Z—r20

)
lim f(z)=A

Z—20

]

Definigao 3.3. (Fung¢io Continua) Uma funcao complexa f(z), z € C é dita continua
em 2y se e somente se

lim f(z) = f(z). (3.15)

Z—r20
Uma fungéo é continua se for continua em todos os pontos em que esta definida. (Ahlfors,

1979, cap. 2).

Proposicao 3.3. Sejam f: U — C e g: U — C fungoes continuas, valem as proprieda-

des:

(i) f(2)+9(2), f(2) —g(2) f(2)g(2) sdao também continuas;

,g(2) # 0 € definida e continua em zy para g(zo) # 0.

(1ii) f(z) e |f(z)| sao definidas continuas.

Demonstrag¢ao. Consulte as Proposicoes 5, 6 e 10 e o Teorema 9 presentes em Fernan-

dez(2008, p. 39, 41). O

Proposicao 3.4. Seja f : U — C e g: U — C funcoes compleras continuas, entao

lim [f(z) + g(2)] = lim f(z) + lim g(2)

Z—20 Z—20 Z—20

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

—20 Z—20

Demonstracao. Seja lim f(z) =z e lim g(z) =y, entao, pela Defini¢ao

lim f(z) = @ = Para cada ¢, > 0,35; > 0, tal que |f(2) — z| < €,Vz, t. q.

Z—r20

|z — aldy, 2z # a.
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Zlgl; g(z) = y = Para cada e; > 0,30, > 0, tal que |g(z) — y| < €,Vz, t. q.
|z — aldg, 2z # c;.
Além disso, zlgil [f(2) +g(2)] = x + y = Para cada € > 0,39 > 0, tal que |f(2) + g(z) —
(x+y)| < G,VZ,Ot. q. |z —ald, z # a.
Note que,
1f(2) +9(2) = (x+y)| = [f(z) +9(2) =2 —y)|
= [f(z) —z+9(2) -yl

Pela desigualdade triangular, temos

f(2) =2+ 9(2) =yl < |f(2) — 2]+ [g9(2) — y] (3.16)
Tomando 6 := max{dy, I}, entdo

1f(2) —z] < @ e g(z) —yl <e
I
1f(z) =z +19(2) =yl < ea+e

Por [3.16] temos
1f(2) +g(2) — (z+y)| < e+ €.

Fazendo €; + €5 = €, segue que: para cada € > 0,30 > 0 t.q. [f(2) + g(z) — (x + y)| <
€ t.q. |z—al <9. O]

Proposicao 3.5. A funcao f : U — C € continua em 2y, se e somente se, Ref(z) e
Imf(2) sao continuas (Ahlfors, 1979, cap. 2).
Demonstragao. F [=]

f(z) é continua em zy = para cada € > 0, existe § > 0 tal que | f(z)— f(z0)| < €

para todo valor de z, tal que |z — zg| < d, 2z # 2. Assim, temos:

e>[f(2) = f20)| &

(3.17)
e > [f(2) — f(2)

E importante destacar que a desigualdade se mantém devido ao fato de que a funcéo
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g(z) = 2* é crescente, visto que ¢'(x) é positiva pra todo x > 0. Dessa forma:
e >[f(z) = f(@))* = (f(z) = f(20)(f(2) = f(20))
f(2) = f(z0) = (f(2) = f(20))(f(2) = f(20))

= [Ref(2) — Ref(z0) +i(Imf(z) — Imf(20))][Ref(z) — Ref(z)
—i(Imf(z) + Imf(z))
= [Ref(z) — Ref(z)]

]
[Imf(z) + Imf(z)]”
= [Ref(z) = Ref(z0)]* + |

+
+ Imf(z) + Imf ()] < €

€ > |Ref(z) — Ref(z)] e €>[Imf(z)+ Imf(z0)]
Portanto, se f(z) é continua, entdo Ref(z) e Imf(z) s@o continuas em z.
<]
Ref(z) é continua em zy = para cada € > 0, existe d; > 0 tal que |Ref(z) — Ref(20)] < €
para todo valor de z, tal que |z — 2| < 1, 2z # zo.
Imf(z) é continua em zy = para cada € > 0, existe d5 > 0 tal que |[Imf(z)—Imf(z)| < €
para todo valor de z, tal que |z — 2| < d2, 2 # zo.

Tomando § = min{dy,d2} e seja z tal que |z — 25| < §. Entédo

|Ref(z) — Ref(zo)| + |[Imf(z) + Imf(z)]| < e+e<
|Ref(z) — Ref(z0)| + [Imf(z) + Imf(z0)| < 2¢

Note que

1f(2) = f(20)] = |Ref(z) +ilmf(2) — (Ref(z0) + ilmf(20)| &
= |Ref(z) +ilmf(z) — Ref(z0) — iImf(zo)]
= |Ref(z) — Ref(zo0) +ilmf(z) —iImf(zo)]

Pela desigualdade triangular, obtemos
|Ref(2) — Ref(z0) + iImf(z) — ilmf(2)| < |Ref(z) — Ref(z0)| + |iIm f(z) — iImf ()|

Como |i| = 1, temos

|Ref(2) — Ref(z0) +ilmf(z) —ilmf(20)] < |Ref(z) — Ref(20)| + [Imf(z) — Imf(z)]
| f(2) = f(20)] < [Ref(z) — Ref(z0)| + [Imf(2) — Imf(2)| < 2¢
|f(2) = f(20)] < 2

Logo, |f(z) — f(20)| < 2¢e para todo valor z tal que |z — z| < d, 2z # 2o e para cada € > 0.

Portanto, concluimos a demonstragao da proposicao. O
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3.2 Funcao Analitica

Para introduzirmos o conceito de fungao analitica, vamos primeiramente enun-

ciar o conceito de derivada para func¢oes complexas.

Definigao 3.4. (Derivada) Seja f : U — C e seja um ponto zg € IntU. A derivada de

uma funcao f em zy é definida por
(3.18)

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Proposicao 3.6. Sejam f : U — C e g : U — C funcoes derivdaveis em um ponto zy,

entao:
(1) Para todo ¢ € C, cf € diferencidvel em z, e
(cf) (20) = cf' ().
(ii) f+ g € diferencidvel em z e
(f +9) (20) = f'(20) + ¢’ (20).
(1i1) fg € diferencidvel em zy e

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

(1v) Quando g(z9) # 0, f/g € diferencidvel em z; e

f'(20)g(20) + f(20)9'(20)
Q(Zo)2 '

(f/9) (z0) =

Demonstragao. Para demonstragao veja Proposi¢ao 3, Fernandez(2008, p. 54) ]

Exemplo 3.3. Vamos considerar a funcao complexa f : U — C definida por:
f(z) =22+ €.

A derivada de f(z) no ponto 2, é dada por:

fon) — i 1) = Co)

Z—20 Z— 20
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cial:

Substituindo f(z) = 2% + e*:

f(2) = f(z0) = (22 +€7) — (22 +e®) = (z — 20)(2 + 20) + € — ™.

Dividindo por z — z:

(z — 20)(z + 20) N e* — e*
z— 2 z2—2
Simplificando a primeira fragao:
. ' 7 — %0
lim (z + 2zp) + lim :
Z—r20 zZ—z0 2 — ZO

Para a segunda fragao, utilizamos o limite fundamental da derivada exponen-

Z 520
e“—e _

lim
zZ—20 2 — ZO

Portanto, a derivada da funcao f no ponto zy é igual a

f'(20) = 220 + €™.

Defini¢ao 3.5. (Fung¢ao Analitica) Uma fun¢ao complexa f de uma variavel complexa

que possui derivada onde a fungao esta definida é chamada de fungao analitica. (Ahlfors,

1979, cap. 2).

Exemplo 3.4. Considere a funcao f : U — C definida por:

f(z) = sin(z) + i cos(z)

Vamos verificar se essa funcao é analitica. Para isso, calculamos sua derivada

usando a defini¢ao:

Substituindo f(z):

f(z) = f(z0) = (sin(z) +icos(z)) — (sin(zp) + i cos(2))
= (sin(z) — sin(zp)) + i(cos(z) — cos(zp))
Dividindo por z — zq:

f(z) = f(z0) _ sin(z) — sin(zp) N Z,cos.(,z) — cos(zp)
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Agora aplicamos os limites fundamentais das fungoes trigonométricas:

sin(z) — sin(zp)

lim = cos(zp)
zZ—20 zZ— 20
lim cos(z) — cos(zp) — sinz)
2—20 zZ— 2

Portanto, obtemos:
1/ (20) = cos(zg) — isin(2o)
Ou seja, a derivada da funcgao é:
1/ (2) = cos(z) — isin(z)

%1

Note que essa expressao é precisamente a derivada de e™**, pois:
d —iz s =1z S
e cos(z) — isin(z)
z

Assim, a funcdo f(z) é diferenciavel em todo C, o que significa que é analitica.
Isso confirma que

f(z) =sin(z) + i cos(z)

é uma fungao analitica complexa.

Dada a definicao de uma funcao analitica complexa, podemos tecer uma com-
paragao com fungoes analiticas reais. Para isso, vamos introduzir o conceito de polinémios

de Taylor e o de fungoes analiticas reais.

Teorema 3.1. Seja f: I — R de classe C*°. Se a € interior ao intervalo I ea+h € I,

entao podemos escrever, para todo n € N:

" (n—1)
fla+h) = f(a)+ f(a)-h+ fQ(!“) S Jznfg,) h" 4 (h), (3.19)
onde -
Tn<h) — M . hn, com 0 < en < 1. (320)

n!

A série Y 7 1@ pn ¢ chamada série de Taylor da func¢ao f em torno do

n!
ponto a. (Lima, 2014).
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Assim, a Série de Taylor é uma maneira de representar uma func¢ao f(x) como
uma soma infinita de termos baseados nas derivadas dessa fun¢ao em um ponto especifico

a. Ela é util para aproximar fun¢oes complicadas por polindmios mais simples.

Definigao 3.6. (Fungao Analitica Real) Uma func¢ao f: I — R, definida num intervalo
aberto I, chama-se analitica quando é de classe C* e, para todo xg € I, existe r > 0 tal

que = € (xg — r,xo + r) implica que = € I e que

f(z) :f(xo)‘i‘fl(ﬂl?o)'($—$0)+"'+—0($—5€0)n+"' (3.21)

(Lima, 2014).

Desse modo, temos que uma fungao real é analitica se for de classe C*° (ou
seja, pode ser derivada quantas vezes se deseje em todos os pontos do seu dominio) e, para
cada ponto xy no intervalo onde f(z) esta definida, existe um certo raio r ao redor desse
ponto onde a funcao pode ser escrita como uma soma infinita de seus termos da série de

Taylor. De fato, essa soma infinita converge para a fungao f no intervalo (xg — 7, zo +r).

As principais diferencas entre fungoes analiticas reais e complexas estao na sua
definicao e comportamento. No caso real, uma funcao analitica precisa ser infinitamente
diferenciavel e sua série de Taylor deve convergir para a fun¢ao dentro de um intervalo.
No entanto, existem funcoes C'*° que nao sao analiticas. Ja no caso complexo, a sim-
ples existéncia da derivada complexa implica automaticamente que a fungao é analitica,

tornando a anéalise complexa mais rigida.

Exemplo 3.5. A funcao real definida por

f0)=0, flx)=e* x#0

¢é analitica em todo o plano complexo.

Para x # 0, temos:

Indutivamente, as derivadas sao da forma:

£ @) = Pafa)e "
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com P,(x) polinémios. Como e~/ — 0 para x — 0, segue que £ (0) = 0, tornando sua

série de Taylor nula. Como f(z) # 0 para x # 0, a fungdo nao é analitica em x = 0.

Ja para o caso complexo, temos que a derivada é:

efl/z

f'(z) =

Y

22
o que mostra que f(z) é diferenciavel para z # 0. Como e~'/* é analitica em C\ {0} e
tende a zero em z — 0, a fungao pode ser estendida a z = 0, sendo analitica em todo o

plano.

Portanto, temos que f(x) nao é analitica em x = 0 porque sua série de Taylor
é trivialmente nula. Além disso, f(z) é analitica em todo C, pois suas derivadas sao bem

definidas e a funcao pode ser estendida naturalmente a z = 0.

Proposicao 3.7. Sejam f: U — C e g : U — C funcgoes analiticas, valem as proprieda-

des:

(1) f(2) £9g(z) e f(2)g(z) sao também analiticas;

f(2)

9(2)

,9(z) # 0 € analitica.

(i)

Demonstracao. Isso é uma consequéncia de Proposicao [3.6] e da definicao de fungao ana-

litica complexa. Veja Proposicao 3 em Fernandez(2008, p. 54). ]

Proposicao 3.8. (Condi¢ao de Cauchy-Riemann) Se f'(z) existe, entao

Oh _90k O0h _ 0h

= = — .22
ox dy ‘ dy ox (3:22)

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Demonstracao. Suponha que f esteja definida em U C C de tal maneira que f ¢ diferen-

cidvel em U. Entao

f(z0 +w) = f(20)

/ 1
f'(20) = 3}3}) " (3.23)
Sendo 2y = xp + 1y e w = h. Entao
F(z) = }Lin% fxo +iyo + h})L — f(xo + iyo)
—
= lim fi(wo +iyo + h) +ifa(wo +iyo + h) — fi(zo + iyo) — i f2(w0 + iyo)
h—0 h
i L@ B ) = ilwotige) |y ilfa(wo+ige 1) = folwo + i)
o, of, " h=0 h
_ i YJ2
- O (ZO) +1 or (Zo)

(3.24)
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Agora, fazendo w = ik.

J (o +iyo + k) — f(xo + iyo)

flzo) = lim k
N 7

— lim fl (ZBO + iyg + ’lk‘) + ifg([Eo + iyo + Zk’) — fl (CEO + iyo) — ifg(%o + iyo)
k—0 1k

— lim f1 (LU() + Zy(] -+ Zk) — f1 (LU() + Zy(]> -+ ’l[fg(xo + Zyo —+ Zk]) — fg(xo + Zyo)]
k—0 7

~ im Ji(wo + iyo + h) — fi(zo + iyo) 4 lim il f2(o + iyo + f}) — fa(@o + 1y0)]
k—0 , k—0 ' ik _

— lim Zfl(ﬂl30—i‘Z?J0+h) fi(zo +iyo) 4 lim [fa(xo + iyo + h) — fa(xo + iyo)]
k—0 1 1k , g—m k

b i f1(wo + iyo + 2) Ji(wo +iyo) n ﬁ@O)
k—0 k oy

. —=ifi(@o +iyo + h) — fi(xo +iye) | Of2

= im k - dy (=0)

Igualando as equagoes encontradas, obtemos

) 0 0 0
Teo) + i) = =i ) + Go)
' (3.25)
5 Y 0 0
MNiey=2a) z’a—f@o):—i@—ﬁ(%)

]

Assim, podemos escrever 4 diferentes expressoes para f’(z), sendo a mais sim-
ples
ofi  .0fs

Fle) =5 +igs (3.26)

Segundo Pinto e Morgado(2009), na integracao de fungdes de uma variavel, é
utilizado o método de substituicao, com o objetivo de tornar a integral mais simples. Tal

método é baseado na seguinte féormula

/f dm_/ (g w)du da (3.27)

onde a = g(c),b = g(d) e g ¢ uma fungao com derivada continua em [c,d] e f é continua

em [a, b].

No caso de uma integral de fungoes de duas varidveis, a substituicao transforma
uma integral dupla de uma regiao R do plano zy em outra integral dupla, de uma regiao
R’ do plano uv (Pinto; Morgado, 2009). Desse modo, é feita a seguinte mudanca de
variavel

r=xz(u,v) ey =y(u,v) (3.28)
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Assim, obtemos uma aplicacao g que associa um ponto (z,y) do plano zy a

cada ponto (u,v) de uv. Ou seja
9(u,v) = (z(u, v),y(u, v)). (3:29)

Considere a aplicacao [3.28, onde z e y sao de classe C! e ¢ é injetora em R'.

Temos ,
// f(z,y)dxdy = // flz(u,v),y(u U))a(u,v) du dv (3.30)
Y ) Y Y a(x, y) *
R R
O(u,v) | : . <
Onde 2(z.7) é o determinante Jacobiano de x e y em relagao a u e v, dado
por 7
B(u,v) or Ox
wy) | g, @ .
o(x,y) % % (3:31)
Oou 0Ov
Considere uma transformacao T'(x,y) = (ax,By). Temos que o jacobiano
dessa transformacao é igual a
ou,v) Or O
u,v _ _u _U
I(x,y) % dy |7
ou Ov (3.32)
a 0
0 p

Observe que o jacobiano é exatamente a razao entre ambas as fungoes, pois
ele representa o quanto a transformacao 7" modifica a area da regiao inicial. Com isso,

podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 3.9. |f'(2)|?

2).

¢ o jacobiano de fy e fy e, relagdo a x ey (Ahlfors, 1979, cap.

Demonstragao. Por (3.26)) e utilizando as propriedades do modulo, temos
0 0 0 0
lf1+.fz}lf1 .fz}@

oz 'ox| |0z ox

ox ox

(RN [(0f)®
- (%) (%)

f () = == — ==

f'(2)]?
(3.33)

Por Cauchy-Riemann, obtemos
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Proposicao 3.10. Seja f(z) uma fungao analitica, por Cauchy-Riemann, seque que

of _ _,90f
or Oy

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Demonstragao. Sendo f(z) = f(x,y) = fi(z,y) +if2(x,y), temos

%(m,y) = g— [fi(z,y +}f2(x ,Y)]
= S )+za—(x y)

Por Cauchy-Riemann, podemos escrever

dfr E )
)+ i) = () i @)

Note que
Le 7
—ii —(=1)
= 1
Portanto
0 0 0 0
(Bt @) = i (e G en)
_of
- _Za_y(‘ray>
Assim,

3.3 Funcoes Harmonicas

Da equagao (3.26]) obtemos que

CPH . Ph
Afi= 0x? + 0y?
P fy | S
Afr= 0x? * 0y?

(Ahlfors, 1979, cap. 2).
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Demonstrag¢ao. Por Cauchy-Riemann, temos que

on ok | Oh__oh
ox dy oy ox

Derivando inicialmente a primeira igualdade em relagao a x

Ph P f
oz 0xdy
Agora, a segunda igualdade em relacao a y
Ph
oy Oyox

Somando ambas as igualdades

O N )
0x2  Oy?  Oxdy Oyox

2 2
Como f é continua, temos que gxgz = gy?x Portanto

Pf 0*h

Ox? * oy? =0=24h

Agora, para encontrar A fs, derivamos a primeira igualdade em relacao a y

Pfh 0Pf
dydxr  Oy?

Agora, a segunda igualdade em relagao a x

2f P

8:6821; N ox?

SO P
oxdy  Ox2

Somando ambas:

*h Ph Pl Pf

Oyox B 0xdy B 82y2 + ox? <
0 0 n d fa

, , O Oy? 0x?
fr | 0°f _

y? * 0x? Afr=

]

Segundo Ahlfors(1979), uma funcao f; que satisfaz a Equacao de Laplace Af =
0 é uma funcao harmonica. E, se duas fun¢oes harmonicas f; e fo cumprem as condi¢oes
de Cauchy-Riemann, entao é correto afirmar que f5 é a fungao conjugada harmoénica de

f1- Do mesmo modo, f; é conjugada harmonica de — fs.
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Exemplo 3.6. Considere a seguinte funcao:
filzy) =2® =y

Verificamos se fi(z,y) é harmonica calculando suas derivadas parciais de se-

gunda ordem:

of . Oh
or T gy T
I
ox2 7 o2

Agora, somamos essas derivadas de segunda ordem:

Pf PhH
0x? 0y?

=2+ (-2)=0

Como a equagao de Laplace ¢ satisfeita, concluimos que fi(z,y) = 2% — y* é

uma fungao harmonica.

Proposicao 3.11. Se duas fungées conjugadas harmonicas fi(x,y) e fo(z,y) possuem de-
rivadas parciais continuas de 1% ordem que satisfazem as equacoes diferenciais de Cauchy
Riemann, entao f(z) = fi(z) +ifa(2) € analitica com derivada continua f'(z) (Ahifors,

1979, cap. 2).

Demonstracao. Seja f : G — C,z=x+1iy € G,B(z,7) C G e h+ik € B(0,r).

fl(x_l_hay—i_k)_fl(xay) = [fl(af—l—h,y+k)—fl(m,y+k)]+[f1(x,y+k‘)—fl(a:,y)] (335)

Vamos enunciar agora o seguinte teorema para que possamos prosseguir com a demons-

tracao:

Teorema 3.2. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e derivdvel no intervalo

aberto (a,b). Entao, erxiste ao menos um ¢ em (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(c)(b—a).
(Guidorizzi, 2013, se¢. 15.2).

Aplicando o Teorema para cada uma das expressoes nos colchetes, temos
que existem, para cada h+ ik em B(0,r), nameros hg e ko tais que |hg| < |h| e |ko| < |E].

Assim:



3.3 Fungoes Harmonicas 38

file+hy+k)— filz,y+k) = %(aﬂ—ho,y—l—k)h
f1($,y+k> _fl(x7y) a_yl(xvy+k0)k
Fazendo
0 0
g(h,k) = [filx + h,y + k) — fi(z,y + k)] — [a—];(x,y)hﬂL a—‘];(x,y)k]
Note que
of1 0
a‘]; (x + ho,y + k)h + 8];1 (r,y+ko)k = filr+hy+k)— filz,y) =
0 0
ot = | St oy o Sy -] | S n+ SLoi] =
= h L‘)_f x+ho,y+k)+£( y)] +k {%—J;l( ,y+k0)+%—f;(m,y)}

Dividindo ambas a partes por h + ik

glhk) b [0 of, of
Wik~ ik |ae @t eyt k) @ y)| 4o

Aplicando o limite lim 9(h k)

temos que quando h vai para 0, hy também
h+ik—0 h + 1k que q P 0

vai para 0. Sabemos

df1
ay( z,y).

k
vai, entao quando h+ik — 0, o termo que esta multiplicando ik
i

0 0
disso pois, por hipotese, fl ¢ continua, entao se h + ik — 0, f

k
Além disso, como |h| < |h + zk:| ik ¢ limitado e algo limitado multiplicado por algo
que vai para zero no limite é 1gual a zero. Assim,
_ g(h,k)
1 = 3.3
hﬁ}go h + 1k (3:36)
Portanto
5f 1 df1

onde g satisfaz (3.36]).

Similarmente, podemos repetir o mesmo processo para f,

folw+h,y+k)— o2, y) = [folw+h,y+k)— fol@, y+ k)] + [ fol@, y+ k) — o2, y)] (3.38)

Aplicando o Teorema para cada uma das expressoes nos colchetes, temos que existem,

para cada h + ik em B(0,r), nameros hy e ky tais que |hy| < |h| e |ki| < |k|. Assim:
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folx+hy+k)— folz,y+ k) = %(aﬂ—hl,y—l—k)h
fg(l‘,y—F/{?)—fQ(l’,y) - a_;(x7y+k1)k
Tomando
o(h, k) = [folzr +h,y+ k) — folz,y + k)] — {a—f( y)h + a—J;Q(:v y)k}
Note que
ot b+ I+ Sy bk = ol b+ 1)~ (o) =
0
o(h, k) = {a—f(:c—l—hl,y—irk)h—i—a—f(x y+k)k| — {a—f( )}H__y( y) }
o(h k) = h{a—f(x—l—h1,y+k‘)+a—f2( ,y)} +k a—‘];z(x,y—l—k:l) }
h,k h 0 0 k 0 D fo
i(+ilf) = hrik an(th’“k) af(‘”’y)} TRtk {an( +k1)+a_f( y)]
Mas |h| < |h+ik|, |k| < |h+ik|,|h1| < |h|, k1| < |h+ik| e f 8{/2 sdo continuas. Entao
. p(h k)
o B ik (3:39)
Portanto
0 9,
flo+ by D) = Llo) = 2wt Llapktohb) (G0

onde ¢ satisfaz (3.39))

Considere

f(ZL‘—f-h,y—l—/{?)—f(l’,y) = fl(x+h,y+k)—|—zf2(x+h,y—l—k:)—fl(x,y)—zfg(x,y)
- fl(x—i—h,y—i—k)—fl(a:,y)+2[f2(x—|—h,y+k)—fz(x,y)]

Por (3.37)) e (3.40) obtemos

flat by + k) = fa) = e+ ek + gl b
Ofs Ofs
+ G+ Gk + ol )
_ 9h 0f2 0fi 01>
= g @WhT G @ik @k + 5@ y)ih

+ g(h,k)+ip(h, k)
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Por Cauchy-Riemann, segue que

Ofy (o Of Of

flat+hy+k)=fley) = Z-(@yh+ -(2,y)ik— 2= (z,y)k
0
b 2 i gk + i)
_ Oh o, Of :
+ ip(h k) <
h+ ik = ik o DYk gy @ y)lih =
g(h, k) +ip(h, k)
* hrik
I+ ik = 20 Y T Tk o & A
L 9UR) gl b
h + ik
o), i 0f,
L o)+ io(h, k)
h + ik
= 8—x($7y)+@8—x($7y)+ b ik
(0 ht ik = @y i @y
Também podemos escrever
. flet+h+ik)— f(z)  Ofi Ofy
h—igglm h + ik B %(x, v)+ z%(x, v) (341)
]
Seja a fungao f(z,y) de duas variaveis reais z = x + iy e z = x — iy. Como
1 1 , . 1
5(24—2):§(x+zy+x—zy):§(2x)::c (3.42)
e
——(z—2)=—=(z+iy—zr+iy) = —=(2iy) =y (3.43)
2 2 2
Entao podemos escrever
r = %(z+2) eyz—%(z—?) (3.44)

Com esta mudanga de variavel, podemos considerar f(z,y) uma fun¢ao de z e Z. Deri-
vando f em relacao a z e Z temos

of 1(of of of 1(of  .of
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Da Proposicao [3.10] sabemos que

of _ _,0f
or Zay

Usando isso, temos que fungoes analiticas sao caracterizada pela seguinte condigao

of _
0z

(3.46)

0

(Ahlfors, 1979, cap. 2).

Demonstracao. Temos que

fan) =1 (549,45 +9)

Pela Regra da Cadeia
of or oyl [Of

0z 0z 0z ox
Df(2,z) = =
or| oz ay| |21
0z 0z 0zl Loy
Como
Or L oy _—i 0z 1 Oy i
9. 2 92 2 8z 2% 9z 2
Entao,
o] L =i [
0z 2 2 ox
of J ) of
oz 2 2] Loy
T flor iof
20x 20y
1of i9f
20r 20y
Logo,
of _1of iof _1/of .0f
0z 20x 20y 2 \0x Z@y
e
of 10 105 _1(0f  0f
0z 20x 20y 2\0x Oy
Como
of  of

or oy
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Entao,
of 1 (of, 0f
0z 2\ 0z oy
BTN
N % oy dy
= 5(0)
= 0

3.4 Polinbmios

De acordo com Ahlfors(1979), toda fun¢ao constante é uma fungao analitica
de derivada igual a zero. A funcao analitica mais simples ndao-constante € z, cuja derivada
éigual a 1. Pela Defini¢ao[3.5], a soma e o produto de duas fung¢des analiticas sao também

analiticas. Assim, segue que todo polinémio P : C — C
P(z)=ay+a1z+ ... +a,2", a;€C,z€C (3.47)

¢ uma fungao analitica, onde a,, # 0. E sua derivada é igual a

P'(2) = a) + 2a92 + ... + nay,z"*

Assim, temos que [3.47] € um polinémio de grau n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, para n > 0, a equacao P(z) =0 tem
a0 menos uma raiz, ou seja, todo polinémio complexo nao constante possui ao menos uma
raiz no conjunto dos ntimeros complexos. Isso ocorre porque C é um corpo algebricamente
fechado, ou seja, qualquer equagao polinomial com coeficientes complexos admite pelo
menos uma solugao em C. Seja P(z) um polindmio de grau 2, onde a; é uma de suas

raizes. Logo,

Play) = ag+ajaq +aal = 0
a0y + asad = —ag
ai(ar + azaq) = —ag
—ay(ar +agan) = ag

Assim, podemos escrever

P(2) = —ai(ar + agaq) + a1z + agz” (3.48)
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Dividindo (3.48)) por (z — 1), obtemos

—aq(a) + asan) + a1z + ayz?

(z — 1)

= asz + a; + ajas = Pi(2)

Assim, temos que, se P(ay) = 0 e n > 0, entdo podemos escrever P(z) =
(z—a1)Pi(z), onde P(z) é um polinémio de grau (n—1). A repetigao desse processo leva
a uma fatoragdo completa onde, aq, ag, ..., &, ndo sdo necessariamente distintos(Ahlfors,

1979, cap. 2).

. ) . v :
Da fatoragao, concluimos que P(z) nao se anula para qualquer valor diferente
de aq, s, ..., a,. Além disso, a fatoracao é unicamente determinada, exceto pela ordem

dos fatores.

Se um valor a for uma raiz com multiplicidade h do polindémio P(z), ele é
denominado zero de ordem h de P(z). Quando contamos todas as ordens dos zeros de
P(z), a soma dessas ordens é igual ao grau do polinomio (Ahlfors, 1979, cap. 2). Ou
seja, se cada zero for contado tantas vezes quantas indicar sua ordem, um polinémio de
grau n tem n zeros. Por exemplo, se P(z) de grau n tem como zeros g, aa, ..., @, com as
respectivas ordens hyq, ha, ..., h,, entdo a soma dessas ordens (hy + hy + ... + h,,) € igual ao

grau de P(z), que é n (Ahlfors, 1979, cap. 2).

A ordem de um zero a pode também ser determinada considerando as deriva-
das sucessivas de P(z), para z # «. Suponha que « é um zero de ordem h. Entao, podemos

escrever P(z2) = (z — a)"Py(2), com Py,(a) # 0 (Ahlfors, 1979, cap. 2). Derivando P(z)
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sucessivamente, temos

P'(z) = h(z—a)" P (2) + (2 — )"P/(2) =

P'(a) = hla—a)"'Py(a) + (a — a)"Py(a)
= 0

P’(z) = h(h—1)(z - )" 2P,(2) + (2 — )" P! (2) =

P"(«) = h(h—1)(a—a)"2Py(a)+ (o — a)"P!(a)
=0

P () = h(h—1)..2(z— a)Pu(2) + (z — )" PV (z) =

PtD(a) = h(h—1)..2(a —a)Py(a)+ (o — a)"P" ()
= 0

P®(z) = h(h—1)..2(z— a)’Py(2) + (z — )" P (z)

Como [h(h — 1)...2] ¢ uma constante, chamaremos essa expressao de C.

PM(z) = CPy(2)+ (z — a)"PM(z) =
P(a) = CPy0)+ (o - a)"B"(a)
= CPh(Oé) 7é 0
Assim, obtemos que P'(a) = P” = P%Y(a) = 0, enquanto P®(a) # 0.
Desse modo, podemos afirmar que a ordem de um zero é igual & ordem da primeira

derivada nao nula. Ou seja, as primeiras (h — 1) derivadas de P(z) avaliadas em z = «

serao nulas, enquanto a h-ésima derivada sera nao nula (Ahlfors, 1979, cap. 2).

Teorema 3.3. Se todos os zeros de um polinémio P(z) estao em um semiplano, entdo

todos os zeros de P'(z) estao no mesmo semiplano (Ahlfors, 1979, cap. 2).

Demonstracao. Se P(z) = an(z — a1)(z — ag)...(z — o). Entéo

P(2) = apl(z—a)...(z—an)] +an(z—a1)[(z —aa) ... (2 — )]
=
P'(2) _ an [(z —ag) ... (2 — ay)] N an(z — 1) [(z —ag) ... (z — )]
P(z) an(z —a1)(z —ag) ... (2 — ay) an(z —a1)(z —ag) ... (2 — ay)
1 1 1
- (z—a1)+(z—oz2)+”'+(z—ozn)

(3.49)
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Vamos supor que o nosso semiplano ¢é igual o conjunto H, definido como a parte do plano

onde I'm (z;ba) < 0,a,b € C. Se as raizes de P(z) estdo em H (ay, € H, k < n), mas z;

é uma raiz de P'(z) que nao esta em H, entao

21 — O 21— a+a— o
1 =1
21 —a— (ag —a)
b

Z1—a ap — a
= I -1
n(50) - (%5)

) >0, pois z; ¢ H e lIm (akb—a) < 0, pois ay, € H. Assim

Im (Zl — O"“) >0
b
Pela Proposicao 3.12] temos que

- b
Im (ZI O"“) >0:>Im( ) <0 (3.50)
b Z1 — O

Por [3.49] multiplicando por b e tomando a parte imaginaria, temos

= Im

21— a

Mas Im (

P'(z) =0
()
Pl(Zl) -
P(2) =0
()
bP'(z1) B
Py
Im( P(z1) > =0

b
— ¥y g
>y Im (21 — &k)
Por (3.50)), temos

me( b )<0
Z1 — O

k=1

O que implica que pelo menos a parte imaginaria de P’(z;) é nao nula, e por-
tanto P’'(z1) # 0, o que é um absurdo. Assim, z; estd em H e, sem perda de generalidade,

essa afirmagao vale para qualquer raiz de P'(z). ]

Proposicao 3.12. As partes imagindrias de nimeros complexos inversos tém sinais opos-

tos (Ahlfors, 1979, cap. 2).
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1
Demonstragao. Seja —, onde z— a-+bi. Podemos escrever
z

1

a—+ b
1 (a+1b)

a + ib (a + ib)
a—b

a? + b2
a

1
z

b
a2+ a4

Sabemos que a® + b* = |z|?. Substituindo

Assim,

3.5 Funcoes Racionais

Definicao 3.7. Uma fungao racional pode ser definida como

P(z)
Q(z)

onde P(z) e Q(z) sao polinoémios (Ahlfors, 1979, cap. 2).

R(z) =

Vamos considerar que P(z) e Q(z) ndo possuem fatores comuns e, portanto

nao possuem zeros comuns. Além disso se z; for um zero de @,
R(z) = o0

Desse modo, R(z) deve ser continua e considerada no plano complexo esten-

dido. Ou seja, R : C — C U {oo}.

Definigao 3.8. (Polos de R(z)) O zeros de Q(z) sado chamados de polos de R(z) e a ordem
de um polo é, por definigdo, a igual & ordem do zero de Q(z) correspondente (Ahlfors,

1979, cap. 2).

A derivada
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existe apenas quando Q(z) # 0 (Ahlfors, 1979, cap. 2). Assim R/(z) é analitica exceto
nos polos. Temos que R'(z) possui os mesmos polos que R(z), sendo a ordem de cada
polo aumentada em um. Podemos definir
R:CU{oc0} = CU{o0} (3.51)
R(c0) = lim, o R(2)
Mas essa definicao nao determina a ordem de um zero ou polo no co. Vamos
considerar a fungao R % , reescrever como a fungdo racional R;(z) e definir R(co) =

R1(0). Se R1(0) = 0 ou oo, a ordem do zero ou do polo em oo é definido como a ordem

do zero ou polo de R;(z) na origem.
apg+arz+ ...+ a,z"
b0+bl—|—+bm2m

RG) ~ Ry(2)

aq Ay
Qg +—+ -
b b
o+ —+...+—
z z .
ai Qp, <
Qg +—+ + — (Z_n>
b b (2™
z zm
2" a1 2" a,z"
. GOZ on+l +. + »2n
o 2™ b 2™ b, 2"
boz—m o~ + .. ~am

(apz™ + a12" 1+ ...+ ay,)

o

1
Z_m (bozm + blzm—l +...+ bm)
27" (ap2" + a12" M+t ay)

27 (boz™ + by 2™+ 4 by)
(apz" + a1z" '+ ... +a,)

(boz™ + byzm=1 + ... 4+ by)

m—n

Assim,

(apz"+a1z" '+ ...+ ay,)

(boz™ + byzm=1 + ...+ by)

onde a poténcia 2™~ " pertence ao numerador ou ao denominador. Desse modo, se m >

Ri(z)=2"""

n, R1(0) =0 = R(oc0) = 0, ou seja, R(z) tem um zero de ordem m — n no infinito. Se

m <n, R1(0) = oo = R(c0) = 00, assim, co é um polo de ordem n — m para R(z). Se

m=n,
Ri(0) = ;™ #0,00
N8
ap,
R(oo) = — #0,00
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Agora podemos contar os zeros e polos de R(z) no plano complexo estendido.
Temos que o nimero de zeros (incluindo aqueles em c0) é igual ao maxz{m,n}, que é igual

ao nimero de polos. Em resumo
n® de zeros = max{m,n} = n° de polos

Esse ntmero em comum é chamado de ordem da fungao racional (Ahlfors, 1979, cap. 2).

Se a ¢ uma constante complexa, entdao (R(z) — a) tem os mesmos polos que

R(z) e, consequentemente, a mesma, ordem.

R(z) —a = P@) _ a
B aee
Q(z)

Os zeros de (R(z) — a) sao iguais as raizes da equagdo R(z) = a e se essas
raizes forem contadas quantas vezes a ordem do zero indica, podemos enunciar o seguinte

resultado:

Teorema 3.4. Uma fung¢ao racional R(z) de ordem p tem p zeros e p polos e cada equagio

R(2) = a tem exatamente p raizes (Ahlfors, 1979, cap. 2).

Uma funcao racional de ordem 1 é uma fracao linear do tipo

_az+p
S(z) = 72+5,a5—577é0.

Observe que o determinante dos coeficientes deve ser diferente de zero.
Note que, pelo Teorema equagao S(z) —w = 0 tem exatamente uma raiz.

Temos que transformagao S™1(2) é a inversa de S, onde

o —
S7(z) = :_ wi (3.52)

(Ahlfors, 1979, cap. 2).
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Demonstracao. Temos entao

w
w(yz +0)

wyz + wd

wyz + wd — (az + )
wyz +wd —az —
2wy — )

z

az+
vz 40
az+f3

az+

B —wd
b —wo
wy — o
—_Yﬂ—uﬁ
—lwy—«
—B—l—fywé
—wy+ «

r ¢ T O
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4 Transformacoes Conformes

Considere C; e Cy duas curvas suaves no dominio de f(z) que se cruzam no
ponto zp, cujas imagens no plano-w sao representadas por Sy e Se. Se wg = f(z9), entao

St e S; se cruzam em wy, conforme pode ser visto na Figura (Nonato, 2020).

Plano-z Plano-w

Figura 4.1: Transformacao Conforme.

Fonte: Elaboracgao proépria.

Definigao 4.1. (Transformagdo conforme) A transformagdo w = f(z) é conforme num
dominio 2 C C se o angulo entre C e Cy em z for igual ao dngulo entre S e Sy no ponto

wo, em valor absoluto e sentido, para todos os pontos zy em 2 (Nonato, 2020).

Temos que f(z) = f(x,y) é uma transformagao do tipo

f:R? - R?
(I,y) — (fl(x,y),fg(a:,y))

Assim, o gréfico de f é dado por Graf(f) = {(z,y, f(x,y))} ou Graf(f) =

(4.1)

{(z,y, fi(z,y), fa(z,y))}, onde fi e fo s@o as partes real e imaginaria de f, respectiva-
mente. Note que sao necessarias quatro variaveis para compor o grafico dessa fungao, de

modo que ele ndo pode ser representado em uma imagem pois estaria no R*.

Teorema 4.1. Se f(z) € analitica e f'(z) # 0 num dominio 2, entdo a transformagao

w = f(z) € conforme em Q (Nonato, 2020).
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Demonstra¢ao. Considere o ponto zy + Az em C no sentido positivo a partir de z. O
limite do argumento de Az quando Az — 0 é o angulo de inclinacao « da reta tangente
a curva Cp no ponto. Se w = f(z) e se wy + Aw em Sy no sentido positivo a partir de wy
¢ a imagem de 2y + Az, entao o argumento de Aw tende para o angulo de inclinagao 3

da reta tangente a curva Sy no ponto wy.

Figura 4.2: Conformidade.

Fonte: Elaboragao proépria.

Temos que a derivada f(z) é definida por

foe) — 1im AL

A0 Az (4.2)

onde A[f(2)] = f(2) — f(20)

Tém-se que a reta tangente a curva Cjy em zy gira um angulo 6, sob a trans-

formagdo w = f(z). Oy é um argumento de f’(2p), entdo o calculo do limite do argumento

Alf(2)]
de 22
B Alf(2)]
. z
Alirgo {arg ( Az )]
Como o argumento é uma funcao continua, podemos tira-lo do limite

im arg (M) ~ arg ( . A[f(z)])

Alz—>0 Az Az—0 Az
Mas lim A=) = f'(20)

Az—0 Az
A
arg (Alizm0 [f(j)]) = arg[f'(z0)] = 6o

i, fors (22Y] ws

Az—0

Logo,
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Vale destacar que esse valor encontrado é valido apenas para transformacoes
do tipo w = f(z) desde que f seja analitica e em zg e f'(z0) # 0. Sendo wp+Aw a imagem
de zo+ Az, entao, utilizando as propriedades do argumento do quociente, obtemos o valor

do argumento de Aw, que é dado por

g (S5} = arg @17 - a9 =
B Alf(2) (44
arg (AU = arg(a) +arg (2L

Sabemos que quando Az — 0,arg(Az) — a e arg (A[f(z)]) — [. Entao,

=t g, frs (BL0)] 05

Az
Assim, de (4.3) temos

substituindo em (4.4]),

B=a+by (4.6)

Como o argumento 6, é encontrado pela funcao transformadora f e pelo ponto

2o, ele € o mesmo para todas as curvas passando por zg.

Sendo as curvas (' e Cy que se cruzam no ponto 2z, do plano complexo z, com
a1 e as os angulos de inclinacao delas respectivamente, em zo. Através da transformacao
w = f(z), obtém-se as curvas S; e Sy imagens de C; e Cy, no plano-w, interceptando-se
em wy = f(zp). Dessa forma, os angulos de inclinagao de S; e Sy em wy sdo f; e [a,

respectivamente. Assim, da equacdo (4.6) tém-se que

B = a1 +6

B2 = s+t
Desta forma, tém-se

51—522061—042
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Plano-z Plano-w

Figura 4.3: Preservacao dos angulos.

Fonte: Elaboragao proépria.

Portanto, é possivel perceber que o angulo entre C; e C5 é igual ao angulo

entre S7 e Sy, em valor absoluto e médulo, como mostra a Figura. O

~ . N2 — 2

Proposicao 4.1. A transforma¢iao w = f(z), onde f(z) = e~ 20 transforma o
zZ— 20

semiplano superior S do plano-z no disco unitdrio do plano-w. Onde zy € um ponto de S

e 0 € R (Nonato, 2020).

Demonstragao. Seja z = x + 1y, 20 = Xo + 1Yo € Zg = Tg — ¥, onde zg € C pois caso fosse

real, haveria problema no denominador. Entao, pela definicao de modulo

z2—2p=(x—x) +i(y —yo) =

(4.7)
|z — 20| = /(& — 20)% + (y — yo)?

e ainda
z2—Zg= (v —xo) +i(y + yo) =

(4.8)
2 = %o = /(2 — 20)% + (y + 30)?

Observe que se z pertence ao semiplano superior (ou seja, quando y > 0, temos

|z — 20| < |z — Zg| e se z pertence ao eixo real (y = 0), |z — 29| = |z — Z
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Plano-z (a) Plano w
y » v »

<0

Figura 4.4: Proposigao .

Fonte: Elaboracao propria.

Observe também que, pela formula de Euler

¢ = cosf + isinf

Pela definicao de modulo, temos que

le®] = /(cos)? — i2(sin 0)>
= /(cos0)? + (sind)>
_ VI

= 1
Assim,
w| = [e@Z "2 o
Z—2Z
2 — 2
|e(z€)| __0 1
zZ— 20
Logo, |f(z)| = |w| < 1, o0 que nos leva a um disco unitario em que f(z) =0 e
que o eixo real equivale a circunferéncia, observado na Figura |4.4 n

Exemplo 4.1. Considere transformagao f(z) = z. Note que ela transforma a fungao
linear em linear, cuja derivada é igual a f'(z) = 2/ = 1 . Desse modo, tém-se que
essa fungao preserva tanto a magnitude quanto a direcao dos vetores tangentes no plano.
Observe que f é conforme pois é analitica e tem derivada nao nula em todo o seu dominio,

preservando os angulos e formas, como pode ser visto na Figura [4.5]



4.1 Transformacgoes por fungoes elementares 95

Plano-z (a) Plano-w (b)

Figura 4.5: Transformagao f(z) = z.

Fonte: Elaboracao propria.

4.1 Transformacoes por funcoes elementares

As transformacoes discutidas aqui s@o conformes, exceto nos pontos singulares.

4.1.1 Transformacao Linear

E possivel transformar uma regiao em outra por meio de funcoes lineares.
Essa transformagao w = Cz, onde C' é uma constante complexa nao nula e z # 0,
pode ser escrita na forma exponencial. Assim, escrevendo z = r(cosf + isinf) e C' =
k(cos o + isin @), obtemos
C =keez=re’ (4.9)
Logo,

w = (kr)eli@t?l (4.10)

Assim, essa transformacao leva todo ponto de uma regiao do plano-z para o
plano-w, em que ambas as regides tem a mesma forma, tamanho e orienta¢ao (Nonato,

2020).
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4.1.2 Transformacao pela funcao exponencial

Temos que a transformacao w = e*, onde z = x 41y, pode ser escrita na forma

w = e%e". Assim, se w = pe'®, entdo

p=¢e“edp=uy. (4.11)

(Nonato, 2020).

A imagem do ponto z = (C},y) arbitrario de uma reta z = C; tem como
coordenadas polares p = e e ¢ = y. A medida que o ponto z percorre a reta para cima,
sua imagem percorre o circulo mostrado na figura, no sentido anti-horario. A imagem da
reta x = () é o circulo todo e cada ponto dele ¢ imagem de um ntimero infinito de pontos
ao longo dessa reta, espacados 27 unidades. Assim, cada ponto do circulo é gerado por
um ponto da reta, mas existem pontos na reta que geram os mesmos pontos do circulo

(Nonato, 2020).

A funcao exponencial define uma bijecao de uma reta horizontal y = C5 sobre

o angulo ¢ = y.

Plano-z (a) Plano-w (b)

Figura 4.6: Transformacao Exponencial.

Fonte: Elaboracgao proépria.

Conforme y varia no sentido positivo, quando x = (', sua imagem percorre o

circulo no sentido anti-horario.
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4.1.3 Transformacao pela funcao logaritmica

Qualquer ramo do logaritmo é uma fungao injetiva, definida em todo o plano-z
(exceto em z = 0) e tem como imagem toda a faixa horizontal do plano-w e a totalidade

dos ramos, cobrindo assim, todo o plano-w (Nonato, 2020). Podemos escrever

z=re? w=u+i

w = In(z)
= In (rew)
= In(r)+1In (ew)
= In(r) +if1In(e)
= In(r) +i6
Portanto,
w = 1In(z) = In(r) +i0
Os raios # = const. do plano-z, que vao nas retas horizontais v = const. do

plano-w, e os circulos r = const. sao levados nas retas verticais u = const.
Note que a ortogonalidade das curvas u(z,y) = const. e v(z,y) = const. era de
se esperar, de acordo com a interpretacao geométrica das equagoes de Cauchy-Riemann.

Plano-z (a) Plano-w (b)
A h

y v

L J

Figura 4.7: Transformacao Logaritmica.

Fonte: Elaboracao propria.

O ramo principal leva ao plano-z, z # 0, na faixa 0 < v < 27 do plano-w. E,

em geral, o ramo k-ésimo leva o plano-z, z # 0, na faixa 27k < v < 2(k+ 1)7 do plano-w.
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Assim, todo ramo do logaritmo é uma funcao injetiva, definida em todo o plano-z, exceto

em z—0.

Desse modo, note que r sempre deve ser positivo pois representa o raio do

circulo. Assim, se tivermos 6 fixado, entao

r—+oo0 = In(r) > +00 = u— 400
r—0 = In(r) > -0 = u— -

Entéao, para r > 1, temos a Figura [4.8}

Plano-z (a) Plano-w (b)
Y1 4
| v=2n
O(fixado)
X ——u

Figura 4.8: 0 fixado e r > 1.

Fonte: Elaboracao propria.

Para 0 < r < 1, temos a ocorréncia da Figura [£.9
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Plano-w
v A
v=2mn

Figura 4.9: 4 fixadoe 0 <7 < 1.

Fonte: Elaboracao propria.

Para o caso em que 7 = 1, segue que In(r) = u. Se tivermos r fixado e 6
variando temos que

0>0 = v— +oo

<0 = v— —

Note que, se € > 0, o circulo gira no sentido anti-horario, e se # < 0 o circulo
gira no sentido horario. Assim, se § > 0, o circulo do plano-z gera retas verticais com
v > 0 no plano-w, como pode ser observado na Figura [4.10]

Plano-z (a) Plano-w (b)

V h
y e b v==2m

Figura 4.10: r fixado e 6§ > 0.

Fonte: Elaboracao propria.
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E se 6 < 0, temos que o circulo gira no sentido horario no plano-z, gerando

retas verticais com v < 0 no plano-w, como pode ser visto na Figura [4.11}

Plano-z (a) Plano-w (b)

y v 4

ALt biill v=-2n

Figura 4.11: r fixado e 6§ < 0.

Fonte: Elaboracao propria.
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5 Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivo central investigar as fungoes de uma
variavel complexa, com énfase nas fungoes analiticas e nas transformagoes conformes,
temas de grande relevancia dentro da Analise Complexa. A partir da construcao teorica
fundamentada em autores classicos da area, foi possivel delinear os principais conceitos
e propriedades que regem o comportamento dessas func¢oes no conjunto dos numeros

complexos.

Iniciou-se com a definicao do corpo dos ntmeros complexos, destacando suas
propriedades algébricas e geométricas, o que permitiu compreender a distingao fundamen-
tal entre o espaco R? e o plano complexo C. Em seguida, foram abordados os conceitos de
limite, continuidade e derivada no contexto complexo, culminando na definicao de funcao
analitica. Ressaltou-se, neste ponto, a rigidez estrutural das fungoes analiticas complexas,
cuja existéncia da derivada em um ponto garante uma série de propriedades adicionais,

inexistentes no caso real.

As equagoes de Cauchy-Riemann foram analisadas como condigdo necessaria
para a diferenciabilidade complexa, estabelecendo uma ponte entre os componentes reais
e imaginarios das fungoes. Foram ainda discutidos conceitos fundamentais como fungoes
harmoénicas, polindémios e fungoes racionais, os quais constituem a base para a construcao

e compreensao das transformagoes conformes.

As transformagoes conformes, por sua vez, foram exploradas como aplicagoes
que preservam angulos e formas locais, desempenhando papel essencial na modelagem de

fenomenos fisicos e na resolucao de problemas em diversas areas da matematica aplicada.

As figuras apresentadas ao longo deste trabalho foram elaboradas pela autora,
com o auxilio da linguagem de programagao Python, por meio do ambiente de desen-
volvimento Visual Studio Code, utilizando-se das bibliotecas Matplotlib e Numpy. A
elaboracao dessas representacoes graficas contribuiu de maneira significativa para a visua-
lizagao geométrica dos conceitos abordados, favorecendo uma interpretagao mais intuitiva

de resultados abstratos e complexos.

Durante a etapa de aplicagao dos contetidos abordados, considerou-se inicial-
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mente a possibilidade de explorar aplicagoes relacionadas a Computagao Quéantica, espe-
cificamente no contexto dos chamados qubits (bits quanticos). No entanto, a escassez de
materiais introdutoérios que apresentassem o tema com uma abordagem didatica e acessi-
vel levou a inviabilidade dessa proposta. Outra alternativa considerada foi a utilizacao dos
numeros complexos na construcao de fractais, campo de estudo de elevada complexidade
que exigiria um aprofundamento técnico que extrapolaria o escopo e o tempo disponivel
para o desenvolvimento deste trabalho. Diante disso, optou-se por abordar as Transforma-
¢oes Conformes, por se tratar de um tema com soélida fundamentacao tedrica e aplicagoes

relevantes, além de apresentar viabilidade pratica para experimentacao computacional.

Dessa forma, conclui-se que o estudo das funcoes analiticas e das transfor-
macoes conformes no plano complexo nao apenas enriquece a compreensao teédrica da
Analise Complexa, como também revela aplicagoes praticas em areas como a teoria do
potencial, a eletrostatica, a mecanica dos fluidos e a engenharia. A abordagem adotada
nesta monografia buscou oferecer uma base solida para futuras investigagoes no campo
da matematica pura e aplicada, ressaltando a profundidade e a elegancia das estruturas

envolvidas.
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A Apéndice

A.1 Figuras

As figuras de autoria propria apresentadas nesta monografia foram elaboradas
utilizando-se a linguagem de programacao Python e suas respectivas bibliotecas Numpy
e Matplotlib. Para isso, foi utilizado o software Visual Studio Code, um editor de codigo-
fonte desenvolvido pela Microsoft disponivel para Windows, macOS e Linux. A seguir,

mostra-se instrugoes para a geracgao de algumas dessas imagens utilizando-se esse software.

A.1.1 Instalagao do Visual Studio Code (VS Code)

1. Passo 1: Acesse o site oficial do Visual Studio Code Visual Studio Code

2. Passo 2: Clique no botao de download e selecione a versao apropriada para o seu

sistema operacional (Windows, macOS ou Linux).

3. Apos o download, execute o instalador e siga as instrugoes na tela para concluir a

instalacao.

A.1.2 Instalacao do Python

1. Passo 1: Acesse o site oficial do Python Python Downloads.

2. Passo 2: Baixe a versao mais recente do Python compativel com seu sistema opera-

cional.

3. Passo 3: Execute o instalador e certifique-se de marcar a opgao "Add Python to

PATH"antes de clicar em "Install Now".

A.1.3 Instalacao das Bibliotecas Necessarias

1. Passo 1: Abra o Visual Studio Code.


https://code.visualstudio.com/
https://www.python.org/downloads/

A2
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2.

Passo 2: Abra o terminal integrado no VS Code navegando no menu superior:

**View > Terminal**.

Passo 3: No terminal, instale as bibliotecas numpy e matplotlib digitando o seguinte

comando e pressionando ‘Enter‘:

pip install numpy matplotlib

A.1.4 Configuragao e Execugao do Cédigo

Passo 1: Crie um novo arquivo Python no VS Code clicando em **File > New

File** e salvando-o com a extensao .py (por exemplo, graficos.py).
Passo 2: Copie e cole o codigo fornecido no novo arquivo Python criado.
Passo 3: Salve o arquivo.

Passo 4: Execute o codigo clicando com o botao direito do mouse no arquivo e

selecionando **Run Python File in Terminal®*.

A.1.5 Verificagao dos Graficos

1.

Apos a execugao bem-sucedida do codigo, sera exibida uma janela de graficos,

A.2 Cobédigos Python para gerar as Figuras

A.2.1 Cobdigo da Figura 2.1 Representagao Cartesiana.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

fig, ax = plt.subplots(figsize=(4, 4))
ax.set_xlim(-1, 1)
ax.set_ylim(-1, 1)

ax.grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
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# Adictonando setas aos eiTos
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adictonando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),
arrowprops=dict (arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict (arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos etxos
ax.set_xticks([])

ax.set_yticks([])

# Rotulos dos eixos
ax.text(1, -0.1, '$x$', fontsize=17, ha='center')

ax.text(-0.1, 0.9, '$y$', fontsize=17, ha='center')

ax.text (0.6, 0.5, '$z$', fontsize=17, ha='left')
plt.scatter(0.5, 0.5, color='black', zorder=5)

plt.plot([0.5,0.5], [-0.5, 0.5], color='black', linestyle='--',6linewidth=1.5)

ax.text(0.6,-0.6, '$\overline{z}$', fontsize=17, ha='left')

plt.scatter(0.5, -0.5, color='black', zorder=5)
plt.plot([-0.5,0.5],[-0.5,-0.5],color="'black', linestyle='--',linewidth=1.5)
ax.text(-0.75, 0.5, '$-\overline{z}$', fontsize=17, ha='left')
plt.scatter(-0.5, 0.5, color='black', zorder=5)

plt.plot([-0.5,-0.5],[-0.5,0.5],color="'black', linestyle='--',linewidth=1.5)
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ax.text(-0.75, -0.6, '$-z$', fontsize=17, ha='left')
plt.scatter(-0.5,-0.5,color="'black',zorder=5)

plt.plot([-0.5,0.5],[0.5,0.5],color="black', linestyle='--',linewidth=1.5)

plt.tight_layout ()

plt.show()

A.2.2 Codigo da Figura 2.2 Adigao e multiplicagao.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

zl = (1, 2.5)

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1im(-7, 7)

axs[0] .set_ylim(0, 4)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[0] .1legend )

axs[0] .set_title('$z_1 + z_2§")

# Ajustes mo segundo grafico

axs[1] .set_x1im(-7, 7)

axs[1] .set_ylim(0, 4)

axs[1] .grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[1] .legend )

axs[1] .set_title('$z_1-z_2%$")

axs[0] .text (6.7, -0.5, '$x$', fontsize = 17, ha='center')

axs[0] .text(-0.5, 3.7, '$y$', fontsize = 17, ha='center')



A.2 Codigos Python para gerar as Figuras 69

axs[1] .text(6.7, -0.5, '$x$', fontsize 17, ha='center')

axs[1] .text(-0.5, 3.7, '$y$', fontsize = 17, ha='center')

# Anotagbes mos grdficos

axs[0] .text (0.6, 2.03, '$z_1$', fontsize 17, ha='left')

axs[0] .text(3.85, 3.9, '$z_2%$', fontsize 17, ha='left')

axs[0] .text(3.18, 1.86, '$z_1+z_2%$', fontsize = 17, ha='left')

axs[1] .text(-0.8, 2.89, '$z_2%$', fontsize 17, ha='left')

axs[1] .text(1.33, 1.47, '$z_1$', fontsize 17, ha='left')

axs[1] .text(-4, 1, '$z_1-z_2$', fontsize = 17, ha='left')

# Vetor mo grdfico da esquerda

vetor_a = np.array([2, 3])

vetor_b = np.array([4, 1])
# Soma wvetorzal

vetor_soma = vetor_a + vetor_b

# Subtracdo vetorial

vetor_subtracao = vetor_a - vetor_b

axs[0] .quiver (0, 0, vetor_al[0], vetor_al[l], angles='xy', scale_units='xy',

scale=1, color='r', label='$\\vec{alt$')

# Adicionar o vetor b partindo do final do wvetor a
axs[0] .quiver(vetor_a[0], vetor_a[l], vetor_b[0], vetor_b[1], angles='xy',

scale_units='xy', scale=1, color='b', label='$\\vec{b}$')

# Soma vetorial como resultado direto
axs[0] .quiver(0,0,vetor_soma[0] ,vetor_somal[l], angles='xy',scale_units='xy',

scale=1,color='g', linestyle='-', label='$\\vec{a} + \\vec{b}$"')



A.2 Codigos Python para gerar as Figuras 70

# Subtracdo wvetorial
axs[1] .quiver(0,0,vetor_al[0] ,vetor_a[l], angles='xy', scale_units='xy',

scale=1, color='r"')

# Adicionar o vetor -b partindo do final do vetor a
axs[1] .quiver(vetor_a[0], vetor_a[l], -vetor_b[0], -vetor_b[1], angles='xy',

scale_units='xy', scale=1, color='b', label='$-\\vec{b}$')

# Subtracdo wvetorial como resultado direto
axs[1] .quiver (0, 0, vetor_subtracao[0], vetor_subtracao[l], angles='xy',

scale_units='xy',scale=1,color="'green',label="'$\\vec{a}t-\\vec{b}$')

# Adicionando setas nos etxos

for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'] .set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom"')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'].set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(7, 0), xytext=(-7, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 4), xytext=(0, 0),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos etxos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])

axs[1] .set_xticks([])
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axs[1] .set_yticks([])

plt.tight_layout()

plt.show()

A.2.3 Codigo da Figura [4.1; Transformagao Conforme.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definindo o movo ponto de origem zl

z1 = (1, 1.5)

# Definindo as fungdes do segundo grau ajustadas para comegar mo ponto 21
#com coeficientes diferentes
def f(x):

return np.where(x > z1[0], 0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

def g(x):
return np.where(x > z1[0], 0.3 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Definindo as fungbes com concavidade invertida para o segundo grafico
def f_inverted(x):

return np.where(x > z1[0], -0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

def g_inverted(x):
return np.where(x > z1[0], -0.3 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(z1[0], 15, 400)

# Calculando os walores de y para as fungdes

y_f = £(x)
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y-g = g(x)

y_f_inverted = f_inverted(x)

y_g_inverted = g_inverted(x)
# Aplicando a rotagdo de 60 graus nmo sentido anti-hordrio em torno de z1
#para ambas as fungbes vermelhas

theta = np.radians(60) # Angulo de rotacdo em radianos

cos_theta = np.cos(theta)

sin_theta = np.sin(theta)

# Rotactonando as coordenadas de g(z) ao redor do ponto z1

x_g_rot = z1[0] + (cos_theta * (x - z1[0]) - sin_theta * (y_g - z1[1]))

y_g_rot = z1[1] + (sin_theta * (x - z1[0]) + cos_theta * (y_g - z1[1]))

# Rotacionando as coordenadas de g_inverted(z) ao rTedor do ponto zl

x_g_inverted_rot = z1[0] + (cos_theta * (x - z1[0]) - sin_theta *
(y_g_inverted - z1[1]))

y_g_inverted_rot = z1[1] + (sin_theta * (x - z1[0]) + cos_theta *

(y_g_inverted - z1[1]))

# Aplicando a rotagdo de 30 graus mo sentido anti-hordrio em torno de zl
#para ambas as funcdes azuis

theta_blue = np.radians(30) # Angulo de rotacdo em radianos

cos_theta_b = np.cos(theta_blue)

sin_theta_b = np.sin(theta_blue)

# Rotacionando as coordenadas de f(xz) ao redor do ponto z1

x_f_rot = z1[0] + (cos_theta_b * (x - z1[0]) - sin_theta_b * (y_f - z1[1]))

y_f_rot = z1[1] + (sin_theta_b * (x - z1[0]) + cos_theta_b * (y_f - z1[1]))
# Rotacionando as coordenadas de f_inverted(xz) ao rTedor do ponto 2zl
x_f_inverted_rot = z1[0] + (cos_theta_b *

(x - z1[0]) - sin_theta_b * (y_f_inverted - z1[1]))
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y_f_inverted_rot = z1[1] + (sin_theta_b *

(x - z1[0]) + cos_theta_b * (y_f_inverted - z1[1]))

# Criando a figura com dots subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(7, 3)) # Dois grdificos lado a lado

# Primeiro subplot (original com rotag@o mas pardbolas)

axs[0] .plot(x_f_rot, y_f_rot, color='blue')

axs[0] .plot(x_g_rot, y_g_rot, color='red')

axs[0] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[0] .scatter(*z1l, color='black', zorder=5)

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1im(0, 7)

axs[0] .set_ylim(0, 7)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[0] .legend ()

axs[0] .set_title('Plano-z")

# Segundo subplot (concavidade invertida e rotagdo)

axs[1] .plot(x_f_inverted_rot, y_f_inverted_rot, color='blue')
axs[1] .plot(x_g_inverted_rot, y_g_inverted_rot, color='red')

axs[1] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[1] .scatter(*z1l, color='black', zorder=5)

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1] .set_x1im(0, 7)

axs[1] .set_ylim(0, 7)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[1].legend )

axs[1] .set_title('Plano-w')

axs[0] .text(6.7, -0.5, '$x$', fontsize=12, ha='center')
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axs[0] .text(-0.5, 6.7, '$y$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(6.7, -0.5, '$u$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(-0.5, 6.7, '$v$', fontsize=12, ha='center')

# Anotacdes nmos graficos
axs[0] .text (0.7, 2.3, '$z_0$', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text (0.7, 2, '$w_0$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text(0.3, 5.9, '$C_1$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text (1.9, 4.2, '$C_2%', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text(3, 3, '$S_1$', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text (2.7, 0.75, '$S_2%', fontsize=12, ha='left')

# Adicionando uma seta entre os dots graficos
fig.text(0.50,0.45, '$\Longrightarrow$' ,ha="center', va='center',fontsize=20)

fig.text(0.50, 0.4, 'f(z)', ha='center', va='center', fontsize=15)

# Adicionando setas mos eixos

for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'].set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(7, 0), xytext=(0, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 7), xytext=(0, 0),

arrowprops=dict (arrowstyle="->", 1lw=1.5))
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# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

plt.tight_layout ()
plt.show()

A.2.4 Codigo da Figura 4.2 Conformidade.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

# Definindo o movo ponto de origem zl

zl = (1, 2.5)

# Definindo as fungdes do segundo grau ajustadas para comegar mo ponto
#z1 com coeficientes diferentes
def f£(x):

return np.where(x > z1[0], 0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Definindo as fungbes com concavidade invertida para o segundo grdfico
def f_inverted(x):

return np.where(x > z1[0], -0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(z1[0], 15, 400)

# Calculando os walores de y para as funcdes

y_f = £(x)
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y_f_inverted = f_inverted(x)

# Aplicando a rotagdo de 85 graus mo sentido anti-hordrio em torno de zl para
#ambas as funcdes vermelhas

theta = np.radians(85) # Angulo de rotacdo em radianos

cos_theta = np.cos(theta)

sin_theta = np.sin(theta)

# Aplicando a rotagdo de 20 graus mo sentido anti-hordrio em torno de zl para
#ambas as fungbes azuis

theta_blue = np.radians(20) # Angulo de rotacdo em radianos

cos_theta_blue = np.cos(theta_blue)

sin_theta_blue = np.sin(theta_blue)

# Rotacionando as coordenadas de f(z) ao redor do ponto z1
x_f_rot = z1[0] + (cos_theta_blue * (x - z1[0]) -
sin_theta_blue * (y_f - z1[1]))

y_f_rot = z1[1] + (sin_theta_blue * (x - z1[0]) +

cos_theta_blue * (y_f - z1[1]1))

# Rotactionando as coordenadas de f_inverted(z) ao redor do ponto z1
x_f_inverted_rot = z1[0] + (cos_theta * (x - z1[0]) - sin_theta *
(y_f_inverted - z1[1]))

y_f_inverted_rot = z1[1] + (sin_theta * (x - z1[0]) + cos_theta *

(y_f_inverted - z1[1]))

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 3.5)) # Dois graficos lado a lado

# Primeiro subplot (original com rotagd@o nas pardbolas)
axs[0] .plot(x_f_rot, y_f_rot, color='blue')
axs[0] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[0] .scatter(*zl1, color='black', zorder=5)
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# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1im(0, 7)

axs[0] .set_ylim(0, 7)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[0] .1legend ()

axs[0] .set_title('(a)")

# Segundo subplot (concavidade invertida e rotagdo)
axs[1] .plot(x_f_inverted_rot, y_f_inverted_rot, color='blue')
axs[1] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[1] .scatter(*zl1, color='black', zorder=5)

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1] .set_x1im(0, 7)

axs[1] .set_ylim(0, 7)

axs[1] .grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
axs[1] .1legend ()

axs[1] .set_title('(b)"')

axs[0] .text (6.7, -0.5, '$x$', fontsize=12, ha='center')

axs[0] .text(-0.5, 6.7, '$y$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(6.7, -0.5, '$u$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(-0.5, 6.7, '$v$', fontsize=12, ha='center')

# Anotacdes nmos graficos

axs[0] .text (0.5, 2.1, '$z_0$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .scatter(2.221, 5.29, color='black', zorder=5)

axs[0] .text(2.332, 5.32, '$z_0+\Delta z$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text(1, 3.91, '$\Delta z$', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text(2.2, 3.2, '$\Delta w$', fontsize=12, ha='left')
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axs[1] .text (0.5, 2.1, '"$w_0$', fontsize=12, ha='left')
axs[1] .scatter(2.853, 4.20, color='black', zorder=5)

axs[1] .text(3, 4, '$w_O0+\Delta w$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text(2.572, 6.74, '$C_0%$', fontsize=12, ha='left')
axs[1] .text(6.7, 5.7, '$S_0$', fontsize=12, ha='left')

# Vetor mo grdfico da esquerda
axs[0] .annotate('', xy=(2.221, 5.29), xytext=(z1[0], z1[1]),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))

# Vetor mo grdfico da direita
axs[1] .annotate('', xy=(2.853, 4.20), xytext=(z1[0], z1[1]),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))

# Adicionando uma seta entre os dois grdficos
fig.text(0.50, 0.45, '$\Longrightarrow$', ha='center',
va='center', fontsize=20)

fig.text(0.50, 0.4, 'f(z)', ha='center', va='center', fontsize=15)

# Adicionando setas nmos ei1Tos

for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom"')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(7, 0), xytext=(0, 0),
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arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))
ax.annotate('', xy=(0, 7), xytext=(0, 0),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Adicionando arcos para Tepresentar os angulos entre os

#vetores e as linhas tracejadas

# Angulo mo grdfico da esquerda (entre linha tracejada e vetor $\Deltaz_0%)
arcl = Arc(zl, 1, 1, angle=0, thetal=0, theta2=37, color='red', lw=1.5)
axs[0] .add_patch(arcl)

axs[0] .text(1.97, 2.72, r'$\alpha$', fontsize=12, color='red')

# Angulo no grdfico da direita (entre linha tracejada e vetor $\Delta w_08)
arc2 = Arc(zl, 1, 1, angle=0, thetal=0, theta2=80, color='red', lw=1.5)
axs[1] .text(1.572, 2.7, r'$\beta$', fontsize=12, color='red')

axs[1] .add_patch(arc2)

# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

#retas tangentes das curvas

axs[0] .annotate('', xy=(4.31, 4.46), xytext=(z1[0], z1[1]),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))
axs[1] .annotate('', xy=(1.78, 6.56), xytext=(z1[0], z1[1]),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5, color='black'))

plt.tight_layout ()
plt.show()
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A.2.5 C(Cobdigo da Figura 4.3 Preservagao dos angulos.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

# Definindo o movo ponto de origem zl

z1 = (1, 2.5)

# Definindo as fungdes do segundo grau ajustadas para comegar no ponto zl1
# com coefictentes diferentes
def f£(x):

return np.where(x > z1[0], 0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

def g(x):
return np.where(x > z1[0], 0.3 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Definindo as fungbes com concavidade invertida para o segundo grdfico
def f_inverted(x):

return np.where(x > z1[0], -0.5 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

def g_inverted(x):

return np.where(x > z1[0], -0.3 * (x - z1[0])**2 + z1[1], np.nan)

# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(z1[0], 15, 400)

# Calculando os walores de y para as funcdes

f(x)

y_T

y-g = g(x)
y_f_inverted = f_inverted(x)

y_g_inverted = g_inverted(x)
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# Aplicando a Totagdo de 60 graus mo sentido anti-hordrio em torno de zl para

#ambas as funcdes vermelhas

theta = np.radians(60) # Angulo de rotacdo em radianos

cos_theta = np.cos(theta)

sin_theta = np.sin(theta)

# Rotacionando as coordenadas de g(z) ao redor do ponto z1

x_g_rot = z1[0] + (cos_theta * (x - z1[0]) - sin_theta * (y_g - z1[1]))

y_g_rot = z1[1] + (sin_theta * (x - z1[0]) + cos_theta * (y_g - z1[1]))

# Rotacionando as coordenadas de g_tinverted(z) ao redor do ponto zl1

x_g_inverted_rot = z1[0]+(cos_theta*(x-z1[0])-sin_theta*(y_g_inverted-z1[1]))

y_g_inverted_rot = z1[1]+(sin_theta*(x-z1[0])+cos_theta*(y_g_inverted-z1[1]))

# Aplicando a rotagdo de 30 graus mo sentido anti-hordrio em torno de zl

#para ambas as funcbes azuis
theta_blue = np.radians(-20) # Angulo de rotacdo em radianos
cos_theta_blue = np.cos(theta_blue)

sin_theta_blue = np.sin(theta_blue)

# Rotacionando as coordenadas de f(z) ao redor do ponto z1

x_f_rot = z1[0]+(cos_theta_bluex(x-z1[0])-sin_theta_bluex(y_f-z1[1]))

y_f_rot = z1[1]+(sin_theta_blue*(x-z1[0])+cos_theta_bluex(y_f-z1[1]))

# Rotacionando as coordenadas de f_inverted(xz) ao redor do ponto z1

x_f_inverted_rot = z1[0]+(cos_theta_blue*x(x-z1[0])-sin_theta_bluex*
(y_f_inverted-z1[1]))
y_f_inverted_rot = z1[1]+(sin_theta_blue*(x-z1[0])+cos_theta_bluex

(y_f_inverted-z1[1]))
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# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4)) # Dots grdificos lado a lado

# Primeiro subplot (ortiginal com rotagdo mas pardbolas)

axs[0] .plot(x_f_rot, y_f_rot, color='blue', linestyle='--')
axs[0] .plot(x_g_rot, y_g_rot, color='red', linestyle='--')
axs[0] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[0] .scatter(*z1, color='black', zorder=5)

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1im(0, 7)

axs[0] .set_ylim(0, 6)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z')

axs[0] .text(6.7, -0.5, '$x$', fontsize=12, ha='center')
axs[0] .text(-0.4, 5.7, '$y$', fontsize=12, ha='center')
axs[1] .text(6.7, -0.5, '$u$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(-0.4, 5.7, '$v$', fontsize=12, ha='center')

# Segundo subplot (concavidade invertida e rTotagdo)

axs[1] .plot(x_f_inverted_rot, y_f_inverted_rot, color='blue', linestyle='--')
axs[1] .plot(x_g_inverted_rot, y_g_inverted_rot, color='red', linestyle='--')
axs[1] .axhline(y=z1[1], color='green', linestyle='--', linewidth=1)

axs[1] .scatter(*zl, color='black', zorder=5)

# Ajustes mo segundo grdfico
axs[1] .set_x1im(0, 7)
axs[1] .set_ylim(0, 6)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
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axs[1] .set_title('Plano-w')

# Anotacdes nmos graficos
axs[0] .text(0.45, 2.2, '$z_0%$', fontsize=12, ha='left"')

axs[1] .text(0.45, 2.2, '$w_0$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text (0.7, 5.5, '$C_1$', fontsize=12, ha='left')

axs[0] .text(6, 5.74, '$C_2%', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text (4.7, 4, '$S_1$', fontsize=12, ha='left')

axs[1] .text(2.2, 1, '$S_2$', fontsize=12, ha='left')

# Vetor mo grdafico da esquerda

axs[0] .annotate('', xy=(2.617, 4.64), xytext=(z1[0], z1[1]),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))

axs[0] .annotate('', xy=(3.519, 1.58), xytext=(z1[0], z1[1]),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5, color='black'))

# Vetor mo grdfico da direita

axs[1] .annotate('', xy=(2.617, 4.64), xytext=(z1[0], z1[1]),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))

axs[1] .annotate('', xy=(3.519, 1.58), xytext=(z1[0], z1[1]),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'))

# Adicionando uma seta entre os dois grdficos
fig.text(0.50, 0.45, '$\Longrightarrow$', ha='center', va='center', fontsize=20)

fig.text(0.50, 0.4, 'f(z)', ha='center', va='center', fontsize=15)

# Adictonando setas mos eixos

for ax in axs:
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')

ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
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ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adictonando setas aos eixos
ax.annotate('',xy=(7,0),xytext=(0,0) ,arrowprops=dict (arrowstyle="->",1w=1.5))

ax.annotate('',xy=(0,6) ,xytext=(0,0) ,arrowprops=dict (arrowstyle="->",1w=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Adicionando arcos para Tepresentar os angulos

arcl = Arc(zl, 1, 1, angle=0, thetal=0, theta2=54, color='red', lw=1.5)
axs[0] .add_patch(arcl)

axs[0] .text(1.618, 2.8, r'$\alpha_1$', fontsize=12, color='red')

# Adictionando o segundo arco para o outro vetor mo grdfico 1

arc2 = Arc(zl, width=1.8, height=1.8, angle=0, thetal=-20, theta2=1,
color='blue', 1lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arc2)

axs[0] .text(2.134, 2.27, r'$\alpha_2$', fontsize=12, color='blue')

arc3 = Arc(zl, 1, 1, angle=0, thetal=0, theta2=54, color='red', lw=1.5)
axs[1] .add_patch(arc3)

axs[1] .text(1.618, 2.8, r'$\beta_1$', fontsize=12, color='red')

# Adicionando o segundo arco para o outro wvetor mo grdfico 1
arc4 = Arc(zl, width=1.8, height=1.8, angle=0, thetal=-20, theta2=1,
color='blue', 1lw=1.5)

axs[1] .add_patch(arc4)
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axs[1] .text(2.134, 2.27, r'$\beta_2$', fontsize=12, color='blue')

plt.tight_layout ()
plt.show()

A.2.6 C(Cobdigo da Figura 4.4 Proposicao 4.1

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

o = (0,0)
# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(o[0], 15, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(6, 3))

# Ajustes mo primeiro grdafico

axs[0] .set_x1im(-3, 3)

axs[0] .set_ylim(-2, 3)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)")

# Ajustes nmo segundo grdafico

axs[1] .set_x1im(-3, 3)

axs[1] .set_ylim(-2, 3)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[1] .set_title('Plano-w (b)"')

# Adicionando setas nos eixos

for ax in axs:
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ax.

ax

ax.

ax.

ax

ax.

spines['right'].set_color('none')

.spines['top'].set_color('none')

xaxis.set_ticks_position('bottom')

yaxis.set_ticks_position('left')

.spines['bottom'].set_position(('data', 0))

spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.

ax.

annotate('', xy=(3, 0), xytext=(-3, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))
annotate('', xy=(0, 3), xytext=(0, -2),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

# Ocultando os numeros dos e1xos

axs[0].
axs[0].
axs[1].

axs[1].

set_xticks([])
set_yticks([])
set_xticks([])

set_yticks([])

# Ajustando posigdo dos rotulos dos eixos e setas

axs[0].
axs[0].

axs[1].

axs[1].

x_fill
axs[0].
axs[0].

text (2.8, -0.5, '$x$', fontsize=17, ha='center')

text(-0.5, 2.8, '$y$', fontsize=17, ha='center')

text (2.8, -0.5, '$u$', fontsize=17, ha='center')

text(-0.5, 2.8, '$v$', fontsize=17, ha='center')

= np.linspace(0, 4, 100)
fill_between(x_fill, 0, 4, color='gray', alpha=0.3)

fill_between(-x_fill, 0, 4, color='gray', alpha=0.3)

# Adictonando o ponto z_0

axs[0].

scatter(l, 1, color='black')
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axs[0] .text(1.05, 1, '$z_0%$', fontsize=17, ha='left')

#Desenhando o circulo
circle = plt.Circle((0, 0), 1, color='gray', alpha=0.3)
axs[1] .add_patch(circle)

# Adictonando o ponto f(z_0)

axs[1] .scatter(0, 0, color='black"')

axs[1] .text (0.1, 0.1, '$£f(z_0)$', fontsize=12, ha='left')
axs[1] .text(1, 0, 1, fontsize=17, ha='left')

# Adictonando labels e titulo

axs[1] .axhline(0, color='black', 1lw=1)

axs[1] .axvline(0, color='black', lw=1)

axs[1] .set_title('Plano w')

plt.tight_layout ()

plt.show()

A.2.7 Cédigo da Figura [4.5} Transformagao f(z) = 2.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

o = (0,0)
# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(-15, 15, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(6, 4)) # Dots grdificos lado a lado

# Ajustes mo primeiro grdfico
axs[0] .set_x1im(-0.5, 1)

axs[0] .set_ylim(-0.5, 1)
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axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)')

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1] .set_x1im(-0.5, 1)

axs[1] .set_ylim(-0.5, 1)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[1] .set_title('Plano-w (b)")

# Adicionando setas mos eixos

for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-0.5, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -0.5),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eixTos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posig¢do dos rotulos dos eixos e setas
axs[0] .text(0.8, -0.1, '$x$', fontsize=12, ha='center')

axs[0] .text(-0.1, 0.8, '$y$', fontsize=12, ha='center')
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axs[1] .text(0.8, -0.1, '$u$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(-0.1, 0.8, '$v$', fontsize=12, ha='center')

def f(x):
return x
y= f(x)

axs[0] .plot(x, y, color='red')

axs[1] .plot(x, y, color='red')

axs[0] .scatter(0.177, 0.177, color='black', zorder=5)

axs[0] .text(0.35, 0.2, '$z_0%$', fontsize=18, ha='center')

axs[1] .scatter(0.55, 0.55, color='black', zorder=5)

axs[1] .text (0.7, 0.58, '$w_0$', fontsize=18, ha='center')

z0

(0.177, 0.177)

w0 (0.55, 0.55)
# Adicionando a Teta horizontal nmos dois grdficos
axs[0] .hlines(z0[1], xmin=-0.5, xmax=0.8, colors='blue', linestyles='--')

axs[1] .hlines(wO[1], xmin=-0.5, xmax=0.8, colors='blue', linestyles='--')

fig.text(0.50, 0.45, '$\Longrightarrow$', ha='center', va='center', fontsize=20)

fig.text(0.50, 0.4, 'f(z)', ha='center', va='center', fontsize=20)

plt.tight_layout()
plt.show()
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A.2.8 C(Cobdigo da Figura 4.6 Transformacao Exponencial.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

o = (0,0)
# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(o[0], 15, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))

# Ajustes mo primeiro grafico

axs[0] .set_x1im(-2, 3)

axs[0] .set_ylim(-2, 3)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)")

# Ajustes no segundo grdafico

axs[1] .set_x1im(-2, 3)

axs[1] .set_ylim(-2, 3)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[1] .set_title('Plano-w (b)"')

# Anotacdes mos grdficos

axs[0] .text(1.07, 2.43, '$x=c_1$', fontsize=17, ha='left')
axs[0] .text(2.5, 1.8, '$y=c_28%', fontsize=17, ha='left')
axs[0] .text(-0.32, -0.5, '0', fontsize=17, ha='left')

axs[0] .axhline(y=1.7, color='blue', linestyle='--', linewidth=1.5)

# Desenhando a linha vertical em © = 2



A.2 Codigos Python para gerar as Figuras 91

axs[0] .axvline(x=1, color='red', linestyle='-', linewidth=1.5)

# Adicionando setas nmo meio das retas

axs[0] .arrow(0, 1.701, 0.5, O, head_width=0.1,
head_length=0.1, fc='blue', ec='blue')

axs[0] .arrow(1.001, 0, O, 1.9, head_width=0.1,

head_length=0.1, fc='red', ec='red')

# Adicionando setas nos eiTos

for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom"')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adictonando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(3, 0), xytext=(-2, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 3), xytext=(0, -2),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posig¢do dos rotulos dos eixzos e setas
axs[0] .text (2.7, -0.5, '$x$', fontsize=17, ha='center')

axs[0] .text(-0.5, 2.7, '$y$', fontsize=17, ha='center')
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axs[1] .text(2.7, -0.5, '$u$', fontsize=17, ha='center')

axs[1] .text(-0.5, 2.7, '$v$', fontsize=17, ha='center')

# Adicionando o segundo arco para o outro wvetor mo grdfico 1

arcl = Arc(o, width=2.5, height=2.5, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', 1lw=1.5)

axs[1] .add_patch(arcl)

axs[1] .text(1.25, 0.25, r'$e~{c_1}$', fontsize=17, color='black')

axs[1] .scatter(1.24, 0, color='black', zorder=5)

axs[1] .plot ([0, 2.617], [0, 5.64], color='blue', linestyle='--',
linewidth=1.5) # Linha pontilhada para o vetor

axs[1] .annotate('', xy=(1.11, 2.37), xytext=(0.77, 1.64),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5, color='blue'))

arc2 = Arc(o, width=1, height=1, angle=0, thetal=0,
theta2=65, color='black', 1lw=1.2)

axs[1] .add_patch(arc2)

axs[1] .text(0.51, 0.37, '$c_2%$', fontsize=17, color='black')

plt.tight_layout ()
plt.show()

A.2.9 C(Cbdigo da Figura 4.7 Transformacao Logaritmica.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

o = (0,0)
# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(o[0], 15, 400)
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# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(6, 3)) # Dots grdficos lado a lado

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs [0] .
axs [0] .
axs[0] .
axs[0] .

set_xlim(-1, 1)
set_ylim(-1, 1)
grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

set_title('Plano-z (a)')

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1].
axs[1].
axs[1].

axs[1].

set_xlim(-1, 1)
set_ylim(-1, 1)
grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

set_title('Plano-w (b)"')

# Adicionando setas nos eixos

for ax

ax.

ax.

ax

ax.

ax.

ax

in axs:
spines['right'].set_color('none')

spines['top'] .set_color('none')

.xaxis.set_ticks_position('bottom')

yaxis.set_ticks_position('left')

spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.

ax.

annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))
annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

# Ocultando os numeros dos e1xos

axs[0].

set_xticks([])
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axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posig¢do dos rotulos dos eixzos e setas
axs[0] .text (0.8, -0.1, '$x$', fontsize=12, ha='center')

axs[0] .text(-0.1, 0.8, '$y$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(0.8, -0.1, '$u$', fontsize=12, ha='center')

axs[1] .text(-0.1, 0.8, '$v$', fontsize=12, ha='center')

# Adicionando o segundo arco para o outro wvetor mo grdfico 1

arcl = Arc(o, width=1, height=1, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', 1lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arcl)

arc2 = Arc(o, width=0.8, height=0.8, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', 1lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arc2)

arc3 = Arc(o, width=0.6, height=0.6, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', 1lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arc3)

arc4 = Arc(o, width=0.4, height=0.4, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', 1lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arc4)

arc4 = Arc(o, width=0.2, height=0.2, angle=0, thetal=0,
theta2=360, color='red', lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arc4)

axs[0] .plot([0.045, 2.10], [-0.033, -0.815],
color='black', linestyle='-', linewidth=1.5)
axs[0] .plot([-0.045, -2.10], [0.033, 0.815],

color='black', linestyle='-', linewidth=1.5)
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axs[0] .plot([0.022, 0.479], [-0.046, -0.675],

axs [0]

axs [0]

axs [0]

axs [0]

axs [0]

axs[1]
axs[1]
axs[1]
axs[1]
axs[1]
axs[1]

axs[1]

color='black', linestyle='-', linewidth=1

color='black', linestyle='-', linewidth=1

color='black', linestyle='-', linewidth=1

color='black', linestyle='-', linewidth=1

color='black', linestyle='-', linewidth=1

color='black', linestyle='-', linewidth=1

.axhline(y=0.
.axhline(y=0.
.axhline(y=0.
.axhline(y=0.
.axhline(y=0.
.axhline(y=0.
.axhline(y=0.

plt.tight_layout ()

plt.show()

A.2.10 Codigo da Figura [4.8;

import numpy as np

plot([-0.022, -0.479],

color="red'
color="red'
color="red'
color="red'
color="red'
color="red'

color="red'

import matplotlib.pyplot as plt

b

b

3

3

b

b

3

from matplotlib.patches import Arc

# Ponto de origem

[0.046, 0.675],

.plot([0.045, 2.10], [0.033, 0.815],

.plot([-0.045, -2.10], [-0.033, -0.815],

.plot([0.022, 0.479], [0.046, 0.675],

.plot([-0.022, -0.479], [-0.046, -0.675],

linestyle="'-"',
linestyle="'-"',
linestyle="'-"',
linestyle='-"',
linestyle='-",
linestyle="'-",

linestyle="'-",

.5)

.5)

.5)

.5)

.5)

.5)

linewidth=1
linewidth=1
linewidth=1
linewidth=1
linewidth=1
linewidth=1

linewidth=1

0 fixado e r > 1.

.5)
.5)
.5)
.5)
.5)
.5)
.5)
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o = (0, 0)

# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(-1, 1, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4)) # Ajustado o tamanho da figura

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1lim(-1, 1)

axs[0] .set_ylim(-1, 1)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)')

axs[0] .plot([0.045, 2.10], [0.033, 0.815],

color='black', linestyle='-', linewidth=1.5)

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1] .set_x1im(-1, 1)

axs[1] .set_ylim(-1, 1)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[1] .set_title('Plano-w (b)")

axs[1] .plot([0, 0.8], [0.7, 0.7], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [0.6, 0.6], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [0.5, 0.5], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [0.4, 0.4], color='black',

linestyle='-', linewidth=1.5)
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axs[1] .plot ([0, 0.8], [0.3, 0.3], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [0.2, 0.2], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [0.1, 0.1], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [-0.1, -0.1], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [-0.2, -0.2], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [-0.3, -0.3], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [-0.4, -0.4], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [-0.5, -0.5], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot ([0, 0.8], [-0.6, -0.6], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0, 0.8], [-0.7, -0.7], color='black',

linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[0] .text (0.9, 0.46, r'$\theta$(fixado)', fontsize=17, ha='left')

axs[1] .text(0.6, 0.7, '$v = 2\pi$', fontsize=17, ha='left')

# Adicionando setas aos eixos em ambos os grdficos
for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))
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# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posigdo dos rotulos dos eixos e setas
axs[0] .text(1, -0.1, '$x$', fontsize=17, ha='center')

axs[0] .text(-0.1, 0.9, '$y$', fontsize=17, ha='center')

axs[1] .text(1, -0.1, '$u$', fontsize=17, ha='center')

axs[1] .text(-0.1, 0.9, '$v$', fontsize=17, ha='center')

# Ajustando layout
plt.tight_layout()
plt.show()

A.2.11 Codigo da Figura[4.9; 60 fixadoe 0 <7 < 1.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Criando a figura com um untco grafico

fig, ax = plt.subplots(figsize=(4, 4))

# Ajustes no grdfico
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ax.set_xlim(-1, 1)
ax.set_ylim(-1, 1)
ax.grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

ax.set_title('Plano-w', fontsize = 15)

# Linhas mo grdafico
ax.plot([-0.8, 0], [0.7, 0.7], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.6, 0.6], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.5, 0.5], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.4, 0.4], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.3, 0.3], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.2, 0.2], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [0.1, 0.1], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.1, -0.1], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.2, -0.2], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.3, -0.3], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.4, -0.4], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.5, -0.5], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)
ax.plot([-0.8, 0], [-0.6, -0.6], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

ax.plot([-0.8, 0], [-0.7, -0.7], color='black',
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linestyle='-', linewidth=1.5)

# Texto explicativo

ax.text(-0.8, 0.76, '$v = 2\pi$', fontsize=17, ha='left')

# Adicionando setas aos eiTos
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom"')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'].set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),
arrowprops=dict (arrowstyle="->", lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict (arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Ocultando os numeros dos e1xos
ax.set_xticks([])

ax.set_yticks([])

# Rotulos dos eixos
ax.text (1, -0.1, '$u$', fontsize=17, ha='center')

ax.text(-0.1, 0.9, '$v$', fontsize=17, ha='center')

# Ajustando layout
plt.tight_layout ()

plt.show()
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A.2.12 C(Cobdigo da Figura [4.10; r fixado e 6 > 0.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

# Ponto de origem

o = (0, 0)

# Gerando wvalores para T

x = np.linspace(-1, 1, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1lim(-1, 1)

axs[0] .set_ylim(-1, 1)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)')

arcl = Arc(o, width=1, height=1, angle=0, thetal=0, theta2=360,
color='black', lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arcl)

axs[0] .annotate('', xy=(0.293, 0.409), xytext=(0.319, 0.386),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=2, color='black'))

# Ajustes nmo segundo grdfico
axs[1] .set_x1lim(-1, 1)
axs[1] .set_ylim(-1, 1)

axs[1] .grid(color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)
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axs[1] .set_title('Plano-w (b)")

# Alterar as linhas para serem verticats

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

axs[1]

plot([0.7, 0.71, [0

linestyle='-"',

.plot([0.6, 0.6], [O.

linestyle="'-",

plot([0.5, 0.51, [0.

linestyle='-",

.plot([0.4, 0.4], [O.

linestyle="'-"',

.plot([0.3, 0.3], [O.

linestyle='-",

.plot([0.2, 0.21, [O.

linestyle='-"',

.plot([0.1, 0.1, [O

linestyle='-"',

linestyle='-",

linestyle='-"',

linestyle='-",

linestyle='-"',

linestyle='-",

linestyle='-"',

linestyle='-"',

.8, 0], color='black',

linewidth=1.5)

linewidth=1.5)

linewidth=1.5)

linewidth=1.5)

linewidth=1.5)

linewidth=1.5)

.8, 0], color='black',

linewidth=1.5)

.plot([-0.1, -0.1], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.2, -0.2], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.3, -0.3], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.4, -0.4], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.5, -0.5], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.6, -0.6], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

.plot([-0.7, -0.7], [0.8, 0], color='black'

linewidth=1.5)

8, 0], color='black',

8, 0], color='black',

8, 0], color='black',

8, 0], color='black',

8, 0], color='black',

3

b

3

b

3

3

b
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axs[1] .plot([-0.8, 0.8], [0.8, 0.8], color='green',

linestyle='--', linewidth=1.5)

axs[1] .text(0.9, 0.8, '$v = -2\pi$',

fontsize=19, ha='left')

# Adicionando setas aos eixos em ambos os grdficos
for ax in axs:
ax.spines['right'] .set_color('none')
ax.spines['top'] .set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eixos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posig¢do dos rotulos dos eixzos e setas

axs[0] .text(1, -0.1, '$x$', fontsize=16, ha='center')

axs[0] .text(-0.1, 0.9, '$y$', fontsize=16, ha='center')

axs[1] .text(1, -0.1, '$u$', fontsize=16, ha='center')

axs[1] .text(-0.1, 0.9, '$v$', fontsize=16, ha='center')
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# Ajustando layout
plt.tight_layout ()
plt.show()

A.2.13 Cobdigo da Figura 4.11; r fixado e 6 < 0.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Arc

# Ponto de origem

o = (0, 0)

# Gerando walores para T

x = np.linspace(-1, 1, 400)

# Criando a figura com dois subplots

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))

# Ajustes mo primeiro grdfico

axs[0] .set_x1lim(-1, 1)

axs[0] .set_ylim(-1, 1)

axs[0] .grid(True, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[0] .set_title('Plano-z (a)')

arcl = Arc(o, width=1, height=1, angle=0, thetal=0,

theta2=360, color='black', lw=1.5)

axs[0] .add_patch(arcl)
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axs[0] .annotate('', xy=(0.293, 0.409), xytext=(0.319, 0.386),

arrowprops=dict(arrowstyle="<-", 1lw=2.5, color='black'))

# Ajustes mo segundo grdfico

axs[1] .set_x1lim(-1, 1)

axs[1] .set_ylim(-1, 1)

axs[1] .grid(color="'gray', linestyle='--', linewidth=0.5)

axs[1] .set_title('Plano-w (b)")

# Alterar as linhas para serem verticats

axs[1] .plot([0.7, 0.7], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.6, 0.6], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.5, 0.5], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.4, 0.4], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.3, 0.3], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.2, 0.2], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.1, 0.1], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.1, -0.1], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.2, -0.2], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.3, -0.3], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.4, -0.4], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.5, -0.5], [-0.8, 0], color='black',
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linestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.6, -0.6], [-0.8, 0], color='black',
linestyle='-"', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([-0.7, -0.7], [-0.8, 0], color='black',
inestyle='-', linewidth=1.5)

axs[1] .plot([0.8, -0.8], [-0.8, -0.8], color='green',
linestyle='--"', linewidth=1.5)

axs[1] .text(0.9, -0.8, '$v = -2\pi$', fontsize=19, ha='left')

# Adictonando setas aos eixos em ambos o0s grdficos

for ax in axs:
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.xaxis.set_ticks_position('bottom"')
ax.yaxis.set_ticks_position('left')
ax.spines['bottom'] .set_position(('data', 0))

ax.spines['left'] .set_position(('data', 0))

# Adicionando setas aos eixos

ax.annotate('', xy=(1, 0), xytext=(-1, 0),
arrowprops=dict(arrowstyle="->", 1lw=1.5))

ax.annotate('', xy=(0, 1), xytext=(0, -1),

arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=1.5))

# Ocultando os mumeros dos eiTos
axs[0] .set_xticks([])
axs[0] .set_yticks([])
axs[1] .set_xticks([])

axs[1] .set_yticks([])

# Ajustando posig¢do dos rotulos dos eixos e setas
axs[0] .text(1, -0.1, '$x$', fontsize=16, ha='center')

axs[0] .text(-0.1, 0.9, '$y$', fontsize=16, ha='center')
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axs[1] .text(1, -0.1, '$u$', fontsize=16, ha='center')

axs[1] .text(-0.1, 0.9, '$v$', fontsize=16, ha='center')

# Ajustando layout
plt.tight_layout()

plt.show()
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