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“Cada fracasso nos ensina algo que necessitdvamos aprender.”

Charles Dickens (1812 — 1870)



Resumo

A necessidade de garantir a integridade dos dados durante a transmissao e o armazenamento
é uma preocupacao critica em sistemas modernos de comunicacao e computacdo. Com o
aumento exponencial na quantidade de dados gerados e transmitidos diariamente, o impacto
dos erros na qualidade e na precisao das informagoes nunca foi tao significativo. Erros de
transmissao podem ocorrer devido a diversos fatores, como ruido, interferéncia e degradacao
do meio de comunicacao, e podem comprometer a funcionalidade e a confiabilidade dos

sistemas.

Neste cenario, as técnicas de deteccao e correcao de erros desempenham um papel crucial

na manutencao da qualidade dos dados.

A métrica de Hamming, como uma ferramenta fundamental na teoria dos c6édigos lineares,
oferece uma abordagem eficaz para identificar e corrigir erros. O uso dessa métrica permite
a construcao de codigos que nao apenas detectam a presenca de erros, mas também
corrigem esses erros sem a necessidade de retransmissao, o que é especialmente valioso
em ambientes com alta taxa de erros e onde a retransmissao de dados é impraticavel ou

indesejavel.

Este trabalho explora a métrica de Hamming, que mede a distancia entre dois codigos como
o numero de posi¢oes em que eles diferem. Através dessa métrica, é possivel identificar e
corrigir erros que ocorrem durante a transmissao de dados em sistemas de comunicagao.
O trabalho analisa a estrutura dos cédigos lineares e demonstra como a distancia de
Hamming entre palavras-cédigo pode ser utilizada para projetar esquemas de correcao de

erros eficientes.

Palavras-chave: Codigos Lineares, Distancia de Hamming, Correcao de Erros.



Abstract

The need to ensure the integrity of data during transmission and storage is a critical
concern in modern communication and computing systems. With the exponential increase
in the amount of data generated and transmitted daily, the impact of errors on the quality
and accuracy of information has never been more significant. Transmission errors can occur
due to various factors, such as noise, interference, and degradation of the communication

medium, and can compromise the functionality and reliability of the systems.

In this scenario, error detection and correction techniques play a crucial role in maintaining

data quality.

Hamming metrics, as a fundamental tool in linear code theory, offer an effective approach
to identifying and correcting errors. Using this metric allows you to build code that not
only detects the presence of errors, but also corrects those errors without the need for
retransmission, which is especially valuable in environments with a high error rate and

where data relay is impractical or undesirable.

This work explores the Hamming metric, which measures the distance between two codes as
the number of positions in which they differ. Through this metric, it is possible to identify
and correct errors that occur during the transmission of data in communication systems.
The work analyzes the structure of linear codes and demonstrates how the Hamming

distance between codewords can be used to design efficient error correction schemes.

Keywords: linear codes, hamming distance, correction of errors
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Introducao

Cédigos de correcao de erros sao usados para melhorar a confiabilidade
de sistemas de comunicagao. Podemos pensar em comunicacao a grandes
distancias, como na comunicagao com espagonaves, ou basicamente em qualquer
forma de transmissao de informacoes, incluindo a reproduc¢ao de uma peca
musical que foi gravada anteriormente e armazenada em algum tipo de midia,
por exemplo. (...) O objetivo da Teoria da Codificagao é fornecer métodos
que melhorem a confiabilidade da comunicacao através de um canal ruidoso.
(BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006).

Ou seja, em qualquer caso, o objetivo dos codigos corretores de erros é transmitir
e reproduzir as informacoes com a maior precisao possivel, mesmo sob circunstancias

desfavoraveis, como em um ambiente propenso a erros.

A métrica de Hamming, introduzida por Richard Hamming na década de 1950, é
uma medida que quantifica a diferenga entre duas cadeias de simbolos. Especificamente,
ela conta o niimero de posi¢des nas quais dois codigos diferem. Essa métrica é fundamental
para a construcao e a analise de cédigos que podem detectar e corrigir erros. Em sistemas
de comunicac¢ao, onde a transmissao de dados é suscetivel a interferéncias e ruidos, a
capacidade de detectar e corrigir erros é vital para garantir a precisao das informagoes

recebidas.

Os c6digos de Hamming sao um tipo de cédigo de correcao de erros que utiliza a
métrica de Hamming para identificar e corrigir erros. Esses c6digos sao projetados para
maximizar a distancia minima entre os codigos validos, o que permite a corre¢ao de um
numero determinado de erros. A aplicagao pratica desses cdédigos inclui diversas areas,
como redes de computadores, transmissao de dados sem fio, e armazenamento de dados
digitais.

Ao longo deste trabalho, discutiremos os fundamentos basicos dos cédigos lineares,
e definiremos a métrica de Hamming. Também apresentaremos a estrutura dos coédigos
lineares, sua codificacao e decodificagao, bem como, suas relagoes algébricas no espaco

vetorial. Por tltimo, discutiremos seus limites de eficiéncia e desempenho.
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1 Desenvolvimentos Preliminares

1.1 Definicoes

Primeiro, iremos definir alguns conceitos basicos que sdo importantes para a
compreensao dos codigos corretores de erros. Esses conceitos incluem os de alfabeto,
palavra, comprimento e peso de palavras, imprescindiveis para o entendimento de cédigos

lineares.

1. Alfabeto (A)

Um alfabeto A é um conjunto finito e ndo vazio de simbolos, que serve como base
para a construcao de palavras. Cada simbolo do alfabeto representa uma unidade basica de
informagdo. O tamanho do alfabeto, denotado por |A], é o ntimero de elementos distintos

no conjunto. Também podemos representar |A| = q.
o« A={0,1}, conhecido como o alfabeto binério, é amplamente utilizado em computa-
¢ao e telecomunicagoes, onde |A| = 2.

e A = {a,b,c,...,z}, o alfabeto latino, é usado para representagdo de texto em

linguagens naturais, onde |A| = 26.
« A=1{0,1,2,3}, um alfabeto com quatro simbolos, utilizado em sistemas numéricos

quaterndrios, onde |A| = 4.

2. Palavra-cadigo

Uma palavra-cédigo sobre um alfabeto A é definida como uma sequéncia finita
de simbolos pertencentes ao alfabeto. Mais formalmente, se A é um alfabeto, uma palavra-

c6édigo w de comprimento n é uma fungao:

w:{l,2,...,n} = A,

que associa a cada posigao i € {1,2,...,n} um simbolo w; € A. As palavras-codigo
sdo frequentemente representadas pela notagdo w = (wy, wy, ..., w,), e podem também

ser chamadas apenas de palavra.

e Se A={0,1}, entdao w = (0,1, 1,0) é uma palavra de A.
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o Se A={a,b,c}, uma palavra vilida de A pode ser w = (a, ¢, b).

o Para A=1{0,1,2}, w=(2,0,1,2) é um exemplo de palavra de A.

3. Comprimento de uma Palavra-cédigo (n)

O comprimento n de uma palavra-cédigo w, também denotado por |w|, é definido
como o numero de simbolos que a palavra-codigo contém. O comprimento ¢ uma medida
importante, especialmente no contexto de cédigos corretores de erros, pois determina o
tamanho das mensagens ou blocos de dados.

e Paraw = (0,1,1,0), onde A ={0,1}, o comprimento é n = 4.

e Sew = (a,b,c) e A={a,b,c,d}, temos n = 3.

o Uma palavra-cédigo vazia w possui comprimento n = 0.

4. Peso de uma Palavra-cédigo (wp)

Seja x = (11, T9,...,%,) € [y uma palavra de comprimento n sobre o corpo Fy. O
peso de Hamming de x, denotado por wy(x), é definido como o niimero de coordenadas

nao nulas de x. Formalmente:
wy(x)={i|z; #0, 1 <i<n}.

Exemplo 1.1. Considere x = (1,0,0,1,0,1) € FS. O peso de Hamming de x é dado pelo

numero de posicoes onde os elementos de x sdo diferentes de zero. Aqui, temos:
X1:17X4:17X6:17

o que implica que:

Ezxemplo elaborado pela autora.

1.2 A" Produto Cartesiano do Alfabeto A

Dado um alfabeto A, definido como um conjunto finito e nao vazio de simbolos,
A™ é o conjunto de todas as sequéncias ordenadas de comprimento n, cujos elementos

pertencem a A. Formalmente, temos:

A" = {(ay,aq,...,a,) | a; € A, Vi€ {1,2,...,n}}.
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Propriedades de A"

o Cada elemento de A™ é chamado de uma palavra de comprimento n sobre o alfabeto
A.

e O tamanho de A" é dado por |A|" = ¢", onde |A| é o nimero de elementos no

alfabeto A. Ou seja, existem ¢" palavras em A".

Exemplo 1.2. Palavras em A™

o Se A={0,1}, entio A% = {(0,0,0),(0,0,1),...,(1,1,1)}, contendo 23 = 8 palavras.

o Para A ={a,b}, A2 = {(a,a), (a,b),(b,a), (b,b)}, com 2? = 4 palavras.

FExemplo elaborado pela autora.

1.3 [, Espaco Vetorial sobre um Corpo Finito

O conjunto Fy representa um espago vetorial de dimensao n sobre F,, onde F ¢
um corpo finito e ¢ é a sua quantidade de elementos. Aqui, I, é o conjunto de elementos
do corpo finito com ¢ elementos, equipado com operacoes de soma e multiplicacao que

satisfazem as propriedades de um corpo. Temos:

Fy = {(v1,v2,. .., vn) | v € Fy, Vi€ {1,2,...,n}}.
Propriedades de F}

o [ ¢ um espaco vetorial, satisfazendo:

— A soma de dois vetores em IE‘Z; resulta em outro vetor em Iﬁ'g.

— A multiplicagao escalar de um vetor em ' por um elemento de F, resulta em

outro vetor em FZ.

« O ntmero total de elementos em Fy é ¢", pois ha ¢ escolhas possiveis para cada

coordenada.

— Seja [F, um corpo finito com g elementos. O espago Fy' ¢ o conjunto de todas as
n-uplas (v1, v, ...,v,), onde cada v; € F,. Para cada coordenada v;, existem ¢
escolhas possiveis, pois I, contém exatamente ¢ elementos.

Assim, o nimero total de n-uplas (vq,vs,...,v,) é dado pelo produto das ¢

possibilidades para cada uma das n coordenadas. Portanto:
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Exemplo 1.3. Seja Fy = {0,1}. O espago F3 consiste em todas as 3-uplas de Fy:
F; = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}.
Neste caso, |F3| = 2 =8, 0 que confirma o resultado geral.

e Parag=2en =3, temos F, = {0,1} e F3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),...,(1,1,1)},
com 2% = 8 vetores.

e Parag=3en =2 F;={0,1,2} e F2 contém 3? = 9 vetores, como: (0, 0), (0, 1), (0,2),
. (2,2).

Ezxemplo elaborado pela autora.

1.3.1 Operacoes em Fy

No espago vetorial [y, definem-se a soma de vetores e a multiplicacao de um
vetor por um escalar, ambas realizadas coordenada a coordenada. Essas operagoes

seguem as propriedades do corpo finito Fy, o que assegura que Fy seja um espago vetorial.

A tabela a seguir apresenta as definicoes dessas operacoes:

Operacao Definicao Matematica
Soma de vetores v+ w= (v +w,vy+ wa,...,0, +w,)
Multiplicacao por escalar c-v=_(c-v,c vy ...,C V)

Tabela 1.1 — Operagoes no espago vetorial Fy.

Explicacao das Operacoes

1. Soma de Vetores: A soma de dois vetores v,w € Fy ¢é realizada somando-se
as coordenadas correspondentes modulo ¢. Formalmente:
V+w = (v +wy, v+ W, ..., U+ Wy),
onde + representa a operagao de adi¢ao em IFy.

2. Multiplicagao por Escalar: A multiplicagdo de um vetor v € Fy por um
escalar ¢ € I, ¢é realizada multiplicando-se cada coordenada do vetor por ¢ médulo q.

Formalmente:
c-v=(c-v,Cc vy ...,C V),

onde - representa a operacao de multiplicacao em [F,.

Essas operagoes sao aplicadas na definigao de codigos lineares, onde Fy ¢ utilizado

para representar palavras-codigo e mensagens.

Usaremos como operagoes sobre o corpo F7,a soma e a multiplicagao médulo 2,

descritas a seguir:
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Operacao | Entrada | Resultado
Soma 1+1 0
Soma 1+0 1
Soma 0+1 1
Soma 0+0 0

Multiplicagao 1x1 1
Multiplicagao 1x0 0
Multiplicagao 0x1 0
Multiplicagao 0x0 0

Tabela 1.2 — Operagoes de soma e multiplicagdo médulo 2

1.3.2 Coddigo Linear

Um cédigo linear ¢ um conjunto de palavras-cédigo cujos elementos seguem uma
mesma estrutura algébrica. Para uma definigdo formal, consulte a Definigdo 2.1 (Cédigo

linear) na pagina 35.

1.4 Distancia de Hamming entre Duas Palavras

Teorema 1.4. (Métrica de Hamming) ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006),
p. 13).

Seja Fy o espago vetorial de dimensao n sobre o corpo finito F,. Defina a fungao:
dy Fy xFy = N, (u,0) = [{i [i€{1,...,n},u; # v},

onde u = (uy,...,u,) e v = (vy,...,0,). A fungio dy é chamada de métrica de

Hamming e satisfaz as sequintes propriedades:

1. Nao negatividade e identidade dos indiscerniveis:

dy(u,v) =0 <= u=w.

2. Simetria:
dH(ua U) - dH(Ua U)

3. Desigualdade triangular:

dp(u,v) < dg(u,w) +dg(w,v), para todos u,v,w € Fy.
Além disso, a distancia de Hamming possui as sequintes propriedades de invariancia:
1. Invariancia por translacao:

di(u,v) = dg(u+w,v+w), para todos u,v,w € Fy.
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2. Invariancia por multiplicacdo escalar:

di(u,v) = dy(Au, \v), para todo A € Fy, A # 0.

Para duas palavras x = (21, 72,...,2,) e y = (Y1, Y2, - - -, Yn):

n

dp(z,y) 225($i7yi)7 (1.1)

onde:

Propriedades da Distancia de Hamming

e dy(u,v) =0 <= u=wv (Nao negatividade e identidade dos indiscerniveis)

A primeira propriedade, dy(u,v) = 0 se e somente se u = v, afirma que a dis-

tancia entre dois pontos u e v é zero se, e somente se, esses pontos forem iguais.

Demonstragdo: Sejam u = (uy, U, ..., u,) e v = (v, s, ...,v,) duas palavras em

[Fy. A distancia de Hamming ¢ definida como:

onde:
0, sewu; =uv;,

(S(Ul’,’l}i) =
]., Se u; 7é (B

Vamos provar que dy(u,v) =0 <= u=w.
Prova da ida (dg(u,v) =0 = u =)

Suponha que dy(u,v) = 0. Pela definigao da distancia de Hamming;:

dy(u,v) =Y 6(ug,v;).
i=1
Como dy(u,v) = 0, segue que cada termo d(u;,v;) = 0 para todo i € {1,2,...,n}.

De acordo com a defini¢ao de d(u;, v;), isso implica que:
u; =wv;, paratodoie€ {1,2,... n}.

Portanto, u = v.
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Prova da volta (v = v = dg(u,v) =0)

Suponha que u = v. Isso significa que, para todo ¢ € {1,2,...,n}, temos u; = v;.

Pela definigao de d(u;, v;), segue que:
d(ui,v;) =0, paratodoie {1,2,...,n}.

Assim, a soma que define dy(u,v) é:

Concluimos que:

o dy(u,v) =dy(v,u) (simetria da distdncia)

A segunda propriedade, dy(u,v) = dgy(v,u), destaca que a distancia entre dois
) ) 7 )

pontos u e v em um coédigo linear é a mesma, independentemente da ordem em que

esses pontos sao comparados. Em outras palavras, a distancia entre v e ué igual a

distancia entre u e v, refletindo a simetria da relagdo de distancia.

Demonstragdo: Sejam x = (x1,Ta,...,%,) €y = (Y1,Y2, - . .,Yn) duas palavras em
Fr.
Pela definigao de dy(z,y), temos:

n

dp(z,y) = Z 6(45,Yi).

i=1
Sabemos que a fung¢ao §(z;, y;) verifica a propriedade:

5(%»%’) = 5(%,331')-

Isso ocorre porque a definicao de § depende apenas da comparacao x; # y;, que
é simétrica: - Se x; = y;, entdo d(z;,y;) = O(yi,x;)) = 0. - Se x; # y;, entdo
0(wi, yi) = 0(ys, zi) = 1.

Substituindo na soma:

n n

dH($ay> = Zé(xlayz) = Zé(ywa) = dH(:g?x)

i=1 i=1
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Concluimos que:
dH(xa y) = dH<y7 ZE),

e, portanto, a distancia de Hamming é simétrica.

o dy(x,z) <dg(z,y) +du(y, z) (desigualdade triangular).

A terceira propriedade, dy(z,z) < dy(z,y) + dyu(y,z), é conhecida como desi-
gualdade triangular e estabelece que a distancia entre dois pontos x e z em um
cddigo linear é sempre menor ou igual a soma das distancias entre x e y, e entre y e
z, para qualquer ponto y no cédigo. Essa propriedade reflete a relagao triangular

entre os pontos em um espaco métrico.

Demonstragcao: Sejam u = (uy, U, ..., Uy), v = (V1,V9,...,0,),ew = (wy,ws, ...,

w,) palavras em [Fy. Para cada indice ¢, definimos os seguintes conjuntos:

— A={i|u #w}:
O conjunto de indices onde u e w diferem. O tamanho de A é a distancia de

Hamming entre u e w, ou seja, |A| = dy(u, w).

— B={i|u #v}:
O conjunto de indices onde u e v diferem. O tamanho de B é a distancia de

Hamming entre u e v, ou seja, |B| = dg(u,v).

- C={i|v#w}:
O conjunto de indices onde v e w diferem. O tamanho de C' é a distancia de

Hamming entre v e w, ou seja, |C| = dy (v, w).

Queremos mostrar que A C B U C, ou seja, qualquer indice ¢ em A pertence a uniao

dos conjuntos B e C.

Seja i1 € A, ou seja, u; # w;. Precisamos mostrar que ¢ € B ou i € C.

Analisamos os dois possiveis casos:

1. Se i ¢ B, ou seja, u; = v;:
— Como i € A, temos u; # w;.
— Mas u; = v;, entao substituindo u; por v;, obtemos v; # w;.
— Logo, © € C.

2. Sei ¢ C, ou seja, v; = w;:
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— Como i € A, temos u; # w;.
— Mas v; = w;, entdo substituindo w; por v;, obtemos wu; # v;.
— Logo, i € B.

Em ambos os casos, 1 € BU C, o que mostra que A C BUC.

Podemos concluir que o conjunto A = {i: u; # v;} é uma subcolegao da uniao dos
conjuntos B e C.

Podemos escrever: A C B U C, portanto |A| < |B U C|, e isso nos da a desigualdade
di(u,v) < dp(u,w) +dy(w,v).

Exemplo 1.5. Considere as palavras x = (1,0,1,1) ey = (1,1,0,1), onde A ={0,1}. A

distancia de Hamming é calculada como:
dy(z,y) =0(1,1) 4+ 6(0,1) +6(1,0) +6(1,1) =0+ 1+14+0=2. (1.3)

Isso indica que as palavras diferem em duas posigoes.

Outro exemplo: para x = (a,b,c,d) ey = (a,c,c,d), com A= {a,b,c,d}, temos:

dy(z,y) = 0(a,a) + 6(b,¢) +d(c,c) +6(d,d) =0+1+0+0=1. (1.4)

Ezxemplo elaborado pela autora.

Observacao 1.6. Seja g = 2, a distancia entre dois vetores codigo u e v de um codigo

linear € igual ao peso de seu vetor soma u + v, isto €, d(u,v) = wy(u+v). (NOLLI, 1985)

1.5 Distancia Minima de Hamming entre Codigos

A distancia minima de Hamming de um codigo C C Fy, denotada por dy;n,
¢é definida como a menor distancia de Hamming entre quaisquer duas palavras-codigo

distintas de C. Mais formalmente:

dmin = mln{dH(xsz ‘ T,y S C7I 7£ y}7
onde dy(x,y) representa a distancia de Hamming entre as palavras x e y.

1. Cédigo com F3: Considere o cddigo C = {(0,0,0), (1,1,1)} C F3. As distancias

de Hamming entre as palavras-codigo sao:

d((0,0,0),(1,1,1)) = 3.

2. Cédigo com F3: Considere o codigo C = {(0,0,0,0),(1,1,1,1),(2,2,2,2)} C F3.

As distancias de Hamming entre as palavras-cédigo sao:
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dy((0,0,0,0),(1,1,1,1)) =4,
G((L 1L 1), (2,2,2,2) — 4
Portanto, d,i, = 4.
3. Cédigo Linear C C F3: Considere o cédigo linear gerado por C = {((1,0,0, 1),

(0,1,1,0)).

As palavras-codigo sao:
C —

As distancias de Hamming entre as palavras-codigo distintas sao:

dx((0,0,0,0),(1,0,0,1)) =2
dx((0,0,0,0),(0,1,1,0)) = 2
dy((0,0,0,0),(1,1,1,1)) = 4
dy((1,0,0,1),(0,1,1,0)) = 4,
dy((1,0,0,1),(1,1,1,1)) =2
d((0,1,1,0),(1,1,1,1)) = 2.

Portanto, temos d,;, = 2.

{(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0), (1,1,1,1)}.

)

Y

Y

)

A distancia minima de Hamming é uma caracteristica muito importante dos codigos

de Hamming, pois esta diretamente relacionada a sua capacidade de deteccao e correcao

de erros. A andalise dessa distancia permite projetar codigos com propriedades especificas

de detecgao e correcao, adaptando-os a diferentes aplica¢oes. Isso nos leva diretamente ao

préoximo topico.

1.6 Capacidade de Correcao de Erros de um Cédigo

A capacidade de correcao de erros x de um cédigo C C Fy esta relacionada a

sua capacidade de corrigir erros introduzidos durante a transmissao de palavras-codigo.

Um cédigo de Hamming pode detectar até dy,, —

Teorema que sera devidamente enunciado e demonstrado mais a frente.

Definimos k como:

1 erros e corrigir até k erros. Este é um
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onde dy;, é a distdncia minima do cédigo C, e |x] é o maior inteiro menor ou igual a x.

Essa definicao garante que o codigo possa corrigir até k erros em qualquer palavra-
codigo, pois t erros ou menos nao deslocam a palavra recebida para fora da esfera de

correcao do cédigo, como ainda veremos.
Exemplo 1.7. .
1. Codigo com d.;, = 3: Para um codigo C com dpip = 3:
3—-1
k= {2J — 1) =1
Este codigo pode corrigir até um erro.
2. Codigo com dp = 5: Se dyi = 5, entao:
5—1
k= {QJ — 2] =2
Este codigo pode corrigir até dois erros.
3. Codigo com dpym = 2: Para d,,;, = 2, temos:
= f;lj —105] =0,

Este codigo nao pode corrigir erros, mas pode detectar um erro.

Ezxemplo elaborado pela autora.

1.6.1 Relacao entre x e dmin

A capacidade x de correcao de erros é diretamente proporcional a distdncia minima
dmin do codigo. Um d,;, maior resulta em maior k, o que aumenta a robustez do codigo
contra erros. Por outro lado, aumentar d,,;, pode reduzir a capacidade de palavras do

codigo.

1.7 Codificacdo, Decodificacao e a Estrutura do Cédigo

Nesta secao, abordaremos a estrutura de cddigos lineares e o processo de codificacao,
com énfase no c6digo de Hamming (7, 4), que é amplamente utilizado devido a sua eficiéncia

na deteccao e correcao de erros.

Codificagao ¢é o processo de mapeamento, ou seja, ¢ uma conversao de uma
dada sequéncia de digitos (alfabeto fonte) em uma outra sequéncia de digitos
(alfabeto do c6digo). (NICOLETTI, 2015)

Definigao 1.8 ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.12). .

Um (n, k)-cédigo € um cédigo linear que possui palavras de comprimento n, sendo

k os digitos de informagdo e n — k os digitos de paridade, onde n > k.
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1.7.1 Cédigo de Hamming (7,4)

O cédigo de Hamming (7, M, 4), também comumente chamado apenas de codigo

de Hamming (7,4) é um cédigo linear onde:

e n = 7 representa o comprimento da palavra-c6digo, ou seja, o nimero total de bits

(informagao e paridade);
e k=4 ¢é o numero de bits de informagao na palavra-codigo;
e Os n — k = 3 bits restantes sao bits de paridade, usados para correcao de erros.

e M ¢é o nimero de palavras do codigo.

Os bits de paridade sdo formados como combinagoes lineares dos bits de informacao,

garantindo a capacidade de detectar e corrigir até um erro em cada palavra-codigo.

Definicao dos Bits de Informacdo e Paridade
Considere os bits de informacao a, b, ¢, d. Os bits de paridade sao definidos como:
pr=a+b, py=a+c, p3=a+td,
onde as operagoes sao realizadas no corpo finito Fy (aritmética médulo 2).
Assim, uma palavra-cédigo ¢ € F5 pode ser representada como:
c=(a,b,c,d,p1,pa,p3) = (a,b,c,d,a+b,a+c,a+d).
Exemplo 1.9. Cddigo de Hamming (7, 4, 4)
¢ ={(0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,1,1,0,0),(0,1,1,1,1,1,1),(1,1,0,0,0,1,1)}

Esse codigo usa a combinagdo acima para gerar os digitos de paridade.

Ezxemplo elaborado pela autora.

1.7.2 Matriz Geradora

A matriz geradora G é utilizada para construir todas as palavras-cédigo a partir de
combinagoes lineares dos bits de informagao. Ela é responsavel por codificar a informacao,
adicionando a ela, bits de redundéncia. Para o cédigo de Hamming (7, 4), a matriz geradora

tem a seguinte forma:

oS O O =
o O = O
O = O O
_ o O O
S O = =
O = O
= O O =

Nesta matriz:
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e As quatro primeiras colunas formam a matriz identidade I, que corresponde aos

bits de informacao a, b, ¢, d,;

e As trés colunas restantes formam a matriz de paridade P, que define como os bits

de paridade pq, po, p3 sao calculados.

Definicao 1.10 ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.12 e (MILIES, 2009),
p.25). .

Seja C um codigo linear de parametros (n, k) sobre F,, onde n é o comprimento
das palavras-codigo e k é o numero de digitos de informacao. A matriz geradora G é
uma matriz de dimensdo k x n que define a estrutura do cédigo C'. Cada palavra-codigo

c € C pode ser obtida como uma combinacao linear dos vetores linha de G, ou seja:
c=u-G,

onde u € IF’; ¢ uma palavra de informacado.

Estrutura de G

A matriz geradora GG possui as seguintes caracteristicas:

o G tem k linhas, correspondendo ao niimero de simbolos de informacao.
e (G tem n colunas, correspondendo ao comprimento total das palavras-codigo.

« G pode ser escrita na forma padrdo G = [I | P], onde I} é a matriz identidade de
ordem k e P é uma submatriz associada as combinacoes lineares que geram os bits
de paridade. Para construir P, deve-se escolher uma combinacao linear que se queira

usar no codigo em questao, e embui-la na matriz.

Propriedades

o (Cada linha de G representa uma palavra base do espago C'.

» O espago gerado por GG, denotado por Im(G), contém todas as palavras-codigo de C.

Construcao de Palavras-Cédigo

Dada uma palavra de informagao u = (uy,us,...,ux) € ]F’;, a palavra-cédigo

correspondente ¢ é obtida como:
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Para um cédigo linear com k =4 e n = 7, considere a matriz geradora:

1000110
0100101
G =
001 0O0T11
0001111
10 00 110
0100 1 01
Aqui, I, é a submatriz identidade , € P é a submatriz
0010 011
0001 1 11

Para esse c6digo, a matriz P usa a combinagao linear (a,b,c,d,a+ b+ d,a + ¢+
d,b+ ¢+ d). Para a palavra de informacao u = (1,0, 1, 1), a palavra-codigo é calculada
como:

c=(1,0,1,1)-G = (1,0,1,1,0,1,0).

Exemplo 1.11. Considere a palavra de informac¢io u = (1,0,1,1). A palavra-cédigo

correspondente é calculada como:

c=u-G
Substituindo os valores, temos:
100 0110
0100101
c=(1,0,0,0) - =(1,0,1,1,1,1,0)
0010011
0001111

Dessa forma, a palavra-codigo ¢ contém os bits de informagcao e os bits de paridade

corretamente calculados.

Ezxemplo elaborado pela autora.

Exemplo 1.12. Cédigo comn =6 e k=3

Considere um codigo linear com n =6 e k = 3. Neste caso, os bits de informacdo

sao a,b,c, e os bits de paridade py,po, p3 sao definidos como:
p1:a+b7 p2:b+07 p3:a+b+c7

com as operacoes realizadas no corpo Fy.

A matriz geradora G para este codigo é dada por:

100101
G=|01 0111
001011
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Para codificar a palavra de informagio u = (1,0,1), calculamos:

c=u-G.
Substituindo os valores, temos:
100101
c=(1,0,1)-10 1 0 1 1 0| =(1,0,1,14+0,0+1,14+1)
001011

O resultado é:
c=(1,0,1,1,1,0).

Ezxemplo elaborado pela autora.

Exemplo 1.13. Neste exemplo, temosn =5 e k = 2. Os bits de informagdo a,b e os bits

de paridade p1,ps, p3 sao calculados como:
pr=a, p2=b, ps=a-+b

A matriz geradora G para este codigo é:
10101
G = .
01011

Para codificar a palavra de informagio u = (1, 1), realizamos:
c=u-G.
Substituindo os valores, temos:

1 0101

C:(l’w'lo 101 1

]:(1,1,1,1,1+1)

O resultado é:
c=(1,1,1,1,0).

Ezxemplo elaborado pela autora.

1.7.3 Matriz de Verificacao

Além da matriz geradora, que é usada para codificagao, outra ferramenta importante
nos codigos corretores de erros é a matriz de verificagao, denotada por A ou por H. Essa

matriz é utilizada para decodificar palavras-codigo recebidas, verificando se elas possuem
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erros, isto é, se elas satisfazem as relagoes de paridade definidas pela matriz geradora.

Para o c6digo de Hamming (7,4), a matriz de verificagdo tem a seguinte forma:

e

I
—_ =
o O =
S = O
_ o O
o O =
o = O
_ o O

Definigao 1.14 ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.20). .

Seja C' um cddigo linear de parametros (n, k) sobre F,, onde n é o comprimento
das palavras-codigo e k € o numero de simbolos de informag¢do. A matriz de verificacio A

¢ uma matriz de dimensao (n — k) X n que satisfaz a propriedade:
c-AT =0,
para toda palavra-codigo ¢ € C.

A matriz A é construida a partir do complemento linear das linhas da matriz
geradora GG. Formalmente, se G é uma matriz de dimensao k x n, A é uma matriz de
dimensao (n — k) x n tal que:

G-AT=0.
Estrutura de A

A matriz A possui as seguintes caracteristicas:

o (Cada linha de A representa uma combinacao linear dos bits de paridade.
e A matriz tem n — k linhas, correspondendo ao niimero de bits de paridade no codigo.

« A matriz pode ser escrita na forma A = [P'|I,_;], onde P é uma submatriz

associada as combinacoes lineares e [, ¢ a matriz identidade de ordem n — k.

Deteccao de Erros

Ao receber uma palavra r € Fy, a matriz A ¢ utilizada para calcular o vetor

sindrome:
s=r-AT.

Se s = 0, entao r é uma palavra-cédigo valida. Caso contrario, o vetor s indica que erros

ocorreram durante a transmissao.
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O vetor diferenca e entre um vetor recebido y e o vetor transmitido x chama-se
o vetor erro, isto é,

e=y—X

Note que o peso do vetor erro corresponde, precisamente, ao numero de erros

ocorridos numa palavra recebida. (MILIES, 2009)

Propriedades

 Toda palavra-cédigo ¢ € C satisfaz ¢ - AT = 0.
o A matriz A define o espago ortogonal gerado pelas linhas de G.

o A verificacdo por meio de A ¢é eficiente, pois envolve apenas multiplicacoes e somas

em [F,.

Relacdo com o Espaco Ortogonal

A matriz de verificacdo A estd intimamente relacionada a matriz geradora G de
um codigo linear C. Essa relagao pode ser formalizada utilizando o conceito de espacos

ortogonais em algebra linear.
Seja [ o espago vetorial de dimensao n sobre o corpo finito F,. As imagens das
matrizes G e A, denotadas por Im(G) e Im(A), satisfazem a seguinte propriedade:

Im(G) L Im(A),

onde | indica que os subespagos sdo ortogonais, ou seja, para todo u € Im(G) e v € Im(A),
temos:

u-v=_0.
A ortogonalidade implica que cada palavra-cédigo ¢ € C', gerada por G, satisfaz:
c-AT =0.

Consequentemente, o espaco gerado por A é o complemento ortogonal do espaco gerado
por GG, garantindo que:
dim(Im(G)) + dim(Im(A)) = n.

A matriz A pode ser explicitamente construida para satisfazer essa relagdo. Se GG
é uma matriz k X n, entdo A é uma matriz (n — k) X n, e suas linhas sdo combinagoes

lineares ortogonais as linhas de G.
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Verificacao da ortogonalidade

Considere um c6digo linear C' de pardmetros (7,4) sobre Fy, com a matriz geradora:

o = O O
_ o O O
—_ = O =

1
1
0
1

o O O =
o O =
O = = =

A matriz de verificagio A = [P | I,,_;], pode ser escrita como:

A —

—_ = =
—_ O
S =
_— = O
o O =
oS = O
= O O

Para verificar a ortogonalidade, calculamos o produto G - AT:

1 11
1 01
1 00 0111 L1 0 1+1 1+1 141
0100101 1+1 0 1+1
G-AT = 01 1| =
0010110 100 1+1 1+1 0
0001011 0 1+1 141
010
0 01
O resultado é a matriz nula:
000
000
G-AT =
000
000

Esse resultado confirma que Im(G) e Im(A) sdao subespagos ortogonais de F7, e a

matriz A pode ser usada para verificar a validade de palavras-c6digo geradas por G.

Exemplo 1.15. Considere um cédigo linear C' de parametros (7,4) sobre Fy, com a

sequinte matriz geradora:

1 00 0100

01 00110
G —

0O 01 0011

0 00O1O0O01

As combinagoes lineares para os bits de paridade sao:

p=a+b, p=b+c, pz=c+d
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- Para os bits de informagio a =1,b=0,c=1,d =0, os bits de paridade sdo:
p1:1+021, p2:0+1:1, p3:1+0:1

A palavra-codigo é:
¢ =(1,0,1,0,1,1,1).

- Paraa=0,b=1,c=0,d =1, os bits de paridade sao:
pr=0+1=1, p=140=1, p3=0+4+1=1.

A palavra-codigo é:
¢, =(0,1,0,1,1,1,1)

A matriz de verificacao correspondente é:

>

Il
o o =
[ R S
— = O
— o O
o O =
oS = O
= O O

Verificacdo das Palavras-Cédigo:

1. Para ¢y = (1,0,1,0,1,1,1), calculamos:

¢ AT =(1,0,1,0,1,1,1) - =0 0 0.

S O = O O = =
S = O O = = O
_ o O = = O O

A palavra-codigo é valida.

2. Para co = (0,1,0,1,1,1,1), calculamos:

co AT =(0,1,0,1,1,1,1) - =0 0 0.

S O = O O = =
S = O O = = O
_ o O = = O O

A palavra-codigo € vdlida.
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3. Para c3 = (1,1,1,0,1,0,1), que contém um erro, temos:

cs- AT =(1,1,1,0,1,0,1) - =10 0.

S O = O O = =
S = O O = = O
_ O O = = O O

Como o resultado nao é 0, a palavra contém erros.
Ezxemplo elaborado pela autora.

Corrigindo a palavra

Uma vez detectado um erro, adotamos um critério de correcao que ird substituir
o elemento y recebido, pelo elemento x do codigo que esta mais proximo de y.
Para que a corregao seja possivel, sera necessario que nao haja ambiguidades

quanto a determinacao de tal elemento.

A decodificacao pode ser feita utilizando-se a distancia de Hamming, ou seja,

decodificando pela palavra mais préxima. (NICOLETTI, 2015)

No caso da palavra c¢3 = (1,1,1,0,1,0,1), o produto com a matriz AT resultou em:

cs-AT =10 0.

O sindrome [1 0 O} indica que houve uma inconsisténcia nos bits associados a

primeira combinagao linear (relacionada a p;), mas nao em ps € ps.

Como p; ¢é definido por:
p1=a+ ba

o erro deve estar em um dos bits a, b, ou no proprio p;. Os bits ¢, d, ps e p3 nao influenciam

esse digito de paridade, e por isso nao sao os responsaveis pela inconsisténcia.

Para corrigir a palavra c3 = (1,1,1,0,1,0, 1), utilizamos o sindrome obtido:

Cg'ATZ[l 0 O}.

O vetor sindrome [1 0 O} indica que o erro esta associado ao primeiro bit de

informagao a, ja que a combinacao linear p; = a + b apresenta inconsisténcia. Se o erro
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estivesse em b o vetor sindrome seria {1 1 0}, ja que b também é usado para a criacdo

de po. Verificando os bits de paridade e recalculando p;, temos:
pp=a+b=1+1=0,

mas o valor registrado em p; ¢ 1, indicando que o erro esta no bit a.

Corrigindo o bit a, a palavra c3 torna-se:

¢, =(0,1,1,0,1,0,1).

Verificando a palavra corrigida:

¢, AT =(0,1,1,0,1,0,1) - =0 0 0.

S O =B O O = =
S = O O = = O
_ O O = = O O

Como o vetor sindrome é 0, a palavra corrigida cf é vélida.

Podemos ainda encontrar o vetor erro e:

e=c3—cy=(1,1,1,0,1,0,1) — (0,1,1,0,1,0,1) = (1,0,0,0,0,0,0)

O vetor e confirma que o erro ocorreu apenas no primeiro bit.
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2 Transformacoes, Equivaléncias e Dualidade

em Codigos Lineares

Neste capitulo, exploraremos conceitos que conectam propriedades algébricas e
geométricas dos codigos lineares. Iniciaremos com a definicdo de homomorfismos de espacos
vetoriais e isomorfismos em codigos lineares. Em seguida, abordaremos a equivaléncia de
cddigos, discutindo como transformagoes preservam ou alteram caracteristicas especificas.
Por fim, apresentaremos a teoria de codigos duais, ortogonais e autoduais, enfatizando sua

relacado com as propriedades de dualidade e ortogonalidade em espacos vetoriais.

2.1 Cédigos Lineares como subespacos vetoriais

Comecaremos apresentando uma defini¢do, que sera necessaria para o aprofunda-
mento do tema do capitulo nos proximos tépicos: a de que um codigo linear é um subespago

vetorial. Provaremos essa afirmacao a seguir.

Definicao 2.1. (Cddigo linear)((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.12).

Seja C' C ¥y um cédigo linear. Temos que, C' € um conjunto de vetores de compri-
mento n sobre o corpo finito Fy, gerado por uma matriz geradora I'. Assim, C' € o conjunto

de todas as combinagoes lineares das linhas de ', ou seja:
C:{U-F|UGF’;},

onde I' € F';X" ¢ uma matriz de dimensao k X n com k <n.

Queremos provar que C' ¢ um subespago vetorial de Fy, o que exige que C satisfaca

as seguintes propriedades:

1. C' é fechado sob adicao de vetores.
2. C é fechado sob multiplicagao escalar.

3. C contém o vetor nulo.

Demonstragao: Seja C um codigo linear em Fy.

1. Fechamento sob adicao de vetores

Sejam ¢y, co € C. Por definicao, existem vy, vy € IF’; tais que:

co=v1-1'" e cg=wvy-T.
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A soma ¢ + ¢3 é dada por:
c1+ca=(v1-T)+ (vg-T).
Usando a distributividade da multiplicacao de matrizes sobre a adicao, temos:
g+ =(v1+uwvg)-T.

Como vy 4+ vy € IF';, segue que c¢; + co € C. Portanto, C' é fechado sob adicao.

2. Fechamento sob multiplicacdo escalar
Seja ¢ € C'. Por definicdo, existe v € F’; tal que:
c=v-1.
Para qualquer escalar o € I, a multiplicacao escalar ac é dada por:
ac=a(v-T).
Usando a propriedade associativa da multiplicacao escalar em espacos vetoriais, temos:
ac = (aw) - T

Como av € F’;, segue que ac € C'. Portanto, C' é fechado sob multiplicagao escalar.

3. Presenca do vetor nulo

Para C' conter o vetor nulo de Fy, basta mostrar que existe um vetor v € IE"; tal

que:

Escolhendo v = [0,0,...,0] € F}, temos:

que é o vetor nulo. Logo, C' contém o vetor nulo.

Como (' satisfaz as trés propriedades necessarias (fechamento sob adicao, fecha-
mento sob multiplicagdo escalar e presenga do vetor nulo), segue que C' é um subespago

vetorial de IFZ.
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2.2 Homomorfismos de Espacos Vetoriais

Defini¢ao 2.2. ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.33).

Sejam V' e W dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo F. Uma funcao T : V —
W € chamada de homomorfismo de espagos vetoriais se, para quaisquer u,v € V ec € F,

as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. Preservagdo da Adicdo: T(u+v)=T(u)+T(v);
2. Preservagdo da Multiplicacao Escalar: T'(cu) = ¢T'(u).
Essas propriedades garantem que 7' respeita a estrutura vetorial de V' ao transformar

elementos em W. Em outras palavras, a imagem de 7" mantém as operagoes basicas de

adicao e multiplicacao por escalares.

Relacao com Transformacoes Lineares

Um homomorfismo de espagos vetoriais ¢, por definicdo, uma transformacao linear.
Isso ocorre porque a linearidade é caracterizada exatamente pelas duas propriedades des-
critas acima: preservacao da adicao e da multiplicacdo escalar. Assim, toda transformacao
linear ¢ um homomorfismo de espagos vetoriais, e todo homomorfismo de espacos vetoriais

é uma transformacao linear.
Exemplo 2.3. (Proje¢io no Espaco)
Considere V. =R3, W = R? ¢ a transformacdo T : R* — R? definida por:
T(x,y,z) = (z,y)

Aqui, T "projeta’cada vetor (x,y,z) € R3 em um vetor do plano R?, ignorando o compo-

nente z.

Vamos verificar que T' é um homomorfismo:
e Para a adigio, sejam u = (x1,y1,21) € V= (Z2,Ya, 22):
T(u+v)=T(x1+ 22,91 + Y2, 21 + 22) = (¥1 + X2, y1 + Yo).
Por outro lado:
T(a) +T(v) = (21,91) + (22, 92) = (z1 + T2, 51 + ¥2)-

Assim, T(u+v) =T(u) + T(v).
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e Para a multiplicacao por escalar, seja c € R e u = (2,9, 2):
T(cu) =T(cx,cy,cz) = (cx,cy).

Por outro lado:
cT'(u) = c(z,y) = (cx, cy).
Assim, T'(cu) = ¢T'(u).

Logo, T é um homomorfismo (ou transformagdo linear).

Ezxemplo elaborado pela autora.

Exemplo 2.4. Considere V =R?, W = R?, ¢ a transformagio T : R* — R? definida por:

1 2
T(v)=Av, onde A= :
0 1
Seja v = . O cdlculo da transformacdio é:
Y
1 2 2
T(v) = T _ |2 + 2y ‘
0 1| |y Y

Vamos verificar que T' é um homomorfismo:

e Para a adicao, sejam vy =

T+ 19 + 2(y1 + y2)
Y1+ Y2

T+ X2

T(Vl + Vz) =T
Y1+ Yo

):

) + 2y2
Y2

Por outro lado:

x|+ xo + 2(y1 + yz)
Y1+ Y2

X1 + 2y1
hn

T(vi)+T(vo) =

Assim, T'(vy +vq) = T(vy1) + T(va).

e Para a multiplicacao por escalar, seja c € R:

T(ev)=T (

cx [ex + QCy_
cy cy |
Por outro lado: ; _ i
x+ 2y cr + 2cy
y cy |

cT'(v)=c

Assim, T(cv) = cT'(v).
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Logo, T é um homomorfismo de R?* em R2.
Ezxemplo elaborado pela autora.

Esses exemplos demonstram como os homomorfismos preservam a estrutura vetorial

e podem ser representados por diferentes transformacoes.

2.2.1 Homomorfismos em Cédigos Lineares

Seja C' um cddigo linear de pardmetros (7,4) sobre Fy com matriz geradora:

1000110

01 00101
G =

0010011

0001111

Cada palavra-codigo ¢ € C' é obtida pela multiplicacio ¢ = u- G, onde u € Fj é

uma palavra de informacao.

Agora, consideremos uma transformagao T : C' — F3, definida como:

T(c) = (cs, cg,C7),

onde c; denota o i-ésimo componente de c.

Essa transformacao extrai os bits de paridade p1, po, p3 da palavra-cdédigo c. Vamos

verificar que T é um homomorfismo.

Verificacao da Linearidade

Sejam c1,cy € C'. Como C é um subespago vetorial, sabemos que ¢; + ¢y € C.

Vamos verificar as propriedades:

o Preservacao da Adicgao:
T(c; +c) = ((c1 + c2)5, (€1 + €2)6, (€1 + c2)7).
Usando a propriedade distributiva em [y, temos:
T(ci+cy) = (Cl,5 + C25,C16 + C26,C1,7 + CQ,7>-
Por outro lado:
T(c1)+T(cy) = (C15,C16,C1,7) + (Ca5, Co6,Co7) = <C1,5 +C25,C16 1+ Ca6,C17 + C2,7)-

Assim, T'(cy + ¢co) = T(cq1) + T'(ca).



Capitulo 2. Transformagoes, Equivaléncias e Dualidade em Cédigos Lineares 41

o Preservacao da Multiplicacao Escalar: Seja o € Fy. Entao:

T(ac) = ((ac)5, (ac)g, (ac)7) = (ac5,ac6,ac7).

Por outro lado:

aT'(c) = a(cs, cg, ¢7) = (acs, acg, acy).

Assim, T'(ac) = oT'(c).

Logo, T' ¢ um homomorfismo.

Exemplo 2.5. Considere a palavra de informac¢io u = (1,0,1,1). A palavra-cédigo

correspondente é:
c=u-G=(1,0,1,1,0,1,1).

Aplicando T, obtemos:
T(c)=(0,1,1),

que corresponde aos bits de paridade da palavra-codigo.

Exemplo elaborado pela autora.

2.3 Isomorfismos e Isometrias em Cddigos Lineares

2.3.1 Isomorfismo

Defini¢ao 2.6. ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.32).

Sejam Cy e Cy dois codigos lineares sobre IFy, com o mesmo comprimento n. Dizemos
que Cy e Cy sao isomorfos se existe uma transformagao linear bijetiva ¢ : ¥y — Fy tal
que:

¢(Ch) = Cs.

Isto significa que ¢ preserva a soma vetorial e a multiplicacdo por escalar, ou seja, para

todos u,v € Fy e a € Fy, temos:

¢(u+v)=o(u) +o(v), ¢lau)=ap(u).

Observagao 2.7. Um isomorfismo garante que os codigos Cy e Cy possuem a mesma

estrutura vetorial, mas nao necessariamente preservam a distancia entre as palavras-codigo.

Exemplo 2.8. Considere os codigos lineares Cy e Cy, ambos sobre Fy, definidos por:

C1 =4{(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(0,1,0)},



Capitulo 2. Transformagoes, Equivaléncias e Dualidade em Cédigos Lineares 42

Cy ={(0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,0,1)}.
Definimos uma transformacio linear ¢ : Fs — F3 como:

¢(xl)x27'r3) - (3171 + 1'2,3337.272).

Aplicando ¢ a cada palavra-codigo de Cy, obtemos:

¢(0,0,0) = (0,0,0), ¢(1,0,1)=(1,1,0), ¢(0,1,1)=(1,1,1), ¢(0,1,0) = (1,0,1).

O conjunto resultante é exatamente Cy. Assim, ¢ é um isomorfismo, pois pre-
serva a estrutura vetorial. Note que a distancia de Hamming entre as palavras nao é

necessariamente preservada; por exemplo:
dp((1,0,1),(0,1,1)) =2 em Cf,

dy((1,1,0),(1,1,1)) =1 em Cs.

Ezxemplo elaborado pela autora.

2.3.2 Isometria

Defini¢ao 2.9. ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.30).

Sejam Cy e Cy dois codigos lineares sobre IF, com o mesmo comprimento n. Dizemos

que Cy e Cy sio isométricos se existe uma transformagdo linear ¢ : Ty — Fy tal que:
P(Cy) = Cy,
e Y preserva a distancia de Hamming, ou seja, para todos u,v € Fy, temos:
dp(P(u), ¥ (v)) = du(u,v),
onde dy € a distancia de Hamming.

Observacao 2.10. Toda isometria é automaticamente um isomorfismo, mas o reciproco
ndo € necessariamente verdadeiro. Isometrias garantem que a estrutura geométrica do

codigo, em termos de distancias entre palavras, seja preservada.

Exemplo 2.11. Considere novamente Cy sobre Fy, mas agora com:

C1 =4{(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)},
Definimos uma transformagio linear ¢ : Ty — F3 como:

'1/1(.1'1, X2, :U3) = (xla HED x2)-
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Aplicando ¢ a Cy, obtemos:
¥(0,0,0) = (0,0,0), (1,0,1)=(1,1,0), (0,1,1)=(0,1,1), (1,1,0) = (1,0,1).
Temos entdo o codigo C7 = p(Ch):
C7 =1{(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1), (1,0, 1)}
Verificamos que a distancia de Hamming é preservada:

dg((1,0,1),(0,1,1)) =2 em C},

dy((1,1,0),(0,1,1) =2 em C..
di((0,1,1),(1,1,0)) =2 em Cy,
d((0,1,1),(1,0,1)) =2 em C.
dp((1,0,1),(1,1,0)) =2 em C,
di((1,1,0),(1,0,1)) =2 em C].

Assim, 1 é uma isometria. Além disso, como isometrias sao isomorfismos, ¥

também é um isomorfismo, mas com a propriedade adicional de preservar distancias.

Ezxemplo elaborado pela autora.

2.3.3 Equivaléncia de Cédigos

Apébs explorarmos os conceitos de isomorfismo e isometria em cédigos lineares,
introduzimos o conceito de equivaléncia entre codigos, que também preserva a estrutura e

as propriedades de um codigo linear.

Defini¢ao 2.12. ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.35 e 36).

Dois cddigos lineares Cy e Cy de parametros (n, k) sobre F, sio ditos equivalentes
se existe uma transformagao linear invertivel T (uma isometria) que relaciona as palavras-

codigo de Cy com as de Cy. Mais formalmente, Cy e Cy sdo equivalentes se:

Cy = T(Cl), Vcl € Cl,CQ € CQ.

Propriedades da Equivaléncia

A equivaléncia entre c6digos preserva as seguintes propriedades:

o O comprimento n das palavras-codigo.
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o A dimensao k do cédigo.

o A distancia minima d do cédigo.

Embora os codigos equivalentes possam diferir em suas representacoes, como as
posicoes dos bits de informagao e paridade, eles compartilham as mesmas capacidades de
detecgao e correcao de erros.

Geracao de um Cadigo Equivalente

Para gerar um cédigo equivalente Cy a partir de C', podemos aplicar:

1. Permutacao das Coordenadas: Reordenar as posigoes das palavras-codigo.

2. Escalonamento: Multiplicar as coordenadas das palavras-codigo por elementos nao

nulos de [Fy.

3. Combinagdo de Ambos: Aplicar uma permutagao seguida de escalonamento.

Exemplo 2.13. Cddigo de Hamming (7,4)

Considere o codigo de Hamming (7,4) definido pela matriz geradora:

o O O
o O = O
o = O O
— o o o
_ O =
=
St

Definimos que toda palavra codigo gerada a partir da matriz G, pertence a um certo codigo
Ch.
Aplicamos uma permutagao das colunas de G, como (1,2,3,4,5,6,7) — (3,2,1,4,5,7,6).

A matriz G', apds a permutacao, é:

0010101
o0 roo0 1o
1001011
0001111

Agora, G' gera um codigo Co equivalente a Cy. Qualquer palavra-cédigo de Cy pode

ser transformada em uma palavra-codigo de Cs pela permutacao especificada.

Verificacdo da Equivaléncia

Se tomarmos uma palavra de informagao u = (1,0,1,0), a palavra-cédigo gerada
por G é:
co=u-G=(1,0,1,1,1,0,1).
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Aplicando a permutacdo, obtemos:
c; =(1,0,1,1,0,1,1) — (1,0,1,1,1,1,0).

Portanto, as palavras-codigo correspondentes em Cy e Cy sdo equivalentes.

Ao repetirmos esse processo com todas as outras palavras do codigo Cy, criamos um
codigo equivalente Cy que preserva a distancia original de Cy entre suas palavras codigo e

também sua capacidade de detecgio e correcao de erros.
Ezxemplo elaborado pela autora.

Agora, vamos construir um codigo C' que seja equivalente a um codigo Cy, ambos

compostos por 6 palavras-cédigo, e verificar a equivaléncia entre eles.
Cédigo Original Cy:

O codigo Cy é um codigo linear de comprimento n = 3 sobre Fy. Suas palavras-
c6digo sao dadas por:

Co =1{0,cy,cq,C3,C4,C5},

onde:
c; =(1,0,0), ¢c2=1(0,1,0), ¢c3=1(0,0,1), c4=(1,1,0), c5=1(1,0,1).
Transformacao para um Cédigo Equivalente C":

Para gerar um cédigo equivalente C', aplicamos uma permutacao das posigoes
dos bits das palavras-cédigo. Escolhemos a permutacao (1,2,3) — (3,1,2). Assim, a

transformacao de cada palavra-cddigo é dada por:

(.’,Ul, Za, x3> — (I?); Z1, x?)'

As palavras-codigo de C' sao entao:
/ / / / /
C' ={0,cj, c5, ¢5, ¢}, c5 b,
onde:

C{I. = (07 170)7 C,2 = (0707 1)’ Cg = (17070)7 Cil = (07 17 1)7 Ci’) = (1707 1)
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Verificacdo da Equivaléncia:

Para verificar a equivaléncia, observamos que as palavras de Cy podem ser obtidas

a partir de C' pela aplicagao inversa da permutacao (3,1,2) — (1,2, 3). Por exemplo:
c; =(0,1,0) = (1,0,0) = ¢;.
¢, = (0,0,1) — (0,1,0) = cy.
¢} = (1,0,0) — (0,0,1) = c.

Para verificar se a distancia de Hamming foi preservada, calculamos a distancia de

Hamming entre as palavras transformadas c¢; e comparamos com a distancia original entre

/
C’i'

Distancias Originais:

du(cy, cy) = du((0,1,0),(0,0,1)) =2,

di(cy, c) = dp((0,1,0),(1,0,0)) =2,

di(ch, c) = dp((0,0,1),(1,0,0)) = 2.
Distancias Apos a Transformacao:

dH(Cla CQ) = dH((lv Oa 0)7 (07 17 O)) = 2a

dH(Cb CB) = dH((L 07 0)7 (07 07 1)) - 2a

dp(co,c3) = dg((0,1,0),(0,0,1)) = 2.

Como a distancia entre todas as palavras foram preservadas, isso implica que
a distancia minima do cédigo foi preservada e consequentemente a sua capacidade de

detecgao e correcao de erros também.

Esse processo confirma que Cy e C' sdo equivalentes, ja que ha uma correspondéncia
biunivoca entre as palavras-codigo de ambos os conjuntos, preservando o comprimento e

as propriedades estruturais do codigo linear.
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2.4 Cédigos Duais, Auto-ortogonais e Auto-Duais

2.4.1 Cédigos Duais
Definigao 2.14. ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.21 e 22).

Seja C um codigo linear em By, ou seja, C C Ky, onde F, € um corpo finito com q

elementos. Definimos o cédigo dual de C, denotado por C*, como:

Cti={weF} | {c,w) =0, VceC},

onde (-,-) representa o produto interno padrao, definido por:

n
(c,w) := Zciwi (mod q),
i=1
com ¢ = (c1,Ca,. .., 0n) €EFY e w = (w1, wa, ..., w,) € Fy.
Propriedades importantes:

« C* é um cédigo linear em Fy.
e Se C' é um (n, k)-codigo, entdao C*+ é um (n,n — k)-cédigo.
« O espago vetorial [ ¢ a soma direta de C' e C*, ou seja:

dim(C) + dim(C*) = n.
A seguir, iremos provar essas quatro propriedades de um codigo dual.

Demonstracdo: Propriedade 1: C* é um cédigo linear

Para provar que C* é linear, basta mostrar que ele é fechado sob adicdo e multipli-

cagao escalar.

o Seja wy,ws € CL. Isso implica que {c,w;) = 0 e (¢, wy) = 0 para todo ¢ € C. Logo:
(¢, (w1 +ws)) = (c,wy) + {c,wy) =040 =0.
Assim, wy + wqy € C+.
e Paraa eF, ewe C*, temos:
(¢, (aw)) = alc,w) =a-0=0.

Logo, aw € C+.
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Portanto, C+ é fechado sob adicdo e multiplicacdo escalar, o que prova que C+ é

um subespaco vetorial e, consequentemente, um codigo linear.
Propriedade 2: Se C' é um (n, k)-cédigo, entdo C+ é um (n,n — k)-cédigo

Sabemos que C' é um subespago de Fy. O codigo dual C* ¢é definido como o conjunto
de vetores ortogonais a C'. Pelo teorema da dimensao de subespacos ortogonais em espagos

vetoriais:

dim(C) + dim(C*) = n.
Como dim(C) = k, segue que dim(Ct) = n — k. Assim, C*+ é um (n, n — k)-cédigo.
Propriedade 3: O espaco [ € a soma direta de C' e ct+

Queremos mostrar que Fy' pode ser escrito como a soma direta Fy = C'& C*. Isso

significa provar as duas condic¢oes a seguir:

1. Todo vetor v € Fy pode ser escrito como v = c¢+w, onde c € C'e w € Ct.

2. A intersecdo C'N C* contém apenas o vetor nulo, ou seja, C N C+ = {0}.

(1) Representacdo de qualquer vetor como soma v = ¢ + w:

Dado v € I, sabemos que C' ¢ um subespago de dimensao k e que C* é o subespaco
complementar, de dimenséo n — k. Como o espaco vetorial Fy' tem dimensao n, qualquer

vetor v € Fy pode ser projetado em C e c+.

Mais precisamente:

e Seja c € C, a projegao de v sobre C.

e Seja w = v — ¢, que representa a parte de v que nao esta em C.

Como w = v — ¢, é claro que w estd ortogonal a todos os vetores em C. Assim,

w € C*. Logo, v pode ser escrito como a soma:

v=c+w, ondeceCeweC.
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(2) Intersecio de C' e C*:

Para mostrar que C' N C*+ = {0}, tomemos v € C' N CL. Isso significa que v € C e

v € C* simultaneamente. Por definicdo de C*, temos:

(v,¢) =0, VceC.

Agora, como v € C, podemos escolher ¢ = v. Substituindo:

(v,v) = 0.

No produto interno padrao sobre Fy, (v,v) = 0 implica que v = 0, ou seja, v é 0
vetor nulo. Portanto:
CnC*t={o}.

Combinando as partes (1) e (2), mostramos que:
F=C®CH,

onde C' e C* sdo subespagos complementares e a soma é direta, pois C N C+ = {0}.

Corolario 2.15 ((BETTEN MICHAEL BRAUN; WASSERMANN, 2006), p.22). .

As matrizes de verificacio de um codigo C sdo as matrizes geradoras do codigo
dual C*, e vice-versa. Dualmente, as matrizes de verificacio do cédigo dual C*+ sdo as

matrizes geradoras do codigo C'.

Seja C'um (n, k)-codigo linear em Fy, e seja I' uma matriz geradora de C'. Queremos

mostrar que:

1. A matriz geradora I' de C' é uma matriz de verificacdo de paridade para o cdédigo
dual C+.

2. Analogamente, a matriz geradora de C é uma matriz de verificacido de paridade

para C.

Demonstragao: (1) A matriz geradora de C' é uma matriz de verificacdo de paridade para

C«L

A matriz geradora I' de C' tem dimensao k x n, onde k é a dimensao de C. Os

vetores ¢ € (' sdo da forma c=v - I, onde v € IF’; é um vetor de dimensao k.

Por definicdo, o cédigo dual C+ consiste nos vetores w € [y que satisfazem:

(c,wy =0, VeeC.
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Substituimos ¢ = v - I' na equagdo acima:

(c,w) = (v-T w).

Usando a propriedade distributiva do produto interno, temos:

(v-T,w)y=v-(Tw").

Para que (¢, w) = 0 para todo v € IF’;, é necessario que:

T'w' =0.

Portanto, o vetor w pertence ao cédigo dual C* se, e somente se, ele satisfaz:

w-TT =0.

Isso mostra que I' é uma matriz de verificacdo para C*, pois verifica quais vetores

w € F} pertencem ao dual C-.

(2) a matriz geradora de C é uma matriz de verificacdo para C

Seja H a matriz geradora de C*. Por definicdo, qualquer vetor w € C* pode ser

escrito como w = wu - H, onde u € ]F’;"“.

Agora, queremos verificar que H também serve como matriz de verificagdo para C.

Por definicdo, um vetor ¢ € C' satisfaz:

(w,c) =0, VceC.

Substituindo w = u - H na equagao acima:

(w,c) =(u-H,c).

Usando a propriedade distributiva do produto interno, temos:
(u-H,c).=u-(He")
Ou seja, temos:
Hce' =0.

Isso ocorre porque C+ é o conjunto de todos os vetores ortogonais a C. Assim, a

matriz geradora H de C* captura as relacdes ortogonais que definem o cédigo C.
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Portanto:

« A matriz geradora I' de C' é uma matriz de verificacdo de paridade para C*, pois

determina os vetores w € C* através da condicio I'w' = 0.

« A matriz geradora de C* desempenha o papel andlogo para C, verificando os vetores

c € C através da condicio He' = 0.

Exemplo 2.16. (Cédigo de Hamming (7,4) e seu dual)

Matriz geradora do cédigo C":

1 000110
L_otoo 1o
0010011
0001111
Matriz geradora do cédigo dual C*:
1101100
H=|1 01101 0|=A4,
0111001

onde A é a matriz de verificagao do codigo C.

1. Gerando uma palavra de C"

Escolhemos v = [1,0,1,0] € F3 como sendo o vetor de informagao. Multiplicando v

por I':
1000110
01 0O01°CO0T1
c=v-T=I[1,0,1,0]- = [1,0,1,0, 1,0, 1.
0010011
0001111
Portanto, ¢ =[1,0,1,0,1,0,1] € C.
2. Gerando uma palavra de C*:
Escolhemos u = [1,0,0] € F3. Multiplicando u por H :
1101100
w=u-H=[1,0,0-/1 0 1 1 0 1 0| =1[1,1,0,1,1,0,0].
01 1 10O0°1
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Portanto, w = [1,0,1,0,1,0,1] € C+.
3. Verificacao da ortogonalidade:

Calculamos o produto interno (¢, w):
(e,w) =[1,0,1,0,1,0,1] - [1,1,0,1,1,0,0]" =1-1+0-1+1-040-14+1-14+0-0+1-0
=1404+0+0+1+0+0=0 (mod 2).

Logo, (c,w) =0, confirmando que ¢ e w sdo ortogonais.

Ezxemplo elaborado pela autora.

Exemplo 2.17. (Outro cédigo (7,4) e seu dual)

Matriz geradora do cédigo C:

1000101
o _ 0100110

0010011

0001111

Matriz geradora do cédigo dual C*:

1111 0
H=11011 1

01 11 0

1. Gerando uma palavra de C:

Escolhemos v = [1,1,0, 1] € F3. Multiplicando v por I":

1000101
01007110

c=v-I"=[1,1,0,1] - =11,1,0,1,1,0,0].
0010011
0001111

Portanto, ¢ = [1,1,0,1,1,0,0] € C.



Capitulo 2. Transformagoes, Equivaléncias e Dualidade em Cédigos Lineares 53

2. Gerando uma palavra de C*:

Escolhemos u = [0,1,1] € F3. Multiplicando u por H':

11
w=u-H =[0,1,1-|1 0 =[1,1,0,0,0,1,1].
0 1

—_ = =
—_ = =
o O =
o = O
_ o O

Portanto, w = [1,1,0,0,0,1,1] € C+.
3. Verificacao da ortogonalidade:

Calculando o produto interno {(c,w):
(e,w) =[1,1,0,1,1,0,0]-[1,1,0,0,0,1,1] T =1-1+1-140-04+1-041-040-1+0-1
—141404040+04+0=0 (mod 2).

Logo, (c,w) =0, confirmando que ¢ e w sdo ortogonais.

Ezxemplo elaborado pela autora.

2.4.2 Codigos Auto-Ortogonais

Seja C' C Fy um cddigo linear de comprimento n sobre o corpo finito F,. O cédigo
dual C+ de C é definido como:

C’l:{wEIFZ|<c,w>:O, Ve e CY,

onde (c,w) = > ; c;w; (soma sobre Fy) é o produto interno padrdo.

Um cédigo C' é chamado de auto-ortogonal se:

C CCt.

A condicdo C' C C* significa que todo vetor ¢ € C' é ortogonal, com respeito ao
produto interno padrao, a todos os outros vetores ¢ € C. Equivalentemente, para um

cddigo C ser auto-ortogonal, a seguinte propriedade deve ser satisfeita:
(c,d) =0, Ve, deC.
Isso inclui a auto-ortogonalidade de cada vetor consigo mesmo:

(c,c) =0, VeeC.
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Exemplo 2.18. (Cédigo Auto-Ortogonal)

Considere o cédigo linear C C 3 definido como:

C = {[0000], [1111], [1001], [0110]}.

Para verificar se C' € auto-ortogonal, calculamos o produto interno padrdo:

(¢,dy=> i mod 2, para todos c,d € C.
i=1

Produto interno das palavras consigo mesmas

([0000], [0000}) =0-04+0-0+0-0+0-0=0,

(1111],[1111]) =1-14+1-14+1-14+1-1=4=0 (mod 2),
([1001],[1001]) =1-140-040-0+1-1=2=0 (mod 2),
([0110],[0110)) =0-0+1-1+1-14+0-0=2=0 (mod 2).

([0000],[1111]) =0-14+0-140-140-1=0,
([0000], [1001]) =0-1+0-04+0-04+0-1=0,
([0000], [0110]) =0-0+0-14+0-140-0=0,
([1111],[1001)) =1-14+1-041-0+1-1=2=0 (mod 2),
([1111],[0110)) =1-04+1-14+1-141-0=2=0 (mod 2),
([1001],0110]) =1-0+0-140-141-0=0,

Como todos os produtos internos resultaram em 0, temos que C C C*. Portanto, o
codigo C' = {[0000], [1111],[1001],[0110]} € auto-ortogonal.

Ezxemplo elaborado pela autora.

2.4.3 C(Cdbdigos Auto-duais

Seja €' C Fy' um codigo linear de comprimento n. Dizemos que C' é um cédigo

auto-dual se ele satisfizer as seguintes condicoes:

1. C é auto-ortogonal, ou seja, C' C C+, onde C* é o cédigo dual de C.
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2. dim(C) = %, o que implica que C = C*.

Exemplo 2.19. (Cédigo Auto-Dual)

Considere o cédigo bindrio C C F3, dado pelas palavras:

C = {(0000), (1111), (1010), (0101)}.

Verificacdo de Auto-Ortogonalidade

Para verificar se C C C*, calculamos a forma bilinear padrio (u,v) = Y1, u;v;
mod 2 para todas as combinacoes de u,v € C':
e Para u = (0000) e qualquer v € C, temos:

((0000), v) = 0.

e Para u = (1111) e v = (1111), temos:
((1111), (1111)) =1-141-141-141-1 mod2=4 mod 2 =0,
Para v = (1010), temos:
(1111),(1010)) =1-1+1-0+1-1+1-0 mod2=2 mod 2 =0,
Para v = (0101), temos:

((1111),(0101)) =1-04+1-14+1-041-1 mod2=2 mod 2= 0.

e Para u = (1010) e v = (1010), temos:
((1010), (1010)) =1-140-0+1-1+0-0 mod2=2 mod 2= 0.
Para v = (0101), temos:

((1010),(0101)) =1-04+0-1+1-0+0-1 mod 2 =0.
Como todos os produtos internos sio zero, concluimos que C' C C*.

Verificacao de Dimensao

O cédigo C' contém 2 = 4 palavras, o que implica dim(C) = 2. Como n = 4, temos
dim(C) = 3.
Como C C C+ e dim(C) = dim(Ct), concluimos que C = C+. Portanto, C é um

codigo auto-dual.

Ezxemplo elaborado pela autora.
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3 Eficiencia e Limites Geométricos

Neste capitulo, exploraremos a relacao entre a geometria de espagos métricos e
a eficiéncia na construcao de cédigos corretores de erros. A nocao de bolas e esferas no
espaco métrico nos ajudara a compreender como o processo de correcao de erros funciona,
além de fornecer a base para estruturas como cédigos 6timos e perfeitos. Investigaremos
também os limites tedricos que regulam a densidade e a capacidade de c6digos, descritos

pelas cotas de Hamming e Gilbert-Varshamov.

3.1 Bolas e esferas

Definicao 3.1. (Esfera)((MILIES, 2009), p.8).

Seja (F™,dy) o espago métrico de vetores de comprimento n sobre o corpo F,
munido da métrica de Hamming dy. Para um vetor x € F™ e um inteiro nao negativo

r >0, define-se a esfera centrada em x com raio r como:
S(x,r) ={y € F" | du(z,y) =r}.

A esfera contém todas as palavras em F" que estao a uma distancia exatamente r de x.

Definigao 3.2. (Bola)((MILIES, 2009), p.8).

Para um vetor x € F™ e um inteiro ndo negativo r > 0, define-se a bola centrada

em T com raio r como:
B(z,r) =] S(x,t) ={y € F" [ du(z,y) <r}.

t=0

A bola contém todas as palavras em F™ que estdo a uma distancia menor ou igual

ardex.

Podemos expressar essa quantidade de palavras por:

B =3 (7)1

t=0

Teorema 3.3. ((MILIES, 2009), p.9).

Seja C' um codigo com distancia minima d e seja

o dmm_]-
R = 72 .

Entao, € possivel detectar até d,,.;, — 1 erros e corrigir até Kk erros.



Capitulo 3. Eficiéncia e Limites Geométricos 57

Para provar o teorema, dividiremos a demonstracao em duas partes. Primeiro,
mostraremos que o cédigo pode detectar até d,,;, — 1 erros, onde d,;, € a distancia minima

do codigo, e depois mostraremos que ele pode corrigir até x erros.

Demonstracao: Para mostrar que C' pode detectar até d — 1 erros, consideremos a

seguinte situacao:

Seja y € F™ uma palavra recebida que é uma perturbacao de alguma palavra codigo
x € C, tal que dg(y,z) <d—1.

Como a distancia minima d do codigo C' satisfaz

d=mindy(z,2'), Vz,2' €C,
r#x!

segue que qualquer outra palavra 2’ € C, 2’ # x, estd a pelo menos d posigoes diferentes
de z. Logo,
Ay, @) = dp(, ') — dyg(w,y) = d — (d—1) = 1.

Consequentemente, qualquer palavra recebida y que esteja a até d — 1 erros de x
pode ser identificada como contendo pelo menos 1 erro. Assim, C' pode detectar até d — 1

€rros.

Agora, consideremos as bolas de Hamming definidas como
B(x,r) ={y € F" [ du(z,y) <r},
onde x € C' e r = k. A ideia é garantir que bolas de Hamming de raio x centradas em

palavras cédigo sao disjuntas.

Por defini¢do, a distancia minima d garante que dg(z,z’) > d para quaisquer
x, o' € C,x#1a.
Se considerarmos duas bolas B(z, k) e B(2', k) centradas em = e 2/, para © # 2/,

entao, para haver intersecao, seria necessario que

Jy € B(z,k) N B(2', k) = dy(x,2") < 2k,

Como k = {%L temos que 2k < d, e, portanto, B(x, k)N B(2, k) = . Isso implica

que as bolas de Hamming de raio x centradas em palavras cédigo nao se sobrepoem.

Assim, qualquer palavra y € F™ que esteja a uma distdncia x de x pertence

exclusivamente a B(z, k), 0 que permite corrigir até x erros.

As figuras a seguir mostram dois casos diferentes que podem ocorrer em um codigo

de Hamming, onde a distancia minima ¢é d,;, = 3. Em ambos os casos, y ¢ a palavra z que
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Figura 3.1 — Bolas de raio k centradas nas palavras x e

z' de um cédigo C, onde a palavra com erro y
pertence a B(z', k).

dmin

IS J

dmin -
Bola(z, k) Bola(2', k)

Fonte: a autora

Figura 3.2 — Bolas de raio k centradas nas palavras x e 2’ de

um co6digo C, onde a palavra com erro y
pertence a B(z, k).

dmin

ISK J
P S

Bola(z, k) - Bola(z', k)

Fonte: a autora

foi recebida com erros, mas no caso da Figura 3.1, a quantidade ¢ de erros é t > k. Isso
faz com que a palavra y esteja mais proxima de 2’ do que da palavra correta x, assim ela
pode ser detectada como contendo erros, pois é uma palavra que nao pertence ao codigo,

mas nao pode ser corrigida, ja que desse modo, ela seria corrigida para a palavra errada.

Ja na Figura 3.2, temos t < k, fazendo assim com que y pertenca a B(x, k),
tornando o erro facil de detectar e de corrigir.

Corolario 3.4 ((MILIES, 2009), p.13). Todas as esferas de raio r em A" contém o mesmo
numero de elementos.
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Demonstracdao: Seja A" o espago vetorial com elementos de comprimento n sobre um
alfabeto F, de ¢ simbolos. Dado um ponto z € A", queremos determinar o nimero de

elementos na esfera S(z,r) de raio r centrada em z.

Um ponto y € A™ estard a uma distancia r de x se diferir de z em exatamente r
posicoes. Para determinar o nimero de palavras y que satisfazem essa condi¢ao, seguimos

0s seguintes passos:

1. Escolhemos r posicoes entre as n posicoes disponiveis em x. Isso pode ser feito

de (:) maneiras.

2. Para cada uma das r posigoes escolhidas, o bit correspondente em y deve ser
diferente do bit em x. Como o alfabeto contém ¢ simbolos e um deles ja estd ocupado por
x, restam g — 1 opgOes para cada uma dessas posi¢oes. Assim, para r posigoes, ha (¢ — 1)"

maneiras de preencher essas posicoes.

Portanto, o niimero total de pontos em S(z,r) é dado por:
n T
el = ()@= 1

A férmula acima nao depende do ponto z, mas apenas do raio r e do tamanho do
alfabeto ¢. Isso implica que o niimero de elementos em uma esfera de raio r centrada em

qualquer ponto x € A™ é o mesmo, o que demonstra o corolario.

3.2 Cota de Hamming

Teorema 3.5. (Cota de Hamming)((MILIES, 2009), p.14).

Seja C' um codigo (n, M,d) sobre o alfabeto F, com comprimento n, M palavras e

distancia minima d. Denotando por k = {%J a capacidade de correcao de erros de C,

temos que:

M < a" .
T ()@

d—1
2

correcao de erros do codigo. A soma das esferas de raio k centradas nas palavras do codigo

Demonstracao: Seja C um (n, M,d)-cédigo em A", com k = { J, a capacidade de

C cobre todas as palavras do codigo, além de todas as palavras que podem ser corrigidas

para alguma palavra do cédigo. Logo, temos:

U B(z, k) C A"
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O ntimero total de palavras em A™ é ¢, e cada esfera B(x, k) contém Y5 (?) (g—1)"

palavras. Assim, a soma de todas as palavras contidas nas esferas é:
" (n
M - Z (q - 1)t7
i—o \!

onde M é o nimero de palavras do cédigo C.

Como essas esferas estdo contidas em A", segue que:

v (f) - <o

t=0
Dividindo ambos os lados da desigualdade por >°f (?)(q —1)!, obtemos:

M < ¢ .
T (M) @1y

A cota de Hamming estabelece um limite superior para o nimero M de palavras
c6digo que um cédigo (n, M, d) pode conter, dado o comprimento n, o tamanho do alfabeto

q, e a distancia minima d.

3.2.1 Implicacdes:

A cota demonstra que, para um co6digo com parametros fixos n, ¢, e d, existe um
nimero maximo M de palavras que o cdédigo pode ter. Isso implica que nao é possivel
construir um cédigo arbitrariamente grande para uma distancia minima d, preservando

sua capacidade de correcao de erros.

Para aumentar d (e, consequentemente, a capacidade de correcao de erros), é

necessario reduzir o nimero M de palavras do codigo.

Observacao 3.6. Um codigo que atinge a igualdade na cota de Hamming é chamado de
codigo perfeito, pois utiliza o espaco A™ de maneira ideal, sem sobreposicio entre esferas

e cobrindo o espago de forma completa.

Definicao 3.7. (Cédigo Perfeito)((MILIES, 2009), p.14).
Um codigo C' C A™, com distancia minima d e capacidade de corregio de erros

2
palavras do codigo, cobre todo o espago A™. Em termos formais, temos:

K = {@J, ¢ chamado de perfeito se a unido das bolas de raio k, centradas em todas as

U B(z, k) = A"
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Essa condigao é chamada de empacotamento de esferas.

Em resumo, a cota de Hamming nos da um limite superior para M, baseado na

necessidade de evitar intersecao entre as esferas.

Exemplo 3.8. (Cédigo de repeticio bindrio de comprimento impar)

Considere um codigo de repeticao bindrio de comprimento impar n, onde n = 2k+1
e k € N. O codigo é construido repetindo cada bit da mensagem k + 1 vezes. Paran =3, o
codigo € dado por:
C = {000, 111}.

A distancia minima do codigo é:

d=3.

Como d = 3, o codigo pode corrigir até:

t = E -1
= 5 =1 erro.

Para provar que o cédigo é perfeito, mostramos que todas as palavras em F3

pertencem a uma esfera de raio t = 1 centrada em uma palavra de C'.

1. O espago F3 contém 23 = 8 palavras.

2. Cada palavra do codigo possui uma esfera de raio 1, contendo:

e A prépria palavra (1 palavra).

e Todas as palavras que diferem por exatamente 1 bit (3 palavras).

Total: 1 +3 =4.

3. Como o codigo possui 2 palavras e cada esfera contém 4 palavras:

2x4=8.
Portanto, o cédigo cobre todo o espago Fs, mostrando que ele é perfeito.

Exemplo elaborado pela autora.

Definicio 3.9. (Cédigo Otimo)((MILIES, 2009), p.15).

Um codigo C C A" com parametros (n, M,d) é chamado de 6timo se o nimero
de palavras M for igual a Ay(n,d), onde Ay(n,d) denota o tamanho mdzimo de um

(n, M, d)-cédigo q-drio. Em termos formais:

M = A,(n,d).
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Isto significa que C possui a quantidade maxima de palavras possivel dada sua

distancia minima d. Além disso, C' satisfaz a seguinte propriedade:

A" g U B(Ca dmin - 1)7
ceC

o que implica que:
qn S Z |B(Cy dmin - 1)| (32)
ceC

Quando a igualdade ¢é atingida, C' é classificado como um cédigo 6timo.

Observacao 3.10. O somatorio da quantidade de elementos em todas as bolas de raio
d—1 centradas em todas as palavras c pertencentes ao codigo, que se encontra nessa ultima

expressao, s6 é possivel de ser maior que q", pois o raio das bolas é d —1 > K, o que

implica que hd intersecao e algumas palavras sao contadas mais de uma vez.

Figura 3.3 — Bolas de raio d — 1 centradas em duas palavras ¢ e ¢’ de um cédigo C.

1
- \\\ - \.\
Yg” Yl IS
94 [ 2 \
1 1 \ \
1 1 \ , \
1
| ¢ ' \ < .
1 - 1 1 - I
1 1 1 1
\ \ 1 1
\ \ 1 1
\\ \\y&/ /I
AN 4
R ,x\ (2
y5\\~ _____ -7 ‘\\~~__—",y7
/
B(c,d—1) B(d,d—1)

Fonte: a autora

3.3 Cota de Gilbert-Varshamov

Sabemos que o espaco A™ contém ¢" palavras e que, em um cddigo 6timo C' C A",

de tamanho M = A,(n,d), as bolas disjuntas de raio x = [(d — 1)/2] satisfazem:

qnzM'i@)(q—l)t'

t=0

Assim, obtemos a cota de Hamming:

n

M < d .
TS (3) (@ - 1y
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Por outro lado, ao considerarmos a equagao (3.2), temos que:

d=1 [,
¢"< M-y <t>(q— 1)".
t=0

Dividindo pelo somatoério dos dois lados, obtemos a cota de Gilbert-Varshamov:

n

q

M > .
T 5 ()@ -y

Teorema 3.11. (Cota de Gilbert-Varshamov)((MILIES, 2009), p.15).

Seja q o tamanho do alfabeto, n o comprimento do cédigo e d a distancia minima.
Entao, existe um (n, M,d)-cédigo q-drio com

qn
S T

Demonstragao: Seja C um cédigo (n, M, d)-q-ario. Seja B(x,r) a bola de raio r centrada

no ponto x € A". A quantidade de palavras dentro de uma bola de raio r é dada por:

Bl =3 (7)1

t=0

Agora, considerando as bolas de raio d — 1 centradas nas palavras de C, temos que:

A" C | Ble,d—1).
ceC

Ou seja, a unido das bolas de raio d — 1 centradas nas palavras do c6édigo cobre

todo o espaco A™.

Se M for o niimero de palavras no c6digo, o nimero total de palavras nas esferas

centradas nas palavras de C' é dado por:

M B(ed = ) = M- 3 (’Z)(q—nt.

Este é o nimero total de palavras cobrindo o espago A™, o qual deve ser pelo menos

q", pois A" contém " palavras. Logo, temos a desigualdade:

M'jz_;(?)(q—l)t > q".

Como as bolas B(c,d — 1) nao sao disjuntas, isso significa que as palavras que

podem ser corrigidas para uma palavra de C' sao contadas mais de uma vez. Isso ocorre
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porque uma palavra que esteja dentro de duas ou mais bolas de raio d — 1 centradas em
palavras diferentes de C' serda contada mais de uma vez. Essa sobrecontagem ¢ uma das
razoes pelas quais podemos obter uma limitagao inferior para o nimero de palavras do
codigo.

Dividindo dos dois lados pelo somatorio, podemos deduzir a seguinte cota para M,

o numero de palavras do codigo:

n

M > d .
T ()@ by

3.3.1 Estimativa de A,(n,d)

Combinando as desigualdades (3.1) e (3.3), e levando em conta que M = A,(n,d)
pois C é um codigo 6timo, temos:

n n

g Ay(n,d) < d .
= () (g — 1y < Al d) < o (1) — 1)

Essa expressao nos da uma limitagao superior e uma limitacao inferior para o
numero maximo de palavras que um codigo pode ter, de modo que ele consiga detectar e
corrigir o maximo possivel de erros, sendo assim, o mais eficiente entre os codigos de sua

classe (n, M, duin, x)-

3.4 Cota de Singleton

Definicao 3.12. ((MILIES, 2009), p.16).

Seja C um (n, M,d)-cédigo q-drio. A cota de Singleton estabelece que o nimero

mdximo de palavras M em C' satisfaz:

Equivalentemente, podemos expressar a cota em termos da dimensao k de um
cédigo linear [n, k,d|,:
kEk<n-—d+1.

A cota de Singleton representa um limite superior para o tamanho de um cédigo ou sua

dimensao, dado o comprimento n, a distancia minima d, e o tamanho do alfabeto ¢.

Seja C' um (n, M, d)-cédigo 6timo; i.e., com M = A,(n,d). Afirmamos que,

se ¢ e ¢y sdo duas palavras distintas de C, entdo as palavras ¢ e ¢, que
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resultam destas eliminando as tultimas d — 1 posi¢oes, devem ser também
distintas. De fato, se ¢] = ¢}, entdo ¢; e ¢3 podem diferir apenas em posigoes
que se encontram entre as d — 1 que foram suprimidas. Isto significaria que
d(ey,¢9) < d— 1, uma contradicao.

Seja C" o cddigo de comprimento n — d 4+ 1 que resulta de C' encurtando todas

suas palavras pela eliminacao das tltimas d — 1 posi¢oes. O argumento acima

mostra que |C’'| = |C]. Como C" € A7~*', temos imediatamente que
Ay(n,d) = |C] < Agln —d+ 1),

(MILIES, 2009)

Comparacao entre as cotas de Singleton e Hamming para ¢ > 4:

A cota de Hamming é mais restritiva que a de Singleton apenas quando a soma
no denominador da cota de Hamming cresce rapidamente em relagao a ¢q. No entanto, a
medida que ¢ aumenta, especialmente para ¢ > 4, o termo ¢" 4*! da cota de Singleton

fornece uma limitacao mais estrita.

Considere a cota de Hamming;:

n

q
d—1)/2] (n '
Sl () (g - 1y

M <

Para ¢ > 4, o termo (¢ — 1)" no denominador cresce rapidamente conforme ¢

aumenta. Isso reduz o valor da soma no denominador em relacao a ¢".

Na cota de Singleton:

n—d+1

O valor de ¢ ¢ independente do crescimento de ¢, o que garante que essa limitacao

seja mais rigorosa para q > 4.

Exemplo 3.13. Suponha n =10, d =5, ¢ = 4:

- Pela cota de Singleton:

M < 419751 = 46 — 4096.

- Pela cota de Hamming: O denominador é:

L(Bém <1t0> (3)" = <1oo> @+ <110> &'+ (12()) o

(o1 (2Jor - (o

Calculando:
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Soma total:
14 30 + 405 = 436.

Logo:
10

4
M < — ~ 9552.3.
— 436

Nesse caso, a cota de Singleton (4096) fornece uma limitacao mais restrita do que

a cota de Hamming (9552.3), mostrando ser superior para q > 4.

FExemplo elaborado pela autora.
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