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“e pelas suas pisaduras, fomos sarados.”

Isafas 53:5



Resumo

O futebol é o esporte mais praticado do Brasil e é marca registrada da identidade brasileira.
Sendo pentacampedo da maior competicao de equipes internacionais, é referéncia da alegria
e simpatia do seu povo. Pensando nisso, este trabalho tem por objetivo apresentar as

distribuicoes de probabilidade importantes fazendo aplicacoes em dados futebolisticos com
uso do R.

Palavras-chave: Futebol, Distribuicao de Probabilildade, Aplicacoes.



Abstract

Soccer is the most practiced sport in Brazil and is a trademark of the Brazilian identity.
Being a five-time champion of the biggest competition of international teams, it has become
a reference of the joy and sympathy of its people. With this in mind, this work aims to
present the important probability distributions making applications in soccer data using

R.

Keywords: Soccer, Probability Distributions, Applications
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1 Introducao

Variaveis aleatorias estao associadas a experimentos aleatorios presentes em todas
as areas do conhecimento. Seguindo Morettin e Bussab (2017) e Meyer (1983) apresentamos
primeiro as variaveis aleatérias discretas e em seguida as continuas. As suas principais
caracteristicas estdo exploradas e serdo exemplificadas principalmente por Ross (2009),
Ara, Musetti e Schneiderman (2003) e ?7?). As distribuigoes de probabilidades importantes
descrevem os comportamentos dessas variaveis aleatorias em determinadas condicoes e

serao neste trabalho atribuidas em especial, ao futebol.

Segundo Santos (2014) o futebol é uma manifestagdo cultural que possui uma
intensa relacdo com o povo brasileiro. E quase que umbilical, porém histérica, essa relagao
entre futebol e Brasil se expressa na realidade de muitas maneiras: seja na forma de lazer,
com a famosa pelada do fim de semana, seja em uma conversa de bar, seja na compra de
uma chuteira do jogador Neymar, ou na aquisicao do ingresso que garante o passaporte para
o espetaculo. A questao é que o futebol representa comportamentos, linguagens e interesses
de muitas pessoas, independente de idade ou condi¢oes socioeconomicas. Pensando nisso,
estamos interessados em aplicar os conceitos abordados e apresentar como a estatistica

esta presente na vida cotidiana do brasileiro, até mesmo no seu time do coracao.

1.1 Organizacdo do Trabalho

Este trabalho esta organizado em 5 capitulos. No Capitulo 2, apresentamos as defi-
nigoes e principais propriedades das variaveis aleatorias discretas e continuas, facilitando
sua compreensao atraves de exemplos objetivos. No Capitulo 3, estamos interessados em
apresentar as distribui¢oes de probabilidade importantes que sao elas: Bernoulli, Bino-
mial, Geométrica, Binomial Negativa, Hipergeométrica, Poisson e Normal; considerando

principalmente suas particularidades.

O Capitulo 4, trata das aplicacoes das distribui¢coes em dados do futebol com o
uso da linguagem R. Um exemplo de se¢ao dentro do capitulo é a aplicacao em dados da
Copa do Mundo, que é a principal competicdo do desporto a nivel mundial. Esse exemplo,
familiariza torcedores de todas as idades, até mesmo aqueles que se atentam apenas a essa
competicao. O Capitulo 5, trata das consideragoes finais, promovendo continuidade dessa

proposta de aplicacao.
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2 Variaveis Aleatérias

De acordo com Morettin e Bussab (2017), nos experimentos aleatérios ha o interesse
em quantificar variaveis dando a elas um valor numérico. Por exemplo, considere o caso
de um questionario em que uma pessoa ¢ indagada a respeito de uma proposicao, e as
respostas possiveis sao sim ou nao. Podemos associar ao problema uma variavel que toma
dois valores, 1 ou 0, por exemplo, correspondentes as respostas sim ou nao, respectivamente.
Dessa forma, transformamos a qualidade de um experimento em uma quantidade. Assim,
temos que uma varidvel aleatéria (v.a.) é uma funcao que associa os elementos do espago

amostral a valores da reta real.

Definicao 2.1. Seja Q2 um espago amostral associado a um experimento aleatorio €. Uma
fungao X, que associa a cada elemento w € Q um ndmero real, X(w), é denominada

variavel aleatoria.

Notagao. Para representar as varidveis aleatorias usa-se, por exemplo, X, Y, Z e W
(letras latinas maiisculas) e respectivamente x, y, z e w (letras latinas minidsculas) para

representar os valores que aquelas varidveis aleatorias assumem.

2.1 Variaveis Aleatérias Discretas

Definicao 2.2. Uma varidavel aleatoria X € discreta se o niumero de valores possiveis de

X for um nudmero finito ou um infinito enumerdvel.

Exemplo 2.1. Sao exemplos de v.a. discretas:

e Numero de alunos aprovados na disciplina de matemdatica no ultimo ano do ensino

médio em uma escola.
e Numero de titulos de um time de futebol em um campeonato nacional.

o Numero de atendimentos realizados por um médico por dia da semana em um hospital.

Seguindo Meyer (1983), temos a seguinte definigdo de fungao de probabilidade.

Definicao 2.3. Seja X uma v.a. Entdo, Rx, o contradominio de X, serd formado no
mdximo por um numero infinito numerdvel de valores x1,xs... A cada possivel resultado x
associaremos um niumero p(x;) = P(X = x;), denominado probabilidade de x;. Os niimeros

p(z;),i = 1,2, ... devem satisfazer ds sequintes condigoes:

p(z;) > 0, para todo 1, (2.1)
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S ple) =1 2.2)
i=1
A funcao (z,p (z)) é chamada fungao de probabilidade (fp) da v.a. X ou apenas
distribuicao de probabilidade.

Notagao. Utiliza-se a nota¢io P(X = x;) = p(x;) = pi, i = 1,2, ... para representar as

probabilidades que a varidvel X assume.

Exemplo 2.2. Seja n o numero de valores que uma v.a. discreta X pode assumir. Entao

a fp dessa v.a. X pode ser representada pela tabela sequinte.

T 1 To Ty, b

p(z;) | ploy) | p(x2) | ..o | p(an) | 1

Fonte: Autora.

2.1.1 Média, valor esperado ou esperanca matematica de uma v.a. discreta

Ha situacoes em que é necessario obter uma ou mais medidas resumo para uma v.a.
X. Podemos fazer isso, determinando valores que sejam representativos da v.a., como por
exemplo, medidas de posicao, variabilidade e assimetria. Uma medida de posicao chamada

de valor esperado é dada a seguir.

Definicao 2.4. Seja X uma v.a. discreta, assumindo os valores x1, ..., x,. Entdo, o valor

esperado de X € dado por
E(X)=> x;P(X =;) =>_ zp(x). (2.3)
i=1 i=1

Notagao. A nota¢io E(X) = pux = p € usada para representar o valor esperado de uma

varidavel aleatoria X .

Segundo Ara, Musetti e Schneiderman (2003), o valor esperado de uma v.a. X tem

as seguintes propriedades (assumindo k como constante):
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2.1.2 Variancia de uma v.a. discreta

Definicao 2.5. Dada uma v.a. X discreta, que assume os valores x4, ..., T,, chamamos de

variancia de X ao valor .

Var(X) = Z:(SC — 10)*plai), (2.4)

em que, p = E(X).

Notagao. A notagio Var(X) = 0% = 0 é usada para representar a varidncia de uma

varidvel X .

O desvio padrao de X, oy, é definido como a raiz quadrada positiva da variancia,

o = ox = y/0%. Devemos observar que oy é dado na mesma unidade de medida de X.

Se X for uma v.a. e @ uma constante, sdo validas as seguintes propriedades.

Var(a+ X) = Var(X) (2.5)

Var(aX) = a*Var(X). (2.6)
Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, entao:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y). (2.7)
A equagao (2.4) pode ser reescrita na seguinte forma:
Var(X) =" (zi — p)* plz:) = > (a = 2w + %) p(x:)
= > aip(a) = Y 2mpp(a;) + Y pp(ay)

_ B(X?) — 203 wip(an) + 12 S plo)

= B(X?) — zu + u°
= B(X?) -
= B(X?) - [ (X)) (2.8)

Exemplo 2.3. Dada a fungdo de distribuicdo de probabilidade discreta,

12 12 12 12

obtemos E(X) e Var(X) do sequinte modo: Temos que,

1 2 4 5 25
E(X)—Ox12+1xﬁ+2x12+3xﬁ—ﬁ
e
5 63

1 2 4
EX*)=0*x — +12x — +22x — +3%x —.
() =0 X G X+ 2 X 58X =15
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Logo,
63 (25)2 131

X)=BEX}) - [EX)=——-(=) ="
Var(X) = B(X?) - B0 = 0~ () =75
A sua funcao de distribuicao de probabilidade é representada pela Figura 1

Figura 1 — Fung¢ao de probabilidade do Exemplo 2.3.

1 _|
o
<
S
O _
/I>I<\ o
X
O o
S
]
o
o
S
[ [
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X

Fonte: A Autora.
O exemplo seguinte apresenta a v.a. uniforme discreta, muito importante na geracao

de niimeros aleatorios.
Exemplo 2.4. Uma v.a. discreta X, assumindo os valores xq, ..., xy, tem distribuicdo

uniforme se, e somente se,
1
(2.9)

p(x;) = e

para todo i = 1,2,.... k. De imediato, podemos observar que
k
(2.10)
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Var(X) = llf (é 2 — W) | (2.11)

Figura 2 — (a) fp e (b) fda do Exemplo 2.4 .

pﬁc) | F(x) &

10 4 —

—

S

Lo I

k+ o o0 ] 1k 1 p—i;> | i

|

| 1 L l [ -J|'| ! i i -

e T

() Fungio de probabilidace (b) Fungéic de distribuigio

Fonte: Morettin e Bussab (2017).

2.2 Variaveis Aleatdrias Continuas

Definicao 2.6. Uma fungdo X, definida sobre o espaco amostral ) e assumindo valores

num intervalo de nimeros reais, ¢ chamada de varidvel aleatoria continua.

Exemplo 2.5. Sao exemplos de v.a.’s continuas:

A altura de jogadores de um time de futebol.

O tempo de falha de um equipamento eletronico.

O peso de animais em uma localidade.

A quantidade de chuva que ocorre em uma regido.

Definigcao 2.7. Uma varidvel aleatoria X é continua se existir uma fungdo f, chamada

fungao densidade de probabilidade (fdp) de X satisfazendo as sequintes condigoes
f(z) =0,
/ - flz)dx =1

—00

b
P(angb):/ flz)de, —oco<a<b<oo.
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A probabilidade de uma v.a continua X pertencer a um intervalo (a,b] é dada por

P@<Xgm=fﬂ@m:F@—F@.

a

Note que,
P(X <b)— P(X <a)=F() — Fla)

e que,

P@§X<®:PW<X§®:PM<X<M:PM§XSMZ/%@Mm

a

2.2.1 Funcao distribuicao acumulada de uma v.a. continua

Definicao 2.8. A fungio de distribuicao acumulada (fda) de uma (v.a.) X com fdp f(x)
¢ dada por

ﬂ@:ﬂx<@:/ F(s)ds. (2.12)
Devemos observar que F'(x) segue as seguintes propriedades:

o (i) F(x) é ndo-decrescente. Isto é, se 1 < xq, entdo F(x;) < F(x3).
o (ii) limy, 40 F(x) =0e lim,, o F(z) = 1.

o (iii) Pelo teorema fundamental do calculo %F (x) = f(z), para todo = no qual f seja

derivavel.

Exemplo 2.6. Seja X uma v.a continua com fdp

flz)=2x, 0<z <1
=0,z ¢ (0,1).
Portanto a fda da v.a. X, F(x) é dada por:
F(z)=0, sex <0
=2? se0<x <1

=1, sex>1.

Na Figura 3 temos uma representagdo grdafica de F(x).
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Figura 3 — Distribuicao acumulada do Exemplo 2.6.

1.0

0.8
l

F()
04 06

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

No exemplo a seguir, adaptado de Ross (2009) , temos uma aplicagdo da Defini¢ao
2.7.

Exemplo 2.7. Suponha que X seja uma variavel aleatoria continua cuja fungdo densidade

de probabilidade € dada por

f(:[):{ c(4r —22%) se0 <z <2

0, caso contrdrio

Vamos determinar o valor de ¢ e P(X < 1). Note que f(z) >0 em (0,2). Como f é uma

“+o00

fdp, devemos ter que / f(z)dx =1, o que implica em

—00

2
c/ (4 —22%)dx =1
0

23
Y —
(=)

o) 2 1
Portanto, P(X < 1) = / f(z)dx = :/ (4o — 22%)dr = 3"
1 1

2
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Podemos observar que P(X < 1), assim como o valor esperado da v.a. X do
Exemplo 2.7, pode ser determinado pela observagao do grafico da fpd de X, vide Figura 4.
Ao se verificar que f(x) é simétrica em relagdo a reta x = 1, de imediato se conclui que
E(X)=1.

Figura 4 — fdp da v.a. X do Exemplo 2.7 .

0.4 0.6

f(x)

0.2

0.0

Fonte: A autora.

A formalizacdo do conceito de valor esperado de uma v.a continua é dada a seguir.

2.2.2 Meédia, valor esperado ou esperanca matematica de uma v.a. continua

Definicao 2.9. O wvalor esperado de uma (v.a.) X continua sendo f(z) sua (fdp), é dado

por
—+00

E(X) = / zf(x)de. (2.13)

E importante observar que a integral em (2.13) pode néo convergir. Assim, E(X)

existe se, e somente se,

B = [ fal fa)da

for finita.

Exemplo 2.8. (ARA; MUSETTI; SCHNEIDERMAN, 2003) o valor esperado da varidvel

aleatéria continua X, com fungdo densidade de probabilidade f(z) = 322,0 <z <1, é
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dado por

0 1 400 1
pw=FEX)= / x0dx + / w3z’ dx +/ 20dx = / 3rdr = i (2.14)
0 1 0

—0o0

2.2.3 Variancia

Defini¢ao 2.10. A wvaridncia de uma v.a. continua X, denotada por Var(X) = o?, é

dada por
+oo

Var(X) = / (x — p)? f(x)dx. (2.15)

—00

De acordo com a Equagao (2.8), podemos reescrever (2.15) na forma
+oo
Var(X) = / 2 f(x)dx — p*.

— 00

Exemplo 2.9. Vamos calcular a variancia do Fxemplo 2.8.

3 1 1 3
Observe que ja temos que E(X) = 1 € aue E(X?) = / 3% dr = / 3xtdr = v
0 0

2
Logo, Var(X) = 2 — (i) = 83;)

2.2.4 Funcao distribuicdo acumulada

De acordo com Morettin e Bussab (2017) a funcao distribui¢ao acumulada (fda) de

uma v.a X pode ser definida do seguinte modo.

Definigao 2.11. Dada a varidvel aleatoria X, chamamos de fungao distribuicio acumulada

(fda), ou simplificadamente funcdo distribuicio (fd) a funcao

F(z) = P(X < 2). (2.16)

Flz)=P(X <z)= Y plx). (2.17)

A funcao distribuicdo acumulada da v.a X do Exemplo 2.3 é determinada pelo

exemplo seguinte.

Exemplo 2.10. Continuacio do Exemplo 2.53. Primeiro calculamos as probabilidades:

PO<z<1)=P(X=0)=1
P(l<x<2):P(O<x<1)+P(X:1):%
P2<z<3)=P(l<z<2)+PX=2)=3
Ple>3)=PO0<z<1)+Pl<z<2)+P2<s<3) =1
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Assim, temos que

0 sex<0,

ﬁ se 0<xr<l,
Flz)={2 se 1<z<2,

1—72 se 2<x <3,

1 se z>3.

Uma representacao grafica da F'(x) é dada pela Figura 5.

Figura 5 — Distribuicao acumulada do Exemplo 2.10.

1.0

F(X)
06 0.8

0.4

0.2

Fonte: A autora.
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3 Algumas Distribuicoes de Probabilidade Im-

portantes

3.1 Distribuicao de Bernoulli

Definicao 3.1. Provas de Bernoulli sao experimentos aleatorios com apenas dois resultados

possiveis chamados por convencao um de "sucesso'e o outro de'fracasso”.

Definicao 3.2. Uma varidvel aleatoria discreta X, que assume apenas os valores 1 para

{sucesso} e 0 para {fracasso}, com fungio de probabilidade (z,p(x)) tal que
PX =x)=p"(1-p)' ™ =01 (3.1)
¢ chamada de varidvel aleatoria de Bernoulli.

Notagao. X ~ Bernoulli (p), indica que a v.a. X tem distribuicio de Bernoulli com

parametro p para sucesso.

Exemplo 3.1. Sdo exemplos de aplicagoes da distribuicio de Bernoulli:

O resultado de um teste de gravidez é positivo ou negativo.

A aprovacao ou reprovacao de um estudante no Exame Nacional do Ensino Médio

(ENEM);

Um candidato € eleito ou nao em uma elei¢io presidencial;

Ocorréncia de cara ou coroa no langamento de uma moeda.

Seja P(X =1)=pe P(X =0) =1—p. A sua fungdo de distribui¢do acumulada é
definida como
0 se x <0,

Flz)=4¢1—p se 0<z<1,
> 1.

1 se x

Notagao. A esperanca é representada por E(X) = p e a variancia por Var(X) = p(p—1).

Seguindo Meyer (1983) vamos enunciar a distribui¢do binomial a seguir.
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3.2 Distribuicao Binomial

Teorema 3.1. Seja X uma varidvel binomial, baseada em n repeticoes. Entdo,
|
n

P(X =2) =
Demonstracao: Considere-se um particular elemento do espaco amostral de S satis-
fazendo a condicao X = k. Um resultado como esse poderia surgir, por exemplo, se nas
primeiras k repeticoes de S ocorresse A, enquanto nas ultimas n — k repeticoes ocorresse
A, isto é,

AAA..AAAA.A

n n—Fk

Como todas as repeticoes sao independentes, a probabilidade desta sequéncia particular
seria p*(1 — p)"~* mas exatamente essa mesma probabilidade seria associada a qualquer
outro resultado para o qual X = k. O numero total de tais resultados € igual a (Z), porque
deveremos escolher exatamente k posicoes (dentre n) para o evento A. Ora, isso dd o

resultado acima, porque esses (") resultados sao todos mutuamente excludentes. [ |

k

Para mostrar que Y."_, P(X = z) = 1, basta observar que

n

XRZP(X =)= (Z)px(l -p)" T =p+1l-p)"=1"=1,

=0

pela aplicagao direta do Teorema Binomial.

Notacgao. Utiliza-se a notagio E(X) = np e Var(X) = np(1 — p) para representar a

esperanga e a variancia de variavel aleatoria discreta com distribuicdo binomial.

3.3 Distribuicao Geométrica

Quando estamos interessados em calcular a probabilidade de ocorrer um sucesso
em determinada quantidade de tentativas, podemos utilizar a distribuicao geométrica que

sera enunciada a seguir pelo Meyer (1983).

Definicao 3.3. Seja uma varidvel aleatoria X definida como o numero de repeticoes
necessarias para obter a primeira ocorréncia de um evento A (nele se incluindo a ultima).

Como X toma os valores possiveis (k — 1) repeticoes de A darem o resultado A, temos:

PX =k =¢'p, k=12, .. (3.3)

A equagao 3.3 é obtida porque para que X seja igual a k é necessario que as (k—1)
repeticoes sejam fracassos e que a n — ésima repeticao seja um sucesso. Como se supoe

que os resultados sejam independentes e P(X = k) > 0 , temos que:

iP(sz)Ip(lJqurqur...):p[ 1;{] -1
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dessa forma, com a probabilidade igual 1 o sucesso acabara ocorrendo. Assim, qualquer va-
riavel aleatéria definida pela equacao 3.3 é definida como uma variavel aleatéria geométrica

com parametro p.

Podemos obter o valor esperado de X, da seguinte maneira:

%0 < g d & d [ q 1
B(X)=) kpd" ' =pY —d"=p > d" =p - l] ==
(%) ,; ,;dq qu; dg [1—q] p

a troca da derivacao e do somatério é valida porque a série converge quando |¢| < 1. De

forma andloga a V(X) = %
q

Uma generalizacao da distribuicao geométrica sera definida a seguir pelo Meyer

(1983).

3.4 Distribuicao Binomial Negativa

Suponha que um experimento seja realizado até que um evento A ocorra na
r — enésima vez. Se P(A) = p, P(A) = g =1 — p em cada repeticao, definimos a variavel
aleatéra Y como sendo o niimero de repeticoes necessarias a fim de que A possa ocorrer

exatamente r vezes .

Ora Y = k se, e somente se, A ocorrer na k — ésima repeticao e A tiver ocorrido
exatamente (r — 1) vezes nas (k — 1) repetigoes anteriores. A probabilidade desse evento é
p(ﬁj) p"~1¢*", desde que o que acontece nas (k — 1) repeti¢oes é independente daquilo

que acontece na k — ésima repeti¢do. Portanto,

k—1

P(sz)z(r_l

)pr(l—p)k_rk::r,r—l—l,... (3.4)

Observe que para k = 1 a equagao 3.4 acima se reduz a 3.3. Assim, uma variavel
aleatéria que tenha a distribuicdo de probabilidade dada pela expressao 3.4 é chamada de

distribui¢ao binomial negativa ou de distribui¢ao de Pascal com parametros (r, p).

Para verificar a condigao

obtemos

T —7': T —T: Tl_ -r
<T_1>pq p (T_1>q pPrl—q ",

que é obviamente igual a 1. Isso porque a ultima igualdade provém do desenvolvimento

em série de
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que ¢ igual a

— (k—1 k—r
(1)

depois de algumas simplificagdes algébricas e com o uso do coeficiente binomial genera-
lizagdo. Por conta do expoente negativo (—r), a distribuigdo é conhecida por binomial

negativa.

Notagéo. Utiliza-se E(X) = © e Var(X) = & para representar respectivamente a

esperanca e a variancia de uma variavel aleatoria com distribuicao binomial negativa.

Seguindo Meyer (1983) vamos enunciar a distribui¢do hipergeométrica.

3.5 Distribuicao Hipergeométrica

Seja um lote com N pecas, r das quais sejam defeituosas e (N — r) sejam nao-
defeituosas. Suponha que escolhemos, ao acaso, n pecas desse lote (n < N), sem reposigao.
Seja X o ntmero de pecas defeituosas encontradas. Desde que X = k se, e somente se,
obtivermos exatamente k pegas defeituosas (dentre as r defeituosas do lote) e exatamente

(n — k) nao-defeituosas [dentre as (N — r) nao-defeituosas do lote], teremos:

r\(N—r
oo WEE)
P(X =k) _T7 kE=0,1,2,.. (3.5)
Notagao. Denotamos por X ~ hiper(N, R,n) a distribui¢io hipergeométrica.
Teorema 3.2. X tem distribuicao hipergeométrica como indica a equagio 3.5. Seja p = +,

qg =1—p. Nessa caso, temos:

° E(X) = np;
N —n
. X) =
VI(X) = npg—
o P(X =k)~ Z)pk(l —p)" %, para N grande.

Vamos ilustrar o dltimo item com um exemplo a sequir. Suponha que se deseja
calcular P(X = 0).

Para n = 1, obtemos para a distribuicao hipergeométrica, P(X = 0) = (N];T) =

r
1 — — = q. Para a distribui¢io binomial, obtemos que P(X = 0) = q. Portanto, essas

N

respostas sao iguais, quando se trata de n = 1.

Para n = 2, obtemos para a distribuicao hipergeométrica

N—-—rN-—-r—1 r T
P(X =0 = =(1——=)=(1-—
=0 ="yt = y) =5
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Para a distribuicio binomial, obtemos P(X = 0) = ¢*. Observa-se que 1—+ = q , enquanto

[1 — NT_J ¢ quase iqual a q. Em geral, a aproximagdo da distribuicio hipergeométrica pela

binomial € bastante boa, se & > 0, 1.

r N—r N—n
n N N-1°

Notagdo. Denotamos por E(X) =ng e Var(X) =n

3.6 Distribuicao de Poisson

Definicao 3.4. Dada uma varidvel aleatoria X discreta, assumindo os valores 0,1,2, ...,

Se
PX=k)=—— k=0,1,2,..., (3.6)

entdo, X tem uma distribuicdo de Poisson com parametros a > 0.

Podemos observar que a expressao (3.6) é uma verdadeira distribui¢do de probabi-

lidade, visto que

00 oo ,—a,k
ZP(X:k):Ze T e = 1.
k=0 k=0 k!

A determinacao do valor esperado e da varidncia de uma v.a. X com distribui¢do de

Poisson com parametro A\ é dada a seguir.

Teorema 3.3. Se X tem distribuicao de Poisson com parimetro «, entio E(X) =

Var(X) = a.

Demonstracao: Temos que,
k 00 —ak

=T

k=1

e “a
!

E(X)zik: -

Fazendo s = k — 1 na tultima soma, segue-se que

e ) e—aas—H o] e %qs
E(X)=)" o =a), g o
s=0 : s=0 :

Para determinar a varidncia basta calcular F(X?) e aplicar ao resultado Var(X) =
E(X?) — F*(X).

O célculo de E(X?) é dado por

0o efaalk 00 efaak
B(X*H =Yk = k.
822% k! = (k=1

Fazendo novamente s = k — 1 na ultima soma, obtemos

© _—a,,8
e ~a
+ad ‘
s=0

00 e—aas+1 00 e %S
|

E(X?) =) (s+1) =a),

) = = o? + «.
s=0 S:

S: S!

s=0
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Portanto,
Var(X) = E(X*) - [E(X))?=a’+a—a’® = a.
]

Exemplo 3.2. Suponha que a quantidade de erros de finalizacao em um jogo de futebol
tenha distribuicio de Poisson com o parametro o = 2. Vamos calcular a probabilidade de
se ter ao menos trés erros de finalizagdo no jogo. Denotamos X = niumero de erros de

finalizacao de um jogo. Entao,

P(X>3)=1-P(X <3)=1— <62(2)0> - (62(2)1> - (€2(2)2> = 0,3233.

0! 1! 2!

A Figura (6) mostra o grafico da fungao de probabilidade da v.a. de Poisson

associada ao Exemplo 3.2.

Figura 6 — Funcao de probabilidade da uma v.a. Poisson com parametro e = 2 do Exemplo
3.2.

0.25 0.30
| |

0.20
|

P(X=x)
0.15
|

0.10
|

0.05
|

0.00
|

Fonte: A autora.

3.7 Distribuicao Normal

Em estatistica e probabilidade a distribuicao normal é uma das mais importantes.

E também conhecida como distribuicao gaussiana, distribuicdo de Gauss ou distribuicao
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de Laplace-Gauss, em referéncia aos matematicos, francés Pierre-Simon Laplace (1749 —
1827) e alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855).

Defini¢ao 3.5. Uma v.a. X tem distribuicio normal com média pu e variancia o se a

funcao densidade de probabilidade € dada por

1 (z—p)?
f(z) = e 2l —00 < x < +00, (3.7)
o\ 21

sendo que, —0o0 < j1 < 00 e o > 0. Usamos a notagio X ~ N(u,c?) para afirmar que X

tem distribuicio normal com média p e varidncia .

Como prova que f(x) na expressao (3.7) é uma fun¢ao densidade de probabilidade,

vamos mostrar de acordo com (ROSS, 2009), que

1 00 —(z—pw)?
/ e 2 de = 1.
o\ 21 J—c

Demonstracao: Fazendo a substituicao y = (z — p)/o, temos que

00 _(g—u)2 00
! / oA dr = ! / oe V' Ry,
oV 21 J— oV 21 J—c

Agora, precisamos mostrar que

/ e_y2/2dy. = V2.

2
Com esse objetivo, considere I = [ e dy. Entao,

00,2 0o _,2 00 00 2,2
.72:/ ery/ 6Td:€:/ / e 2 dydx.

Avaliamos agora a integral dupla por meio de uma mudanca de varidveis para coordenadas

polares (isto é, x = rcosf, y = rsenf, e dydx = rdfdr). Assim,
co 2w _ 2 S 2
I? = / / ez rfdr = 27r/ re 2 dr = 2m.
o Jo 0

Com isso, I = v/27 e o resultado estd demonstrado. [ ]
Podemos observar que f(x;u,0%) — 0, quando x — 0o, y — 0 € j + 0 s30 pontos
de inflexdo de f(x;u,0?), = p é ponto maximo de f(x;u,0?). A densidade f(z;u,0?) é
simétrica em relacao a reta x = pu, isto €,
flp+a;p,0%) = flp—x;p,07)
para todo x real.

De acordo com Ross (2009) se uma variavel aleatéria normal X for normalmente

distribuida com parametros u e o2, entdao Y = aX + b é normalmente distribuida com
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N . o, C A
pardmetros ap + b e a’0?. Assim Z = ¢ normalmente distribuida com parametros
o

it =0 e o?=1. Tal varidvel aleatéria é chamada varidvel aleatéria normal padronizada ou
padrao. A funcao de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria normal padrao é

dada por

1 z —y2
O(z) = \/ﬁ/—oo ez dy.

Nao existe uma forma analitica simples para representar a fungao ®. Por isso, ela é avaliada
numericamente por meio de tabelas nos livros que tratam do assunto e por fungoes de
bibliotecas de softwares estatisticos e de matematica, tais como R e Matlab, e Maple e
Geogebra, respectivamente. Em geral, ha tabelas para calcular P(Z < z), P(Z > z) e
P(0 < Z < z). Neste ultimo tipo, os valores negativos de z, o valor ®(z) pode ser obtido
a partir da relacdo ®(—z) =1 — ®(z), —0o < z < 0. Essa equacao diz que se Z é uma

variavel normal padrao, entao

P(Z < —2)=P(Z>z),—00 < z< 00

X —
Sendo X uma v.a. com fun¢do acumulada F', entao podemos verificar que, a v.a. Z = S

o
tem F(Z)=0e Var(Z) = 0? = 1. Podemos ainda afirmar que se X ~ N(u,c?), entdo a

X

v.a. Z = =% ~ N(0,1). Este resultado pode ser verificado diretamente pela obtengao da

funcdo acumulada
O(2)=P(Z<z)=P(X<pu+oz)=F(u+oz).

De onde, segue-se que ¢(z) = ®(z),

e, 00 <z < 00. (3.8)

Para calcular P(X < a) com uso de uma tabela para a v.a. Z ~ N(0,1) com os

valores de P(Z < z), procedemos do seguinte modo.

P(Xga):P<X_“§a_“):cb(a_“).

o o o

Os graficos da fdp e da fda de uma v.a. normal padronizada estao representados

na Figura 7.
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Figura 7 — Distribuigdo normal padronizada. (a) Fun¢ao densidade de probabilidade. (b)
funcao acumulada.
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Fonte: A autora.

O teorema limite de DeMoivre Laplace, diz que que n é grande, uma variavel
aleatéria binomial com parametros n e p tem aproximadamente a mesma distribuicdo. Ao
subtrair desta distribuicao sua média np e entao dividirmos o resultado pelo seu desvio
padrao \/np(1 — p), entdo a fungao distribui¢ao dessa v.a. padronizada (média 0 e variancia

1) convergira para a funcao distribui¢do normal que n — oo (ROSS, 2009).
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4 Aplicacoes

4.1 Introducao

O futebol é o esporte mais praticado no Brasil e se tornou parte insubstituivel
de sua cultura. Das comunidades mais pobres até as mais ricas, desperta a alegria, a
paixao e principalmente o sentimento de pertencimento a um grupo; a maior parte dos
brasileiros ja nascem com um time para torcer. Dentro e fora dos campos, ele movimenta
a economia com altos salarios e receitas e, torna a ida aos estadios ou o acompanhamento
a distancia um auténtico evento brasileiro. Formado por 22 jogadores, sendo 11 titulares e
11 reservas, tem como objetivo principal marcar mais gols que o time adverséario. O tempo
regulamentar é de 90 minutos podendo ter acréscimos ou em caso de competicoes estilo
mata mata, pode haver prorrogagoes. Caso persista o empate, segue para a disputa por
pénaltis que consiste em 5 rodadas para cada time, de confronto direto entre o jogador de

um time A contra o goleiro de um time B, e vice-versa.

Neste capitulo, estamos interessados em aplicar as distribui¢coes de probabilidade
importantes em dados do futebol com o objetivo de incentivar o uso da Estatistica em
analises de desempenho de equipes de futebol. Neste trabalho, usaremos dados de jogos

visando suas aplicagoes em fundamentos do futebol com uso do R (R Core Team, 2020).

Os dados da Copa do Mundo foram retirados de FootStats (2023), os do Brasileirao
do OGol (2023) e do Cléssico do Povo de Timao (2023).

4.2 Copa do Mundo 2022

O Campeonato Mundial de Futebol (FIFA) é um torneio internacional de futebol
masculino que acontece de quatro em quatros anos e, no ano de 2022 ocorreu no Catar
sendo a primeira edi¢ao realizada no Oriente Médio. Formado por 32 equipes o evento é

referéncia de audiéncia contando com bilhoes de espectadores em suas edi¢oes.

Em 64 jogos foram 172 gols marcados com uma média de 2,69 gols por jogo. A
probabilidade de sair dois gols em um jogo (independente da equipe) pode ser calculada

pela distribuicao de Poisson:

—2,69 269 2
P(X:2):6;"):0,25

ou seja, em cada jogo disputado tinha-se a chance de 25% de ver dois gols serem marcados.
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Figura 8 — Distribuicao de probabilidade de Poisson com parametro A = 2, 69.

P(X=x)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
|

Fonte: Autora.

Ao analisar o grafico acima podemos perceber que a medida que o nimero de gols

cresce as probabilidades de ocorréncia se tornam cada vez menores.

Considerando que 23% dessas partidas resultaram em um empate, vamos calcular
com a distribuicao de probabilidade geométrica, a probabilidade de em 5 partidas se obter

um empate. Veja que a
P(X =5)=0.23(0.77)>"* = 0.23(0.77)* ~ 0.08

ou seja, a probabilidade de se obter um empate em 5 partidas é de 8%.

Agora vamos fazer a analise de alguns fundamentos futebolisticos da ultima partida

disputada pelo Brasil na competicao.

4.3 Analise de dados da partida Brasil x Croacia

O confronto foi pelas quartas de final entre a Crodcia que é um pais do sul da
Europa e o Brasil, que é um pais do sul da América Latina. O resultado foi marcado pela
vitéria da selecao croata nas penalidades maximas que eliminou a sele¢ao brasileira da

competicao.
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4.3.1 Numero de Finalizacoes

A finalizacdo é quando o jogador lanca a bola em direcao ao gol, considerando
possiveis desvios ou mesmo o erro do alvo. As finalizacoes dessa quarta de final esta
ilustrada na Tabela 4.3.1.

Finalizacoes | Certas | Erradas | Total
Brasil 11 8 19
Croacia 1 7 8

Das 19 finalizacoes o Brasil acertou 11 e errou 8, obtemos entao a probabilidde de acerto por

p= 0 > 0, 58. Suponha que das 19 finalizacoes o Brasil obtenha 5 acertos, assumindo X
como o numero de finalizac¢oes certas e utilizando a distribuicao de probabilidade binomial,

temos:

19
P(X =5)= ( - ) (0,58)°(0,42)'" = 0.004056347

Figura 9 — Distribuicao de probabilidade de uma v.a. Binomial com parametros n = 19 e
p = 0,58.
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Fonte: Autora.
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Por outro lado a Croacia, acertou 1 e errou 7 das suas 8 finaliza¢des, com a sua

3
p= 3= 0,375. Suponha que ele acerte 5 finaliza¢oes de 8 com a mesma p.

8
P(X =5) = <5> (0,375)°(0,625)* = 0.1013875

Figura 10 — Distribuicdo de probabilidade de uma v.a. Binomial com parametros n = 8 e
p = 0,375.

p(x)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Fonte: Autora.

4311 Cruzamentos

O cruzamento é um passe longo que vem das linhas laterais, podendo ser rasteiro
ou aereo. Podemos aplicar a distribuicao geométrica considerando calcular dentro de um
numero de 10 cruzamentos a possibilidade se obter o primeiro cruzamento certo. Para o

Brasil consideramos p = 0,2 e p = 0,8 temos que a
P(X =10) = (0.2)(0.8)"*"! ~ 0.03
ou seja, era de 3% as chances da sele¢ao acertar um cruzamento em ntimero de 10 tentativas.

4.3.1.2 Tempo de jogo

A partida precisou ir para a prorrogagao que consiste em mais 30 minutos de jogo

apos o tempo regulamentar, onde os dois times podem definir a partida. Vamos utilizar a
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distribuicao de Poisson para determinar a probabilidade de sair um gol em uma finalizagao
certa da Croacia em um tempo de 4 minutos. Usaremos o A = 0.125 que consiste na
probabilidade de finalizagoes certas da Croacia de acordo com a Tabela 4.3.1. Dessa forma

denotamos X como o nimero de minutos e calculamos P(X = 4).

PX<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4)

—0.14 0.14 0 —-0.14 0.14 1 —0.14 0.14 2 —-0.14 0.14 3 —0.14 0.14 4
_° é, - i, e é, - ?(), - fy S _ 09999996

4.4  Brasileirao 2022

O campeonato brasileiro de futebol mais conhecido como "Brasileirao "foi disputado
por 20 times e ocorreu do dia 9 de abril ao dia 13 de novembro de 2022. Essa foi a 66°

edi¢ao da principal divisao do futebol brasileiro conhecida por "Série A ".

O campeao Palmeiras foi definido na 35° rodada, isto porque matematicamente
nenhum time alcancaria o seu total de pontos.Ja o primeiro rebaixado a segunda divisao
"Série B'foi o Juventude, visto que nao era mais possivel somar os pontos necessarios para
o tirar da zona de rebaixamento. Vamos aplicar algumas distribuicoes de probabilidade
nos 4 melhores times que fizeram mais gols, passes certos, defesas, escanteios e que tiveram

mais posse de bola.

441 Gols

A tabela abaixo indica os quatro times que mais fizeram gols. Eles estao distribuidos

em gols marcados em casa e gols fora de casa.

Gols Casa | Fora | Total
Palmeiras 39 27 66
Fluminense 39 24 63
Flamengo 37 23 60
Internacional 40 18 58

Fonte: Autora.

O fator "jogar em casa "é considerado uma vantagem pela maioria das torcedores.
Pois com o apoio maior da torcida, o time consegue ter o foco que precisa em busca
do melhor resultado. Assumindo X como o niimero de gols marcados em casa. Vamos
considerar a extracdo de uma amostra n = 12 de gols do time campeao (Palmeiras). A
probabilidade de 5 desses gols serem marcados dentro de casa pode ser calculada pela

distribuicao hipergeométrica a seguir.
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39) (6639
« Palmeiras P(X =5) = M = (.1038598

(1)

Figura 11 — Distribuicao de probabilidade de uma v.a. Hipergeométrica com parametros
N =66,n=12e p=0.125.
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Fonte: Autora.

4.5 C(lassico do Povo

O "classico do povo "retine as maiores torcidas do Brasil. Elas sao representadas
pelo time carioca (Flamengo) e pelo time paulista (Corinthians). As duas equipes batem

recordes de publico nos estadios com altas receitas em seus jogos.

4.5.1 Vitérias por estadio

No Maracana, estadio considerado "casa'do Flamengo, as equipes somam 49 con-

frontos. Sendo 30 vitorias do Flamengo contra 11 vitérias do time adversario e 8 empates.

Ja no Pacaembu, estadio onde o Corinthians atuou por 8 décadas, o confronto soma
47 jogos , 26 vitérias do time da casa, 8 empates e 13 vitérias do time carioca. Ambos os

times indicam que jogar em casa traz na maioria das vezes, bons resultados.

Vamos agora aplicar a distribui¢do binomial.
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Assumindo uma v.a X como sendo o ntimero de vitérias fora de casa do Flamengo.
Adotamos p = 0.28 do time carioca vencer. Vamos calcular a probabilidade de em 20 jogos

fora de casa obtermos mais de 2 vitérias.

P(X>2)=1—(P(X =04 P(X =1)+ P(X = 2)) = 0.05258043.

E a probabilidade ocorrer mais de 3 empates em 10 jogos no Pacaembu é calculada

a seguir.(Considere p = 0.17).

P(X>3)=1—(P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) = P(X = 3)) = 0.9258528

Podemos observar, portanto, que em 20 jogos fora casa do Flamengo conta-se com
uma probabilidade de 5% de vitéria. J4 o Corinthians em 10 jogos em casa, conta-se com
a possibilidade de 90% de chance de empate. Assim, podemos concluir que time paulista
conta com chances muito positivas quando joga em casa, ja o time carioca tem chances

negativas quando joga fora de casa.
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5 Consideracoes Finais

As aplicagoes do Capitulo 4 sdo importantes para destacar a importancia do estudo
das distribui¢oes de probabilidade no contexto do futebol. Ao analisar as estatitisticas de
cada jogo contribuimos para uma maior assertividade em apostas, andlises taticas e no

estudo das varidveis aleatorias.

Apostas em partidas de futebol tem atraido muitas pessoas, principalmente pelo
amplo mercado na internet de casas de apostas. Atribuidos pelos apostadores, dados das
probabilidades de vitéria, empate ou derrota dos times podem ser incorporados nos modelos
de previsao. Considere, por exemplo, o Campeonato Brasileiro da serie A, estatisticas dos
jogos até uma determinada rodada podem ser usadas para a previsao de classificacao,

rebaixamento e titulo por equipe.
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