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Resumo

Neste trabalho, produzido através de uma revisdo bibliogréafica, pretendemos descrever o
processo de construcdo da Algebra dos Quatérnios e as rotacoes de vetores no plano, R? e
R* através dessa, uma extensdo do conjunto C. Além da interpretacdo da multiplicacio
desses objetos via rotagoes no espaco. Para isto, vimos a necessidade de iniciar com
conceitos que formam a base da Algebra, listando axiomas para o sistema de Ntmeros
Complexos. Vamos mostrar que o estudo dos Numeros Complexos e dos Quatérnios foi
de grande relevancia para o desenvolvimento da Matematica ao longo de varios séculos,
destaca-se a sua utilizacdo em computacao grafica, a interpola¢do de pontos no espaco,

fotogrametria e medicina.

Palavras-chave: Rotacio, Nimeros Complexos, Quatérnios, Algebra.



Abstract

In this work, produced through a bibliographical review, we intend to describe the
construction process of the Algebra of Quaternions and rotations of vectors in the plane,
R3 and R* through this one, an extension of the set C. In addition to the interpretation
of the multiplication of these objects via rotations in space. For this, we saw the need to
start with concepts that form the basis of algebra, listing axioms for the complex number
system. We will show that the study of Complex Numbers and Quaternions was of great
relevance to the development of mathematics over several centuries, its use stands out in

computer graphics, the interpolation of points in space, photogrammetry and medicine.

Keywords: Rotation, Complex Numbers, Quaternions, Algebra.



Lista de ilustracoes

Figura 1.1 — Dizeres entalhados por Hamilton. . . . . . . .. .. ... .. ... ... 10
Figura 2.1 — Representacao de z = a + bi no plano Argand-Gauss . . . .. .. ... 14
Figura 3.1 - Produtode z por¢ . . . . . . . . .. .. ... 16
Figura 3.2 — Representacao geométrica da rotagdo do ponto P . . . . . . . . .. .. 20
Figura 5.1 — Representacao do vetor O? em R . . ... 27
Figura 5.2 — Coordenadas da projecao de P apoés rotacao do referencial . . . . . . . 28
Figura 5.3 — Representagao geométrica da rotagao do vetor v . . . . . . . . . .. .. 31
Figura 5.4 — Representacao geométrica da rotagdo por um quatérnio . . . . . . . . . 36
Figura 5.5 — Identificagdio docubo . . . . . . . . .. .. oo 37

Figura 5.6 — Rotagdo com Quatérnio . . . . . . ... .. .. ... ... ... ... 37



4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3

Sumario

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e et e et e 10
OS NUMEROS COMPLEXOS . . . . . ottt ii it oo e e 12
Representacao grafica e forma trigonométrica . . . . . . . . . . . .. 13
ROTACOES NO PLANO R? . . . . .. . ittt it e it e 16
OS QUATERNIOS DE HAMILTON . . . . .. ... ......... 21
Caracterizacao dos Quatérnios . . . . . . . . . .. ... 21
Quatérnios representados por matrizes . . . . . . . ... .. ... .. 25
Quatérnios nas formas trigonométricae polar . . . . . . . . ... .. 26
ROTACOES NOESPACO R® . . . . . . . .. it it iie e 27
RotacOes por matrizes . . . . . . . . .. ... 27
Rotacao por quatérnios . . . . . . . . . ... ... L. 31
Identidade de Grassmman . . . . . . . ... ... 38
ROTACOES NOESPACO R*. . . . . . . .. i it .. 40
Uso dos Quatérnios . . . . . . . . . . ... 42
CONCLUSAO . . . . . .t e e e 43

REFERENCIAS . . . . . . . it e e e e e et e e 44



10

1 Introducao

Segundo Silva, Pereira e Saraiva (2012, p.16) “Uma das motiva¢oes de Hamilton
para procurar nimeros complexos tridimensionais, era encontrar uma descri¢ao de rotagoes
no espaco, analoga ao caso complexo, onde a multiplicagdo corresponde a uma rotacao e a

uma mudanca de escala”.

A Algebra de Quatérnios teve origem nos nimeros complexos, quando William
Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou o primeiro conceito dos complexos como pares
ordenados de reais, interpretando-os como pontos xy. Decorrente disto, tentou generalizar
para o espaco tridimensional fundamentando-se nos niimeros complexos, a + bi, para ternas
ordenadas,

a+ bi+cj.

Hamilton assumiu naturalmente que

mas a dificuldade estava em determinar qual deveria ser o valor para os produtos ij e ji.

Apos tentativas de se obter essa regra, Hamilton teve a ideia de usar quatro nimeros,
a+bi+cj+ dk

que ele denominou quatérnio, possuindo todas as propriedades dos ntimeros reais, salvo a

comutatividade da multiplicacao.

Figura 1.1 — Dizeres entalhados por Hamilton.

: » Bl 1 .
SECELEL FRETTF PELEL V1 |

Fonte: UFABC
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Com isso, ele descobriu os quatérnios, que é uma algebra de dimensao quatro
sobre o corpo dos niimeros reais e que possui todas as propriedades de um corpo, exceto
a comutatividade da multiplicagdo. Tornando-se a primeira adlgebra nao-comutativa da

histéria.

Assim como Lobachevsky criara uma nova geometria consistente em si
mesma, abandonando o postulado das paralelas, Hamilton criou uma
nova algebra, também consistente em si, abandonando o postulado da
comutatividade para a multiplicagdo. [...] A descoberta chave fora stibita,
mas o descobridor vinha trabalhando para ela havia uns quinze anos.
Hamilton, muito naturalmente, sempre considerou a descoberta dos
quatérnions como seu maior sucesso; em retrospecto é claro que nao era
tanto esse particular tipo de algebra que era significativo, mas antes a
descoberta da tremenda liberdade que tem a matematica de construir
algebras que nao precisam satisfazer as restrigbes impostas pelas ditas
leis fundamentais (BOYER, 1974).

Neste trabalho pretende-se descrever e analisar os trabalhos de Hamilton quanto
aos quatérnios e que da mesma forma que a multiplicacdo complexa representa rotagoes
bidimensionais, existe uma estrutura de quatro dimensoes que também com uma multipli-
cacdo, representa rotacgoes tridimensionais. Para isso, no Capitulo 2 tem-se como objetivo
introduzir os Numeros Complexos na qual estao interligados ao alvo da pesquisa. No

Capitulo 3, temos a rotacao no plano R2

No Capitulo 4, aprofundando a Matematica Quatérnionica. Bem como notagao,
propriedades (adicao, subtragao, multiplicacdo e multiplicagdo por um escalar). Definido o

sistema dos quatérnios, trabalharemos com a sua algebra e propriedades.

No Capitulo 5 e 6: inicia-se a Rotagdao de Vetores no Espago Via Quartérnios e
suas caracteristicas. Sabendo que os quatérnios fornecem um sistema de representacao
adequado para operar sobre rotagoes, em que Hamilton buscou descrever rotacoes no

espago com os numeros complexos.

Esta pesquisa e de carater exploratério. Ela visa uma maior proximidade com o
tema, que é construido com base em dados bibliograficos recolhidos a partir de um livro
(LIMA, 2013) e outros trabalhos.
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2 Os Nimeros Complexos

Os numeros que se apresentam na forma algébrica

z=a+bi (2.1)

sao chamados de Nimeros Complexos, onde a é sua parte real designada por R(z), e b,
sua parte imaginaria, J(z) e, ¢ é a unidade imaginaria, com a,b € R. Se a = 0 temos o
numero complexo 0 + bi ou simplesmente bi, denominado imaginario puro; se b = 0 temos
a + 07 ou apenas o numero real a. Sendo assim, o conjunto dos niimeros reais passa a ser

um subconjunto do conjunto dos ntimeros complexos, R C C.

Dados os niimeros complexos z; = a+bi e 2o = c+di, temos as seguintes defini¢oes:
1. Igualdade:
Z1=29<= a=c e b=d

2. Adicao:
21+ 20 = (a+c¢)+ (b+d)i

3. Multiplicacao:
21 - 29 => (ac — bd) + (ad + be)i,

aplica-se a propriedade distributiva e

4. Oposto :
Z1 :a+bz:> —Z21 = —(CL+bZ)

5. Subtracao
2o—21 =20+ (—21) = (c+di) + (—a—bi) = (c—a) + (d—b)i
6. Médulo
21 =a+bi = |z| = Va2 + b2
Segue que

|2’122| = |Zl| : |Z2|

7. Conjugado:
zn1=a+bi= 2z =a— .

Seque que

2.2 = |z)? = a® + b2
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O complexo conjugado permite calcular o quociente de dois niimeros complexos z; e zs.

8. Divisao:
<1
2R =2 = 2=,
<2
com 29 # 0 multiplicando numerador e denominador pelo conjugado do denominador

21 21 22
Z=—=—"—.
) z 22

As operagoes de Adicao e Multiplicagao em C possuem as propriedades:

. Comutativa: para todos z; e z5 € C,

21t 2o=294+21€21 20 =202

. Associativa: para todos z1, 20 e 23 € C,

(1+22) =2+ (n+23)e(21-22) 23= 21 (22 23)

. Distributiva: para todos z1, 29 € 23 € C,

21 (22 +23) =21 20+ 21 - 23

. Elemento neutro: para todos z1, 25 e z3 € C,

com zo =04 07 e 23 =1+ 01,

na Adicao

21+ 20 =21

na Multiplicacao

Z1 %3 = 21-

2.1 Representacao grafica e forma trigonométrica

Os nuimeros complexos foram representados graficamente em 1798 por Wessel
(1745-1818) e em 1806 por Argand (1768-1822). Trinta anos mais tarde, Gauss (1777-1855),
também passa a representar um nimero complexo como um par ordenado em um plano
cartesiano, com a parte real no eixo horizontal e a imaginaria no eixo vertical (BOYER,
1974). A representacdo de um numero complexo z = a + bi por um ponto Z = (a,b)

possibilitou que os matematicos aceitassem com maior naturalidade os niimeros complexos.

Cada ponto no plano identifica um ntimero complexo de coordenadas (a,b) e cada
nimero complexo pode ser representado por um vetor Oz onde |z| é a distdncia do ponto

Z a origem.
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Figura 2.1 — Representagdo de z = a + bi no plano Argand-Gauss

, A €1xo Imaginario

y

' Z = a+ bi
}.. ----------------------------- 1
(o,b) E
i 12| g

T : >

0 1 X X

eixo Real

Fonte: a autora

A representacao grafica permitiu escrever o nimero complexo na forma trigonomé-
trica. Na Figura 2.1 o tridngulo OZ X é retangulo em X, o vetor Oz éa hipotenusa desse
tridngulo e mede |z|, os segmentos OX medindo |X| =a e XZ = OY medindo |Y| =10
sao os catetos e, 6 é o argumento do nimero complexo z, definido somente quando z # 0.

Usando as relacoes métricas temos:

cosf = — = a= |z| cos 6

2|

senf = L2 = b= |z|send

||

esta é a forma trigonométrica do niimero complexo. Quando fazemos r = |z| e 0 argumento
0 variando entre 0 < 6 < 27 temos a forma Polar. A multiplicacao e a divisao de dois
nimeros complexos na forma polar segue as defini¢oes (3.) e (8.) respectivamente. Assim,

dados dois niimeros complexos na forma polar

21 = r1(cosf + isend)

29 = ro(cosa + isen )
temos
» 21" 29
21 - 29 =11 - 12[(cos @ + isen @) (cos a + isen a)]

21 - 29 = 11 - ro[(cos B cos v — sen O sen o) + i(sen 6 cos a + cos 6 sen «v)]
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resultado da adigao de arcos trigonométricos, logo
21 - 29 =11 - 2[cos (0 4+ o) + sen (0 + o]

. Zcom 2z # 0
z1  ri(cosf +isenf)

2z ra(cosa + isen )

z1  ri(cosf +isenB)(cosa —isen )

2y To(cosa +isen)(cos o — isen «)

Multiplicando e dividindo pelo conjugado de z5 temos que o produto do denominador

resulta em cos? a + sen? @ = 1, entdo

S E(cos.9 +isenf)(cosa — isen «)

Z2 T2
S [(cosf cos a + sen @ sen «v) + i (sen 6 cos aw — cos O sen )]
Z9 T2

resultando em

a_n [cos (0 — a) +isen (0 —a)] (LIMA, 2013).
Z2 )
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3 Rotacdes no Plano R?

Algebricamente, o plano complexo C difere do plano euclidiano R x R por causa
da multiplicagdo dos nimeros complexos, no plano euclidiano nao temos tal operagdo com
os pares ordenados (x,y). Sendo assim, geometricamente podemos considerar os planos

C e R? como espacos isomorfos.

Considerando uma regiao do plano complexo, cada ponto dessa regido identifica
um numero complexo z = x + yi e serd objeto de uma transformacao resultante da
multiplicagao por 2z’ = 0 + i ou simplesmente 7. Ao efetuarmos o produto de z por 2/,
obtemos:

22 =z i=xi+yi = —y+wi (3.1)
de 1 observamos que |z| = |z - .

Sendo 6 o argumento de z e # o argumento de z -4, segue que 0 + (5 — 6) = m,
isto é, 0" — 0 = 7. Assim os vetores Oz e Ozi sdo ortogonais, ambos possuem o mesmo
modulo, mas Ozi foi rotacionado de % radianos (90°) conforme Figura 3.1. Segue, que ao
multiplicarmos todos os pontos de uma regiao pelo nimero complexo ¢ seu tamanho nao

serd alterado e sofrerd uma rotacao de Fradianos.

Temos um conjunto de transformagoes lineares de C em C que coincide com o

préprio conjunto dos nimeros complexos (SANTOS, 2012). Para definir uma transformacao
Figura 3.1 — Produto de z por ¢

eixo Imaginéario
[

Z) X

/ X
Y \ eixo Real

Fonte: a autora
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linear em C vamos tomar z e w € C, temos:

T: C —C (3.2)

W — ZW (3.3)
Sendo z = a + bt e w = = + yi, segue:
Tw = (a+ bi))w = (a+ bi)(x + yi) = ax — by + i(bx + ay)

Do fato de C e R? serem espacos isomorfos a transformacao T : C — C corresponde a

uma transformacao 7" : R? — R? dada por
T'(z,y) = (azx — by, bz + ay)

que possui a matriz na base canonica

T (a —b)
b —a

Escrevendo na sua forma polar, temos:

T (cos 6 —sen 9) (3.4)

senfl cos@
:T'Rg

temos, entdao, um conjunto de rotagdes definido por ® = {Ry | 60 € R}, onde cada Ry
representa uma matriz de rotacao no plano. O que nos leva a concluir que o produto do
numero complexo w por z, rotaciona w em @ radianos em relagao a origem e o médulo de

w serd aumentado ou diminuido por 7, que é o modulo de z.

Quando r =1 em (3.5) temos

T = R, = cost) —send (3.5)
sent  cost

com Ry representando todas as matrizes ortogonais de rotacao de dimensao 2, uma vez

que satisfaz as condigoes:

o matrizes ortogonais sdo tais que AA' = A'A=1Te detA=1;

Definigao 3.1. O conjunto das matrizes ortogonais com determinante igual a 1 € repre-

sentado por SO(g) e denominado de grupo especial ortogonal de dimensao 2.

Vamos mostrar o seguinte resultado:
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Teorema 1. SOy € o conjunto das matrizes de rotagio no plano, SOpy = N =
{R@ | 0 € R}
Demonstragao:

Primeiro vamos mostrar que:
R C SO(Q)

Para isso, seja 0 € R, temos

Ry — (0089 —sen 0) (3.6)

senfl  cos@

entao
detRy = cos? 0 + sen’ 6 = 1.

Temos, também, que
RQRE _ cosf —senb cosf@ senf
senf cosf —senf cosf

- cos? @ + sen? 0 cosfsen ) — sen 0 cos 9)

sen @ cosf — sen f cos b sen? @ + cos? 6
(10
Mot

BB cosf senf cosf) —senf
gLl —
—senf cos6 senf cosf

_ cos? @ + sen? 0 — cos @ sen @ + sen 6 cos 9)

—sen @ cos® + cosfsen sen® @ + cos? 0

(10
—\o 1

Assim Rp € SO(y), logo B C SOy);

Agora, por outro lado, vamos mostrar que

SO(Q) )

b
A:(a )esqm
c d

por definicdo temos que A* = A~ entdo

(-0

Para isso, seja
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seque que a =d e b= —c, assim

como A € SOy, det A =a® + ¢* =1, entao 30 € R tal que a = cosf e ¢ = send, logo

. cosf@ —senb _ R,
senf cosf
ou seja, SOy C N.

As matrizes de rotacdo Ry € R s@o operadores ortogonais que preservam a norma
e o angulo entre os vetores, e a rotacao resultante nao depende da ordem de composicao

das rotagoes. A composicao de rotacoes é uma rotacao, e satisfaz:
Ry, o Ry, = (cos By + isenb;)(cos by + isenty) = cos(0; + 03) + isen(6y + 02) = Ry, 10,

Se considerarmos apenas os complexos z em C com |z|=1, este conjunto pertence, na
geometria do plano, a circunferéncia unitaria de centro na origem, esse conjunto de niimeros

serd denominado de esfera S!.
Aplicando em um exemplo, temos:

EXEMPLO: O ponto P(x,y) é rotacionado 180° em torno da origem no sentido

anti-horario. Vamos determinar as novas coordenadas de P:

Como 0 = 180°, temos que:

R B cos 180° —sen 180° B -1 0
(180%™~ \gen180°  cos180° | \ 0 —1

Portanto, P' = R0 - P
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Figura 3.2 — Representacao geométrica da rotagdo do ponto P

AV

Fonte: Iezzi, Dolce, et a
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4 Qs Quatérnios de Hamilton

Em 1833, o matematico irlandés Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865) apresen-
tou a Academia Irlandesa, um artigo em que introduzia uma algebra de pares de nimeros
complexos (BOYER, 1974). Nele continha a importante regra da multiplicacao de pares

de nimeros complexos, que o autor interpretava como uma operacao envolvendo rotacao.

Hamilton tentou aplicar a ideia de ntimero complexo binario a + bi para trés
dimensoes usando os ternos a + bi + cj e trabalhou por dez anos na tentativa de resolver
a multiplicacdo de niimeros com essa formacao, sem sucesso. Até que, em 1843, teve a

inspiracao de usar quadruplas para representar esse conjunto de nimeros.

Em 1853 publica Lectures on Quaternions, uma obra volumosa na qual descrevia
a aplicacdo dos quatérnios na Geometria, na Geometria Diferencial e na Fisica. Hamilton
apresentou uma teoria detalhada de um sistema algébrico nao comutativo, fato que

contribuiu significativamente para o desenvolvimento da Algebra moderna.

4.1 Caracterizacao dos Quatérnios

Definicao 4.1. Um Quatérnio é um elemento de R*, sendo representado pela quddrupla
q= a+bz+cj+dlg,

onde seus componentes a,b,c e d sao numeros reais e seu conjunto é representado por H.

Para desenvolver a algebra dos quatérnios, Hamilton estabeleceu que:

f=F=-F
h=i=Ff
ki=j=—ik

Um quatérnio é um par de niimeros complexos. Dados z e w € C escritos na forma
algébrica, temos:

q:z+wj

segue que
q = (a+bi)+ (c+di)j = a+bi+cj+dk. (4.1)
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Assim, o conjunto de todos os quatérnios sera dado por:
H = {g=go+ @i+ aqJ + @k qo,q1,q.93 € R}
e H* é o conjunto dos quatérnios nao nulos:
H* = H — {0}.

Representando o quatérnio ¢ com a forma

¢=q+4a (4.2)

onde
q= Q1Z+ Q2j+ Q3E (4.3)

temos que: go é a parte real do quatérnio, go = R(q) e q é a parte imaginaria do quatérnio,

q = S(¢) também chamada de parte pura.
Quando ¢o = 0, o quatérnio ¢ = q = q1;+ q2j+ Q3E é denominado de quatérnio
puro e pertence ao conjunto

[H:{QZQO+Q1;+Q2;+Q3EEH | qo =0}

e pode ser identificado com o espaco R?.

Portanto um quatérnio ¢ € H com g = gy + qlz_"—i— qﬁ—i— q3lz pode ser representado
em uma base de R* com
1=(1,0,0,0);

i=(0,1,0,0);
7 =1(0,0,1,0);
k= (0,0,0,1)

e um quatérnio q € H com q = q1;+ q2§+ q3E pode ser representado em uma base de R3

com
i =(1,0,0);
j=(0,1,0);
k=(0,0,1),

segue que go é um escalar e q é um vetor de R3.

As operagoes com quatérnios sao semelhantes as operagoes com os numeros com-
plexos. Dados os quatérnios ¢ = qo + q1;+ qﬁ%— qglg ep=npo+ pJ—i— pgf—l— pglg, temos as
seguintes definigoes:

1. Igualdade

q=Dp<— qo=DPo,q1 =P1,42 = P2 € g3 = DP3



Capitulo 4. Os Quatérnios de Hamilton 23

2. Adicao
q+p = (qo+po) + (@ +p1)i+ (g2 +12)] + (g5 + pa)k

3. Multiplicagcao
e por um escalar c =cy+ 0
cq = cqo + cqﬁ—% cqgj + cqgﬁ

e por um quatérnio p

(Po + P17 + p2j + p3k)(qo + @17 + goJ + q3k)
= (pogo — P1q1 — P2g2 — P3q3) + (Pog1 + P1qo + P2qs — p3Q2);
+ (poga — P13 + Pago + p3q1)7 + (Pogs + Prgz — Paqi + p3go)k

pq

Segue que
Pg=podo — P d+pod+qP+PpXxq (4.4)
onde p - q é o produto interno e p X q é o produto vetorial.

Segue que
R(pg) = pogo — P - a e I(pqg) = pod + qop + P X mathbfq

« entre dois quatérnios puros

D = pii+ paj + psk € Q= qui + ¢a] + gsk

resulta em

Pq = (—p1q1 — P2g2 — P3qs) + (P2a3 — P3q2)i + (Psqr — P13)J + (P1g2 — P21 )k
este resultado é a adicao do produto vetorial com o simétrico do produto interno dos

vetores p € q

PA=pPXq—-p-q (4.5)

Como o produto vetorial p X q # q X p a multiplicagdo de quatérnios nao é

comutativa. 4. Norma

gl =@+ @+ + &
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A expressao N(gq) também é usada para representar a Norma de um quatérnio. Quando

lg| = 1 o quatérnio é unitario. Segue da definigdo que

lpa| = |p| - |q|

5. Conjugado

G=Q+qi+api+ak=0=0—qi—@j—ak=0p—q
e, da definicao de conjugado temos
7 =gy +q; + 65 + 65 = laI

6. Inverso Multiplicativo

¢ 'q=qq ' =1 paraqeH

assim B
- q
T

Q

7. Divisao

Para d temos duas possibilidades:
p

(q) =plqg e (q) =qp ', com geH e peH
p l p r

devido ao fato da multiplicacdo de quatérnios nao ser comutativa temos a divisao a

esquerda e a divisao a direita.

Dados os escalares ¢, ¢ e ¢o e 0s quatérnios p, q e r € H, as operagoes de Adicao e

Multiplicagao possuem as propriedades:

« Comutativa em relacao a adigao:

P+q=q+p
¢ Distributiva:

(c14 e2)q = c1q+ 2q
alp+q) =cap+ag
(p+ q)r = pr + qr a direita
p(q+ 1) =pg+ pr a esquerda

(cp)q = pleq) = c(pq)
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e Associativa:
(pg)r = p(qr)
(p+q)+r=p+(qg+r)
¢« Elemento Neutro:

lg=q
q+0=gq

4.2  Quatérnios representados por matrizes

Os quatérnios também podem ser representados na forma de matrizes complexas
de ordem 2 ou matrizes reais de ordem 4, em que as operacoes de adicao e multiplica-
¢ao de quatérnios correspondem as respectivas operagoes de matrizes. Dado o quatérnio

q=qo+ qlz_"%— QQ;—I— q3/2 =z +wf, com z = o+ 1t € w = @ + q3t, serd associado a matriz

A | Z v\ go+ ¢t G2+ gst
—w zZ —q2+ g3t qo — quit

sendo assim, o conjunto H é isomorfo ao conjunto H

—w Zz

H:[Z w]| z,we C

Temos, ainda, as identificagoes:

e ()

A=ql+ql+ ¢+ @K

e portanto

Segue que

o detA=|q|?
e se gu = g3 = 0 entdo a matriz A é diagonal
o q corresponde a (A)t.
A partir da representacao do quatérnio ¢ como a matriz complexa Asyo, em 8

obtemos sua representacao como uma matriz real de ordem 4, bastando substituir os

nimeros complexos pelas suas matrizes reais correspondentes:
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qo0 q1 q2 q3
—q@1 qo —¢3 42
—42 g3 do —q1
—q3 —q2 Q1 do

e a base de H para essa representacao é:

1000 0 1 0 O
|- 0100 - -1 0 0 0 7

0010 00 -1

0001 01 0

0 0 10 0O 0 0 -1
g 0 0 01 K= 0 0 -1

-1 0 0 0 0 1 0

0 -1 0 0 -1 0 0

4.3 Quatérnios nas formas trigonométrica e polar

Sendo um quatérnio ¢ = qo + q € H* podemos obter sua representagao na forma

() + () -

segue que existe 6 € [0, 27| tal que

trigonométrica a partir de:

cosf = k() e senf = @
lq] lq|
entao
sen 6
g = lqlcos + 12
lq|
B q
= q=|q <cos«9 + al sen 9) (4.6)
q

se # = 0 ou 8 = m entdo o quatérnio serd real, ¢ € R. E, a adigcdo e a multiplicagao de
quatérnios representados na forma trigonometrica serao efetuadas conforme a primeira

definicao de Hamilton.

Dados z; e zo € C escritos na forma polar z; = roel® e 25 = rge(m), 0 quatérnio

q = z1 + 27 sera representado como segue:

g =€’ +1re] (SANTOS, 2016)
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5 Rotacdes no Espaco R?

Neste capitulo, trataremos de rotagoes com uso de matrizes, uma extensao do
Capitulo 2, e a énfase serda dada no uso de quatérnios como operadores de rotagdo no

espaco.

5.1 Rotacbes por matrizes

J4 sabemos que um quatérnio p € IH com p = pJ—l—pJ—i—mE, tal que [p| =1, é um
vetor de R?. Tomando um sistema de eixos OXY Z ortogonais entre si para representar o
espaco R? e um ponto P = (z,y, 2) nessa representacio, conforme Figura 5.1, o vetor O—P>'
é a projecao do vetor O? no plano XOY .

Se realizarmos uma rotacao do ponto P em torno do eixo Z de 27 radianos, sua
projecao P’ descreve no plano XOY uma circunferéncia de raio igual a |OP’|. Ao realizar
uma rotacao no plano XOY de maneira que o semi-eixo OX coincida com o vetor OF’,
isto é, rotacionar o referencial no sentido anti-horario de um angulo ¢ em torno do eixo Z,
¢ 0 mesmo que rotacionar o vetor O? em sentido horario de um angulo —0 até coincidir
com o semi-eixo OX. Devido a este fato, ao escrevermos as matrizes dessas rotacoes, uma

serd a inversa da outra.

Figura 5.1 — Representacao do vetor O.}% em R?

Fonte: a autora

Rotacionando o referencial em torno do eixo Z a coordenada z do ponto nao se

altera, assim as alteracoes se dardo no plano XOY. Apéds a rotacao, as novas coordenadas
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Figura 5.2 — Coordenadas da projecdao de P apds rotacao do referencial

Fonte: a autora

do ponto P serao (2,4, 2") com 2z’ = z, obtidas por coordenadas polares, veja Figura 5.2.

Logo, as novas coordenadas sao

' = xcos® + ysenf + z-0
y = —xsenf + ycosf + z-0
Y = -0 + y-0 + 1-z

O sistema em acima pode ser representado na forma de produto de matrizes conforme

segue
x cosf senf 0\ [z
y | =1|—senf cosf 0
2! 0 0 1

Sendo assim, a matriz que representa a rotagao do referencial em torno do eixo Z é

cos@ senf 0
Ri.9 = | —senf cosf 0
0 0 1

e, a matriz que representa a rotacao do ponto P em torno do eixo Z é dada por

cosf —senf 0
R, g = |senf cos 0
0 0 1
De maneira analoga, podemos representar a matriz de rotagdo do referencial em torno do

eixo Y mediante um angulo a e a matriz de rotacao em torno do eixo X mediante um

angulo ¢, segue-se
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« rotacao do referencial em torno do eixo Y

cosae 0 seno
Rya) = 0 1 0

—sena 0 cosa

e rotagao do ponto P em torno do eixo Y

cosae 0 —sena

R, = 0 1 0

(y,c)
sena 0  cosa

» rotacao do referencial em torno do eixo X

1 0 0
Rapy =10 cose senyp

0 —seny cosyp

e rotacao do ponto P em torno do eixo X

1 0 0

/

(@p) = |0 cosp —seny
0 senyp cose

Segue que Rzzﬂ) ¢ a matriz inversa e também a matriz transposta de R; g
R(. g = (Ri-0)" = (Ri29) ™"

da mesma forma que
e também

R, = (Rya)' = (Riye) ™

Do fato acima, segue-se
RZ,H(RZ,G)t - (Rzﬁ)tRze =1

)

cosf@ senf 0 cosf@ —senf 0 1 00
—senf cosf O senff cosf® O|l=10 1 0
0 0 1 0 0 1 0 01

para matriz de ordem dois, a demonstracao foi realizada na Teorema 1, o processo é

analogo para as de ordem trés R, ), Rz, € R(ya)- E, do fato que:

det R(zﬂ) = det R(WP) = det R(y’a) =1
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podemos concluir que esse conjunto de matrizes de ordem 3 sao ortogonais e representam

o conjunto das matrizes de rotagdo no espago
50(3) = {Rz,g, RWP, Ry’a| 49, ©, 0 € R}.

Como as rotacoes preservam a norma dos vetores e os angulos, segue que o produto interno

também nao se altera com as rotagoes, visto que
q-p = |q||p[cos(q, p).

Dadas duas rotacoes de angulos 0 e 8 em torno do mesmo eixo, o resultado dessa

composicao sera uma rotagao com a soma dos angulos

R0 0 Rz p) = Rz 048

cos+ (5 senf+p5 0
Riz01a) = | —senf+ /5 cos@+ /5 0
0 0 1

Fazendo a representagao do vetor ﬁ = p, Figura 5, usando coordenadas esféricas

temos:
x
cosf = = x =senpcosf
sen ¢
__Y _
senf = — y =senysenf
sen ¢
segue
sen  cos
p = | sen psenf
Cos

que pode ser obtido pela composicao das matrizes de rotacao em R? conforme segue

P = R0 0 Ry (0,0,1)

cos) —senf 0 cosp o senp)\ (0 sen  cos
senfl cosf O 0 1 0 O = |senpsend | = OP =p (5.1)
0 0 1 —senp 0 cose 1 cos

recebendo o nome de eixo de rotacao.

Temos, também, que uma matriz de rotacdo A, de ordem 3, com determinante
igual a 1, ¢ um operador linear de R® — R3 tal que w serd a imagem do vetor @ conforme
a equacao a seguir:

w = Av



Capitulo 5. Rotagoes no Espaco R3 31
w1 CL11 CL12 CL13 171
wo | = a21 a22 a23 172 (52)
wWs CL31 CL32 a33 173

Aplicando em um exemplo, tem-se

Exemplo 5.1. Dado o vetor ¥ = (3,4,5). Rotacione-o em 30° em torno do eizo X.

1 0 0
Ryp) =10 cos30° sen30°
0 —send0° cos30°

=

Seque, Ry = Rgz00) - U =0
1 0

Riugy = [0 %

0 -}

Representado geometricamente na Figura 5.5.

Figura 5.3 — Representagdo geométrica da rotagdo do vetor ¢

!
- U4
T

-}

Fonte: a autora

5.2 Rotacao por quatérnios

A referéncia usada neste trabalho foi a de Marinho (MARINHO, 2013). Para

rotacionarmos um vetor em R? usando um quatérnio ¢ € H qualquer e vamos precisar

determinar um operador de rotacao. No capitulo 3 vimos que, o produto de dois quatérnios

também é um quatérnio, pois o conjunto é fechado para a multiplicacdo. Também, que o

produto de dois quatérnios puros nem sempre ¢ um quatérnio puro.

Portanto, para efetuarmos uma rotacdo de quatérnios em R? temos que garantir

que, de um quatérnio puro p chegaremos a outro quatérnio, também puro, w. Assim,
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tomando trés quatérnios ¢, r € H quaisquer e p € TH puro. E, sabendo que a multiplicacao

nao é comutativa, os possiveis resultados sao:

pgr, Pprq, qrp, Tr4p, 4gpr € Tpg.

As quatro primeiras possibilidades serao descartadas pois, o produto ¢r e rg nao nos

fornece quatérnios puros conforme Capitulo 3.

A anélise sera feita com as outras duas possibilidades: tomando ¢ = qo+q, r = ro+r

e p =0+ p, temos que o produto gpr sera:

gpr = (g0 +a)(0+p)(ro+r)
= (qop +ap)(ro + 1)
= [P+ (axp)—(a-p)|(ro+r)
= —19(@-P)—q(p-r)—(axp) r+

TogoP +7ro(d X P) — (a-pP)r +qo(p-1) + (g x p) X 7 (5.3)

para garantir que o resultado em 5.3 seja um quatérnio puro wy = 0, segue

—7o(q-P) —qo(P-1r)—(axp)xr=0

nessa condi¢ao é necessario que 1rg=¢qy € r = —q, entao

r=ro+r=q—q=7q,

r=4q.
Para o produto rpq o resultado é analogo.

Os produtos triplos dos quatérnios determinam, desta forma, dois operadores de
rotacao:

apq e qpq (5.4)

que produzirao um quatérnio puro w sempre que p também for um quatérnio puro, vale

ressaltar que |g| = 1.
Para representar esse operador de forma algébrica, tomamos ¢ = ¢o+q um quatérnio
tal que |¢| =1 e v =0+ v um quatérnio puro, segue:
w = qvq
= (0 +a)(0+v)(e0—q)
= (q-v)a+@v+2q0(qgxv)—(qxv)xq
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aqui sera utilizada a igualdade de Grassmman.

(@xv)xr=(p-r)q—(q-r)p

obtendo assim
w = (g5 — la|*)v + 2(q - v)q + 2q0(q x V). (5.5)

A representagao do operador w = gvq é analoga. Agora, temos que verificar se
esses operadores sao operadores lineares, se eles preservam a norma do vetor e se eles
realmente representam uma rotagao.

. Lo Lo q
Teorema 5.2. Sejam q = gy + q = cosf + usen um quatérnio unitdrio com u = — e

lq
v € R3. A acdo do operador

W 4(0) = qug
e U pode ser interpretada geometricamente como a rotacio do vetor v em torno de q como

eizo de rotacao e sequndo um angulo 26.

A demonstracdo do Teorema 5.2 foi dividida em trés lemas em (MARINHO, 2013):

Lema 5.3. O operador W 4(v) = quq € linear. Dados dois vetores @ e b€ R3, k um

numero real e ¢ um quatérnio unitdrio, entao:

Wo(ki+b) = qkda+Db)g

= (qkd+qb)g
= ch?@—i—gove'rlineq

-

= kWq(@) + Wy(b)

Lema 5.4. Seja g um quatérnio unitdrio. A norma de um vetor de R® ndao se altera com

a aplicagio do operador W, (V) = qUq.
Demonstracdo: Seja ¥ um vetor de R e ¢ um quatérnio unitério, entao

(Wq(0)] = lqvgl = [q] 0] [g] = |V]

Lema 5.5. O operador |W o(U)| = qUq representa uma rotagdo.

Demonstracao: Tomando ¢ = gy + q = cosf + usenf um quatérnio unitario com

q — e e 1. . —

u= W e ¥ € R? dividindo v em duas componentes ortogonais, sendo ¥, a componente
q

na direcao de q, U4 = kq para algum escalar k e a componente 7, normal ao vetor ¢.
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Segue a verificagao que o vetor vq = kq nao sofre alteragoes pelo operador W,.
De (5.5)

Wq(ka) = q(ka)g
= (g5 — laf*)ka +2(qa - ka)q
= kgyq + klal’q
= k(gs +la’)a
— kq

Assim, o vetor ¢ podera ser o eixo de rotacdo. Continuando, temos que v, ira
rotacionar em torno de ¢, agora eixo de rotagdo, de um angulo igual a 20. Novamente,

tomando (5.5) e efetuando a substituigdo q = u|q| obtemos:

Wo(ta) = q(th)
= (qg - ’(I‘2>77n + 2(]0((1 X gn)
= (a5 — |al*)@. + 2q0la] (u x ¥,)

sy

sendo (u X v,) = vy, segue

Wq(ﬁn) = (Q§ - |Q|2)'Un + 26]0|Q’UnL (56)
Como v, e U, tem a mesma norma

s

U1 | = [u x U, = |u| |T,| sen § = |1},

e, substituindo na expressao (5.6) a representagao trigonométrica (4.6) do quatérnio ¢,
obtemos:
W (7)) = (cos® § — sen® 0)1), + (2 cos O sen 0,

e das férmulas de arco duplo, tem-se

W o(9,) = cos(20)t, + sen(20)v,, .

Para concluir a demonstracao do teorema, vimos que:

w = quUq
- Wq(U)
= W(U; + t)
= Wq(t,) + Wq(th)
= Uy + Up
onde
U, = W () = cos(20)0,, + sen(20)u,,.
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Sendo fécil verificar que a N(t,) é igual a N(4,,) = N(9,,), como segue:

|17m‘2 = Upln
(cos(20)t, + sen(20)t,, )(cos(20)v,, + sen(20)v,,, )
(cos?(20) + sen?(20))|7,|?
= |r‘_])n|2 = |17n1_‘2
logo,
|| = U] = ||

A demonstracao para o operador Wz segue os mesmos passos apresentados acima,

resultando em
W4(V) = v, + cos(20), — sen(20)7,,
isto é,
W4(0) = v, + cos(—20)0,, + sen(—20)v,,
Podemos ver na Figura 5.4 o resultado da rotacao apés aplicagao do operador quaternionico

W  no vetor v

U = Uy + Uy,
w o= quq e
W = T+ U

segue que os vetores U e w podem ser interpretados geometricamente como as geratrizes

de um cone que tem como eixo o vetor ¢ e sua base circular contém os vetores v,, e v,,.

Para finalizar, ¢ possivel verificar que as rotagoes obtidas pelos operadores Wy
e W representam rotacoes inversas. Sendo a rotacao do ponto obtida pelo operador

W ,(¥) = qUq e a rotacao do referencial obtida pelo operador W () = gug.

E, que a composicao de dois operadores quaternionicos é um operador quaternionico
WeoW, =Wp,.

Teorema 5.6. Sejam p e q dois quatérnios unitdrios que definem dois operadores quater-
nionicos

W, (1) = ptip e W 4(v) = qiq
entao o produto pq define o operador quaternionico W g que representa a composi¢io dos

operadores Wy, sequido de W g, sendo o eizo e o angulo de rotagao representados pelo

produto pq.
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Figura 5.4 — Representacao geométrica da rotagdo por um quatérnio

q

Fonte: (MARINHO, 2013)

Demonstracdo: Seja u um quatérnio puro em R?, entdo

w = (WqoWy)(u)
= Wq(p@)
= q(pip)g
= qpupq
= pqupq
= qu(ﬁ)

Sendo p e ¢ quatérnios unitarios, pg também ¢ unitério. Segue que Wy é um operador

quaternionico de rotagao com eixo e angulo de rotacao representados pelo produto pq.

E, para a composicao do operador W4(v) = quiq, a demonstracao ¢ andloga. M

Aplicando em um exemplo, retirado de (ARAUJO, 2019) tem-se

Exemplo 5.7. Para aplicar o operador W o(p) = pg no cubo da Figura 5.5, considerando
sua aresta com uma unidade de medida e seus vértices com coordenadas: A = (0,0, 3),

B =(0,3,3), C = (3,3,3), D = (3,0,3), O = (0,0,0), F = (0,3,0), G = (3,3,0) e

H = (3,0,0) com uma rotag¢io %= radianos em torno do eiro oC = q= ;+j+ l;, seque

3
que |a| = V3.

Substituindo em q = qo + q = cos + ﬁ sen os dados acima temos:

q = cosz—”—i- \1[(7—1—;—1-15)8@1%”
= 1+ ((+7+k) K%
= Ma+i+i+k)
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Figura 5.5 — Identificagdo do cubo

Fonte: (ARAUJO, 2019)

Com isso, temos que o conjugado

Aplicando o operador no quatérnio puro p = Hi+ Fj—l— Ak temos:

w = (¢ — |a|*)p’+ 2(q - p)a + 2g0(q % P)

= [BO+i+7+ k)] (Hi+Fj+ AR [J1—-i-j -
L= 3) (Hi+ Fj+ Ak)

+ -

|
— N M~

W (Hi+ Fj+ Ak) = (Al + Hj + Fk)

Figura 5.6 — Rotacdo com Quatérnio

Fonte: (ARAUJO, 2019)

k

)]



Capitulo 5. Rotagoes no Espaco R3 38

5.3 ldentidade de Grassmman

Teorema 5.8. Dados p,q er quatérnios puros, tem-se
(pxq)xr=(p-rjg—(q-r)p (5.7)
Demonstracao: sendo p = p1i+ poj + psk,q = it + @27 + qgsker = rii+roj + r3k, entao

(P-r)a = (p1r1+pere + p3rs)(qui + q2j + qsk)
= (p171 + para + pars)qui + (prr1 + para + p3rs)qaj +
+(p17r1 + para + psrs)gsk
= piriqut + paraqit + parsqil + Piriqe) + Par2qa) + Par3q) +
+P171G2] + Par2ga] + P3rage]

(a-r)p = (@uir1 + qor2 + q373) (p1i + p2j + p3k)
= (qur1 + qr2 + @ar3)pri + (@11 + qara + g3r3)paj +
+(qi71 + qor2 + q373)p3k
= iT1P1l + GaToP1l + q3rsprl + 1T1P2) T Qerap2) + q3rsp2) +
+qir1psk + qarepsk + qsrapsk

segue-se que

(P-r)a—(a-1)p = piriqui+paraqii + psraqui + pir1Gej + paragej + paraqaj +

p1r1gsk + paragsk + paragsk — (quripii + qerapri + garapii +
Qr1p2j + qarapaj + qarapaj + iripsk + qarapsk + qsrapsk)

= Pparaqil — GoT2P1l + P3r3qil — ¢3rapil +
P1T1G2) — iT1p2] + Par3qe) — qsT3p2j +
pir1gsk — qiripsk + paragsk — qorapsk

= (P21 — @p1)r2i + (p3qu — qap1)7r3i +
(P1g2 — qip2)r1d + (P3g2 — q3p2)73j +
(P1a3 — qup3)rik + (p2gs — qops)rak

efetuando um pequeno ajuste nos sinais das parcelas, tem-se
(P : r)q - (q : T)P = (p3q1 - Q3p1)7"3i — (qu1 - pzqﬁ?“zi +
(P1g2 — ip2)r1J — (q3p2 — P3q2)Ts) +
(p2qs — qaps)rak — (q1ps — p1gs) Tk
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substituindo 7, 7 e k conforme estabelecido por Hamilton, segue-se

P2q3 — G2p3)T2i X J + (gsp2 — p3qe)rsi X k +

(p-r)a—(a-r)p = (
(q1ps — p1aa)rij X i+ (paqu — qap1)raj X k +
(
[

P1Ga — q1p2)r1k X i+ (qap1 — paqu)rok X j
(P23 — @2p3)i + (1p3 — P14s)J + (qepr — P2qu)k] X (114 4 roj + 13k)

repetindo o procedimento acima, no primeiro fator da segunda parte da igualdade obtemos

(p x q) e o segundo fator é r, logo
(p-rjga—(q-r)p=(pxq)xr

conforme desejado |
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6 Rotacdes no Espaco R?

No Capitulo 3, vimos que um quatérnio ¢ € H com ¢ = qy + q17 + ¢27 + q3k pode

ser representado em uma base de R* com

1=(1,0,0,0);i = (0,1,0,0); 7 = (0,0,1,0); k = (0,0,0,1).

Os quatérnios unitarios em R* formam um conjunto de pontos S = {g € H : |¢| = 1}

que estao sobre a esfera S* de raio 1 com centro na origem.

As rotacoes em quatro dimensoes formam um grupo denominado de SOy, essas

rotagoes podem ser de dois tipos, simples ou duplas (ARAUJO, 2019).

Uma rotagao simples S sobre um centro de rotagao O deixa um plano inteiro A
fixo. Plano fixo é o plano que contém os vetores que permaneceram inalterados apds uma
rotagao. Cada plano B que é completamente ortogonal ao plano A intersecta A em um
ponto P. Cada um desses pontos P’s é o centro de uma rotagdo em duas dimensoes (2D)
induzida por S no plano B. Todas essas rotagoes em 2D tem o mesmo angulo de rotagao

Q.

Semi-eixos de O no plano A nao sao deslocados. Semi-eixos de O ortogonais ao
plano A sao deslocados de um angulo a e, os demais semi-eixos sao deslocados de um

angulo menor que a.

Rotagoes duplas de S em R?* (fixando a origem) produzem pelo menos um par de
planos ortogonais A e B invariantes, com angulo de rotagdo « no plano A e  no plano B,
ambos nao nulos e —7 < «, < 7. Planos invariantes sao planos que tiveram seus vetores

rotacionados mas estes permaneceram no mesmo plano.

Se os angulos de rotagao forem diferentes (a # ), S é denominada de Rotagao
Dupla. Nesse caso A e B sao o unico par de planos invariantes. Semi-eixos de origem em
A e B sao deslocados de um angulo o ou 3, respectivamente. Ja semi-eixos de origem fora

de A e B serao deslocados de angulos estritamente entre o e (.

Quando os angulos de rotacao forem iguais (a = (), haverd uma infinidade de
pares de planos invariantes e os semi-eixos de O serao deslocados pelo mesmo angulo.
Nesse caso as rotagdes recebem o nome de Isoclinicas ou Equiangulares ( deslocamento
de Clifford ). Vale ressaltar que nem todos os planos através de O sao invariantes sob

rotacoes isoclinicas.

Rotagoes isoclinicas com sinais semelhantes sao denotadas como isoclinicas a

esquerda e aquelas com sinais opostos, como isoclinicas a direita. As rotagoes isoclinicas a
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esquerda e a direita sao representadas, respectivamente, pela multiplicacdo a esquerda e a

direita por quatérnios unitarios.

Uma rotacao em R* dada pela sua matriz A serd decomposta em uma rotacao

isoclinica a esquerda e a direita como segue. Sendo

ail a2 Aaiz Qiq

a21 Qg2 A23 Q24
A=

a31 azz2 a33 a34

g1 Q42 Q43 Q44

uma matriz de base ortogonal arbitraria. Se A for de fato uma matriz de rotacio em R,

existirao ntmeros reais a, b, c,d e p,q,r, s, tais que

ap aq ar as

M= bp bq br br
cp cq cr cs
dp dq dr ds

seja uma matriz de norma unitaria euclidiana e
(ap)? + -+ (ds) = (@@ + P+ A+ ) p* + @ +r2+52) =1
e, também, dois conjuntos opostos um do outro
CHP+E+ P =1ep +PF+r7+s52=1

que possibilitarao escrever a matriz de rotacao como produto das matrizes

a —b —c —=d\ (p —q —r -—s
A= b a —-d c qg p s -r
c d a —d||r —s p ¢
d —c b a s r —q p

O primeiro fator nesta decomposi¢cao representa uma rotac¢do isoclinica esquerda e o

segundo fator uma rotacgao isoclinica direita.

Ao rotacionar um quatérnio v = vg + v1% + v2j + v3k no espaco R* vamos obter um

quatérnio w por meio de uma rotacao isoclinica esquerda:

Wy a —b —c —=d\ (v
w | b a —-d c 1 (6.1)
W c d a —d||ve
w3 d —c b a Vg
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e vamos obter um quatérnio w por meio de uma rotacao isoclinica direita:

wWo p —q —r —§ Vo
wi| _ (g p s T V1 (6.2)
W r —s p q V2
w3 s r —q p U3

Efetuando a multiplicacdo com um operador quaternionico, temos:
W= WrLVWRpRr

onde
wp =a+ b +cj+ dk

wr=p+q+1rj+ sk
sdo quatérnios unitarios, conforme exposto acima.

Podemos observar que a multiplicacdo de quatérnios em R* é associativa, assim
w = (wrv)wg = wr(vwg)

que possibilita concluir que as rotagoes isoclinica esquerda e isoclinica direita comutam.

6.1 Uso dos Quatérnios

Uma das vantagens de se usar quatérnios é que estes descrevem a rotagdo com um
tnico movimento (MARINHO, 2013). Os quatérnios estao sendo utilizados nas areas da
computacao grafica, na robotica, rotagdes de objetos em trés dimensdes e movimentacao

de cameras para filmagens levando qualidade para as telas de cinema nas animagoes em
3D (SILVA, 2014).

Os quatérnios eliminaram o problema do Gimbal Lock, que é a sobreposi¢ao dos
eixos X e Z do instrumento Gimbal utilizado na aviacao, causando a perda de um grau
de liberdade e o bloqueio do sistema. Na medicina, a robdtica tem possibilitado o uso de
robos nas cirurgias, inclusive nas cirurgias a distancia. Tem sido empregado, também, em

dindmica molecular, navegacao, dindmica de voo e mecanica orbital de satélites.
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7 Conclusao

Os Quatérnions constituem uma teoria que, embora importante, é pouco difundida
nos cursos de graduagao em Matematica. Neste sentido, investigou-se e desenvolveu-se o
tema de forma acessivel. Considerando a discussao apresentada neste trabalho, foi possivel
perceber que o estudo dos Niimeros Complexos e dos Quatérnios foi de grande relevancia

para o desenvolvimento da matematica ao longo de varios séculos.

Entre as varias aplicacoes com Numeros Quatérnios, destacamos a sua utilizacao
em computagao grafica através da possibilidade de descrever movimentos tridimensionais
abordados no campo da robdtica, a interpolagao de pontos no espaco para descrever
movimentos de rotagao suave em animagoes graficas utilizadas no desenvolvimento de

games, fotogrametria, além de outras aplicacoes.

Espera-se que este trabalho contribua de alguma maneira para que mais estudos
possam ser desenvolvidos sobre o comportamento de corpos no espago, uma vez que, 0O
numero de publicagoes sobre o assunto ainda é limitado, podendo ser vastamente explorado

a fim de que possamos ter outras as aplicagoes envolvendo os Ntumeros Quatérnios.
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