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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos alguns saberes que nos permitirao enunciar e demonstrar
o teorema de Baire e expor algumas das aplicacoes desse resultado a Analise Funcional.
Essas aplicagoes consistirao em demonstrar o Teorema de Banach Steinhaus, o Teorema

da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Espacos de Banach, Teorema de Baire



Abstract

In this work, we will present some knowledge that will allow us to enunciate and demonstrate
Baire’s theorem and expose some of the applications of this result to Functional Analysis.
These applications will consist of proving the Banach Steinhaus Theorem, the Open

Application Theorem and the Closed Graph Theorem.

Keywords: Metric Spaces, Banach Spaces, Baire’s Theorem
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INTRODUCAO

A Anaélise Funcional é o ramo da Matematica que estuda o espaco das funcoes.
Esse ramo utiliza vérios conceitos da Algebra Linear e dd destaque ao estudo dos espagos
vetoriais de dimensdo infinita. Dessa forma, a Anéalise Funcional pode ser vista como
uma generalizacio da Algebra Linear Cldssica. Além disso, essa drea apresenta grande
importancia em alguns ramos da matematica como andalise nao-linear, equagoes diferenciais

parciais.

Este texto tem como objetivo geral apresentar e demonstrar, usando o teorema
de Baire, os seguintes resultados da Anéalise Funcional: Teorema da Limitagdo Uniforme,
Teorema da Aplicacado Aberta e Teorema do Grafico Fechado. O Teorema de Baire, que
é um resultado da Topologia Geral, é um teorema que possui diversas consequéncias
em diversas areas. Neste trabalho, abordaremos somente algumas aplica¢oes na Analise

Funcional.

A fim de cumprir com esse objetivo, inicialmente abordaremos alguns conceitos e
resultados da teoria de espacos métricos que serao necessarios para a demonstracao do
teorema de Baire e dos outros trés teoremas citados. Isso serd feito no capitulo um, onde

apresentaremos a definicao de métrica.

Com essa definicdo em maos, poderemos construir uma teoria na qual poderemos
falar de distancias entre um ponto e um conjunto e entre conjuntos, sequéncias e conver-
)
géncia de sequéncias, fungoes continuas e uniformemente continuas, conjuntos abertos e
fechados, ete. Esses trés ultimos topicos terao grande reviancia para o texto. Por isso, boa
) )
parte do capitulo um serd destinada a apresentacao de conceitos e resultados referentes a

esses asuntos.

Os conceitos e resultados que serao apresentados no capitulo um sao essenciais para
as demonstragoes dos teoremas da Anélise Funcional que serdao abordados, mas nao sao
suficientes. Estes, em suas hipéteses, abordam Espagos de Banach e operadores lineares
continuos. Por isso, elaboramos o capitulo dois, que aborda esses assuntos e apresentam
resultados necessarios para as demonstragoes, como algumas caracterizagoes dos operadores
lineares continuos. Também abordaremos nesse capitulo os espagos normados, que nos
permitirao estudar os operadores lineares continuos, e conjuntos conexos em espacos

normados.

Por fim, de posse do teorema de Baire e de uma bagagem de saberes, aplicaremos tal
resultado a Analise Funcional. Essas aplicagoes consistem em demonstrar os trés resultados
citados acima, que sao resultados classicos e de fundamental importancia para a Analise

Funcional. Essas aplicagoes serao feitas no capitulo trés. Com isso, evidenciaremos algumas
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consequéncias e, portanto, a importancia do teorema de Baire para a Matematica.



1 ESPACOS METRICOS

Neste capitulo, apresentaremos a importante definicao de espago métrico e alguns
conceitos associados a esses espagos. Como veremos, a todo espago métrico existe uma
funcao associada que nos permite calcular a distancia entre dois elementos quaisquer do
conjunto sobre o qual essa funcao esta definida. Tal funcao serd chamada de métrica
e nos permitira construir uma teoria na qual poderemos falar de distancias entre um
ponto e um conjunto e entre conjuntos, sequéncias e convergéncia de sequéncias, fungoes
continuas e uniformemente continuas, conjuntos abertos e fechados, etc. Toda essa teoria
¢é de grande importancia, pois, por exemplo, é usada na Analise Funcional e Topologia.
Também apresentaremos e demonstraremos neste capitulo o teorema de Baire. Toda
a teoria apresentada neste capitulo tem por objetivo forner uma base de saberes para
podermos provar o teorema de Baire e os resultados que serao apresentados nos capitulos

2 e 3. Para a elaboragao deste capitulo usamos as referéncias [3], [4], [5] e [6].

1.1 Definicoes e exemplos de espacos métricos

Nesta secao, definiremos um dos conceitos fundamentais para este trabalho. Além

disso, dada a importancia desse conceito, exibiremos alguns exemplos importantes.

Definicao 1.1. Um espagco métrico é um conjunto M de objetos, que chamaremos de
pontos, juntamente com uma fungao d : M x M — R, que associa a cada par (x,y) € M x M
o numero real d(x,y) . Além disso, a fungdo d deve satisfazer as sequintes propriedades,

para todos x,y,z € M :

1. (Positividade Definida) d(z,y) > 0 com d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
2. (Simetria) d(z,y) = d(y, ).

3. (Desigualdade Triangular) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y).

A funcao d assim definida é chamada de distacia ou métrica. Por isso, chamaremos
o numero d(z,y) de a distdncia entre z e y. Além disso, neste texto, refirir-nos-emos
muitas vezes ao espago métrico (M, d) somente como o espago métrico M. Nesses casos,
estaremos tomando uma métrica d qualquer em M. Quando tomarmos uma métrica

especifica, faremos as indica¢oes necessarias.

Natuaralmente, dado (M, d), podemos considerar S C M um espac¢o métrico. Com
efeito, a restrigdo de d ao conjunto S x S é uma métrica. Tomando a funcao d; = d|sxs (a

restrigdo de d ao subconjunto S x 5), segue de imediato que (S, d;) é um espago métrico.
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Exemplo 1.2. (A métrica zero-um ou métrica discreta) Qualquer conjunto M
pode se tornar um espaco métrico quando munido da sequinte métrica: d : M x M — R,

com
0 se z=y

1 se z#vy

d(z,y) = {

Vemos facilmente que d € positiva definida e simétrica. Resta provar que d satisfaz
a desigualdade triangular. Para tanto, tomemos x,y,z € M e observamos que ou x =y, ou
x #y. Sex =y, usando que d(x,z) > 0 e que d(z,y) > 0, o resultado seque de imediato.
No entanto, se x # y deveremos comparar z com x e y. Para ndao analisarmos todos os
casos possiveis, podemos notar que d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) séra verificada para x # y se,
e somente se, d(x,z) > 0 ou d(z,y) > 0. Pelo menos uma dessas opgoes sempre deverd
ocorrer, pois, caso contrario, obteriamos r = z e z =y, o que implica, por transitividade,

que x =y, o que € um absurdo.

Para o proximo exemplo, usaremos o seguinte resultado, conhecido como Desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, a qual é exposta e demonstrada em [6] no capitilo um.

Se Ty, -+ ,Tp €Y1, , Y, SA0 NUMeros reais, entao

i=1 i=1 i1

Exemplo 1.3. O conjunto R", que é formado por n-uplas de elementos de R, é chamado
de Espaco Fuclidiano. Quando n =1, temos o conjunto dos nimeros reais. Esse conjunto
munido da métrica d(x,y) = |x — y|, que associa o par (x,y) ao mddulo de x —y, € o
exemplo mais importante de espaco métrico. A métrica d é chamada de métrica euclidiana
ou métrica usual da reta. Uma forma conveniente de se defenir uma métrica em R™ € obtida
quando generalizamos a métrica usual de R. Dados v = (x1,- -+ ,x,),y = (Y1, ,Yn), 2 =

(21,7, 2n) € R™, uma generaliza¢io possivel é sequinte:

n

d(a,y) = @ — 902 + -+ (0 — ) = || Do (s — )2

=1

Provaremos que a fungdo di : R x R™ — R € uma métrica. Para tanto, observamos

que dy € positiva definida, pois ela € a raiz quadrada de uma soma de niumeros positivos e

Logo, x =y. A fim de provar que di é simétrica, basta observar que

) i=1

dl(x,y) = J nl(%‘ - ?Jz’)Q = Ji(% - fz‘)Q = dl(yax)
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Por fim, devemos provar que dy satisfaz a desigualdade triangular. Para tanto,

usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, notamos que

= Z[(% — 2)% + 2(xi — 2)(z — yi) + (20 — )]
:Z(Jii—zi)Q—f—ZQ( _Zz yz +Z
<N (i — z) —|—22|x2 zil|lzi — yi\—I—;(z _

n n

7 1 =1

= [di(x, 2) + di(z,y)]

Il
1

Isso mostra que [di(z,y)]* < [di(x,2) + di(z,y)]>. Como d; € positiva definida,
temos
dl(xa y) < dl(x> Z) + dl('z?y)'

Outras métricas que podem ser definidas em R™ sdo as sequintes:
da(z,y) = |1 — | + -+ |20 — Y| = by |z — yil;
dg(l',y) = maX{’$1 - yl‘a T ’xn - yn’}

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que f : X — R ¢é limitada quando
existe uma constante real K > 0 tal que |f(x)| < K, para todo x € X. Denotaremos por
B(X;R) o conjunto das fungées limitadas com dominio X. Dados f, g € B(X;R), podemos
definir a métrica d em B(X;R) tal que

d(f,g9) = ig}gﬁ(fﬁ) —g(z)]

Como a soma e o produto por um escalar de funcoes limitadas resulta em uma
fungao limitada, essa métrica estd bem definida em B(X;R). A demonstragcao de que d é
uma métrica pode ser feita de facil modo usando as propriedades do modulo de um nimero

real e do supremo de um conjunto.

Exemplo 1.5. Sejam (M, dy), (Ms,ds), -, (M,,d,) espagos métricos. O produto carte-

siano desses conjuntos € definido como sendo o conjunto

My X My x -+ x M, ={(x1,29, -+ ,x,);2; € M;, comi=1,2,--- ,n}.
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Sendo zy = (x1, 9, , &) € 20 = (Y1,Y2, -+ , Yn) pontos de My x My X -+ X M,,

entdo esse conjunto é um espagco métrico quando munido de alguma das sequintes métricas:

1. Métrica da soma: d(z1, z9) = di(x1, 1) + do(x2,y2) + « -+ + dp(Tp, Yn)-

2. Métrica do mdzimo: d(z1,z2) = mazx{dy(x1,y1), do(2,22), - , dp(Tp, yn)}

3. Métrica euclidiana: d(z,z) = \/[dl (x1,y1)]? + [do(z2,92) ]2 + - - - + [dn (@0, yn)|?

1.2 Bolas e esferas

Trataremos nesta se¢ao de uma nocao fundamental para o desevolvimento da teoria

dos espagos métricos.

Definicao 1.6. Sejam M um espagco métrico, a um ponto de M e € um numero real

positivo. Definimos:

1. A bola aberta de centrto a e raio € é o conjunto B(a;e) C M que tem a sequinte

propriedade: se x € B(a;¢), entdo d(x,a) < r. Ou seja,

Bl(aje) = {x € M;d(x,a) < &}

2. A bola fechada de centro a e raio € é o conjunto Bla,c] C M que apresenta a sequinte

propriedade: se x € Bla;e], entao d(x,a) < e. Ou seja,

Blaje] = {x € M;d(z,a) < e}

3. A esfera de centro a e raio € é o conjunto S(a;e) C M que possui a sequinte

propriedade: v € S(a;¢€), entdo d(z,a) = . Ou seja,

S(a;e) ={z € M;d(z,a) =€}

As nomeclaturas usadas na definicao acima nos remetem a algumas formas geomé-
tricas espaciais muito conhecidas. No entanto, dependendo do espago métrico que estejamos
considerando, as bolas e esferas definidas podem assumir aspectos bem inusitados. O

proximo exemplo ilustra esse fato para o caso das bolas abertas.

Exemplo 1.7. Seja M um espaco métrico munindo da métrica zero-um. Nesse caso, para

uma bola temos somente as duas opcoes sequintes:

{a} se <1
M se e>1

B(a;e) :{

De fato, tomando x # a e € < 1, teremos d(a,xz) =1 e x ¢ B(a;€). Logo, se e <1,
entdo B(a;e) = {a}. Por outro lado, sendo ¢ > 1 e d(z,a) <1, temos B(a;e) = M.
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Dado um espac¢o métrico M, dizemos que a € M é um ponto isolado de M quando
existe € > 0 tal que B(a;e) = {a}. Por outro lado, um ponto a € M é chamado de nao
isolado se, para todo € > 0, pode-se obter um ponto z € M tal que z € B(a;¢). Essas
defini¢des nos permitem definir o que é um espago métrico discreto, que é um conjunto

onde todos os pontos sao isolados.

Seja M um espago métrico munido de uma métrica d. Como iremos usar muito as
bolas abertas, adotaremos a seguinte convencao: a notagao By (z;¢) indica que se trata
de uma bola aberta em M de centro z e raio €. Também convencionaremos que a notagao

By(z;¢) indica uma bola aberta segundo a métrica d, de centro x e raio .

1.3 Distancias em um espaco métrico

Agora que ja sabemos calcular a distancia entre dois pontos x e y de um espago
métrico M, podemos estender a esse espaco as nogoes existentes em R de conjunto limitado,

diametro de um conjunto e distancia de um ponto x € R ao subconjunto X C R.

Um conjunto X C R chama-se limitado quando existe uma constante real K > 0
tal que |z| < K, para todo z € X. Isso equivale a afirmar que existe Ky > 0 satisfazendo

|lx — y| < Ky, para quaisquer z,y € X. De fato, basta tomar Ky > 2K, pois
B <K elyl <K = |z—yl <ol + |yl < K + K = 2K, Va,y € X.

Tomando um subconjunto X C M, diz-se que X ¢ limitado quando existe K > 0
real tal que d(x,y) < K, Vz,y € X. Quando X é limitado, o conjunto A = {d(z,y) €
R;xz,y € M} é limitado. Definimos o didmetro de X como sendo o niimero sup(A) (o

supremo do conjunto A).

Ja a distancia entre um ponto a € M e X C M é definida como sendo

d(a,X) = inf d(a, )

zeX

1.4 Funcdes continuas

O conceito de fugao continua ¢é o tema central da Topologia. Para funcoes definidas
em espagos métricos podemos utilizar o fato de que esses espacos sao dotados de uma

métrica e usa-la para definir a continuidade de uma fun¢ao em um ponto de seu dominio.

Defini¢ao 1.8. Dizemos que a fungao f: (M,dy) — (N,ds) é continua no ponto a € M
quando, para todo nimero real € > 0 dado arbitrariamente, é possivel encontrar § > 0 tal

que x € M, dy(z,a) < 6 implique do(f(z), f(a)) < €. Simbolicamente, temos

f:M — N ¢é continua em a € M se, e somente se,
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Ve>030>0;,z€ M, d(r,a) <= do(f(2), f(a)) <e

Quando f : M — N nao ¢é continua em a € M, diz-se que f é descontinua nesse

ponto.

Da definicao de continuidade, decorre o seguinte fato.

Proposi¢ao 1.9. Uma funcio f : (M,dy) — (N,ds) é continua no ponto a € M se,
e somente se, para toda bola B(f(a);e) C N existe uma bola B(a;d) C M tal que
f(B(a;0)) C B(f(a); ).

Demonstragdao: Dada uma bola qualquer B(f(a);e) C N, para seu raio ¢, temos
que por hipétese existe § > 0 tal que di(z,a) < § = dao(f(z), f(a)) < e. Observe
que, se y € f(B(a;0)), entdo y = f(x), para algum = € B(a;d). Logo, di(z,a) < §
o que implica que dy(f(z), f(a)) < e. Isso prova que f(z) € B(f(a);e) e, portanto,
f(B(a;0)) C B(f(a);e). Reciprocamente, observe que

di(z,a) <0 = x € B(a;0) = f(z) € f(B(a;9)) C B(f(a);e) = do(f(a), f(z)) <e.

Portanto, f é continua em a. [ ]

Exemplo 1.10. Dada uma funcdao f : M — N, dizemos que f é uma aplicagcao lipschi-
tiziana quando eziste uma contante real ¢ positiva (chamada de constante de Lipschitz)
de forma que d(f(x), f(y)) < c¢-d(z,y), para todos x,y € M. Afirmamos que toda fungio
lipschitiziana € continua. De fato, devemos provar que f é continua em cada a € M e, para

tanto, dado um € > 0 qualquer, basta tomar 0 = £, onde c é uma constante de Lipschitz

de f. Dessa forma, d(z,y) < 0 = d(f(x), f(a)) <c-d(z,a) <c-0=c¢.

Exemplo 1.11. Dados os espagos métricos M = [—1,0] U (1,00) e N = (0, 00) munidos
da métrica usual da reta, que foi definida no exemplo 1.3, e f : M — N tal que f(z) = 22,

para todo x € M. Temos que f € uma bijecio continua de M sobre N. A inverca de f é

1y ) VY ose y>1
f (y)—{_\/g e 0<y<1

1
A fungio f~1 € descontinua em y = 1. De fato, tomandoc =1 ey, =1+ —, com
n
1
n € N, vejamos que d(1,y,) = — e que

d(f—l(n,f—l (1 4 i)) — ‘m—f‘l(l) - ‘m+ |

Dessa forma, para € = 1, sempre que tomarmos um ¢ > 0, poderemos encontrar
n € N de modo que d(1,y,) = = < 6 = d(f'(1),f "(ya)) > . Portanto, f~' ¢

descontinua em y = 1.

> 2> €.
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O resultado seguinte é util em alguns casos onde desejamos saber se uma certa

funcao ¢é continua.

Proposicao 1.12. Sejam (M,d;), (N,dy), (P,ds) espagos métricos, f : M — N e
g: N — P fungoes continuas em, respectivamente, a € M e f(a) € N. Sendo assim, a

funcao composta go f: M — P é continua em a.

Demonstragdao: Dado € > 0, a continuidade da fungdo ¢g no ponto f(a) nos permite
obter A > 0 tal que y € N,ds(y, f(a)) < A= d3(9(y),g(f(a))) < e. A continuidade de f

no ponto a nos garante que, para A > 0, podemos encontrar § > 0 tal que
x € M,di(z,a) <6 = dy(f(2), f(a)) < A= ds(g(f(x)),9(f(a))) <e.

Portanto, go f : M — P ¢ continua em a. ]

1.5 Continuidade uniforme

Na se¢ao anterior, vimos a defini¢do de fungoes continuas. Pode ser demonstrado
facilmente que, se uma funcao f: M — N é continua no ponto a € M e existe uma bola
B(a;e) C M, entao f|p ¢ continua em a. A reciproca também ¢é verdadeira. Devido a esse

comportamento, dizemos que a continuidade (simples) é um fenémeno local.

Nesta secao, apresentaremos a definicdo de continuidade uniforme, que nao é um

fenomeno local, mas sim uma nocao global.

s

Definig¢ao 1.13. Sejam (M,d,) e (N,dy) espagos métricos. Uma aplicagao f: M — N é
uniformemente continua quando, para cada € > 0 dado, for possivel encontrar um o > 0

de modo que, sejam quais forem x,y € M, di(z,y) < 6 = do(f(x), f(y)) < ¢

O comportamento global da continuidade uniforme deve-se ao fato de que pode
ocorrer que cada ponto a € M seja centro de uma bola B tal que f|p seja uniformemente

continua, mas a funcao f : M — N nao seja uniformemente continua.

Pode-se provar facilmente que toda aplicagao uniformente continua também é
continua. A reciproca nao é verdadeira. Sendo assim, o Exemplo 1.8 expde uma funcao
que nao ¢é uniformemente continua, pois ela nao é continua em um ponto. As apliacoes

lipschitziana sao exemplos de fung¢oes uniformemente continuas.

Proposicao 1.14. Se f : (M,d;) — (N,d2) e g : (N,dy) — (P,d3) sao uniformemente

continuas, entdo go f : M — P também ¢é uniformemente continua.

Demonstracdo: Sendo g uniformemente continua, dado € > 0, existe A > 0 de forma
que

Vi), f(x2) € Ny do(f(21), f(22)) < A= ds(g(f(21)), 9(f(22)) <e.
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Para esse mesmo A\, sendo f uniformemente continua, existe o > 0 tal que

VZL‘l, Ty € ]\47 d1<$1,ZL‘2) <= dg(f($1), f(l'g)) < A= d3(g(f($1))7g(f(l‘2)) < €.

Logo, go f : M — P é uniformemente continua.

1.6 Sequéncias

O estudo de sequéncias em espagos métricos € util para simplificar varios problemas.
Por exemplo, para provarmos que a funcao f~! do exemplo 1.11 nao é continua em
x = 1, usamos uma sequéncia de pontos em N. Além disso, usaremos um tipo especial de
sequéncias para definir espacos métricos completos, que terdo grande importancia para

este trabalho.

Dado um conjunto M, chamamos a fun¢ao x : N — M de sequéncia (em M). A
imagem de n € N através da funcao z serd indicada por z,, e sera chamada de n-ésimo
termo da sequéncia. Para simplificar, usaremos a notagao (z,) para denotar a sequéncia
x : N — M. Quando usarmos essa notacao, deixaremos subentendido o cojunto M ao qual

estaremos nos referindo.

Dada uma sequéncia (z,), quando restringimos seu dominio, que é Conjunto dos
Numeros Naturais, a algum subconjunto infinito, passamos a ter uma nova fungao, que

chamaremos de subsequéncia de (x,) e denotaremos por (x,, ), onde k =1,2,3,4,---.

Abaixo exibiremos a importante definicao de convergéncia de uma sequéncia em
um espaco métrico, alguns resultados importantes relacionados a sequéncias e alguns

exemplos.

Definigao 1.15. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M € dita convergente em
M quando existe a € M tal que, para todo € > 0, existe ng € N satisfazendo a sequinte

implicacao:
n>ng= d(z,a) <e

O ponto a é chamado de limite de (z,,). Representamos essa situagao simbolicamente
escrevendo lim z, = a ou x, — a. Se ndo existe a € M tal que limx,, = a, dizemos que

(x,) € divergente em M.

Note que a convergéncia de x, (em M) estéd inteiramente relacionada a congéncia
de y, = d(x,,a), Yn € N, (em R). Podemos provar facilmente que z,, — a se, e somente
se, ¥y, — 0. Note também que podemos usar bolas abertas para caracterizar a convergéncia

de sequéncias. Para tanto, basta obeservar que d(z,,a) < ¢ < x, € B(a;¢).
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Dessa forma, para que x,, — a, é necessario e suficiente que, para cada bola de raio
e > 0, exista ng tal que n > ny = z,, € B(a,¢)
Exemplo 1.16. Tomando R munido da métira euclidiana, sequéncia de nimeros reais
1 . 1
r, = —,Vn € N, converge para 0. Com efeito, dado qualquer € > 0, basta tomar ng > —
n €
para termos
1 1
n>n0:>0<<€:>‘—0'<5.
n n
Uma pergunta interessante a se fazer é a seguinte: a sequéncia do exemplo acima

converge somente para o numero 0?7 O proximo resultado nos garante que sim.

Proposicao 1.17. Uma sequéncia convergente em M nao pode convergir para dois pontos

diferentes.

Demonstrag¢ao: Tomando uma sequéncia (x,,) em M e supondo que lim z,, = a, limz,, =

b, onde a,b € M, observe que, dado € > 0 existem ng,n; € N tais que

€
n>n0:>d(xn,a)<§ e n>ng=d(x,a) <

DO ™

Se tomarmos n € N maior do que ng e do que ny , entdo d(a,b) < d(a,x,) +
d(x,,b) < e. Logo, 0 < d(a,b) < ¢, para todo £ > 0. Essas desigualdades garantem que
d(a,b) = 0 e, portanto, a = b.

Em varios momentos necessitamos calcular o limite de uma sequéncia ou até mesmo
simplesmente provar que determinada sequéncia converge. O proximo resultado nos ajuda

a resolver alguns problemas como esses.

Teorema 1.18. Sejam x,, y,, 2, sequéncias em M tais que x, < y, < z, para todo

n € N. Se limz, =limz, = a, entao limy, = a

Demonstracao: Com efeito, tomando € > 0 arbitrario, existem n; € N e ny € N tais

que
n>ny = d(z,,a) <e=uz, € Bla;e) e n>ny=d(z,,a) <e= 2z, € Bla;e)

Pondo ng = max{ny,ns}, temos que n > ng = vy, € B(a;e). Suponha, por absurdo, que
limy, # a. Isso implicaria que existe um ¢ > 0 tal que, para todo ng € N, d(y,,a) > ¢

para algum n > ng. Tomando n3 = ng, teriamos entao que existe n > ng tal que
d(Yn:a) > € = y, & B(a;e)

Mas isso ¢ um absurdo. Deve-se ter entao que limy, = a ]
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Proposicao 1.19. Para que uma sequéncia (x,,y,) de pontos em M x N convirja para

(x,y) € M X N € necessdrio e suficiente que x, — T € Y, — Y.

Demonstracdao: Faremos a demonstragao usando a métrica d da soma. Mas basta tomar
qualquer métrica equivalente a d que obteremos o mesmo resultado. Indicaremos por d; e

ds as métricas de M e N, respectivamente.

Dado € > 0, existe um indice ng € N tal que

n>ng = d((Tn, Yn), (¥,y)) = di(2n, ) + d(yn,y) <€

Dessa forma, para n > ng, temos d(z,,z) < € e d(y,,y) < . Isso implica que (z,)

e (y,) convergem, respectivamente, para « e y.

Supondo agora que (x,) e (y,) convergem, respectivamente, para z e y, temos que

existem ny,ny € N tais que

5
n>ny = d(z,, x) < 5 € n>ng = d(yn,y) <

DO ™

Tomando n, = max{ni,ns}, obtemos

g £
n>ng = di(Tn, @) + do(Yn, y) = d((wn, yn), (2,9)) < gtg=¢
Logo, (n, yn) — (z,y).
[ |
1.7 Homeomorfismos e métricas equivalentes
No Exemplo 1.11, vimos um que a uma fungao f : [—1,0] U (1,00) — (0, 00) possui

inversa, que é descontinua em y = 1. A existéncia de fungoes como essa é algo normal
na teoria de espagos métricos. As fungdes que sdo continuas e possuem inversa continua
apresentam algunas propriedades tuteis. Algumas dessas propriedades serdao usadas neste

texto, por isso discutiremos sobre essas fungoes nesta segao.

Definicao 1.20. Sejam M e N espagos métricos. A funcao f : M — N é chamada de
homeomorfismo quando f for continua, inversivel e sua inversa f=' for continua. Neste

caso, M e N se dizem homeomorfos.

Sejam M um espaco métrico e d; e dy métricas em M. Por simplicidade, escrevere-
mos M, = (M,d,), My = (M,ds), B;(a,e) = bola de raio € e centro a segundo d;, com
i=1,2.
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Definicao 1.21. Sejam M e N espagcos métricos. A fungao f : M — N é chamada
de homeomorfismo uniforme quando f for uniformemente continua, inversivel e sua
inversa f~1 for uniformemente continua. Neste caso, M e N se dizem homeomorfos

uniformemente.

Definicao 1.22. Dizemos que duas métricas dy e dy em M sdo equivalentes se a fungdo

identidade i : My — My € um homeomorfismo.

Da definigdo de homeomorfismo, temos que i : M; — M5 é continua. Aplicando a
Proposicao 1.9, resulta que, para bola By(a;e) C M, existe uma bola Bj(a;0) C M tal
que i(Bi(a;d)) = Bi(a; ) C Ba(a;e). De modo andlogo, podemos provar que, para toda
bola Bj(a;d) C M, existe uma bola Bs(a;e) C M tal que Bs(a;d) C Bi(a;e).

Proposicao 1.23. Seja f : (M,dy) — (N,ds) uma fungao continua. Se di e ds sao
equivalentes a, respectivamente, d e d , entdo a funcio f: (M,d) — (N,d") também é

continua.

Demonstracdo: Mostraremos inicialmente que f : (M,d;) — (N,d") é continua. Dados
x € M eabola B = By (f(x);e), existe uma bola By = By (f(x); \) C B ja que d; e
d sdo equivalentes. Como f : (M,d;) — (N,d,) é continua, exististe 6 > 0 de forma que
f(Bg,(z;0)) C By C B. Segue da Proposicio 1.9 que f : (M,d;) — (N,d") é continua.
Demonstra-se de modo analogo que f : (M,d) — (N,dy) é continua. Da continuidade

dessas duas fungoes, obtemos o resultdo. [ ]

Definicao 1.24. Dizemos que duas métricas dy e do em M sao uniformemente equivalentes

se a funcao identidade 1 : My — My for um homeomorfismo uniforme.

Para este texto, a maior importancia de algumas das defini¢bes e resultados

apresentados nesta secao ¢ a deducgao dos seguintes resultados.

Proposicao 1.25. Sejam dy e dy métricas equivalentes em M. Para que uma sequéncia
(x,) em M convirja, para x digamos, em M € necessdrio e suficiente que (x,) também

convirja em My para x.

Demonstracao: Supondo que limz,, = x em M, entao exite ng natural tal que

Ng >N = Ty, € Bl(I,é)

Além disso, como d; e dy sdo equivalentes, para cada bola Bj(x;d), exite uma bola
Bs(x;¢) de modo que
Bl(SC, 5) C BQ(JJ, 8)
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Desse modo, n > ng = z,, € By(z;¢). Isso mostra que (z,) converge em M, para

x. A reciproca dessa proposicao é demonstrada de forma inteiramente analoga.

De posse dessa proposicao, em alguns momentos, tomaremos uma métrica que

facilite as demonstragdes em um sentido que se tonara claro na secao seguinte.

Proposicao 1.26. Sejam dy e dy métricas em M. Se existirem constantes a > 0 e >0
tais que a - di(x,y) < do(x,y) < B -di(z,y), para todo x,y € M, entdo as métricas dy e

ds serdo uniformemente equivalentes.

Demonstracgao: De fato, as desigualdades « - dy(z,y) < da(x,y) < - di(x,y) implicam

que
1
dl(xay) S ad2<x?y) € dQ(xvy) S ﬁ : dl(xay)
Nesse caso, as aplica¢oes identidades 215 : My — My e 9, : My — M,y serao ambas
lipschitzianas e, portanto, uniformemente continuas. ]

Exemplo 1.27. No Exemplo 1.5, definimos as sequintes métricas em um espago formado
pelo produto cartesiano dos espagos métricos (My,dy), (M, ds),--- ,(M,,d,). Sendo os
pontos z; = (T1, T, , X)), 20 = (Y1, Y2, ,Yn) € M = My X My X -+ X M,, definimos:

1. Métrica da soma: d(z1, 22) = di(z1,y1) + do(x2,y2) + - - - + dn( Ty Yn)-

2. Métrica do mdvimo: d (21, z5) = max{dy(x1,y1), da (22, 22), -+, dp (T, Yn)}-

8. Métrica euclidiana: d (21, 2) = \/[d1($17 y)? + [do(@2, y2)? + -+ - + [dn(2n, y0) >

Usando a proposicdo anterior, provaremos que essas métricas sao uniformemente

equivalentes. Para isso, vejamos que

d/(zh ZQ) == maﬂf{dl(.fl, ?/1), d2(£27 x2)7 Ty dn(l'na yn)} = dl(l‘lv yz)
=d (21, 2) = \/[dl(ﬂfla y1)? + [da(x2,92) | + -+ + [dn(Tn, yn)?
>\ di(ws, :))? = i, 4:)
o d/(21722) < d//(Zl,ZQ), V21,29 € M.
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VIdi @502 + [da(@2, 52 + - + [dn (20, 302
\/[dl (T1,91) + da(22,92) + - - + dn(@n, Yn)]?
di(z1,y1) + do(@2, y2) + -+ + d(Tn, yn) = d(21, 22)
=d (21,22) < d(z1,29), V21,29 € M.

ZI7Z2

IN

A desigualdade d(z1,2,) <n-d (21, 25) € 6bvia. Assim,para quaisquer z1, 2, € M,
valem as desigualdades:

!

d (z1,2) < d”(?«’l,ZQ) < d(z1,22) <n- d,(zla 23).

Essas desigualdades mostram que d € uniformemente equivalente ds métricas d’
e d. Seque-se dai que as aplicagoes iy = (M,d) — (M,d), iy : (M,d) — (M,d), i
(M,d) — (M,d") eiy: (M,d") — (M,d) sdo uniformemente continuas. De acordo com a
Proposigio 1.14, também sio uniformemente continuas as fungoes izoiq : (M, d) — (M,d")
eiyoiy: (M,d") — (M,d). Sendo (igoiy) ™" = i1 0i4, as métricas d e d sio uniformemente

equivalentes.

Em particular, as métricas definidas no Exemplo 1.3 para o R™ sao uniformemente

equivalentes.

1.8 Sequéncias de cauchy e espacos métricos completos

Muitas vezes precisamos calcular o limite de uma sequéncia e algumas vezes saber
apenas se uma sequéncia converge ou nao ja é suficiente para resolver varios problemas.
Dessa forma, determinar condi¢oes que garantam a covergéncia de uma sequéncia pode
ajudar a resolver problemas. Essas condigoes sdo chamadas de critérios de convergéncia.
Neste trabalho, para resolver alguns problemas tomaremos sequéncias de Cauchy em
espagos métricos completos. Por isso, nesta secao, definiremos o que sao sequéncias de
Cauchy e espacos métricos completos, exibiremos e demonstraremos alguns resultados

relacionados a estes conceitos.

Definicao 1.28. Uma sequéncias (x,) de pontos em um espago métrico (M,d) é dita de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, for possivel encontrar um nimero natural ng tal que
m,n > ng = d(Ty,,z,) <&
Proposicao 1.29. Toda sequéncia convergente em (M,d) é de Cauchy.

Demonstragdo: Seja (x,) — = uma sequéncia em M. Por definigao, para todo € > 0,

. €
existe ng € N de forma que n > ny = d(z,,z) < 7 Se tomarmos m,n > ng teremos

AT, ,) < d(Tp,a)+d(Tp,a) < =+

DO |

€
2
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Assim, (z,,) é de Cauchy.
]

Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico M serd limitada quando o conjunto dos
seus termos for limitado, isto é, quando existir uma constante K > 0 tal que d(x,, z,,) <
K, Ym,n € N.

Proposicao 1.30. Toda sequéncia de Cauchy em M é limitada.

Demonstracao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Tomando € = 1, existe um
no € N tal que
d(xm, x,) < 1, Ym,n > ny.

Seja A = {d(zp, ) € Rym,n < ng} entdo A é finito e existe a = max(A). Dessa
forma,
d(Tpm, ,) <a+1, Ym,n € N.

Proposigao 1.31. Sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy e (x,,) uma subsegéncia de (x,).

Se (xy,) converge para a € M, entao (x,) converge também converge para a.

Demonstracao: Como z, é de Cauchy, entao, para todo € > 0, existe n; € N tal que
€
A(Tp, ) < 5> bara todo m,n > ny.
Além disso, como lim z,, = a, para cada € > 0, deve existir um ny € N tal que

d(zp,,a) < %,V N > Na.

Pondo ng = max{ny,ny} e usando a desiqualdade triangular, obtemos

nyng > ng = d(z,a) < d(@n, 2,) + d(t,,,a) < g + % -

Portanto, lim z,, = a. [ |

Definicao 1.32. Dizemos que um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M ¢é convergente.

As duas ultimas proposicoes expostas aliadas ao Teorema de Bolzano-Weirstrass,
que pode ser encontrado no capitulo quatro da referéncia [5], o qual afirma que toda
sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia convergente, podem ser
usadas para provar que R, munido da métrica euclidiana, ¢ um espaco métrico completo,

como exposto na proposicao seguinte.
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Proposicao 1.33. O Conjunto dos Niumeros Reais ¢ um espaco métrico completo.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Entao (z,,) é limitada e, pelo
Teorema de Bolzano-Weirstrass, exite uma subsequéncia (z,, ) de (z,) que converge para

a € R, digamos. Pela Proposicao 1.31, devemos ter lim x,, = a. |

Para provar as duas préximas proposi¢oes tomaremos nos espagos produtos a
métrica da soma. No entanto, o resultado continuara valido se trocarmos essa métrica por

qualquer outra que seja uniformememte equivalente a ela.

Proposicao 1.34. Sejam M e N espagos métricos. Para que uma sequéncia (T,,y,) em
M x N seja de Cauchy nesse espago € necessdrio e suficiente que que (x,) e (y,) sejam

de Cauchy em, respectivamente, M e N.

Demonstracao: Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

m,n > ny = dl((xma ym)a (*77717 yn)) = d(l‘m, 1771) + d(yn%yn) <e.

Assim, d(z,, 2,) < € € d(Ym, yn) < € sempre que m,n > ng. Isso implica que (x,)

e (yn) sdo de Cauchy.

Por outro lado, supondo que (z,) e (y,) sdo de Cauchy, para todo € > 0, existem

ni,ny € N de maneira que

€
m,n > ny = d(Tmy,, T,) < 5 e myn>ng = d(Ym,Yn) <

DO ™

Tomando ng = max{ni,ns}, temos

m,n > o = d($m, l’n) + d(:ymvyn) = dl((xmaym)a (l’n, $m>) < % + % =E.

Isso prova que (x,,y,) é de Cauchy. |

Proposigao 1.35. Sejam M e N métricos completos. Entdo o espaco M x N é completo

se, e somente se, M e N sao completos.

Demonstragdao: Suponhamos que M x N seja completo. Seja (z,) uma sequéncia de
Cauchy em M. Fixado y € N, a sequéncia (z,,y) é de Cauchy em M x N. Com efeito,

dado € > 0, existe um indice ng de modo que

m,n > ng = d((Tm, ), (Tn,y)) = di(Tm, x0) + d(y,y) = d(Xm, dn) < €.

Logo, por ser de Cauchy, a sequéncia (z,,y) converge para algum ponto (z,y) €
M x N e, pela Proposigao 1.19, (z,) converge para z. Isso implica que M é completo. De

modo inteiramente analogo, podemos provar que N também é completo.
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Reciprocamente, se (x,,y,) é uma sequéncia de Cauchy no espago M x N, entao
() e (y,) também sdo de Cauchy em, respectivamente, em M e N pela Proposigao 1.34.
Da completude de M e N existem x € M e y € N tais que z,, — x e y, — y. Ainda de

acordo com a Proposicao 1.19 , temos

lim(z,, y,) = (x,y).

Esse fato pode ser generalizado para um produto M = M; x --- x M,,.

Proposicao 1.36. Sejam M e N espagos métricos, (x,) uma sequéncia de Cauchy em M
e f: M — N uma fungio uniformemente continua. A sequéncia (f(z,)) é de Cauchy (em

N).
Demonstracao: Tomando € > 0, por hipotese, existe § > 0 tal que

d(x,y) <= d(f(x), f(y)) <e.

Como (z,,) é de Cauchy, temos que existe ng € N de modo que

m,n > ng = d(y,, ,) < 0.

Dessa forma, m,n > ng = d(f(xy), f(z,)) < e. Assim, (f(z,)) é de Cauchy em
N. |

Corolario 1.37. Se dy e dy sdo métricas uniformente equivalentes sobre M, entdo as

sequéncias de Cauchy de (M,dy) e (M,dy) sao as mesmas.

Demonstragdo: Sejam (x,) uma sequéncia em (M,dy) ei: (M,dy) — (M,ds) a apli-
cacao identidade. Ja sabemos que i é uniformemente continua. Assim, de acordo com
a proposigao anterior, (i(z,)) = (z,) é de Cauchy em (M,dy). De modo inteiramente
analago, podemos provar que toda sequéncia de Cauchy em (M, dy) também é de Cauchy
em (M, d,). |

Esse resuldo sera muito ultil para provarmos resultados que serao usados para
demonstrarmos o Teorema Grafico Fechado. Isso se deve ao fato de que esse corolario
nos da uma certa liberdade para escolhermos com qual métrica vamos trabalhar com as
sequéncias de Cauchy dentre um conjunto de métricas uniformemente equivalentes. A
vantagem disso é que algumas métricas tornam o nosso trabalho mais simples e outras

nao.
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1.9 Nocoes basicas da Topologia

Estudaremos nesta secao as principais propriedades topoldgicas dos espagos métricos.
Essas propriedades se baseiam nas nog¢oes de proximidade e limite. Para o estudo das
propriedades topologicas de um espago métrico M, usaremos as defini¢oes de bola aberta

e sequéncia de pontos em M, que foram expostas em segOes anteriores.

1.9.1 Conjuntos abertos

Definigcao 1.38. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Dizemos que um ponto
a € X € interior a X quando existe € > 0 tal que B(a;e) C X. Todos os pontos interiores

a X formam um conjunto chamado interior de X em M, que serd denotado por intX.

Se M é um espago métrico e X C M, entao, para que a € intX, é necessario
que a € X. Isso mostra que intX C X. A inclusao intX D X nem sempre é verdadeira.
Um exemplo simples ocorre quando tomamos R, munido da norma euclidiana, e X =
(0,1) U {10}. Para todo € > 0 dado, tem-se B(10,e) = (10 —¢,10 + &) ¢ X, ou seja,
10 ¢ intX. Logo, X ¢ intX. Quando X = intX, diz-se que X é aberto em M.

Exemplo 1.39. O uso de bolas abertas é muito recorrente ao se estudar conjuntos abertos.
Além disso, as bolas abertas de qualquer espago métrico (M, d) apresentam uma propriedade
muito ultil: em M qualquer B(a;r) é um conjunto aberto. De fato, para cada x € B(a;r),
basta expor um ¢ > 0 tal que B(x,e) C B(a;r). Para tanto, note que, se x € B(a;r),
entdo d(a,x) < r. Assim, r —d(a,x) > 0 e podemos tomar ¢ = r — d(a, x). Para esse valor,
vejamos que, sey € B(x;¢€), entao d(x,y) < e. Isso implica que d(a,y) < d(a,x)+d(z,y) <
d(a,z)+¢e=r. Logo y € B(a;r), o que implica B(a;e) C B(a;r). Particularmente, todo
intervalo aberto em R é um conjunto aberto, pois todo intervalo (a,b) pode ser visto como
uma bola B(b il a; b= a) em R.
2 2
Proposicao 1.40. Seja C a colegio dos subconjuntos abertos de um espago métrico M.

Entao:

1. MeCezeC;
2. Se Ay,--- A, € C, entio F]AZ-EC';
i=1

3. Se Ay € C para todo X\ € L, entao A= |J A, € C.

AEL

Demonstracao: Fixado um espaco métrico M, entdo M é aberto em si proprio, pois toda
bola aberta em M contém apenas pontos de M. O conjunto vazio também é aberto, pois,
caso nao fosse, deveria exitir um a € @ tal que B(a;¢) ¢ &, para todo € > 0, o que é um

absurdo. A fim de provar a segunda afirmagdo é necessario e suficiente mostrar que, para
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todoa € A;N---N A, existe algum £ > 0 satifazendo a inclusdo B(a;e) C A;N---NA,.
Como A; é aberto entdo existe ¢; > 0, para cada i = 1,--- ,n, tal que B(a;g;) C A;.
Tomando & = min{e;, -+ ,&,}, tem-se entdo B(a;e) C B(a;e;), para todo 1 < i < n. Isso
implica que B(a;e) C Ay N---NA,. Por fim, para provar que A é aberto, tomamos a € A
e notamos que existe um indice A € L tal que a € A,. Como esse conjunto é aberto, ha

uma bola B(a;e) C Ajy. Isso mostra que B(a;e) C A e, portanto, A é aberto. [ |

Corolario 1.41. Um conjunto A C M € aberto se, e somente se, € uma reunido de bolas

abertas.

Demonstracao: Com efeito, se A = UB,, onde A € L e By é uma bola aberta em A,
entdo, pela proposicao anterior, A é aberto em M. Por outro lado, sendo A aberto, para
cada a € A, podemos encontrar € > 0 tal que a € B(a;e) C A. Assim, {a} C B(a;e) C A.

Como A = U {a}, tomando reunides, temos que
a€A

A= J{a} cUBlse)c A & A= ] B(a;¢)

acA aca aca

O préximo resultado envolve a definicdo de imagem inversa de uma funcao. Por

isso, expomos abaixo essa defini¢ao.

Definicao 1.42. Sejam f: M — N uma funcio e A C N. Definimos a imagem inversa
do conjunto A pela fungio f como o conjunto f~1(A) = {a € M; f(a) € A}.

Proposigao 1.43. Sejam M e N espagos métricos. A fim de que uma aplicagio f : M — N
seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa de todo subconjunto aberto

A C N seja um aberto em M.

Demonstracdao: Suponhamos que f seja continua. Dado A C N, devemos provar que
f7Y(A) é aberto em M. Para tanto, observamos que, para cada a € f~!(A), tém-se
que f(a) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 satisfazendo B(f(a);e) C A. Além
disso, por f ser continua em a, para a bola B(f(a);e) existe uma bola B(a;d) C M
tal que f(B(a;d)) C B(f(a);e) C A. Pela definicdo de imagem inversa, temos que
B(a;6) C f~1(A) e, portanto, f~1(A) é aberto.

Por outro lado, suponhamos agora que a imagem inversa de cada aberto A C N
seja um cojunto aberto de M. Dado a € M e um € > 0, temos que a bola A = B(f(a);e)
¢ um aberto em N. Por hipétese, f~1(A) é aberto em M, que contém a. Dessa forma,
existe d > 0 tal que B(a;d) C f~1(A), o que implica f((B(a;d)) C B(f(a);e). Isso mostra

que f é continua em a. [ |
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1.9.2 Conjuntos fechados

Dizemos que um ponto a € M é aderente ao subconjunto X C M quando d(a, X) =
0. Para que isso acontega, é necessario e suficiente que a € X ou que existam pontos
arbitrariamente préximos de a, ou seja, para cada £ > 0, existe z € X tal que d(a,z) < e.
Indicaremos o conjunto formado pelos pontos aderentes ao subconjunto X por X e o

chamaremos de fecho de X.

Pela observagao feita acima, tem-se que X C X. Além disso, se d(a, X) # 0, entao

a nao serd aderente a A e existirda uma bola centrada em a que nao contera pontos de X.

. X .~ . ~
Basta tomar, por exemplo, uma bola de raio € = %. A proposicao abaixo expdem uma

condicao equivalente a definicdo de ponto aderente a um conjunto.

Proposicao 1.44. Dados um espaco métrico M e um subconjunto X C M. Tem-se que

x € X se, e somente se, existe uma sequéncia de pontos (r,) em X com limz, = x.

Demonstracao: Com efeito, se x € X, entao, por exemplo, podemos tomar z, = x para

todon € N. No entanto, sex ¢ X e x € X, entdo, para todo e = —, podemos tomar z,, € X
n

1
de tal maneira que d(z,,z) < —. Como d(z,,z) > 0 e lim— = 0, pelo Teorema 1.11,
n

temos lim d(x,, ) = 0, o que implica =, — =. Reciprocamente, se existe (z,) em X com
1

lim z,, = z, entdo existe, para todo e = —, ng € N tal que n > ng = x, € X, d(z,,z) < e.
n

Novamente pelo teorema acima citado, temos que z € X. [ |

Outra propriedade relacionada ao fecho de conjunos ¢é a seguinte:
Se X CVY,entdao X CY.

A prova para esse fato é simples se levarmos em conta que toda sequéncia (z,) em

X também pode ser tomada em Y. Para concluir, basta aplicar a Proposicao 1.44.

Abaixo expomos e demonstramos alguns resultados relacionados ao fecho de um

conjunto X.
Proposigao 1.45. Sejam M um espaco métrico e X C M. Os diagmetros de X e de X

SG0 1gUaLs.

Demonstragdo: Devemos provar que diam(X) = diam(X). Para tanto, mostraremos
que:
diam(X) > diam(X) e diam(X) < diam(X).

Da definicao de diametro de um conjunto, segue diretamente que

X C X = diam(X) > diam(X).
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Como diam(X) = sup{d(x,y) € R; z, y € M}, entdo, da definigdo de supremo de

um conjunto, existem g, 1o € X tais que

diam(X) < d(zo,y0) + %

Além disso, a definicao de fecho nos garante que existem z1, y; € X de modo que

€
d(zo, 1) < 3 e d(yo,y1) <

Wl M

Aplicando a desigualdade triangular, obtemos que

diam(X) < d(z, o) +§
£
< d(z, 21) + d(z1,Y0) + 3
< d(zo,21) +d(z1,y1) +d(y1, %) + 5
< §+dzam(X)+§+§

Dessa forma, diam(X) < diam(X) + . Como ¢ pode assumir qualquer valor

positivo, necessariamente tem-se diam(X) < diam(X).

Seja M espaco métrico, dizemos que X C M ¢é denso em M quando X = M. Isso

acontece quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X.

Exemplo 1.46. O conjunto Q é denso em R, porque qualquer intervalo aberto em R contém
nimeros racionais. Para mais detalhes, consulte o capitulo um da refereéncia [5]. Firado
n € N, ponhamos Q" = Q x Q x --- x Q. O Conjunto Q™ é denso em R™ quando munido
da métrica euclidiana. Com efeito, tomando € > 0 qualquer e x = (x1,--- ,z,) € R", basta
provar que B(x;e) N Q™ # &. Para isso, basta escolher ¢ = (q1,- -+ ,qn) € Q" como seque.
Para cada i € N, escolha q; de modo que |xr; — q;| < % Essa escolha é possivel porque

Q = R. Dessa forma,

d,q) = \/(x1 — @)+ + (20— ¢,)?
=d(x,q) < n-(—)?
=d(zr,q) <e

= q € B(z;¢)

Os resultados seguintes serao de grande impotancia para o estudo que sera feito

sobre a Andlise Funcional neste trabalho.
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Proposicao 1.47. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.

Reciplocamente, um subespaco completo de um espago métrico € fechado.

Demonstragdo: Seja F' C M, com M completo. Tomando uma sequéncia de Cauchy (x,,)
em F, temos que existe limx,, € M. Como F' é fechado, entao toda sequéncia convergente
em M cujos termos estdo em F' converge em F' (veja a Proposi¢ao 1.9.2). Logo, a € F
e, portanto, F' é completo. Reciprocamente, sejam M é um espago métrico qualquer e
F C M fechdao. Dada a sequéncia (z,) em F' tal que limz, = x € M, tem-se que (x,) é
de Cauchy, pois toda sequéncia convergente é de cauchy. Dessa forma, existe a € F' tal
que x, — a. Da unicidade do limite de uma sequéncia, temos que x = a e, portanto, F' é
fechado. [ |

Proposicao 1.48. Sejam M um espaco métrico e F C M. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. F ¢é fechado em M.

2. F° ¢ aberto em M.

Demonstragdo: Suponhamos que F é fechado. Assim, se z € F¢, entdo x ¢ F. Isso
implica que existe € > 0 tal que B(z;e) C F*, o que prova que F¢ é aberto. Suponhamos
agora que ['° é aberto. Se x € F, entdo x ¢ F°. De fato, se x € F°, entdo existiria ¢ > 0
de forma que B(x;e) C F°. Mas isso contraria o fato de que =z € F. Fica demonstrado
assim que z € F'. Donde F' C F. ]

Corolario 1.49. Para todo X C M, seu fecho X é um conjunto fechado.

Demonstracdao: De acordo com a proposicao precedente, e suficiente provar que M — X
é aberto. Tomando z € M — X, observe que x ¢ X. Isso implica que existe uma bola
B(x;¢) que nao contém pontos de X. Ora, mas isso implica que B(z;e) C M — X. Logo,

o complementar de X é aberto. [ ]

Proposicao 1.50. Suponha que M seja um espago métrico e (F)\)xer uma colegao de

subconjuntos fechados F\ C M. Sendo assim, as afirmacoes sequintes sao verdadeiras:

1. Os conjuntos @ e M sdo fechados.

2. Se L é finito, entao F = |J F) entdo é fechado em M.
AeL

3. O cojunto A= () F) € fechado em M para L finito ou infinito.
AeL
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Demonstracdo: Como @¢ = M e &, M sao abertos em M, tém-se que &, M sao
fechados de acordo com a Proposicao 1.48. Ainda de acordo com essa proposi¢do, os

conjuntos A; = Ff sao abertos em M, com 1 < ¢ < n. Dessa forma,
n n n c
NA=F= (UE) .
i=1 i=1 i=1

Afim de provar o item 3, ponhamos Ay = FY para cada A € L. Segue-se dai que

cada A, é aberto e portanto sua reuniao

ya-yUn-(na)

AeL AeL AeL
é um aberto em M. Assim, (| F)\ é fechado. [ |
XeL

Proposicao 1.51. Sejam M e N espacos métricos. A fungio f : M — N serd continua se,
e somente se, a imagem inversa de todo subconjunto fechado F' C N for um subconjunto

fechado de M.

Demonstracdao: Supondo que f: M — N é continua, para cada F' C N fechado, tem-se
que F° é aberto e, de acordo com a Proposicao 1.43 , f~1(F°) = (f~'(F))¢ é aberto. Mas
isso implica que (f~'(F)) é fechado. Por outro lado, se a imagem inversa de todo fechado
em N é um fechado em M entéo, para cada A C N aberto, f~1(A°) = (f~'(A)) é fechado
em M. Dai f~!(A) é aberto. Segue da Proposigdo 1.43 que f é continua. ]

1.10 Teorema de Baire

Finalmente, de posse de alguns resultados e defini¢coes contidas neste texto, estamos
proximos de poder apresentar e demonstrar detalhadamente o teorema de Baire. Para nos

auxiliar nessa demonstragao, apresentamos abaixo uma defini¢cdo e um resultado.

z

Definicao 1.52. Seja M um espaco métrico. Dizemos que um subconjunto X C M ¢é

o0
magro em M quando X pode ser expresso como uma reunidgo, X = |J X,, de modo que
1

n=

intX, = @ para todo n € N.

Equivalentemente, X é magro em M quando X C OLj F,, onde cada F), é fechado
n=1

e tem interior vazio em M.

Usando o fato de que toda unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é também
enumeravel, demonstra-se facilmente que toda unido enumeravel de conjuntos magros é

também um conjunto magro.

Proposicao 1.53. Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para toda sequéncia

decrescente Fy D Fy D --- D F, D --- de subconjuntos fechados nao vazios F,, C M, com

li_>m diamF,, = 0, existe um ponto a € M de forma que N F, = {a}.
n— 00 n=1
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Demonstragdao: Suponhamos que M seja completo e que (F),) seja uma sequéncia que
satisfaz as condigoes do enuciado da proposi¢ao. Para cada n € N, tomamos z,, € F,.
Dessa forma, podemos construir uma sequéncia de pontos em M. Essa sequéncia tem a

propriedade de que, dado ng € N, z,,, x,, € F},, desde que m,n > ny.

Como n11_>nolo diamF,, = 0, entao, para todo € > 0, existe ng tal que diamF, < ¢
sempre que n > ng. Desse modo, se m,n > ng, entdo d(z,, x,) < € e, portanto, (z,) é
uma sequéncia de Cauchy. Da completude de M, segue que (x,) converge para algum
a € M. Por construgao, para qualquer ¢ € N, tem-se z,, € Iy, se n > ¢. Isso implica que

o0
a € F,, para todo ¢. Logo, a € (N F,. Resta mostrar agora que a ¢ unico. Para tanto,
n=1

suponha que exista b € ﬂ F,, com a # b. Sendo assim, 0 < d(a,b) < diamF,,, para todo
n € N. Mas isso ¢ um absurdo pois, de acordo com o Teorema 1.18, d(a,b) = 0, ou seja,
a = b. Portanto, ﬂ F, ={a}.

n=1

Reciplocamente, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Para cada n € N,
ponhamos X,, = {x,,Zn41, - }. Por construcdo, temos X; D Xy D --- D X,, D ---
J4 sabemos que, se X C Y, entdo X C Y. Daf decorre que (X,) é uma sequéncia de

subconjuntos fechados encaixados nao vazios de M.

Da Proposicio 1.45, sabemos que dimX,, = diamX . Como (z,,) é de Cauchy, temos
0= lim diamX, = lim diamX,,.
n—oo n—oo

(o, SN
Por hipdtese, existe a € M tal que N X, = {a}. Provaremos que x,, — a. Para
n=1

isso, observe que, fixando ng € N de modo que diamX,,, < €, temos que Tp,in, @ € Xy,

para todo n > ng. Isso implica que d(zpy1n,a) < diamX,, < € e, portanto, z,, — a. W

Teorema 1.54. (Teorema de Baire) Seja M um espago métrico completo. Todo
conjunto magro em M possui interior vazio. FEquivalentemente: se F' = G F,, onde cada
F,, € fechado em M e tem interior vazio, entdo intF = &. Ou entdo: Se A;Ag, s VAL
sdao abertos em M, entdo a interseccao enumerdvel A = Oﬁl A, € subconjunto denso em M.
.
Demonstracdao: Provaremos a terceira afirmacao. Devemos provar que, dada uma bola
B C M entao BN A # @. Para isso, obervamos inicialmente que, como cada A,, é denso em
M, toda bola aberta em M contém algum ponto de A,. Dessa forma, tomando qualquer
bola B C M, tem-se que B N A; é ndo-vazio e aberto. Logo, existe uma bola B; C BN A;.

Podemos tomar o raio de By de modo que nao seja superior a 5 e By C BNA,.

Como A, também é aberto e denso, podemos garantir que By N Ay é nao-vazio e
aberto. Desse modo, By N Ay contém uma bola By. Podemos tomar o raio de B, de forma

1 -
que seja inferior a 3 e By C BN As.



Capitulo 1. ESPACOS METRICOS 32

Defini-se indutivamente B, ; da seguinte forma: como A,, é denso, B, N A, ¢é

aberto e nao-vazio. Logo, podemos tomar uma bola aberta B, ; C B, N A, de tal forma

que seu raio seja menor que P e Bhy1 C ByNA, 1.
n

Assim, construimos uma sequéncia (B,) tal que

§13§23~~DBD---,§“+1CPnﬂAnHelimdmmBn:O.

De acordo coma Proposicao 1.53, temos que ﬂ B, = {a}, isto é, a € B, C A,,
para todo n € N. Em particular, a € B; C B e, portanto a€e ANB. ]

o0
Corolario 1.55. Seja M um espago métrico completo. Se M = |J F,,, onde cada F,, é
=1

fechado em M, entao existe pelo menos um n tal que intF, # &. -

Demonstracao: Se nao existisse n € N tal que intF,, # &, entao, pelo Teorema de Baire,
a reuniao dos F;, teria interior vazio em M, mas isso é um absurdo, poi, por hipodtese,
(o]
U F,=M. ]
n=1
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2 OPERADORES LINEARES CONTINUOS

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos e resultados relativos aos espacos
vetoriais. Esses espacos, como sabemos da Algebra Linear, sio dotados de uma estrutura
algébrica. Ja os espagos métricos sao dotados de uma estrutura topolédgica, que advém de
uma métrica. Veremos que um espago vetorial normado ¢ um conjunto dotado dessas duas
estruturas. Veremos também que faz sentido falar da continuidade de um operador linear
quando este for definido sobre espagos vetoriais normados e caracterizaremos os operadores
lineares continuos. Além disso, também serao apresentados as defini¢oes de espacos de
Banach e de conjuntos conexos em um espago vetorial normado. Todas essas definigoes e
resultados terdo grande relevancia no préximo capitulo quando formos aplicar o teorema

de Baire a Anélise Funcional. Para a elaboracao deste capitulo, usamos as referéncias [1],
2] e [7].

2.1 Espacos normados

Todo operador linear é definido sobre espacos vetoriais. Neste trabalho, serao
abordados os operadores lineares definidos sobre espacos vetoriais normados. Por isso,

dedicaremos esta secao a um breve estudo desses espacos.

Consideraremos os espagcos vetoriais normados definidos tanto sobre o corpo dos
nimeros reais R como sobre o corpo dos niimeros complexos C. Quando nao houver
nescessidade de especificar sobre qual corpo o espago foi definido, apenas indicaremos o

corpo dos escalares por F. O vetor nulo de cada espacgo vetorial serd denotado por 0.

Definicao 2.1. Uma norma em um espago vetorial E definido sobre F é uma fungdo

| - I: E — R que satisfaz as sequintes condigoes:

1. (Positidade Definida)| x || > 0 para todo x € E e || z || =0 se, e somente se,
= 0.

2. (Dilatagdo) || ax || = | a ||| = || para todo v € E e qualquer o € F, onde | « |

representa o modulo de c.

3. (Desiguladade Triangular) |z+y || < |z ||+ | v], Yz,y € E.

O par (E,|| - ||) é chamado de espa¢o normado. Assim como no caso dos espagos
métricos, em muitos casos, refirir-nos-emos ao espaco normado E e deixaremos subentendido
a qual norma estaremos nos referindo. Um espago vetorial munido de uma norma sera

chamado de espaco vetorial normado ou simplesmente espaco normado.
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Exemplo 2.2. Como jd sabemos da Agebra Linear, R é um espaco vetorial. Quando
munimos R da norma || - ||: R = R, que a cada nimero real associa seu médulo, temos um
espago normado. O conjunto R"™, com n € N, é um espago vetorial sobre R. Com qualquer

uma das normas abairo, esse conjunto torna-se um espaco normado.

1. Norma Euclidiana: || z || = i x?
\i=1

2. Norma da Soma: ||z || = i |4
i=1

3. Norma do Maximo: || x || = max{|z;|;1 <i < n}

Todo espago normado E pode ser considerado naturalmente um espago métrico

quando tomamos a seguinte métrica em E':

d:ExE—=R, comd(z,y)=|z—vy]

Esse fato segue diretamente das propriedades que definem uma norma. Para

demonstra-lo, tomamos z,y, 2 € E e observamos que:

1. Sex # vy, entao x —y # 0 e d(x,y) > 0. Teremos d(z,y) =0 <||z—y || =0 &
r—y=0&2=1y;

2. dzy)=llz—yll =) -=—2) = |- ly-zll=ly—zl=dzuy);
Bodw,2)=lle—zll=lle—y+y—zl<lz-yl+ly-zIl=dy) +dy=2).
Qunado uma métrica d é definida a partir de uma norma || - ||, dizemos que d é

induzida ou que provém de || - ||.

Seja E um espaco vetorial definido sobre F. Podemos somar elementos de E e
multiplica-los por elementos IF e, se E for normado, também poderemos calcular a distancia
entre dois elentos quaisquer de E considerando a métrica induzida por sua norma. Essa
observacao serda importante para tratarmos da continuidade de um operador linear definido

sobre espacos normados.

Exemplo 2.3. Se A € um subconjunto de um espagco normado E definido sobre F e a € T,
entao podemos definir o conjuno aA = {ax; x© € A}. Esse conjunto pode ser normado
com a norma induzida do espaco E e, portanto, com a métrica que provém dessa norma.
Uma propriedade interessante desse conjunto é que aA = aA, para todo escalar o € TF.
De fato, se ax € oA, entdo existe uma sequéncia (x,) de pontos em A que converge para

x. Afirmagao: lim ax,, = ax. Para ver isso, note que || ax, —az || = || a(z, —z) || =
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la| || n — x ||. Dado € > 0 qualquer, a convergéncia de (x,) para x nos garante que existe

ng € N tal que

n>nyg=|z,—x| < < o |z, —2z | < ¢ & limaz, =ax

€
|
Logo, ax € A e, com isso, oA C aA.

Seja y € aA. Entdo existe uma sequéncia (ax,) em A que converge para y.

Mostraremos que y € aA. Para isso, observe que, se (ax,) — vy, entdo, para todo € > 0,

existe ng € N tal que

xn—yH < = & limxn:g
a |a] o

- < co |
(67

n>ng=|ax, —y| < €< |qf

Note que x, € A, para todo n € N. Seque-se dai que J € A, o que implica
Q

Yy=a- J € aA. Isso demonstra que aA C aA.
o

Proposicao 2.4. Toda norma é uma funcao continua.

Demonstragdo: Seja E munido de uma norma || - ||: £ — R qualquer. Por simplicidade,

tomaremos em F a métrica induzida da norma e em R a métrica euclidiana.

Da desigualdade triangular, para todos x,y € E, temos que

lz] =lE@-y)+yll<lz—yll+Iyl
ezl -lyl<lz-yl
e
Iyl =l w=—2)+zll<ly—z|+I[z]
Slyll=lzll<ly-=]
e —lz=yll<lzl-1lyl-
Logo, =z —yll <zl =Nyl <lly—zlle [lzl-lTyll <lz-yl

Essa ultima desigualdade implica que norma é uma funcao lipschitziana, que é sempre

continua.

Observe que tomamos métricas particulares em E e R. Mas, de posse da Proposicao
1.23, temos que esse resultado continua valido se trocarmos as métricas usadas por métricas

equivalentes.

No Exemplo 1.5, definimos os espacos produtos e exibimos algumas métricas para

esses espagos. Agora abordaremos o conjunto formado pelo produto de espagos normados.
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Sejam (B, || - |l1), -, (Ei, || - |li), -+ (En, || - ||n) esagos normados sobre F, o conjunto
formado pelo produto cartesiano destes conjuntos é um espago normado quando munido

de qualquer uma das normas abaixo.

1. Norma da soma: || (ar, -+ ,ai, - ,a,) [|[=llar |1+ + | ai|li + -+ || an [n-
2. Norma euclidiana: || (a1, -+ ,a;, -+ ,a,) ||= \/H ay |24+ a2+ -+ || an |12
3. Norma do méximo: || (a1, ,ai -+ ,a,) ||= maz{|| a1 |1, -, || @i lliy- 5 || @n ||n}-

2.2 Espacos de Banach
Definigao 2.5. Diremos que um espago vetorial normado é um espago de Banach se for
completo com a métrica induzida da sua norma.

Exemplo 2.6. Na Proposicao 1.35, vimos que o produto cartesiano de dois espacos

métricos completos é também um espaco métrico completo. Podemos usar esse resultado

para mostrar facilmente que, dados os espagos normados (E1,|| - ||1), -, (En, || - |ln),
o conjunto conjunto Fy x --- X E, é completo se, e somente se, E; é completo, com
1=1,---,n. De acordo com a Proposi¢cio 1.33, R é completo quando munido da métrica

euclidiana, que provém da norma euclidiana. Entdo R € um espaco de Banach quando
munido dessa norma. O espaco R™ também o é quando munido de qualquer uma das

normas definidas no Exemplo 2.2.

2.3 Operadores lineares continuos

Da Algebra Linear, sabemos que um operador linear é uma funcio T entre espacos
vetoriais F e F' definidos sobre o mesmo corpo F tal que, dados z,y € F e a € T,
T(x+ay) =T(x)+aT(y). Se E e F forem espagos normados, entdo podem naturalmente
ser dotados da métrica induzida da norma e fara sentido nos questionarmos sobre a
continuidade de T'. Caso T seja coninua, isto é; para todo xg € F' e e > 0, existe § > 0
tal que || T'(x) — T'(xo) || < € sempre que || x — xg || < J; entdo serd chamado de operador

linear continuo.

O conjunto formado por todos os operadores lineares continuos de £ em F' serd
denotado por L(E; F'). Esse conjunto é um espago vetorial quando munido das operagoes
usuais de soma e multiplicagdo por escalar de fungoes. Um dos elementos desse espago é a
aplicacdo nula. Dados E e F' espagos normados, T': E — F é nula se T(F) = {0}. Uma

propriedade interessante de todo operador linear 7' é que T'(0) = 0.

Dado T : E — F um operador linear continuo, o conjunto T(E) C F é ilimitado

desde que T nao seja a apliacao nula. Isso é 6bivio se levarmos em conta que T'(E) é
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um subespaco vetorial de F'. A proxima proposicao exibe algumas caracterizacoes dos

operadores lineares continuos.

Como fizemos no inicio da se¢ao, cometeremos alguns abusos na distin¢ao das
normas. indicaremos todas por || - ||. No entato, o contexto nos permitird determinar sobre
qual espaco a norma em questao estara definida em funcao de seus elementos. Por exemplo,
sejam F e F espagos normados e T': E — F um operador linear. Se x € E, entao || z ||
indicard a norma de x segundo a qual E é normado e || T'(z) || indicard a norma de T'(z)

segundo a qual F' é normado. J4 || T' || indicard a norma do operador T € L(E, F).

Proposicao 2.7. Sejam E e F espacos normados sobre F e T : E — F linear. As

propriedades sequintes sao equivalentes:

1. T ¢€ lipschitziano.

2. T é uniformemente continuo.

3. T é continuo.

4. T € continuo em algum ponto de E.

5. T € continuo na origem.

6. sup{|| T(x) [z e Fel| x| < 1} < oc.

7. Existe uma constante C' > 0 de forma que || T(z) | < C'|| z ||, para todo x € E.

Demonstracdo: J4 mostramos que uma func¢ao lipschitziana é também uniformente
continua. As implicagoes (2) = (3) e (3) = (4) também sao ébivias. A fim de provar que
(4) = (5), suponha que T seja continuo no ponto . Entao, por definigdo, para todo € > 0,
existe d >0talquez € E, ||z —xp || < § = || T(z) —T(x0) || < €. Se x € E é tal que
|z—0] =z < d,entdo || (x+xzo) —ao || = = || < 0. Assim,

| T@) = TO) | = | 7@) | = | (@) + Tlao) — Tl |
= | T(x + x0) = T'(x0) || < e.

Isso mostra que T' é continuo em 0.

(5) = (6) Se T é continua em x = 0, entdo, para € = 1, existe 6 > 0 de forma que
| T(z) —T0) || = || T(x) || < 1sempre que ||z —01] =] x| < 4. Observe que, se
| 2| < 1,entdo| Sz | < & Dessaforma, $ || T'(z) || = || T(3z) || < 1 e necessariamente

. 2
devemos ter sup{|| T'(z) [; x € Ee |2 || < 1} < § < oo

(6) = (7) Seja x € E. Se z = 0, entdo o resultado é 6bivio. Supondo x # 0, temos

- b

(e (A

)H < sup{[| T(v) [ vl < 1}
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Isso implica que || T(z) || < (sup{[| T(y) [l; |y | < 1}) [[ = [|.
(7) = (1) Se x1, x5 € E, entao

[ T(z1) =T(xo) | = [ T(z1 —22) || < Ol z1 — 22 || -
Isso prova que T é lipschitiziano com constante C'. ]

A afirmacao (6) desse teorema nos ensina como normar o espaco vetorial L(F, F).

Para tanto, podemos definir

[T | = sup{|| T(2) [z € Eellz] < 1} (2.1)

Pelo teorema anterior esse valor sempre existird desde que T' € L(E, F), pois o
conjunto das normas consideradas é limitado. Mostraremos agora que (2.1) define uma
norma em L(FE, F'). Com efeito, observamos que || T'(x) || > 0 para todo x € E. Assim,
| T ]| > 0. Oberve também que || T || =0 < || T'(z) || = 0, para todo = de modo que
|| z || <1.Sez #0, entdo

I =1l |r ()] =1en-0 =0

Il |l

Isso prova que T' é a aplicacao nula.

Seja r € F e a € R. Vejamos que

[ aT || = sup [|[aT(z)| = sup |af | T(2) | = |af sup [|[T(z)] = |of [T
el <1 llzll <1 llzll <1
Por fim, basta mostrar que vale a desigualdade triangular. Para tanto, tomamos
T,H € L(E, F) e notamos que
1T+ H | = sup [ (T+ H)@) || = sup [ T(x)+ H(z) |

|zl < [lz]|<1

< sup (|| T(z) || + [| H(z) [|) < sup I 'T(2) || + sup || H(z) |

=<1 =<1

=T+ 1 H -

O item 7 desse teorema também nos indica como podemos definir outra norma em

L(E, F). Esse item afirma que, se T : E — F' é continua, entao existe C' > 0 de forma que

T
HH;T’)’H<C'7 Vo € E, com x # 0.

Usando esse fato, podemos definir a seguinte norma em L(E, F'):

HTstup{W;xEEex#O}. (2.2)

Como no caso das métricas, também definiremos o que sao normas equivalentes.

Por simpliciade, escreveremos FE; = (E, || - ||1) e Ea = (E, || - ||2)-
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Definicao 2.8. Dizemos que duas normas normas || - |1 e || - [|2 em E sao equivalentes

se a funao identidade i : Ey — FEy for um homeomorfismo.

Exemplo 2.9. Se a funcao identidade da defini¢io acima é um homeomorfismo, certa-
mente ela também serd um homeomorfismo uniforme, pois, como vimos na Proposicao
2.7, um operador linear continuo é também uniformemente continuo. Além disso, essa
mesma proposicao garante que i e sua inversa serao lipschitizianas se v for um homeomor-
fismo. Mostraremos que métricas induzidas por normas equivalentes sao uniformemente

equivalentes.

Com efeito, sejam || - |1 e || - ||2 normas equivalentes no espago vetorial E. Entdo
as aplicagoes identidades 115 : Fy — Ey e 191 : By — Ey sao lipschitizianas. Dai, existem

constantes positivas o e 3, para todos x,y € E, tais que

[ i12(z) —i12(y) 2 < o e -yl e [in(z) —dinly) L < B z—yl-

e, por consequinte,
[z=yl< afle—ylh e [[z—ylh< B lz=yl:.
Isso implica que

1
Sle—ylesllz-ylis B lz-yle

ou seja, as métricas induzidas pelas normas equivalentes sao uniformemente equivalentes.

Particularmente, esse resultado nos diz que Ey e Ey possuem as mesmas sequéncias
de Cauchy e, portanto, se um deles for completo, entao o outro também serd. Valem
também os vdrio resultados que expomos no Capitulo um para métricas equivalentes e
uniformemente equivalentes. As normas definidas no Exemplo 2.2 sdo equivalentes. Por
isso, geram métricas uniformemente equivalentes. Também sdo equivalentes as normas
da soma, do mdzrimo e euclidiana definidas sobre um espago normado obtido apartir do

produto cartesiano de outros espacos normados.

O proximo exemplo sera usado na demonstragao o teorema da aplicacao aberta.

Exemplo 2.10. Sejam E e F espacos normados e T : E — F um operador linear. Se
(0,e) C E, entao

Inicialmente, observe que

—“T(B(0,¢)) ={-T(x); || = || < e} ={T(=a);[| =z || < &},
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Assim, —T(x) € =T(B(0,¢)) se, e somente se, | —x || < e. Mas isso acontece
s0, e so se, =T(x) € T(B(0,¢)). Segue-se dai que T'(B(0,¢)) = —=T(B(0,¢)). Por essa
tqualdade e pela Posicao 2.3, seque que

T(B(0,e)) = —=T(B(0,¢)) = =T (B(0,¢)).

2.4  Conjuntos convexos

Na demonstracao do Teorema da Aplicacao Aberta, usaremos resultados relaciona-
dos aos conjuntos convexos em um espaco vetorial normado. Por isso, dedicaremos esta

se¢do aos conjuntos convexos em um espaco vetorial normado.

Definicao 2.11. Seja A um subconjunto do espaco vetorial normado E. Diz-se que A é

convexro quando
tr+ (1—t)yy € A, Ve,y e A, Vt € [0,1]

Exemplo 2.12. Sejam E um espago normado, a € E e € € R. A bola aberta de centro a
e raio € contida em E é um conjunto convexo. Para mostrarmos isso, basta provar que,

dados quaisquer x,y € B(a;¢€), tem-se tx + (1 — t)y € B(a;e), YVt € [0,1]. Notamos que

la—[te+ 1A=yl ll =lla—te—y+tyl
=|a—te+ (ta—ta) —y+ty |
=|ta—tr+a—y—ta+ty|
= tla—2)+ (A =t)(a—y) |
<tla—zf[+A—=t)a-yl
<te+(l—te=c¢

Isso mostra que tx + (1 — t)y € B(x;¢), Vt € [0, 1].

Proposicao 2.13. Sejam E e F espacos normados e T : E — F uma aplica¢ao linar. Se

A C F € convexo, entio T(A) também o é.

Demonstragao: Tomando T'(z1),T(xs) € T(A), onde x1, 25 € A, temos que, para todo
t €[0,1], txry + (1 — t)zy € A. Logo,

tT(z1) + (1 = )T (xg) = T(txy + (1 — t)zg € T(A).
|

Proposicao 2.14. Se E é um espago normado e A C E é convero, entdo A+ A = 2A.
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Demonstracao: Seja x € 2A. Entao existe y € A de maneira que 2y = x e, consequen-
temente, x € A 4+ A. Isso prova que 24 C A + A. Por outro lado, sejam z,y € A. Da

convexidade de A, tem-se que a = %(x +y) € A. Desse modo,
1
a:+y:2-§(x—|—y) = 2a € 2A.

Isso prova que A+ A C 2A. Segue das duas inclusoes que 24 = A + A.
[

Proposicao 2.15. Se E é um espaco normado e A C E é convexo, entdo A é convexo.

Demonstracdo: Sejam z,y € A. Existem sequéncias (x,) e (y,) em A tais que z,, — x

e Yy, — y. Assim, para todo t € [0, 1], temos

[ ot + (1= 8)y] = fwat + (L= Oy [| = || 8z —20) + (1 =)y = ya) |
<[tlle—zn | +11=t{lly—ynll

Como ||z —z, |=0e| y—y. ||—= 0, temos que z + (1 —t)y € A e, portanto, A ¢

CONnvexo. [ ]

Exemplo 2.16. Com os resultados apresentados nesta secao, podemos mostrar que, se E
e F' sao espacos normados eT' : E — F uma aplicagdo linar, entdo o fecho da imagem de
uma bola aberta B(x;e) C E por T, W, ¢ um conjunto convexo. De fato, a bola
B(z;¢e) é convexa. Logo, T(B(x;¢€)) também é convexo. Como T(B(x;€)) C F, decorre da

ultima proposi¢ao que T'(B(x;¢)) é convezo.



42

3 APLICACOES DO TEOREMA DE BAIRE
A ANALISE FUNCIONAL

Qual a relevancia de saber que, se M é um espaco métrico completo e M = OLj F,,
onde cada F), é fechado em M, entao existe pelo menos um n € N tal que thnn;él a7
Esse resultado, como ja vimos no Capitulo 1, é um corolario do teorema de Baire. Chaim
Samuel Honig, em seu livro Aplicacoes da Topologia a Analise, destaca que "o teorema de
Baire é um teorema muito importante e apesar de sua forma inocente ele da resultados
muitos fortes' (Honig, 1976, pag. 59). Neste capitulo, usaremos o teorema de Baire para
demonstrar trés resultados centrais da Analise Funcional e, dessa forma, responderemos a

pergunta feita acima. Para a elaboragao deste capitulo, usamos a referéncia [2].

3.1 Teorema de Banach-Steinhaus

O teorema de Banach-Steinhaus ou da limitacdao uniforme é um dos resultados
mais importantes da Analise Funcional. Nesta se¢ao, apresentaremos e demonstraremos

esse resultado.

Teorema 3.1. (Teorema de Banach-Steinhaus ou da Limitagdo Uniforme)
Sejam E um espago de Banach, F' um espagos normado e (T;);c; uma familia de operadores

lineares e continuos. Se essa familia é pontualmente limitada, isto €,
sup || Ti(z) || < o0,Vz € E, (3.1)
iel

entdo ela € uniformemente limitada, ou seja, temos sup || T; || < oc.
i€l

Demonstracao: Para cada n € N, definimos

A, ={z e E;sup | Ti(x) || <n} = {z e E;||Ti(x) || <nViel}.
i€l

E imediato que

An=(We € B;|| Ti() || < n} e Bo={z € E;|| Ti(z) | < n} = (|| || o T)~*([0, n]).

iel
Observe que a fungao || - || o 7; : R — E é continua e [0,n] é fechado em R.Uma
vez que [0, n] estd contido na imagem de || - || o T}, a imagem inversa desse conjunto por

essa funcao é um fechado. Isso prova que B, é fechado . Por conseguinte, A,, também é

fechado por ser escrito como interseccao de fechados.
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Afirmacao: F = EJO A,
1

n=

o0
Observe que, por construcao, A,, C F, para todon € N. Isso implica que U A, C E.
n=1

Por outro lado, se x € E, por (3.1), existe C, > 0 de forma que sup || Ti(z) | < C,.
el

oo
Tomando n > C,, necessariamente temos que x € A,,. Isso mostra que £ C |J A,.
n=1

Sendo assim, podemos aplicar Corolario 1.55 . Segue-se desse resultado que existe
algum ny € N de modo que int(A,,) # & e, consequentemente, existem a € int(A,,) e
e > 0 tais que Bla;e] C int(A,,). Sejay € E, com ||y || < 1. Se x = a + €y, entao
|z—a| =] ey| < e Logo, x € Bla;e| Cint(A,,) C Ay, €

I Ti(x = a) | <[ Ti(2) [| + || Tia) | < no +m0

= Ti(ey) [ = | Ti(x —a) | < 2no

2
=1 T) | < =, viel.

2
Portanto, sup || 7; || < =, |
iel €

3.2 Teorema da Aplicacao Aberta

Provaremos agora o teorema da aplicagao aberta, que estabelece condi¢oes para

que um operador linear limitado entre espacos de Banach seja uma aplicagao aberta.

Definicao 3.2. Sejam M e N espacos métricos e T : M — N uma aplicacao. Dizemos
que T ¢é uma aplicacio aberta se a imagem, por T, de qualquer aberto A C M ¢é um aberto
em N.

Para demonstrar o teorema da aplicagdo aberta, precisamos do lema exposto abaixo.
Para demonstra-lo, usaremos os critérios de comparacao e de Cauchy para séries, os quais

podem ser encontrados em [5] no capitulo quatro.

Lema 3.3. Sejam E um espago de Banach, F' um espagco normado e T : E — F um
operador linear continuo. Se existirem £,0 > 0 de modo que T(Bg(0;¢)) D Br(0;0), entdo
T(Bg(0;¢)) > Br (0,3).

Demonstracdo: Dado X C E e a € F, sabemos que aX = aX (veja o Exexplo 2.3).
Além disso, da linearidade de T', temos que oT'(Bg(0,¢)) = T(aBg(0,¢)) = T(Bg(0, ag)).

Sendo assim, segue da hipdtese que

T(Bg(0;a¢e)) = aT(Bg(0;¢)) = aT(Bg(0;¢)) D aBp(0;0) = Bp(0;ad),  (3.2)

para todo a € R positivo.
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Ley € Br(0, g) Da Relagao (3.2), decorre que exite x; € Bg(0, §) de

Tomamos a = 3
forma que || y—T'(z1) || < 2. Da definicdo de bola aberta, temos que y —T(z1) € Br(0; %)

Usando a Relacdo (3.2) novamente, temos que existe zo € Bg(0, 7) tal que
)
I (v )~ Tas) 1< o

A Relagao (3.2) vale para todo a > 0. Assim, podemos construir uma sequéncia de

pontos (z,) em E executando esse processo indefinidamente. Por construgdo, cada termos

,, dessa sequéncia ¢ tal que x, € Bp(0; 57) e
)
(3.3)

ly=T(en) =

para todo n € N.
- € convergente, pois ¢ uma série geométrica de razao r = - < 1. Como

i=1

7’ . x
A série >
2

€ - , C
|z, || < o> Para todo n natural, a série > || z, || também converge pelo critério da

i=1
comparacgao para séries. Dessa forma,

n m m
D Ti— )i <> l=l.
i=1 i=n

m
>
=n

i=1

m
Como Y || z; || converge, pelo critério de Cauchy para séries, para cada € > 0,
i=n
existem m,n € N tais que
m
S| < e
=n

n
Desse modo, a sequéncia (E :cl) é de Cauchy. Sendo E de Banach, essa sequéncia
i=1

converge para algum z € E e
n

livg, >

o) = |
=1

o0
= ol < > 5
i=1 " i:12n 1_%

n
< Jim 3|
1=

X £

N[

=E£.

Isso prova que x € Bg(0;¢). Fazendo n — 0o em (3.3), temos que
ly—T() | = ||y—T (,;ggozxi)H i [y~ TCan) — o~ T(a) |
=1

4]
= 0.

oy
< m o

Portanto, necessariamente devemos ter y = T'(x). Isso implica que y € T(Bg(0,¢)),

0 que prova o lema.
[ |



Capitulo 3. APLICACOES DO TEOREMA DE BAIRE A ANALISE FUNCIONAL 45

Teorema 3.4. (Teorema da Aplicagao Aberta) Toda aplicacio linear continua e
sobrejetiva entre dois espacos de Banach € uma aplicagdo continua aberta. Em particular,

todo operador linear continuo e bijetivo entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Demonstracao: Sejam E e F espacgos de Banach e T' : E — F um operador linear
continuo. Por E ser normado, é verdade que £ = |J Bg(0;n). Esse fato, aliado a
n=1

sobrejetividade de T', garante que

F=1(5) = U T(Be(0:m) = U TG00

Como F' é completo, seque do Corolario 1.55 que existe ng € N de forma que
T(Bg(0;n0)) tem interior ndo-vazio. Isso é equivalente a afirmar que existem a € F e

e > 0 tais que Bp(a,e) C T'(Bg(0;n9)). Do Exemplo 2.10, sabemos que

T(Bg(0;ng)) = =T (Bgp(0;no)).

Isso resulta que

Br(—a;e) = —Br(a;e) C =T (Bg(0;n9)) = T(Bg(0;n0))

1 1
Seja x € Bp(0;¢). Podemos escrever x = 5(@ + )+ 5(—a + x). Logo, x pode ser

1 1
escrito como uma soma de um elemento de §Bp(a; g) e de um elemento de §BF(—a; £).

Desse Modo, temos que

1 1
Br(0:¢) € 5Br(ase) + 5 Br(-a;e)

2
c ST(Be(0: )] + ST (B(0:n0)) = T(Ba(0ino)).

A tltima igualdade advém da convexidade do conjunto 7'(Bg(0;ng)). De acordo

com o lema precedente, sabemos que

T(Bp(0:n9)) O Bp(0:2) = T(Bg(0;no)) > Br(0; %).

Assim, T'(Bg(0;ang)) D Bp(0; o), para todo a > 0 real.
Afirmacao: T'(Bg(x;ang)) D Bp(T(x); a5), para todo x € E e todo a > 0. Com
efeito, Bp(x;ang) = x + Bg(0; a5). Dai, segue-se que

T(Bg(z;ang)) = T(x) + T(Bg(0;ang)) D T(x) + Br <0; oz;> = Bp (T(x); ozZ) )

Seja A C FE um aberto. Provaremos que T'(A) é aberto em F'. De fato, sejam = € A
e a > 0 tais que Bg(z;ang) C A. Dessa forma, sabemos que T'(A) D T(Bg(z;ang)) D
Bp(T(x); af). Isso prova que T'(A) é aberto em F.
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Por fim, provaremos a ultima afirmacao. Seja T' : E — F um operador linear
continuo e bijetivo entre espacos de Banach. Sendo assim, existe a inversa T—! de T Seja
A C E aberto. Por T ser aberto, temos que T(A) C F também é aberto. Segue-se dai que
T~ ¢é continuo, pois a imagem inversa de todo aberto A = T'(T(A)) C E por T ! ¢
aberto em F. [ ]

3.3 Teorema do Grafico Fechado

Demonstraremos agora o teorema do gréafico fechado, que estabele uma relagao

entre a continuidade de um operador linear e o seu grafico ser fechado.

Definicao 3.5. Sejam E, F espacos de Banach e T : E — F um operador linear. O

grafico de T' é o conjunto

G(T)=A{(z,y;z e Eey=T(x)} C Ex L.

Podemos ver facilmente que G(7T') é um subespaco vetorial de E x F. Para facilitar
a demonstracao do teorema abaixo, tomaremos a norma da soma, que foi definida no
Exemplo 2.2, em G(T) . Resaltamos que o resultado continua valido se tomarmos uma
norma equilalente & norma da soma em G(7T'). A justificativa para este fato se basei na

Proposicao 1.23.

Teorema 3.6. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam (E, | - ||1), (F,] - |l2) espagos
de Banach e T : E — F um operador linear. A fim de que T seja continuo, € necessdario e
suficiente que G(T') seja fechado em E x F.

Demonstracdao: Suponhamos que T' seja continuo. Entao a funcao
frEXF =R, flz,y)=T() -yl

é continua por ser obtida por meio de operagoes envolvendo fungoes continuas. O conjunto
{0} ¢ fechado (em R) e G(T) = f~1({0}) também é fechado, pois é a imagem inversa de

{0} pela funcao continua f.

Por outro lado, assumimos G(T') fechado. Uma vez que E e F sao espagos de
Banach, F x F' também ¢é de Banach (Veja o Exemplo 2.6). Como G(T') C E x F, segue
da Proposi¢ao 1.47 que G(T') é de Banach (munido da métrica da soma). A fungao
g:G(T) — E, g(x,T(z)) = x é linear e bijetiva.
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Afirmacao: g é continua. Com efeito, sejam x,y € E, dado € > 0, basta tomarmos

) = €, pois

I (@, T()), (v, TW) | =l =y [h + [ T(2),T() [2 < 0
=yl +117T),Ty) 2 <e
=z ylh <e

= g(z,T(x)), 9(y, T(y)) | <e.

Com essas hipdteses, podemos aplicar o Teorema da Aplicagdo Aberta, que garante
que g~ ! é continua e, portanto, existe uma constante real C' > 0 tal que || z,T(z) ||< C ||

x ||, para todo x € E. Assim, temos que
| T() IS T@) |+ [z = 2T@) < C[ |

para todo x € E. Pela Proposicao 2.7, T' é continuo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao elaborar este trabalho pude perceber o quao fundamental é a no¢ao de distancia
para a Matematica. Através dessa no¢ao, que formalizamos usando a definicdo de métrica,

podemos calcular a distancia entre dois elementos quaisquer de um conjunto.

Esse fato pode parecer um tanto ingénuo a primeira vista. No entanto, tal nocao
¢é tao forte que nos permite definir e até caracterizar fungoes continuas definidas sobre
espacos métricos, entre outros conceitos. Por exemplo, os operadores lineares sdo funcoes
com propriedades muito interessantes. Mais interessante ainda é quando estes sdo definidos
sobre espacos normados. Nesse caso, podemos tomar a métrica induzida da norma e obter

funcgoes cujas as propriedades sdo notaveis.

Além disso, também foi possivel notar a importancia das sequéncias. Por meio
destas, pudemos apresentar conceitos e resultados que envolvem propriedades topologicas.
Em particular, o estudo de convergéncia envolvendo sequéncia de Cauchy foi de fundamental

importancia.

Outro fato que pode parecer ingénuo a primeira vista é o préprio Teorema de Baire.
Todavia, tal resultado é usado, por exemplo, para demonstrar trés resultados de grande
relevancia da Analise Funcional. A importancia dessa dimensao é compreendida quando
levamos em conta que a Anélise Funcional é um ramo da Matematica que possui muitas
aplicagoes e é de fundamental importancia na obtencao de novos resultados da Analise
como, por exemplo, a demonstracao do Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugoes

para equagoes diferenciais ordinérias (EDO).
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