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Resumo

Este trabalho, realizado por meio de uma revisao bibliografica de livros classicos de
Topologia, teve como objetivo estudar a relagao entre a Homotopia de Caminhos e o
Grupo Fundamental. A Homotopia foi explorada como uma noc¢ao de equivaléncia entre
aplicagoes continuas que permitiu a andlise da deformacao em espacos topoldgicos. Além
disso, foram apresentadas a caracterizagao e a base para o estudo do Grupo Fundamental
(X, x), que é importante na identificacdo de homeomorfismos entre espagos. Verificou-se
que o Grupo Fundamental do circulo (7;(S)) ¢ isomorfo ao grupo dos inteiros aditivos

(Z), o que possibilita a identificacdo de grupos fundamentais em outras estruturas.

Palavras-chave: Homotopia, Grupo Fundamental e Homeomorfismo.



Abstract

This work, carried out through a bibliographic review of classic books on Topology, aimed to
study the relationship between Homotopy of Paths and the Fundamental Group. Homotopy
was explored as a notion of equivalence between continuous applications that allowed
the analysis of deformation in topological spaces. In addition, the characterization and
basis for the study of the Fundamental Group 7 (X, ), which is important in identifying
homeomorphisms between spaces, were presented. It was found that the Fundamental
Group of the circle (m;(S')) is isomorphic to the group of additive integers (Z), which

enables the identification of fundamental groups in other structures.

Keywords: Homotopy, Fundamental Group and Homeomorphism.
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1 Introducao

A matemaética é um ramo da ciéncia que esta sempre se renovando, juntamente
com ela estao suas areas singulares, que continuamente vem sendo estudadas e abrindo

caminhos para novas areas do conhecimento.

Nos anos 300 a.C., os circulos, quadrados e triangulos ja vinham sendo estudados
pelo grande matematico Euclides de Alexandria, seus estudos e conhecimentos geométricos
foram reunidos no livro intitulado “Os Elementos”. Uma obra prima utilizada ao longo de
séculos e que ainda hoje é usada como referéncia no estudo da Geometria. Em face disso,
notou-se que a geometria que aprendemos no ambito escolar nao explica totalmente o
comportamento da natureza. Neste cenario, destaca-se a Topologia e mais especificamente
a Topologia Algébrica, que sucintamente falando, é uma extensao da Geometria que se

ocupa no estudo dos conjuntos (geométricos) através das propriedades algébricas.

A Topologia é uma ciéncia muito vasta, conta com diversas subareas. A sua clas-
sificagdo estrutural mais simples é: Topologia Geral, Topologia Algébrica, e Topologia
Geométrica. Acredita-se que Leibniz (1646 — 1716), matematico, fisico e filosofo alemao,
foi o primeiro a estudar propriedades topoldgicas no ano de 1679. Subsequentemente,
Euler (1707 — 1783), conhecido como o matematico mais prolifero da histéria, publica
a resolucao do problema das pontes da cidade de Koenigsberg em 1736, obra esta no-
meada “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentes” que foi considerada um dos
primeiros resultados topolégicos. Em 1908, durante o Congresso Internacional de Matema-
tica (International Congress of Mathematicians (ICM)), em Roma, foram estabelecidas
as bases da topologia moderna. Em 1914, Hausdorff formalizou o conceito de espago
topolégico quando definiu o que hoje é conhecido como Espago de Hausdorff (ou espago
separado), onde quaisquer dois pontos tém vizinhangas disjuntas. Em 1985, Henri Poin-
caré! (1854 — 1912), grande matemadtico francés, introduziu os conceitos de “Homotopia”
e “Homologia” em seu livro “Analysis Situs” — dando uma importante contribui¢ao para

a Matemética — dado como marco da criagdo da Topologia Algébrica.

O presente estudo consiste em uma abordagem tedrica desta area do conhecimento
matematico que Poincaré considerava ser um instrumento indispensavel para resolver
problemas de todas as areas da matematica. Nele, apresentamos teorias referentes a
Homotopia - uma ferramenta que estuda as propriedades topolégicas dos espagos e fornece
uma maneira de medir quando dois objetos sao “essencialmente os mesmos” em termos de

sua forma e estrutura. Isso nos permite classificar objetos topolédgicos e definir invariantes

I Em (JAMES, 1999) é possivel acompanhar a rica histéria da Topologia, além disso, o capitulo 06

traz uma abordagem mais completa das importantes contribui¢bes de Poincaré para este ramo da
matematica.
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topoldgicos. Além disso, apresentamos o conceito de Grupo Fundamental - o primeiro dos
grupos de homotopia e também o exemplo mais basico de invariante topoldgico (m). Este
é um dos conceitos mais importantes da Topologia, pois permite, por exemplo, identificar
quando dois espagos sdo homeomorfos. Na pratica, podemos distinguir matematicamente
a forma de uma superficie esférica e a forma da superficie de um toro - este tltimo,
devido a presenca de um “furo”, tem uma topologia mais complexa e nao simplesmente
conexa. Topologicamente, dois espagos sao considerados equivalentes se podemos deforma-
los continuamente um no outro ”"sem quebrar ou rasgar”. As superficies de uma xicara
de café e de um donut® por exemplo, sdo equivalentes como espacos topolégicos. Isso
significa que ha uma correspondéncia continua e biunivoca que pode ser tragada no donut
para transforma-lo na xicara de café e vice-versa, sem afetar a topologia do espago. Em
contrapartida, dois espacos que possuem grupos fundamentais diferentes nao podem ser

equivalentes.

A ferramenta basilar do presente estudo é construida por livros classicos em Topo-
logia. Dentre estes, destacamos o livro — “Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento”
— do matematico brasileiro Elon Lages Lima3. Nele, buscamos apresentar definices e
terminologias que conversem com o leitor, afim de tornar o contetido abordado compreen-
sivel sem perder sua essencialidade ou rigor necessario para um melhor aproveitamento do

estudo.

Pequeno bolo em forma de rosca.
3 (LIMA, 1977b)
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2 Nocoes Preliminares

Antes de estudar o grupo fundamental, é necessério ter uma base sélida em topolo-
gia geral, incluindo conceitos como: espacos topolégicos, homeomorfismo, continuidade,
compactacao, conectividade, entre outros. Também é importante ter conhecimento sobre
espacos métricos e suas propriedades, ja que isso sera utilizado na construgao de caminhos
continuos. Além disso, é preciso entender o conceito de caminhos e lacos em um espago
topologico, bem como suas propriedades - continuidade e homotopia; Conhecer o conceito
de grupo e suas propriedades basicas; E, por fim, é importante ter familiaridade com a
ideia de que dois espagos topoldgicos podem ser considerados “iguais” se forem homeomor-
fos, isto é, se houver uma correspondéncia biunivoca entre seus pontos que preserve as

propriedades topoldgicas.

Para os conceitos introdutérios de &lgebra, utilizou-se como aporte teérico LANG!;
Os livros de LIMA? e VILCHES? serviram como sustentacao para os conceitos preliminares
do presente estudo. Neles, definiremos espacos métricos, topologia, espagos topoldgicos, con-
juntos abertos e fechados de um espaco topoldgico qualquer, homeomorfismo e continuidade

de aplicacoes, além de alguns exemplos de facil entendimento.

2.1 Espacos Métricos

Os espacos métricos tém um papel fundamental no estudo da topologia algébrica
e, principalmente, no estudo do grupo fundamental de um espago topoldgico. Com esta
ferramenta, podemos definir distancias entre pontos em um espaco topolégico por meio de
funcoes chamadas “funcoes de distancia” ou “fung¢des métricas”, que cumprem uma série
de propriedades mateméticas. A definicao da fungao de distdncia em um espacgo métrico
permite a construcao de caminhos continuos e o calculo das distancias percorridas nesses
caminhos. Isso, por sua vez, é essencial na definicao do grupo fundamental, que é um

objeto algébrico que mede as propriedades topologicas do espacgo.

Definicao 2.1. Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto nao vazio
e d uma aplicagio chamada métrica, tal que d : M x M — R | definida em pares de
pontos de M com wvalores reais. Em outras palavras, dizemos que a fungdo d associa a cada
par de pontos x,y € M um nimero real definido por d(x,y), denominado a distancia do

ponto x ao ponto y, que satisfaz as sequintes condigoes:

L (LANG, 2008).
(LIMA, 1970; LIMA, 1995; LIMA, 1977a).
3 (VILCHES, 2012)
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1. d(z,y) = 0 se e somente se x = y; ou seja d(z,x) = 0;

2. d(z,y) >0 sex #y,Vr,y e M

3. d(z,y) = d(y,x),Ve,y € M (simetria);

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para quaisquer x,y,z € M (desigualdade triangular).

Exemplo 2.2. A aplica¢io d(z,y) =| x —y |, x,y € R, é uma métrica em X = R,

chamada métrica usual.

Exemplo 2.3. Espaco Fuclidiano: Este é o espaco métrico mais comum. E definido
por um conjunto de pontos em um plano ou no espacgo, juntamente com a distancia

FEuclidiana entre eles. A distincia entre dois pontos (x1,y1) e (x2,y2) no plano é dada por
V@2 =)+ (g2 — )2 -

Em espacos métricos, uma métrica abstrai a nocao de distancia que nos permite
dizer quando uma sequéncia de pontos se aproxima de algum lugar, e além disso, dizer

quando uma fung¢ao é continua.

Definicao 2.4. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se aberto quando
todo ponto a € X € centro de uma bola aberta inteiramente contida em X . Isto €, para

cada a € X eziste v > 0 tal que, se v € M e d(z,a) <r entio v € X.

Em andlise matematica, a bola aberta § de raio r, centro a, e métrica d, é definida
como o conjunto de todos os pontos cuja distancia do ponto a é menor que o raio r,
B(a,r) = {z|d(z,a) < r}. Para qualquer ponto dentro da bola, podemos encontrar uma
bola menor 5; em torno desse ponto que ainda esta totalmente contida na bola original.
Assim, a bola original ndo contém seus pontos de fronteira (ver definigao 2.11) e é

completamente contida em seu interior, o que a torna um conjunto aberto.

Intuitivamente, dizemos que sempre que um conjunto aberto X contém um ponto

a, este deve conter também todos os pontos de M suficientemente préximos de a.

Exemplo 2.5. O conjunto (x,y) € R? : 22 +y*> < 1 é um conjunto aberto, pois todos 0s
seus pontos estao no interior (ver defini¢io 2.7) da circunferéncia de raio 1 e centro na
origem. Este conjunto ndo inclui a fronteira da circunferéncia (z? + y? = 1) e estd contido

no seu proprio interior (o interior da circunferéncia de raio 1/2 e centro na origem,).

Exemplo 2.6. Q C R nao é aberto e nem fechado (ver definigio 2.32).

4

i) O conjunto dos nimeros racionais é denso* nos niumeros reais, ou seja, entre

quaisquer dois niumeros reais distintos existe sempre um numero racional. Isso significa

4 Informalmente, um conjunto é denso em um espaco topoldgico se ele estd “espalhado” por todo o espaco

de tal maneira que, para qualquer ponto do espaco, existem elementos do conjunto arbitrariamente
préoximos a esse ponto.



Capitulo 2. Nogées Preliminares 14

que qualquer intervalo aberto de niumeros reais contém pelo menos um niumero racional e,

portanto, o conjunto dos niumeros racionais nao é aberto.

it) Por outro lado, o conjunto dos nimeros racionais ndo contém todos os seus
pontos de acumulagdo (ver definicao 2.16), pois existem nidmeros irracionais como raiz
quadrada de 2, que é um limite de sucessoes de nimeros racionais, € nao pertence ao
conjunto dos nimeros racionais. Portanto, o conjunto dos nimeros racionais ndao é fechado

nos nUMmMeros reqis.

Definicao 2.7. Um ponto v € A C X ¢é chamado ponto interior de A se exviste r > 0
tal que B(a;r) C A. O conjunto de todos os pontos interiores de A é denotado por int(A).

Em outras palaras, um ponto interior é um ponto que esta estritamente contido
dentro de uma forma ou conjunto e nao esta na sua fronteira. Isto ¢, um ponto interior é
um ponto que tem uma vizinhanca® que esta completamente contida na forma ou conjunto,
sem interseccao com a fronteira. Um conjunto de pontos interiores juntos forma o interior

do objeto.

Exemplo 2.8. Considere uma elipse com semi-eizos a e b, e centro C. Um ponto interior
da elipse é aquele que nao estda na borda da elipse e estd a uma distancia menor que a e b

do centro C.

Exemplo 2.9. Considere o intervalo aberto (a,b) na reta real, onde a e b sdo nimeros
reais e a < b. Todos os pontos x no intervalo, tal que a < x < b, sdo pontos interiores. Os

pontos a e b nao sdo pontos interiores, pois estdo na fronteira do intervalo.

Exemplo 2.10. O conjunto das coordenadas cartesianas (z, y) no plano que satisfazem

2+t <1 (ou seja, o disco unitdrio) tem todos os pontos como pontos interiores.

Definicao 2.11. A fronteira de A C X € o conjunto 0A, formado pelos pontos x € X
tais que toda bola aberta centrada em x contém pelo menos um ponto de A e um ponto do

complementar de A.

Enquanto os pontos interiores formam o interior de um objeto, a fronteira representa
os limites do objeto. Isto é, o conjunto de pontos que define o limite de um objeto ou

conjunto geométrico, separando o espaco em interior e exterior.

5 Intuitivamente, uma vizinhanca de um ponto é uma regido ao redor dele que contém esse ponto. Isto é,

uma vizinhanga de um ponto x € X é qualquer conjunto aberto que contém .
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Figura 2.1 — Ponto interior e fronteira.

'«

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Pela imagem, a € int(A) e b € A. Note ainda que, dado A C X, temos

X =int(A) U JA Uint(X — A).

Exemplo 2.12. As quatro arestas © que conectam os vértices de um quadrado formam a
sua fronteira. Os pontos na fronteira sdo aqueles que estao nos segmentos AB, BC, CD e
DA.

Exemplo 2.13. A fronteira do intervalo aberto (a, b) é formada pelos pontos a e b, que

estao nos limites do intervalo, mas ndo pertencem a ele.

Exemplo 2.14. Sejam Q e R, o conjunto nos nimeros racionais e o conjunto dos nimeros
reais, respectivamente. O interior de Q em R € vazio, pois nenhum intervalo aberto pode
ser formado apenas por numeros racionais. Em contrapartida, a fronteira de Q € toda a

reta R, ja que qualquer intervalo aberto contém nimeros racionais e numeros irracionais.

A seguinte definicdo é apenas uma formulacao da Definicao 2.4.

Definigao 2.15. A C X ¢ dito aberto quando todos os seus pontos sao interiores, ou
seja, int(A) = A. A U X € aberto se, e somente se, A N JA = @.

Definig¢ao 2.16. Um ponto p é um ponto de acumulagao de um conjunto A se, para

qualquer bola aberta B contendo p, existem infinitos pontos de A dentro dessa bola.

A saber, dizemos que a bola nao é suficiente para separar o ponto p do conjunto
A, e que o ponto p é algo como uma fronteira entre o conjunto A e o resto do espaco.
Em outras palavras, um ponto de acumulacao de um conjunto é um ponto que pode ser

cercado por um numero infinito de outros pontos pertencentes ao conjunto.

6 Sa0 os segmentos de reta resultantes do encontro entre duas faces.
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Exemplo 2.17. Considere o conjunto A = {l |n é um nimero natuml}. Este conjunto
consiste de valores decrescentes que se aproxz'TTrlLam de zero sem nunca alcancd-lo. O ponto
zero € um ponto de acumulacao deste conjunto, pois qualquer bola aberta em torno de zero
contém infinitos elementos do conjunto A (ou seja, a bola pode ser escolhida para conter
qualquer um dos elementos infimos de A que se aproximam de zero). Portanto, zero é uma

fronteira do conjunto A e um ponto de acumulagdo.

Exemplo 2.18. Considere o conjunto dos nimeros racionais na reta real. Todo nimero
real, tanto racional quanto irracional, é um ponto de acumulacdo desse conjunto. 1sso
ocorre porque, ndao importa qudo proximo estejamos de um niumero real, sempre haverd um

numero racional por perto.

Definicao 2.19. Um espagco métrico M é compacto se toda sequéncia em M possui
uma subsequéncia convergente para um ponto em M. Em outras palavras, se (x,) é uma
sequéncia de elementos de M, entao existe uma subsequéncia (z,,) que converge para um
ponto x € M, isto é,

lim z,,, =«
k—oo Tk

Um espaco métrico compacto é um espaco topolégico’ compacto, ou seja, todo
subconjunto fechado de M é compacto. Isso significa que toda sequéncia em M tem uma

subsequéncia convergente em M.

111

Exemplo 2.20. Considere o conjunto X ={0,1,35,3,3,...} com a métrica usual d(z,y) =

|z — y|. Mostraremos que X é compacto.
Para isso, observamos que:

1. X € limitado: pois 0 € o menor elemento de X e qualquer outro elemento de X

¢ menor ou tqual a 1.

2. X € fechado: pois se x, € uma sequéncia convergente em X, entdo pelo teorema
do limite pode-se mostrar que x,, converge a algum ponto no fecho de X. Mas o fecho de

X € exatamente X, jd que nenhum dos pontos limite pode estar fora de X.

3. Qualquer sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente em X : como todo
elemento de X é menor ou igual a 1, pelo menos um elemento deve aparecer infinitamente
na sequéncia. Tomando essa subsequéncia, temos um subconjunto de X que é uma sequéncia

convergente.

Portanto, concluimos que X € um espaco métrico compacto.

Exemplo 2.21. O intervalo fechado [0,1] com a métrica usual d(z,y) = |x —y| é um

espago métrico compacto.
7

ver defini¢do 2.29
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2.2 Topologia e Espacos Topologicos

Anteriomente, vimos que os espacos métricos sdo conjuntos dotados de uma nogao
de distancia — uma métrica, e assim como os espagos métricos, os espacos topologicos sao
dotados de uma nocao de proximidade, aberto e fechado, ou seja, uma topologia. Dizemos

entao que os espacos topologicos sao os conjuntos munidos de uma topologia.

Definicao 2.22. Seja X um conjunto. Chama-se de topologia em X uma familia T de
subconjuntos de X, denominados os subconjuntos abertos da topologia (T), que satisfaz as

sequintes propriedades:

i) X e o conjunto vazio (&) pertencem a T ;
it) A unido de uma familia arbitrdria de T pertence a T

iit) A intersegao de uma familia finita de elementos de T pertence a T .

Os elementos de T sao chamados abertos de X e os respectivos complementares

sao chamados fechados de X.

Exemplo 2.23. Conside o conjunto X = {a,b,c} e a colecio T = {@,{a},{a,b}, X}.

1. T € uma topologia em X, pois satisfaz os axiomas de topologia.

2. T é composta por quatro conjuntos: o conjunto vazio, o conjunto {a}, o conjunto {a,

b} e o conjunto X.

3. O conjunto {a, b} é um elemento de T, pois é uma unido de dois elementos de T :
{a} U {a, b}. Além disso, a interse¢io de dois elementos de T, {a, b} N {a}, é um
elemento de T: {a}.

Note que existem muitas outras topologias possiveis para o conjunto X, mas essa é uma

das mais simples e pode ajudar a entender os conceitos bdsicos de topologia.

Exemplo 2.24. Dado o conjunto X = {a,b,c}, dentre as sequintes colegoes de subconjuntos

apenas Tr, Ts e Ty sio topologias:
T ={(2), X}

T2 = A{(2), {a}, {b}, {c}, X}

Ts = {(2), {a}, {b}, {a, b}, X}
Ti = {(2), {a. b}, {b, ¢}, X}
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Ts = {(9), {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, X}
Pois, note que, {a} U {b} ndo é um aberto de Ty e {a. b} N {b, ¢} = {b} ndo é

um aberto de Ty.

Exemplo 2.25. (Topologia Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Chamamos de
Topologia Discreta, a topologia em que todos os subconjuntos de X sao abertos, ou seja, se

o subconjunto U C X, entao U € T.

Exemplo 2.26. (Topologia Cadtica ou Trivial). Seja X um conjunto qualquer.
Chamamos de Topologia Cadtica, a topologia em que somente & e X sao abertos (&, X €

T ). Ou seja, é a familia que consiste apenas de X e do &.

H&4 também a possibilidade de compararmos duas topologias sobre um mesmo

conjunto X. Veja a defini¢ao 2.27.

Definicao 2.27. Sejam Ty e Ty topologias em um conjunto X.

a) Se Ty D Ti, entdo Ty € mais fina que Ty ;
b) Se Ty contém estritamente Ty, entio Ty é estritamente mais fina que Ti;

c) Ti € compardvel a Ty se To O T ou Ty D Ts.

Também dizemos que 7; e mais grossa que 7T, ou estritamente mais grossa,
nas situagoes a e b, reciprocamente. Resumidamente, comparamos as topologias dizendo

que uma tem mais abertos que a outra.

Exemplo 2.28. Seja X = {a,b,c} um conjunto de trés elementos. Podemos munir
9 topologias distintas em X, a menos de permutacdo entre os elementos. Observe a

respresentacao na Figura 2.7.

Seque que:

e A topologia Tg € mais fina do que T, pois contém todos os subconjuntos de T, e tem

outros adicionais;

e A topologia T e T3 nao sio compardveis, pois cada uma das colegoes contém algum

subconjunto que a outra nao tem.



Capitulo 2. Nogédes Preliminares 19

Figura 2.2 — Topologias em X
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Definigao 2.29. Um Espago Topolégico é um par (X, T), onde X é um conjunto e T

¢ uma topologia em X.

Definicao 2.30. Um espago topologico X chama-se um Espag¢o de Hausdorff quando,
para cada par de pontos distintos x,y em X, existem abertos U,V tais que x € Uy € V e
unv =g.

Exemplo 2.31. Num espaco de Hausdorff X, todo ponto x é um subconjunto fechado
de X. De fato, para cada y € X — x, existem abertos A,, B, tais que x € A,, y € By,
A, N B, = @. Em particular, y € B, C X — x e, portanto, x € fechado em X. Segue-se

que todo subconjunto finito {x1,...,x,} C X € fechado. A reciproca nao é verdadeira.

Definicao 2.32. Dado o espaco topologico X, um subconjunto A de X € um conjunto
fechado quando seu complementar (X — A) € aberto. Para que A seja um subconjunto
fechado de X, € suficiente que, para cada ponto de v € X — A, exista um aberto U,, com
re U, C X —A, em outros termosx € U, e Uy NA=3.

Exemplo 2.33. Os intervalos fechados (—oo,a] = R — (a,+00), [b, +00) = R — (—00,b) e
[a,b] = R—[(—o00, a)U(b, +00)]; sdo subconjuntos fechados da reta, pois sio complementares

de conjuntos abertos.
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Exemplo 2.34. Uma reunido infinita de subconjuntos fechados de um espago topoldogico
X ndo € necessariamente um subconjunto fechado de X. Isto resulta, por passagem ao
complementar, do fato de que a intersecdo de uma familia infinita de abertos pode ndao
ser um aberto. Observamos ainda que qualquer subconjunto de um espaco de Hausdorff é
reuniao de uma familia de fechados, mas esse conjunto pode nao ser fechado, por exemplo,

o conjunto Q na reta R.

Definigao 2.35. Um espago topoldgico X chama-se conexo quando o conjunto vazio (&)

e X sao os unicos subconjuntos de X simultaneamente abertos e fechados.

Intuitivamente, X é dito um espacgo conexo se é formado por um s6 “pedaco”.

Exemplo 2.36. Pela Figura 2.3, dizemos que o espago Sy € conexo, isto €, estd conectado,
e que o espago Sy € nao conexo. O mesmo vale para a Figura 2.4, onde A é conexo e B €

nao conexo.

Figura 2.3 — Conectividade.

(s1) Conexo (s,) nédo conexo

Fonte: Researchgate, 2015.

Figura 2.4 — Conectividade.

0@ )

Fonte: wikimedia, 2020.

Exemplo 2.37. O subconjunto vazio e o conjunto de um sé ponto sdo conexos em qualquer
espaco topologico. De fato, ndo hd como decompor o espaco em dois conjuntos nao vazios
e disjuntos. O subconjunto vazio é conexo, e qualquer subconjunto com apenas um ponto

serd SeEmMpre conexo.



Capitulo 2. Nogées Preliminares 21

Exemplo 2.38. O conjunto dos nimeros racionais Q, como subconjunto de R, na topologia

usual, ndo é conexo pois sempre hd um irracional entre dois racionais. Pois,
Q={¢€Ql¢<v2}UqgeQlg> V2,

que sao conjuntos abertos disjuntos e nao vazios.

2.3 Nocoes de Continuidade

Quando estudamos célculo, vimos, de forma intuitiva, que uma funcao é continua
quando conseguimos desenhar seu grafico completo sem tirar o lapis do papel, isto é,
de maneira interrupta. Ou ainda, quando o grafico da fun¢ao nao possui quebras no
seu dominio. E importante destacar que a continuidade de uma funcio esté fortemente
vinculado com o estudo de limites, pois quando queremos saber se uma funcao é continua,

devemos analisar também a existéncia do limite.

Em topologia, a definicao de continuidade é muito mais geral do que a defini¢ao
de continuidade que usamos em calculo. Podemos ter func¢oes continuas que nao sao
diferenciaveis em nenhum ponto, como é o caso da funcao de Weierstrass — continua
em todos os pontos, mas nao ¢é diferenciavel em lugar nenhum. Além disso, podemos ter
fungoes descontinuas que ainda sao continuas em um sentido topolégico, como a fungao de
Dirichlet — descontinua em todos os pontos, nao é peridédica, mas ainda assim pode ser

integrada no sentido de Riemann.

Em resumo, a no¢ao de continuidade em topologia é uma generalizacao da nog¢ao
de continuidade que usamos em calculo, que nos permite estudar func¢ées mais complexas

e propriedades geométricas dos espagos topolédgicos.

Definicao 2.39. Uma aplicacao entre dois espacos topoldgicos f : X — 'Y é uma aplicag¢do

continua, se a pré-imagem f~1(B) de qualquer aberto B de'Y é um aberto de X.

Isto é, f~1(B) é aberto em X para todo B aberto em Y. Isso significa que aplicagoes
continuas mapeiam conjuntos abertos em conjuntos abertos e conjuntos fechados em

conjuntos fechados.

Lema 2.40. Sejam X e Y espacos topologicos, A e B subconjuntos fechados de X, tais
que AUB = X. Sejam f: A—Y eqg: B —Y aplicacoes continuas, de tal modo que
f(z) = g(x) para todo x € AN B. Entdo, a aplicagio h: X —'Y | definida por:

f(z), se x €A,
g(z), se x€ B,

¢ continua.
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Demonstragao: Seja C' um subconjunto fechado de Y, isto é C' C Y. Queremos

mostrar que A~ (C') é um subconjunto fechado de X.
De fato, h™1(C') é a unido de dois conjuntos: ANA~1(C) e BNh™L(C), isto é
hHO) = (Anh 1 C) U (BNnhC)).
Como A e B sao fechados em X, temos que ANh™(C) e BNh™(C) sao fechados em A
e B, respectivamente, por i) e ii).

i) Note que ANh=H(C) = f~1C), é fechado em A por ser a pré-imagem continua
de um conjunto fechado em Y. Como A é fechado em X, a intersecao de A com qualquer
conjunto fechado de X é fechado em X, logo A N h~'(C) é fechado em X.

ii) Analogamente, podemos mostrar que BNh~'(C') é fechado em X . Basta observar
que BNh™HC) = g 1(C), que ¢ fechado em B, e que B é fechado em X.

Por hipdtese, f e g sdo continuas, entdao f~1(C) e g~ (C) sao fechados em A e B,

respectivamente. Assim, temos que
(ANK™HO)) = fH(CO) N A4

(BNh=Y(C)) =g (C)NB
sao intersegoes finitas de conjuntos fechados, logo sao fechados em X.

Assim, concluimos que h™1(C') é uma unido finita de conjuntos fechados de X, e

portanto é fechado em X para todo conjunto fechado C' em Y. Logo, h é continua.

Observagao: O Lema 2.40 é também conhecido como Lema da Colagem, em
resumo, ele diz que, dado um espago topologico X e uma colecao de subespacos fechados
{Au}acs, é possivel colar fungoes continuas definidas nos A, para obter uma fungao

continua em todo X.

Exemplo 2.41. Podemos construir uma aplicagio h : R — R da sequinte forma

r, se x<0;

se x >0.

Cada sentenca desta aplicagio € uma aplicacao continua, seus valores coincidem na
intersecao de seus dominios que sao dois conjuntos fechados, cuja unido € igual ao dominio

de h. Logo, pelo lema 2.40, h é continua.

Exemplo 2.42. Sejam A e B dois espagos topoldgicos e uma aplicacao continua f : A — B.
Entao, f mantém propriedades topoldgicas como continuidade, aberto-fechado, conexidade,
compactagdo etc. Isso significa que as relagoes entre os pontos e conjuntos em A sdo

preservadas em B sob a aplicacao f.
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A continuidade de uma aplicagdo é uma propriedade fundamental na topologia que

permite preservar muitos aspectos importantes da estrutura topologica.

Um dos problemas triviais da topologia é determinar se dois espacos topologicos
dados sao homeomorfos ou nao. Mostrar que dois espacos sao homeomorficos ¢ uma questao

de construir aplicagoes continuas de um espago para outro tendo uma inversa continua.

Definicao 2.43. A aplicacao continua f : X — 'Y € um homeomorfismo, se é uma

bijecdo continua e sua aplicacdo inversa f=1 também é continua.

Essa aplicacao preserva a topologia dos espagos, ou seja, as propriedades de abertura

e fechamento sao preservadas pela aplicagao e sua inversa.

Definicao 2.44. Dois espagos topoldgicos sao homeomorfos se existe um homeomorfismo

entre eles.

Espagos homeomorfos podem ser tratados como “iguais” pois, via homeomorfismo,
seus abertos sao equivalentes. Em outras palavras, os espagos topoldgicos homeomorfos
possuem as mesmas propriedades topoldgicas. Isto é, considerando as classes de equivaléncia,
temos que espacos homeomorfos sdao, basicamente, iguais em topologia, o que significa dizer

que o homeomorfismo é uma relacdo de equivaléncia na familia dos espacos topolédgicos.

Agora, para mostrar que dois espagos nao sao homeomorfos apresentaremos ferra-
mentas e técnicas — ao longo dos seguintes capitulos — que irdo nos ajudar a diferenciar
estes espacos, isto é, devemos mostrar que nao existe uma aplicagdo continua com inversa
continua. Por exemplo, se encontrarmos alguma propriedade topologica valida para um
espaco, mas nao para o outro, entao os espacos nao sao homeomorfos. Um classico exemplo
pode ser dado ao considerarmos o intervalo fechado [0, 1] e o intervalo aberto (0, 1), note

que o primeiro espaco é compacto e o segundo nao, portanto, nao sdo homeomorfos.

Exemplo 2.45. Listamos as sequintes transformagoes:
a) No plano, um quadrado e uma circunferéncia sio homeomorfos.

Isto €, podemos fazer uma deformacao continua do quadrado até que ele se torne
uma circunferéncia. Comegamos com o quadrado e gradualmente vamos arredondando
seus vértices e suavizando suas arestas, até que ele se transforme em uma figura curva e

continua que tem a mesma topologia da circunferéncia.

b) No espago, quaisquer duas curvas simples sio homeomorfas se elas podem ser

deformadas continuamente uma na outra sem quebrar ou cortar.

Para entender isso, imagine duas cordas sendo desenhadas em um pedaco de papel.
Se essas cordas podem ser torcidas e esticadas para se tornarem exatamente iguais sem

quebrar ou cruzar, entdo elas sao homeomorfas. Da mesma forma, se duas curvas no espaco
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podem ser transformadas uma na outra sem que haja intersecio ou quebra, entao elas
sao homeomorfas. Isso significa que essas curvas compartilham as mesmas propriedades

topologicas, como o numero de buracos ou o niumero de componentes coneras.
c¢) Para ilustrar:

Figura 2.5 — Homeomorfismo: transformacao de uma xicara de café em um donut.

= . e
—)-[ED-

l
-(9-E9

Fonte: Researchgate, 2020.

Figura 2.6 — Transformagao de uma folha de papel em um cilindro.

Fonte: Researchgate, 2015.

Figura 2.7 — Homeomorfismo: transformacdo de um cubo ¢ em uma esfera 3.

) B

Fonte: Researchgate, 2015..

Exemplo 2.46. Considere S* o circulo de raio 1 e centro (0,0), subespago do R?, e seja
f:10,1) = S a aplica¢ao definida por f(t) = (cos2mt,sen 27t).

Pelas propriedades das uma aplicacoes trigonométricas, f € bijetora e continua, no

entanto, a sua inversa f~! ndo é continua. A imagem através de f do conjunto aberto

U=1[0,1/4)=1[0,1)N(—1,1/4)
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do dominio, por exemplo, ndo é aberto em S', visto que ndo hd nenhum aberto V do R?

tal que V.N S = f(U); Portanto, seque que f nao é um homeomorfismo (ver Figura 2.8).

Figura 2.8 — Um nao homeomorfismo

f(U)

a= Y d
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[y
=

/
y
. yd

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observacgao: Note que, uma aplicagao bijetora pode ser continua sem ser um
homeomorfismo.

Proposigao 2.47. A relagio [go f]7H(B) = (f~' o g7 ) (B) expressa que a composta
go f: X — Z de duas aplicacoes continuas f : X —Y eqg:Y — Z é uma aplicacao
continua.

Demonstragao: Para provar que a relagao [go f]7'(B) = (f'og 1) (B), é
necessério verificar que qualquer elemento = € [go f]7'(B) também estd em (f~'og™1)(B),

e vice-versa.

Suponha que z € [go f]7(B). Isto significa que (go f)(x) € B. Entao, g(f(z)) € B.
Como g é continua, f(x) € g7'(B). Isto é, z € f~*(¢g~*(B)). Portanto,

lgo fI7H(B) S (fog™)(B).

Agora, suponha que x € (f~! o g71)(B). Isto significa que f(z) € ¢~'(B). Logo,
g(f(x)) € B. Como [go f]! é a inversa de g o f, temos que z € [go f]71(B). Assim,

(f~Hog™)(B) S lgo f17(B).

Concluimos, portanto, que [go f]71(B) = (f~'og™')(B). Isso mostra que a composta

de duas aplicacoes continuas é uma aplicagdo continua.

Proposicao 2.48. Uma aplicagdo biunivoca f : M — N, de um espago métrico M sobre
um espago métrico N, pode ser continua sem que a sua inversa g = f~': N — M também

0 seja.
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Demonstracao: Vamos mostrar um exemplo de uma aplicagdo biunivoca f : M —
N, de um espaco métrico M sobre um espago métrico N, que é continua, mas cuja inversa
g=f~': N — M nao é continua.

Considere os espagos métricos M = (0,1] e N = [0, 1], ambos com a métrica usual

(distancia euclidiana).

Defina a aplicagao f : M — N como

x, 0<z<1/2

flz) =
r—1/2, 1/2<z<1.
A aplicagao f é uma bijecao, pois ela mapeia cada elemento de M em um unico

elemento de N, e vice-versa.

Agora, vamos mostrar que f é continua. Seja xg € M, e seja € > 0. Se xy < 1/2,

entdo para qualquer x € M com |z — o] < €, temos
[f(x) = flzo)| = |z — 20| <e.
Se 1/2 < xy < 1, entdo para qualquer x € M com |x — xo| < €, temos
[f(x) = flzo)| = |o — 20 = 1/2] < o — wo| +1/2 < e+ 1/2.

Portanto, a aplicagao f é continua em todo ponto de M.

Porém, a sua inversa g = f~' : N — M nao é continua. Para ver isso, observe que
o conjunto (1/2,1] é fechado em M, mas a sua imagem sob f~', que é o intervalo [0,1/2),
nio ¢é fechada em N. Portanto, f~! nao é continua em 1/2, que é um ponto de acumulagio
de (1/2,1] em M.

Com isso, temos um exemplo de uma aplicacdo biunivoca f : M — N que é

continua, mas cuja inversa ¢ = f~!: N — M nao é continua.

Exemplo 2.49. Considere as fungoes trigonométricas f : R — S*, dada por f(t) =
(cos(t),sen(t)), e g : S* = R, dada por g(x,y) = arctan(y/z).

A funcio f é uma aplicacdo biunivoca e continua, jd que a circunferéncia S* é um
espaco métrico compacto® e a fungdo trigonométrica é continua. No entanto, a sua inversa
g ndo € continua, pois ela leva pontos antipodais® em R para o mesmo ponto em S*, e
portanto ndao pode ser continua em uma vizinhanga desses pontos. Assim, g ndo ¢ um

homeomorfismo e f nao é uma aplicacao continua inversivel.

Toda sequéncia em S' possui uma subsequéncia convergente para um ponto em S*.

9 Sao dois pontos de um espaco topoldgico que sdo equidistantes e diametralmente opostos.
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3 Homotopia

Na Topologia Algébrica, a Homotopia ganha destaque por ser um dos conceitos
basilares mais importante. Ela nos fornece informagoes sobre a natureza topoldgica de um
determinado espaco. E uma ferramenta essencial para entender a conectividade de um
espaco topolédgico e também para definir os invariantes homotdpicos - que sao caracteristicas

de um espacgo topolédgico preservadas sob uma deformagao continua.

A homotopia é uma deformagao continua entre duas aplica¢oes, que podem ser

consideradas caminhos em um espaco topolégico.

Em suma, enquanto o homeomorfismo descreve a equivaléncia de dois espacos
)
topolodgicos, a homotopia descreve como duas aplicacoes podem ser continuamente trans-

formadas uma na outra em um espaco topoldgico.

A definicdo de Homotopia, bem como alguns resultados gerais deste topico, fo-
ram fundamentados em LIMA!, também serviram de aportes teéricos ARMSTRONG?,
CROOM?, HATCHER*, LIMA®, MUNKRES® e VILCHES".

3.1 Aplicacoes homotopicas

Intuitivamente, aplicacbes homotdpicas sao nogoes que se definem para aplicagoes
continuas entre dois espagos topoldgicos. A priori, ela é pensada como a deformagao de

um objeto através de uma aplicacao continua.

Nesta sessdo, o simbolo [ indicard o intervalo compacto (fechado) [0, 1] munido da

topologia usual de R.

Algumas proposi¢oes nao serao aqui demostradas, nos ocuparemos apenas em
demonstrar as que serdo essenciais para o estudo do Grupo Fundamental, o leitor podera

acompanhar as demonstracoes na obra referéncia deste trabalho.

Definicao 3.1. Sejam X eY espacos topoldgicos e f,qg: X — 'Y duas aplicacoes continuas.
Entao, f e g sao homotopicas quando existe uma aplicacdo continua H : X x I — Y,
tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. A aplicagio H chama-se uma

homotopia entre f e g.

(LIMA, 1977b), capitulo 01 e 02.
(ARMSTRONG, 2013), capitulo 05.
(CROOM, 2012), capitulo 04.
(HATCHER, 2005), capitulo 01.
(LIMA, 1970; LIMA, 1995)
(MUNKRES, 2014), capitulo 09.
(VILCHES, ), capitulo 01.

N o Ot W N



Capitulo 3. Homotopia 28

Notacgao. H : f = g, ou apenas f = g.

Se imaginarmos o parametro t, variando de 0 a 1, como sendo o tempo, entao
podemos nos referir a H como sendo uma deformacao continua da aplicacdo f para a
aplicacdo g. Em outras palavras, sucintamente, podemos entender uma homotopia H
entre duas aplicagoes continuas f e g de um espaco topoldgico X num espago topologico
Y, como um método de deformar continuamente a aplicacdo f de forma a se obter g. A

Figura 3.1 retrata uma homotopia entre as duas aplicacoes citadas, observe.

Figura 3.1 — Homotopia entre as aplicacoes continuas f e g.

Y

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Ao longo dessa homotopia, a imagem de cada ponto em X é “esticada” ou “com-
primida” na direcao de f e g. A ideia fundamental é que, a medida que t varia de 0 a
1, a imagem de cada ponto de X se move de forma “uniforme” em direcao a imagem
correspondente em g. Ou seja, em cada instante de tempo t € I, a imagem de H(z,t) é
uma interpolagao entre as imagens de f(z) e g(x). Na interpolacdo f e g sdo conectadas

por uma familia continua de aplicac¢oes.

Definicao 3.2. Dada a homotopia H : f = g, definimos a aplicacao continua Hy : X — Y,
pondo Hy(x) = H(x,t), para cada t € I. Dessa forma, obtemos uma familia continua a

um pardmetro (H;)qcr) de aplicagoes continuas de X em Y ordenados por I.

Assim, (z,t) — H;(z) é uma aplicagdo continua, o que determina a continuidade da
familia. Como Hy = f e H, = g, deduz-se que a familia (H;)cr) comeca em f e termina

em g.

Definicao 3.3. Uma homotopia linear ¢ uma funcao continua H : X x I — 'Y, onde

X eY sao espagos topoldgicos e I é o intervalo unitario [0, 1], que pode ser escrita como

H(x,t) = (1= 1) f(x) + tg()
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onde f e g sao duas fungoes continuas de X a'Y.

Geometricamente, a homotopia linear é uma familia continua de fungoes entre f
e g, que sao interpoladas linearmente em cada intervalo de tempo t. Isso significa que,
durante a homotopia, a imagem de cada ponto de X se move de forma “uniforme” em
direcao a imagem correspondente em g. Esse conceito é frequentemente usado para provar

resultados na topologia algébrica e de grande valor na teoria da homotopia.

Exemplo 3.4. Suponhamos que Z seja um espaco vetorial e sejam f e g : X — Z
aplicagoes continuas. Podemos ligar qualquer valor f(x) ao valor g(x) por meio de um
sequimento. Os pontos deste sequimento sio dados por H(x,t) = (1 —1t)f(z) + tg(z), onde
t€10,1].

Observe que,

Assim, dizemos que H indica o movimento — isto é, a homotopia (observe a figura

3.2) — que € feito ao longo do sequimento que liga os valores de f(z) a g(z).

Figura 3.2 — Homotopia no espaco vetorial.

Z

f(x)

g(x)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Exemplo 3.5. Suponha que X é um espaco topoldgico convexo e que f,g : X — Y
sao duas fungoes continuas. Entao, podemos definir uma homotopia linear entre f e g
da sequinte maneira: para cada ponto x em X e cada numero real t em I, definimos
H(z,t) = (1—1t)f(z) +tg(x). Neste caso, a homotopia é linear porque X é convezo, o que

significa que a linha que une f(z) e g(x) estd contida em X para todo x em X.
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Exemplo 3.6. Observe a Figura 3.5:

Figura 3.3 — Bitoro B (superficie bidimensional)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

As aplicagoes destacadas em verde, f :[0,1] — B e g : [0,1] — B, sao aplicagoes
continuas que tomam valores no bitoro. Intuitivamente, podemos ver que ndo podemos

levar continuamente uma aplicacao na outra. Isto €, f e g nao sao homotopicas.

Exemplo 3.7. Consideremos o cilindro tridimensional S* x I, onde S € a esfera unitdria

de dimy (dimensao um) e I € o intervalo unitdrio. Definamos f,g: S*' x I — S% por
f(z,t) = (cos(2mt)x,sen(2nt)x,0) e g(z,t) = (cos(2nt)x,sen(27t)x, 1).

Entdo, a fungio H : S* x I x I — S? definida por H(x,s,t) = (cos(2mst)z, sen(2mwst)x, t)
¢ uma homotopia linear entre f e g na esfera unitdria tridimensional S?, a interpolacdo

ocorre apenas na diregao vertical (z).

Proposigao 3.8. Dados dois espagos topologicos, X eY . A relagao de homotopia, f ~ g,

¢ uma relagcdo de equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .

Demonstragao: ¢ necessario verificar se a relacao acima é reflexiva, simétrica e

transitiva.

Assim, para todas f,g: X — Y continuas, temos:

(i) Reflexiva: f ~ f.
De fato, definimos H: X x I — Y, dada por H(x,t) = f(x). Assim, para todo t € I,
H é continua e H(x,0) = H(x,1) = f(z),Vx € X. Portanto, f ~ f, isto é, a relagao

de homotopia é reflexiva.

(ii) Simétrica: f ~g=g~ f.

Seja H : X x I — Y uma homotopia entre f e g, tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) =
g(z), Vx € X. Determinando K : X x I — Y dada por K(z,t) = H(z,1 —1), de
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imediato, obtemos uma homotopia entre g e f, logo, é evidente que, K é continua e

também:

I
=
—~

8
~

K(z,0) = H(z,1) Vo e X,
K(z,1) = H(z,0) = f(z), Vze€ X;
Portanto, f ~ g = g ~ f, o que significa dizer que a relagao de homotopia é

simétrica.

(iii) Transitiva: f ~¢g e g~h= f~h.
Sejam H, K : X x I — Y aplicagOes continuas, taisque H: f ~¢g e K :g=>~h,

onde:
{ H(z,0)= f(z) e H(z,1)=g(z), VzeX;
K(z,0) =g(z) e K(z,1)=h(x), VrelX;

Definimos L : X x [ — Y, dada por:

1
H(z,2t), se 0<t<;
K(x,2t —1), se §§t§1;
1 1
Note que (3:, 2) € Dom(H) e Dom(K), e para t = (2), temos:

H(z,2t) = H(z,1) = g(z) = K(x,0) = K(z,2t — 1).

Observe ainda que a aplicagdo L é uma homotopia entre f e h, pois:

1
Dado que t = <2> e H, K sao continuas, pelo Lema 2.40, L também ¢é uma
aplicagdo continua. Logo, L : f =~ h. Portanto, f ~ ge g ~ h = f ~ h.

Por fim, concluimos que =~ ¢é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 3.9. Qualquer subconjunto convexo de um espago euclidiano é uma homotopia

equivalente a um ponto.

Seja X um espago euclidiano e A um subconjunto convexo de X. Vamos mostrar

que A € homotopicamente equivalente a um ponto.

Para isso, seja a um ponto qualquer em A. Define-se a funcao continua f: A — X
dada por f(x) = (1 —t)a+tz, para todo x € A et € [0,1]. Observe que f(x) é uma média

ponderada entre a e x, com o peso de a decrescendo linearmente de 1 a 0 conforme t varia
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de 0 a1, e o peso de x aumentando linearmente de 0 a 1. E facil ver que f(z) € A para
todox € A et €|0,1], pois a convexidade de A garante que a reta que une a e x estd toda

contida em A. Além disso, temos f(a) =a e f(z) = a quandot — 0 out — 1.

Por outro lado, para qualquer ponto y € X, a fungdo continua g : X — A dada por
g(z) = (1 —t)a+ty, para todo x € X et € [0,1], € tal que g(z) € A para todo x € X e
t € [0,1], pois a converidade de A garante que a reta que une a e y estd toda contida em

A. Além disso, temos g(y) =y e g(r) — a quandot — 0 ou t — 1.

Portanto, definindo f: A — X eg: X — A como acima, temos que fog e go f
sao homotopias de A ao ponto a, jd que f(x) se aprorima de a quandot — 0 out — 1, e
g(x) se aproxrima de a quando t — 0 out — 1. Logo, A é homotopicamente equivalente a

um ponto, como desejado.

Exemplo 3.10. Seja X um espago topologico qualquer, e seja Y um subconjunto convexo
de R™. Entao, qualquer par de aplicagoes f, g € C(X,Y) sao homotépicas entre si. Basta
definir

H(z,t)=(1—-1t)f(z)+tg(x); (xeX,0<t<1).

Como f e g sdo aplicagoes continuas de X em Y, a aplicacio H(x,t) é continua
em X x [0,1], pois € uma combinagao linear continua de duas aplicagoes continuas em X.

Além disso, temos que

H(z,0) = (1=0)f(x) +0g(z) = f(z), VrelX;

H(x,t)—{ H(z,1)=(1-1)f(z) + 1g9(x) = g(x); Vxe X.

Agora, falta mostrar que H é uma homotopia entre f e g. Para isso, precisamos
verificar que H(x,t) estd em Y para todo x € X e 0 <t < 1. Mas isso é verdade porque Y
¢ um conjunto convexo em R™, isto €, para quaisquer pontos y; e yo em Y, o segmento de
reta que une esses pontos, dado por {(1 —t)y; +ty, : 0 <t < 1}, estd todo contido em 'Y,
mais geralmente, como Y € convezo, a imagem de H(x,t) estd contida em Y. Portanto,
H(z,t) = (1—t)f(x)+tg(x) estdi emY para x € X e 0 <t <1. Isso vale para qualquer

subconjunto convexo Y de R".

Concluimos, assim, que [ e g sdo homotopicas em X através de H(x,t).

A partir desta sessdo, denotaremos a classe de homotopia (ou classe de equivaléncia)
de uma aplicagao continua f : X — Y por simplesmente [f], sua notagao usual. Assim, o
conjunto das classes de homotopia das aplicagoes continuas de X em Y sera representado
pelo simbolo [X,Y]. O conjunto [X,Y] tem como elementos as classes de homotopia
no conjunto C(X,Y’), conjunto formado pelas aplicagoes continuas de X em Y com a

topologia compacto-aberta (topologia definida num espago de fungoes).

Notagao. (A classe de equivaléncia de uma aplicagao continua f : X — Y ): [f].



Capitulo 3. Homotopia 33

Notagao. (As classes de homotopias das aplicagoes continuas de X em Y ): [X,Y].

A seguir, pretende-se tornar mais algébrico o conjunto das classes de homotopia,

para tanto, definiremos uma operagao de composicao entre classes.

Proposicao 3.11. Dadas as aplicacoes continuas: f, f': X - Y egqg, ¢ :Y — Z. Se
f~feg=dg, entao go f~g of. O quesignifica dizer que a composicio de aplicagoes

preserva homotopias.
Notagao. (Composicio entre duas aplicagoes f(x) e g(x)): (f o g)(x)

Demonstragao: Dadas as homotopias: H : X xI — Yentre f, ffe K : Y xI — Z
entre g, ¢'. Definimos L : X x I — Z, homotopia entre go f e ¢’ o f', pondo L(z,t) =

K(H(x,t),t). Dadas as suas fungdes coordenadas continuas, é facil verificar que L também

é continua.

Podemos definir ainda uma aplicacdo ¢, tal que ¢ : X x I — [, isto é

(z,t) — @(z,t) = t, a projecao no segundo fator. Desta forma, com L é dada por
L(z,t) = Ko (H,p)(x,t),
isto é,
L(z,t) = K(H(x,t),o(x,t)) = L(x,t) = K(H(x,1),1),

ve-se que L estd bem definida.

Agora, note que:

« L(z,0) = K(H(2,0),0) = K(f(x),0) = g(f(x)) = (9 0 /)

« L(z,1) = K(H(z1),1) = K(f'(z),1) = ¢ (x) = (4 o f))
Portanto, gof =~ ¢ of".

Dada a Proposicao 3.8, podemos agora introduzir a definicdo de composicao entre

classes de homotopia.

Definicao 3.12. Sejam f: X — Y eg:Y — Z aplicacoes continuas, onde X,Y, e Z
sao espagos topoldgicos. Definimos a composicao de [f] e [g] pondo [f]o[g] = [f o g].

A saber, [f] € [X,Y] e [g] € [Y, Z], o que significa dizer que a classe [f o g] ndo
depende dos representantes f, g das classes [f] e [g], respectivamente. Assim, a operagao

de composicao entre classes de homotopia estd, de fato, bem definida.



Capitulo 3. Homotopia 34

3.2 Tipo de Homotopia

Definicao 3.13. Uma aplicacao continua f: X — 'Y, entre espacos topologicos X eY,
chama-se uma equivaléncia homotdpica quando existe g : Y — X continua, tal que
go f~idx e fog=>~idy. Diz-se entdo que g é o inverso homotépico de f e que X e

Y possuem o mesmo tipo de homotopia.
Notagao. f: X =Y ou simplesmente X =Y.

Lema 3.14. Todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotopica.

Demonstracao: Seja f: X — Y um homeomorfismo entre os espacos topoldgicos
X e Y. Para mostrar que f é continua, basta notar que um homeomorfismo é definido
como uma aplicacao bijetora f : X — Y que preserva a topologia, isto é, para todo aberto
U CY, temos que f~1(U) é aberto em X. Como a defini¢ao de continuidade é que para

todo aberto V' C X, f(V) é aberto em Y, temos que f é continua.

Além disso, como f é um homeomorfismo, existe uma funcao inversa g : ¥ — X
também bijetora e continua, tal que g(f(z)) = = para todo x € X e f(g(y)) = y para todo
y € Y. Como g é continua, temos que g o f é continua. E como ¢(f(z)) = = para todo
x € X, temos que go f ~idx, onde idx : X — X é a identidade em X. Similarmente,
temos que f o g ~idy, onde idy : Y — Y ¢é a identidade em Y.

Portanto, f é uma equivaléncia homotopica. Logo, concluimos que todo homeomor-

fismo é uma equivaléncia homotdpica.

Observacao: Note que a reciproca deste lema nao é verdadeira, pois, espagos do
mesmo tipo de homotopia sdo equivalentes sob uma perspectiva homotépica. O Exemplo

3.15 prova que esta afirmacao.

Exemplo 3.15. Considere os espacos topoldgicos:
X ={(z,y) e R*: 2% +y* =1} U{(0,0)}

Y ={(x,y) e R*: 2* —y* =1} U{(0,0)}.

Note que X eY ndo sao homeomorfos porque X é conexo e Y ndo é. No entanto, X eY

sao espagos topologicos homotopicamente equivalentes.

Para mostrar que X eY sao homotopicamente equivalentes, podemos encontrar
fungoes continuas f: X —Y eg:Y — X que sao inversas homotopicas. Uma escolha

possivel é:

- flz,y) = (x, V2?2 — 1) para (z,y) € X (note que vVx* — 1 estd bem definido pois
22 —1>0 para (z,y) € X); - g(z,y) = (z,vVa? + 1) para (z,y) €Y.
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Note que f e g sdo funcoes continuas e que f o g é homotdpico a identidade em 'Y e
go f € homotopico a identidade em X, algebricamente go f ~idx e fog ~ idy. Portanto,
f € uma equivaléncia homotopica de X paraY e g é uma equivaléncia homotopica de'Y
para X, isto € f: X =Y eg:Y =X, mas f ndo é um homeomorfismo porque f ndo é

injetiva e g nao € um homeomorfismo porque g ndo é continua em (0,0) € Y.

Conclusdo: Ezistem espacos topologicos que sao homotopicamente equivalentes, mas

nao sao homeomorfos.

Portanto, a reciproca de “todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotdopica”

nao é verdadeira.

Outro exemplo classico é o espago topologico conhecido como “8 deitado”, que é

formado pela unido de dois circulos tangentes no mesmo ponto (ver Exemplo 3.16).

Exemplo 3.16. Considere a fungio f: St — St que percorre o circulo uma vez no sentido
hordario e, em sequida, outra vez no sentido anti-hordrio. Esta funcao é claramente uma
equivaléncia homotopica, pois sua inversa € dada por percorrer o circulo na ordem oposta.
No entanto, f nao é um homeomorfismo, pois nao € injetora: a imagem de f contém o

ponto da intersecio dos dois circulos, que é atingido duas vezes.

Logo, nem toda equivaléncia homotopica é um homeomorfismo.

Exemplo 3.17. Todo espaco vetorial normado tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto.

Seja V' um espago vetorial normado e x € V' um ponto fixo. Definimos a fungdao
H:V x[0,1] -V como:
H(v,t) = (1—1t)v +tx,
ondev € V et € [0,1]. Observe que H(v,0) =v e H(v,1) = x para todo v € V. Além

disso, H é uma funcao continua, pois é uma combinagcao linear de funcoes continuas.

Agora, definimos a fun¢io F :V — V como F(v) = x para todo v € V. Observe

que F' é uma funcao constante e, portanto, também é continua.

Temos entao que H(v,0) =v e H(v,1) = F(v) para todo v € V. Isso significa que
H ¢é uma homotopia entre a identidade em V (dada por Idy(v) = v para todov € V') e
a funcao constante F. Portanto, V tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, o que

completa a demonstracao.
Proposicao 3.18. Se X = X' e Y =Y’ entao a cardinalidade de [X',Y'] € igual a

cardinalidade de [X,Y], isto €, [X,Y] e [X', Y] possuem o mesmo nimero cardinal.

Uma consequéncia da proposicao 3.18 é que se ¢ : X' = X e ¥V : Y =Y/,
consequentemente, [f] — [V o f o ¢] é uma bijecao de [X,Y] sobre [X’,Y’]. E evidente
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que X =XeX=Y=Y=X,eainda X=27Y =7 = X =7. Em outras palavras,
a relacdo denotada por “ = 7, é uma relacao de equivaléncia. Salientamos ainda que a
relacao “ter o mesmo tipo de Homotopia” é uma relacao de equivaléncia na categoria dos

espacos topolégicos.

Exemplo 3.19. Os espagos homeomorfos tém o mesmo tipo de homotopia.

Seja X eY dois espagos topologicos homeomorfos, com homeomorfismo f : X — Y.
Suponha que g :' Y — X seja uma funcao continua tal que f o g é homotopica a identidade

emY ego f éhomotopica a identidade em X.

Para mostrar que X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, precisamos mostrar que,
para quaisquer dois pontos xo,x1 € X, existe uma fung¢io continua h : [0,1] — X tal que
h(0) = g, h(1) = x1 e h é homotdpica a identidade em X. Para fazer isso, podemos usar
o homeomorfismo [ para transportar xy,x1 para pontos yo,y1 em Y, ou seja, definimos
yo = f(xo) e y1 = f(x1). Em sequida, usamos a homotopia f o g ~ idy para encontrar
uma fungio continua b’ : [0,1] — Y tal que h'(0) = yo, W' (1) = y1 e b’ € homotopica a
identidade em Y . Finalmente, usamos o homeomorfismo g para transportar h' de volta
para X, ou seja, definimos h = goh'. A fungdo h satisfaz as propriedades desejadas, pois
h(0) = g(yo) = g o f(xo) = xo, h(1) = g(y1) = go f(x1) = x1 e h ~ idx pela homotopia
go f~idx.

Portanto, concluimos que espacos homeomorfos tém o mesmo tipo de homotopia,
ja que um homeomorfismo f: X — Y e sua inversa g : Y — X fornecem as homotopias

necessdrias para provar a equivaléncia.

Exemplo 3.20. Sejam T = S x St o toro bidimensional e p € T ponto arbitrdrio. T —{p}

tem o mesmo tipo de homotopia da uniao de dois circulos com wm ponto em comum.

Figura 3.4 — Deformacdo de um quadrado.

aQ

Po

A 4

: >

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Com efeito, o toro T € a imagem de um quadrado ) por uma aplicacdo continua:
¢ Q — T que transforma a fronteira 0Q do quadrado na uniao Y = SUS’ de dois circulos
com um ponto em comum, e é um homeomorfismo do interior de ) no complemento T —Y .
Podemos assumir que o ponto p € T € a imagem por ¢ do centro py do quadrado. Como o
quadrado é homeomorfo a um disco unitdrio fechado, seque que Q — {po} tem o mesmo
tipo de homotopia que (do contorno) 0Q. A deformagao de Q — {po} em OQ ocorre ao
longo dos raios que comecam em py. Durante a homotopia, os pontos de Q) nao se movem.

Compondo esta homotopia com @, obtemos uma deformagao de T — {p} em Y, o que nos
di T—{p} =Y

3.3 Espacos Contrateis

Um espacgo contratil é um espacgo topoldgico em que é possivel “contrair” qualquer

conjunto fechado para um ponto “sem deixa-lo escapar” daquele conjunto.

Definicao 3.21. Um espaco topoligico é chamado de contratil se ele for homotopicamente
equivalente a uwm ponto, ou seja, exista uma aplica¢io continua f : X — {x} e outra
g :{x} = X, tais que, f og é homotdpica da identidade em {x} e go f é homotdpica a
identidade em X.

Dizemos que o espaco topologico X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto,

isto é, X é dito um espaco topoldgico formado por apenas um elemento.

Exemplo 3.22. O intervalo I = [0,1] é um espago contratil.

Basta escolher f : I — {x} como a aplicaciao constante, e g : {*} — I como a
aplicag¢ao que envia o unico ponto de {x} para qualquer ponto de I. E facil ver que go f é
homotépica a identidade em I por uma homotopia linear, e que a aplicacdo identidade em

{x} € homotdpica a f o g levando {*} para 0.5 através de uma homotopia linear.

Exemplo 3.23. O espagco R™ é um espago contratil.

De fato, podemos escolher f: R™ — {0} como a aplicagio constante que leva todos
0s pontos em R™ para o ponto 0, e g : {0} — R™ como a aplicagio que envia o unico ponto
de {0} para qualquer ponto de R™. Mais uma vez, € facil verificar que g o f é homotdpica
d identidade em R", e a aplicagao identidade em {0} é homotdpica a f o g levando {0} a

qualquer ponto de R™ através de uma homotopia linear.

Outros exemplos de espagos contrateis incluem: O cilindro em dimensées 2 ou 3; O

disco fechado em dimensoes 2 ou 3; O toro em dimensoes 3 ou mais dimensdes. Em suma,
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qualquer espago que pode ser deformado continuamente para um ponto (ou uma figura

discreta®) é contratil.

Exemplo 3.24. Qualquer ponto é contrdatil a um ponto.

Para provar esta afirmagdo, precisamos mostrar que existe uma homotopia entre a
identidade e a constante que leva todo o espago nesse ponto. Vamos considerar um espago
topoldgico (X, T) e um ponto xy € X. A identidade é uma aplicagio f : X — X que leva
cada ponto x € X a si mesmo, ou seja, f(x) = x. A constante é uma aplicagio g : X — X

que leva cada ponto x € X a xg, ou seja, g(x) = xy.

Agora, vamos definir uma aplicagao H : X x [0,1] — X, que é uma homotopia

entre f e g. Para cada ponto x € X et € [0,1], definimos H(x,t) como:
H(z,t) = (1 —t)x +txg

Observe que H(x,0) = x, entdo H(z,0) = f(x) para todo x € X. Além disso, H(x,1) = x,
entao H(x,1) = g(z) para todo x € X. Portanto, H é uma homotopia entre f e g.

H ¢ continua, pois a soma e a multiplicacdo por escalares sdo operacoes continuas
no espago topoldgico (X,T) e, jd que H(x,t) é uma combinagio dessas operagoes, H é

continua e bem definida.

Dessa forma, encontramos uma homotopia continua H entre a identidade e a

constante que leva todo o espago para xg. 1sso prova que qualquer ponto é contrdtil.

Exemplo 3.25. Qualquer intervalo (aberto, fechado ou semi-aberto) é contratil a um

ponto.

De fato. Seja I um intervalo em R (pode ser aberto, fechado ou semi-aberto).
Considere a aplicagiao constante c(x) = a, para um ponto fixzo a em I. Entdo, para qualquer

aplicagao f : 1 — I, podemos definir a aplicagio H : I x [0,1] — I como:
H(z,t) = (1 —1t)f(z) + ta.

Note que H € continua por ser uma combinacao linear de aplicagoes continuas. Além disso,
H(x,0) = f(x) e H(z,1) = a, ou seja, H é uma homotopia entre f e c. Portanto, I é

contrdtil a um ponto fizo.

Proposicao 3.26. Seja X um espaco topoligico. X € contrdtil se, e somente se, a aplicacao

identidade em X, id : X — X, é homotopica a uma aplicacao constante em X, c: X — X.

Demonstragao: (=) Suponha X contratil. Se f: X — {p} é uma equivaléncia
homotopica e g : {p} — X é inversa homotdpica de f, entdo g o f ~ idx. Como go f é

uma aplicacao constante, provamos o que queriamos.

8 Conjunto de pontos que ndo possuem limites ou acumulacdes. Cada ponto da figura é isolado e nao

existe nenhum ponto préoximo o suficiente para formar uma sequéncia convergente.
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(<) Se idx ~ ¢, entdo idx e a apligdo constante ¢ sdo equivaléncias homotdpicas,

uma inversa da outra.

Portanto, X é contratil.

Corolario 3.27. Todo espago contrdtil é conexo por caminhos.

Para provar que todo espaco contratil é conexo por caminhos, precisamos mostrar
que para quaisquer dois pontos x e y no espago, existe um caminho continuo que os

conecta.

Seja X um espago contratil e f : X — {zp} uma homotopia entre a identidade
em X e uma fung¢ado constante em zy. Considere dois pontos arbitrarios z,y € X. Defina
a funcao F : [0,1] — X como F(t) = f(xz,t) para t € [0,1/2] e F(t) = f(y,2 — 2t) para

t € [1/2,1]. Note que F' é continua pois é composta de duas fungdes continuas.

Agora, vamos verificar que F' é um caminho continuo de z para y. Temos que
F(0) = f(z,0) =z e F(1) = f(y,0) = y, portanto I conecta z e y. Além disso, para
qualquer ¢ € [0, 1], temos que:

f(z,t), te€|0,1/2]
fly,2—=2t), te[l1/2,1]

Se t =1/2, entdo F(t) = f(x,1/2) = f(y,1/2) pois X é contratil. Caso contrério,

se t # 1/2, entdo podemos verificar que F'(t) é continuo em ¢:

lim F(s) = limgy, f(z,s) = f(z,t) = F(1), t €[0,1/2]
- lirnsﬁt f(y> 2- 28) = f(y> 2- 2t) = F<t)7 te [1/2? 1}

Portanto, F' é um caminho continuo de x para y, mostrando que X é conexo por

caminhos.

Demonstracao: Suponha X um espaco contratil conexo por caminhos. Ora, se H
é uma homotopia entre idy e a aplicagdo constante X — {p} , p € X, entdo, para cada

ponto z € X, a correspondéncia t — H(x,t) determina um caminho ligando x a p.

Proposicao 3.28. Se X ou Y € contrdtil, entdo toda aplica¢io continua f : X =Y €

homotdpica a uma constante.

Demonstragao: Se X for contratil e H : X x I — X for uma homotopia
entre idx e uma constante, de modo que, dada qualquer f : X — Y, a aplicacao

foH:X xI—Y serda uma homotopia entre f e uma constante.
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Se Y for contratil e F : Y x I — Y  for uma homotopia entre idy e
uma constante, nesse caso, G : X x I — Y, definida por G(z,t) = F(f(x),t), é

uma homotopia entre f : X — Y e uma aplicagdo constante.

Corolario 3.29. Se X € contrdtil e Y é conexo por caminhos, entdao duas aplicacoes
continuas quaisquer f,g: X — Y sdo homotopicas. Caso Y seja contratil, entao qualquer

que seja X, duas aplicagoes continuas f,qg: X — Y serdao sempre homotopicas.

Demonstracao: Para provar que f e g sao homotdpicas, basta mostrar que elas
sao homotopicas a uma aplicagdo constante. Como X é contratil, existe uma homotopia
H: X x[0,1] — X entre a identidade em X e uma aplicagdo constante ¢ : X — {z}

para algum zy € X.

Definimos a aplicacdo F': X x [0,1] — Y por F(z,t) = f(H(z,t)). Note que

F(z,0) = f(H(z,0)) = f(x), VzeX;

F(x,t) =
(&1 F(z,1) = f(H(z,1)) = f(xg), VzeX.

Além disso, como Y é conexo por caminhos, existe um caminho v : [0, 1] — Y entre f(z)
e f(xzo) para todo =z € X.

Definimos entao a aplicacdo G : X x [0,1] — Y pondo G(z,t) = y(t) para todo
x € X et € [0,1]. Note que
G(z,0) = f(z), VzeX;

G(x,t) =
1) G(z,1) = f(zg), Vre X.

Agora definimos a aplicagao continua H' : X x [0,1] — Y pondo

F(x,2t), ara 0<t<1/2;
G(z,2t — 1), para 1/2<t<1.
Note que
H'(z,0) = F(x,0) = f(z), VreX;
o - | H@0 = F@0 = 1@

H'(z,1) = G(z,1) = f(x), VreX.
Além disso, H' é continua pois F' e G sao continuas e coincidem em X x {1/2}.

Portanto, f e g sao homotdpicas, pois g pode ser escrita como a composi¢ao de f
com uma aplicagao constante em f(z() e ambas podem ser deformadas para uma aplicagao

constante em f(zg) através da homotopia H'.

Se Y é contratil, entdo existe uma homotopia entre a identidade em Y e uma
funcdo constante em algum ponto yy € Y. Podemos usar essa homotopia para deformar
qualquer funcao continua f : X — Y em uma funcao constante em , e portanto qualquer

duas fungoes continuas f,g: X — Y serao homotdpicas.
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Proposicao 3.30. Todo conjunto convexo é contratil. Em particular, um espago vetorial

normado E € convexo e, portanto, contratil.

Para provar que todo conjunto convexo é contratil, basta construir uma homotopia
entre a fun¢ao identidade e uma funcgao constante. Seja X um conjunto convexo e xg € X
um ponto fixo. Defina H : X x [0,1] — X por

H(z,t) = (1 —t)x + txo.

Note que H(z,0) =z e H(z,1) = o para todo x € X. Além disso, H é continua
pois a soma e multiplicagdo por escalares sao operagoes continuas em E. Portanto, X é

contratil.

Em particular, um espago vetorial normado F é convexo e, portanto, contratil.

Para ver isso, basta notar que para qualquer z,y € E e t € [0, 1], temos
(1 =t)z +tyl| < (L= 8)|l=] +tllyl].
Portanto, F/ é convexo e podemos aplicar o resultado anterior para concluir que é contratil.

Exemplo 3.31. Cada subconjunto convexo de R™ é contratil (Ver exemplo 3.10).

Mayzs precisamente, cada subconjunto convero X de R™ é homotopicamente equiva-
lente a um ponto. Para ver isso, basta escolher um ponto xo € X e definir uma homotopia

entre a identidade em X e a constante igual a xq. A aplicagdo
H: X x[0,1] — X,

definida por
H(z,t) = (1 —t)x + txy,

¢ continua e satisfaz as condicoes necessdrias para ser uma homotopia entre as aplicacoes
identidade em X e constante igual a xo. Em particular, H(x,1) = z9, Vx € X. Portanto,

o subconjunto convexo X é homotopicamente equivalente ao ponto {xo}.

Note que essa propriedade nao vale para todos os subconjuntos de R", apenas
para os convexos. Por exemplo, a esfera unitdria em R3, denotada por {(z,y,z) € R3:

22 +y* + 2% = 1}, ndo é contratil.

Exemplo 3.32. Um subconjunto X de um espaco vetorial normado E chama-se uma
estrela® de vértice p quando, para todo x € X, o segmento de reta [p, x| estd contido em X.
Se X é uma estrela de vértice p, entao H : X x I — X, definida por H(x,t) = (1 —t)x+tp,

¢ uma homotopia entre idx e a aplicagio constante X — {p}. Logo, toda estrela é contrdtil.

9 Um conjunto {z+ A(y —z)|\ € [0,1]}, onde x e y sdo pontos em um espaco topolégico e “+” representa

a operacao de adigdo do espaco. O conjunto se estendem ao longo de uma linha reta que une dois
pontos em um espaco topolégico.
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Exemplo 3.33. Se o espaco X € contritil, entdo, para todo Y , o produto cartesiano X XY

tem o mesmo tipo de homotopia que Y .

Para provar esse fato, considere uma homotopia H entre id, e a aplicagdo cons-
tante X — {P}, p € X. Entado, as aplicagoes continuas f : X xY =Y, f(x,y) =y
e g:Y — X xY, gly = (p,y) sdo equivaléncias de homotopia, f o g = id, e,
além disso, K(z,y,t) = (H(x,t),y) define uma homotopia entre a aplica¢ao identidade
de X XY e a aplicagio go f : X XY — X x Y. Em particular, se X eY sao ambos

contrdtil, o produto cartesiano X XY também ¢é contrdtil.

3.4 Extensao de aplicacoes continuas

Em seu livro “Curso de Analise”, Segundo LIMA!’, uma extensao de aplicacoes
continuas é o processo de estender uma aplicacao continua de um subconjunto fechado
de um espaco topolégico para todo o espaco, de forma a preservar a continuidade, isto é,

podemos aumentar o dominio de uma aplicagdo de maneira que ela continue a ser continua.

Definicao 3.34. Sejam X e Y espacos topologicos e f: A —Y uma aplicagio continua,
onde A é um subconjunto fechado de X. Uma extensdo de f é uma aplicagdo continua
F:X—=Y talquedom(F)QAeF’A:f

Notagao. (A restrigio de F para o conjunto A): F|4.

Dessa maneira, a definicao de extensao de um aplicacao continua exige que a
aplicagao resultante seja a mesma daquela aplicagao original em todo o subconjunto A
e, além disso, que a aplicagao resultante seja continua em todo o espago X em que a

aplicagao original f esta definida.

Exemplo 3.35. (Teorema de Tietze-Urysohn): Seja f: A — [0,1] uma aplicagio continua
de um espago fechado A em um intervalo fechado [0, 1]. Entao eziste uma extensao continua

F: X —[0,1] em todo o espago X que contém A, ou seja, Fla = f.

Exemplo 3.36. (Teorema de Hahn-Banach): Seja f : E — F uma aplicagao linear
continua, onde FE e F sdo espagos vetoriais normados. Seja g uma extensdo linear de f
em um subespaco vetorial de E. Entdo existe uma extensao linear continua F de f em

todo o espaco E que coincide com g no subespaco vetorial.

Uma retracao ¢ um exemplo de subdivisao de um espago topoldgico, onde o espago
¢é dividido em partes menores, sendo que cada uma dessas partes é retratada de volta a

um subconjunto propriamente contido em si.

10 (LIMA, 1995)
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Definicao 3.37. Uma retragdo ¢ uma aplicacio continua v : X — A de um espaco

topologico X em um subespago A, tal que r W= ida, ou seja, r € a identidade restrita a A.

Definicao 3.38. Quando existe a retragio r : X — A, o subespaco A chama-se um

retrato do espaco X.

A retragdo r : X — A satisfaz a condigao de que, para todo a € A, r(a) = a e,
para todo z € X, r(r(z)) = r(z). Isso significa que a imagem de X por r é um subespago

de A que é retratado de volta a si mesmo.

Em outras palavras, segundo MUNKRES! | uma retracdo é uma aplicacdo continua
que preserva a identidade, e A chamada é uma sub-retracao de X. Dizemos ainda que a
retracao r “recolhe” o espaco X para o subespaco A. Isto é, intuitivamente, a retragao
é uma deformacao continua do espago X, que contrai todo o espaco (exceto A) para o

subespaco A e mantém A fixo.

O conceito de retracao é usado, por exemplo, para definir o conceito de deformagcéao
de espacos, que consiste em modificar um espaco topolégico de forma continua sem mudar

sua topologia.

Exemplo 3.39. Um exemplo cldssico de retragio é dado pelo espaco euclidiano X = R>
e seu subespago A = {(x,0) | * € R}, que € o eizo x. A retragio é dada pela fungdao
r:R?* = R definida por r(z,y) = (,0).

De fato, podemos verificar que r(x,0) = (x,0) para todo x € R e que r(R x {0}) =
R x {0} = A. Além disso, v é continua, pois a restrigio T“A =1idy € continua. Portanto, r

¢ uma retracio de R? para A.

Intuitivamente, a funcdo r “aplaina'®” toda componente vertical de cada ponto
de R? para 0, preservando sua componente horizontal. Desta funcdo, observamos que a

projecao da origem ao eixo x é um ponto fixo de r.

Observacao: Este exemplo foi retirado do livro “Algebraic Topology” do HAT-
CHER"3, e também ¢ discutido em “Topology” de MUNKRES'Y.

3.5 Homotopias de pares e relativas

3.5.1 Homotopias de pares

Homotopia de pares é um conceito da topologia que relaciona espagos topologicos e
funcoes continuas definidas entre eles. E uma extensio do conceito de homotopia, no qual

11 (MUNKRES, 2014)

12" Refere-se ao processo de encontrar um espaco topolégico homeomorfo a um dado espaco, mas que é
geometricamente mais simples e facil de manipular.

13 (HATCHER, 2005), capitulo 0.1

14 (MUNKRES, 2014), capitulo 9.1
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duas aplicacoes continuas sao consideradas “homotopicas” se uma pode ser continuamente

transformada na outra.

Em homotopia de pares, consideramos uma classe especial de espacos topologicos
chamados “pares topoldgicos”, que traduz-se em um espaco topologico X e um subespago
A. Ela é entao definida como uma relagdo de equivaléncia entre aplicagoes continuas f e g
determinadas em X, com base na hipdtese de transformar continuamente uma aplicacao

na outra em X, mantendo sempre as imagens de qualquer ponto em A fixas.

A homotopia de pares é um conceito importante para varias areas da matematica,
incluindo a topologia algébrica e a geometria diferencial. Ela permite estudar propriedades
topologicas de espagos mais complicados do que apenas X sozinho, considerando a interacao

entre X e seu subespaco A.

Aqui, expressamos que (X, A) é um par de espagos topoldgicos somente quando A

for um subespaco de X.

Definicao 3.40. Sejam os pares (X, A) e (Y, B). Uma aplicagdo de pares continua
f:(X,A) — (Y, B) é uma aplicagio f : X =Y tal que, f(A) C B.

Defini¢ao 3.41. Dadas as aplicagoes continuas f,g: (X, A) — (Y, B), uma homotopia

de pares entre [ e g, é€ uma aplicacao continua expressada por
H:(XxI,AxI)— (Y,B),

tal que:
H(z,0) = f(z), VzeX;
H(z,1) =g(x), VYrelX;

Dewve-se, portanto, ter H, C B para todot € I.

Essa ferramenta é ttil para calcular o grupo fundamental relativo de um par de
espagos que é uma generalizagao do grupo fundamental de um espaco, levando em conta
relagdes entre caminhos que comecam e terminam em A. Isso permite, por exemplo,
descrever a estrutura topolégica de uma superficie com borda, e, além disso, estudar

questoes de conectividade e cobertura de espagos com restri¢oes adicionais.

Exemplo 3.42. Suponha que X € um espago topoldgico, A C X eY € um espago topoldgico.
Se f: X =Y éuma aplicagio continua e h : A X I =Y ¢é uma homotopia entre f|a e
uma aplicacao continua g : A —'Y, entao existe uma aplicagdo continua F: X x I =Y
tal que F(x,0) = f(z), F(x,1) = g(x) e F(a,t) = h(a,t) para todo a € A e todo t € I.

Exemplo 3.43. A aplicacio identidade id : I — I é homotopica a uma constante. Mas,
considerando o subespago 01 = {0,1} C I, a aplicagao de pares id : (1,0I) — (I,0I) ndo

¢ homotopica a uma constante. Isso significa que o intervalo I pode ser continuamente
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contraido até um ponto, mas, durante a deformagdo, pelo menos uma de suas extremidades
deve passar pelo interior de I. De fato, qualquer homotopia H entre duas aplicacoes de
pares f,g : (I,0I) — (I,01) deve satisfazer Hy(0) € Ol e Hy(1) € OI para todo t € I.
Como OI = {0,1} € discreto, seque-se que Hy(0) e Hy(1) nao depende de t; ou seja, 0s

pontos extremos de I sdo fivos durante toda a homotopia.

Exemplo 3.44. Considere o espaco topolégico X dado por uma esfera S?, e o subconjunto
A dado pelo conjunto dos pontos (x,vy, z), tais que x > 0. Entdo, uma homotopia de pares
entre a identidade idx e a reflexao R em relacio ao plano xy pode ser dada por:

(1 —2tx,y,z), se x>0;

H(z,t) =
r, se <0 ou =0 e y<O0.

A homotopia de pares preserva o subconjunto A em todos os instantes da deformagdo.
Isso significa que a homotopia pode ser vista como uma “deformagdao local” em torno de

A, que é mantido invariante durante todo o processo.

3.5.2 Homotopias relativas

A definicdo de homotopia relativa estd diretamente relacionado a homotopia de
pares. Ela dada por uma relacao de equivaléncia entre fungoes continuas f e g definidas
em X, com base na hipotese de transformar continuamente uma fun¢do na outra em X,

mantendo sempre as imagens de qualquer ponto em A fixas.

Definicao 3.45. Dadas as aplicacoes continuas f,g: X — Y. Diz-se que f é homotopica
a g relativamente a um subespaco A C X, e denotamos por f ~ g(rel.A), quando eziste

uma homotopia H : f ~ g, onde H(z,t) = f(z) = g(z) para todo x € A.

Notacgao. (f é homotdpica a g relativamente a um subespaco A C X ): f ~ g(rel.A).

Claramente, para obtermos f ~ g(rel.A), primeiramente, é preciso que f(x) = g(x),

para todo = € A.

A homotopia relativa é usada principalmente na topologia algébrica para estudar
propriedades topolégicas de espacos mais complicados com restrigdes adicionais dadas por
um subespaco A. Essa ferramenta é til para calcular o grupo de homologia relativa de
um par de espacos. Ela nos permite, por exemplo, descrever a estrutura topologica de
um espago com buracos, como um toro, em termos do grupo de homologia relativa desse
espaco em relagao a um subconjunto que contém a borda do toro. E assim como a de
pares, ela também é usada para estudar questoes de conectividade e cobertura de espagos

com restrigoes adicionais.
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Exemplo 3.46. Considere o espago topologico X dado pelo disco unitario fechado em
R2. Suponha que temos duas aplicagoes continuas f,g : X — X dados por f(z) = x
e g(x) = —x (reflexao em relagio ao centro do disco). Entao, f e g tém o mesmo
valor em todo ponto da circunferéncia S que é o limite do disco. Podemos definir uma
homotopia relativa entre f e g com respeito a S' deizando fiza a circunferéncia St e
deformando f e g em relacao aos pontos interiores do disco. Por exemplo, podemos definir
h(z,t) = (1 —t)f(x) + tg(z) para t variando de 0 a 1. Entdo, h é uma homotopia relativa
entre f e g com respeito a S'. Observe que h mantém a circunferéncia S* fiza, tal que
h(z,t) = f(x) e h(x,t) = g(x) para todo x € S* et € [0,1].

Exemplo 3.47. Considere o espaco topolégico X dado por S*, o subconjunto A dado por
1
{2}, e a aplicagio continua f : S* — X definida por f(z) = 2" para algum inteiro n fizo.

Entdo, uma homotopia relativa entre f e a aplicacio constante g : S* — X definida por
g(z) =1, pode ser dada por:
H(z,t) = 2"t

1
Essa homotopia mantém o ponto 5 no lugar durante toda a deformacao, ou seja,

H(z,t) = 2"t, Vt,z € A. Em esséncia, homotopia transforma circulo unitdrio em um

ponto.

Exemplo 3.48. A aplicagio identidade de R"—{0} é homotdpico a aplicagio r : R"—{0} —

R" — {0}, r(z) = x/|x|, relativamente ao subespago S™ 1.

Para provar provar esta afirmagao, podemos definir uma homotopia F : R" — {0} x
0,1] — R™ — {0}, tal que F(z,t) = (1 —t)x + tr(z).

Para verificar que essa homotopia satisfaz as condicoes para uma homotopia relativa

a S™™1, precisamos mostrar que:
1) F(z,0) =2 e F(z,1) = r(z), para todo x € R" — {0};
2) F(z,t) € R" — {0}, para todo x € R" — {0} et € [0, 1];
3) F(z,t) =z, para todo x € S™ ' et €0,1].

Para verificar 1), observe que

=

8

e
I

(1-0)x+0r(z) ==, Ve e R" — {0};

F(z,t) =
(1-1z+1r(z) =r(x), YreR"-{0}.

B

®

=
I

Para verificar 2), observe que F(x,t) é uma combinagao linear de x e r(x), que
sao ambos ndao nulos para todo x € R* — {0}. Além disso, porque |r(z)| = 1 para todo
x € R" — {0}, temos que F(z,t) # 0 para todo x € R* — {0} et € [0,1].

Para verificar 3), note que, se x € S"1, entdo |x| = 1, e assim F(z,t) = (1 —

t)x + tr(z) = x, para todo t € [0, 1].
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Portanto, F' é wma homotopia entre a aplicacao identidade e a aplicacao r, relati-

vamente ao subespagco S™1, como quariamos.

3.6 Homotopia de Caminhos

No estudo do Grupo Fundamental, a homotopia de caminhos — dita um caso
particular da ideia de aplicagbes homotdpicas — é uma ferramenta basilar de grande

relevancia.

As homotopias de caminhos sdo aplicagoes continuas do tipo a : J — X, defini-
das em um intervalo compacto J = [sg, s1]. Os pontos a(s,) e a(s1) sdo chamados de
extremidades do caminho, a(s,) ¢ dito ponto inicial e a(s;) é o ponto final do caminho.
Geometricamente, o conjunto de imagens a(.J) define uma curva continua no espago X: a
medida que s se move de sy para s, 0 ponto a(s) se move por toda a extensio da curva,

do ponto inicial ao ponto final.

Nesta sessao, atencao especial serd dada as homotopias de caminhos fechados,
caminhos cujo ponto inicial coincide com o ponto final, expressados por a(s,) = a(sy).

Aqui, os caminhos serao definidos no intervalo unitario I = [0, 1].

Observacgao: os extremos denotados por s, e s; ¢ apenas uma notacao modelo,

em muitos casos usaremos x, € .

Definicao 3.49. Um caminho no espaco topologico X é uma aplicacio do intervalo
unitario I em X. Isto €, um caminho entre s, e s; em X, € uma aplicacdo continua

a:l— X, tal que a(0) = s, e a(l) = s;.

Figura 3.5 — Um caminho entre sy e s1.

S1

So

Como o intervalo I = [0,1] é contratil, segue que todo caminho tomado em [/
(algebricamente a : I — X) é homotdpico a uma constante. Dizemos ainda que dois
caminhos tomados em I sdo homotépicos (com extremidades fixas) se, e somente se,

tiverem os mesmos pontos inicial e final.

Exemplo 3.50. Os caminhos a e b na Figura 3.6 sao equivalentes. Uma homotopia H

demonstrando a equivaléncia € definida por
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H(t,s) =sb(t) + (1 —s)a(t), (s,t) el x 1.

A homotopia essencialmente “puza a para b” sem perturbar os pontos finais. Se
o espaco tivesse um “buraco” entre os intervalos de a e b, os caminhos ndao seriam

equivalentes.

Figura 3.6 — Caminhos homotépicos com extremidades fixas.

a(0) = b(0)

b a(1) = b(1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Definicao 3.51. Dadas as aplicacoes a,b : I — X, caminhos no espaco topologico X .

Dizemos que a e b sao caminhos homotépicos quando tivermos a =~ b(rel.0I).
Notagao. (caminhos homotépicos): a ~ b(rel.0I), ou apenas a = b

Definicao 3.52. Uma homotopia entre caminhos, dada por H : a = b, é uma

aplicagcao continua H : [ X I — X tal que, para todo s,t € I, temos:

H(s,0) = a(s);
P LR

H(0,t) = a(0) = b(0);

H(1,t) = a(1) = b(1)

Uma representacao grafica pode ser vista na Figura 3.7.

Nesse caso, os caminhos a e b chamam-se caminhos homotdpicos, que nada mais é
do que uma homotopia de caminhos relativa ao bordo dI = {0,1} do espago compacto
I. Para efeito, afirmamos que os caminhos possuem as mesmas extremidades, ou seja:
a(0) = b(0) = z, e a(l) = b(1) = 1, isto é, ambos devem comegar no mesmo ponto
a(0) = b(0) e ter o mesmo ponto final a(1) = b(1). Além disso, observe que H(0,t) = a(t),
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Figura 3.7 — Homotopia de Caminhos entre a e b.

H(0,t)

H(1,t)

cX

H:IXI - X

I

a

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

H(1,t) =0b(t), H(s,0) = z,, H(s,1) = x;, para qualquer s,t € I. Assim, dizemos que a

homotopia de caminhos é uma homotopia de extremos fixos.

Definicao 3.53. Chamamos de caminho fechado, o caminho a : I — X fechado em z,
onde a(0) = a(l) = z,.

Definicao 3.54. Singularmente, os caminhos fechados a,b: I — X sao homotopicos,
quando existe uma aplicagao continua H : I x I — X tal que, para a(0) = a(1) = b(0) =
b(l) =z € X, tém-se:

para todo s,t € I (veja a Figura 3.8).
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Figura 3.8 — Homotopia entre caminhos fechados.

Xo Xg

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observe que a Figura 3.9 representa uma homotopia entre caminhos fechados, onde

as aplicagoes tem o mesmo ponto(em vermelho) base.

Figura 3.9 — Homotopia entre caminhos fechados.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Note que, dado a Proposicao 3.8, a relacao a ~ b(rel.0I) também é uma relacao de
equivaléncia, satisfazendo as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, a demonstracao

¢é andloga a da proposicao citada. Por via de regras:

Proposicao 3.55. A relagio de homotopia de caminhos, a = b, é uma relagdo de equiva-

lencia.

Demonstragao: De fato, a relacao “=” possue as propriedades: reflexiva, simétrica

e transitiva.

(i) Reflexiva: f = f.
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Seja f : X — Y uma aplicacao continua. Definimos a aplicacdo H : X x I —» Y
pondo H(s,t) = f(s), Vs,t € [0, 1]. Note que H é continua pela continuidade de f, e
ainda que H : f = f de g para x1, pois, para todo s,t € [0, 1], temos:

H(S’O) = f(S);

His.py— A HED =10)
| HO,6) = £(0) = a;
H(1L,t) = f(1) = a1,

Portanto, f = f.

(ii) Simétrica: f =2 g=g= f.

Sejam f,g: X — Y duas aplica¢bes continuas. Sendo H : X x I - Y, H: f= g, e
K : X x I —Y dada por K(s,t) = H(s,1 —t). Entao, K : g = f.

De fato, para todo s,t € [0, 1], temos:

Note que K ¢é continua pela continuidade de H e pelo Lema 2.40.

Portanto, G : g = f.

(iii) Transitiva: f =g e g=h= f=h.
Suponha que f ~ g e g >~ h. Vamos mostrar que f =~ h.

Seja H: f=ge K:g= f. Definamos L : X x [ — Y por

H(s,2t), vt € |0, %]7

L(s,t) =
K(s,2t—1), Vtel[5,1].

1
L esta bem definida, pois, fazendo t = <2>, temos que
H(s,2t) = H(s,1) =g(s) = K(s,0) = K(s,2t — 1).

L ¢ continua nos subconjuntos fechados X x [0, 1] e X x [1,1] de X X I, entdo, pelo

Lema 2.40, L é continua em todo X x I. Além disso, temos que:

L(s,t) =
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H(0,2t) = o, vt € [0, 3];
L(O,t) _ ( ) 0 [ 2]
K(0,2t — 1) =z, Vte[i1].

Logo, L(0,t) = xy para t € [0, 1]. Além disso,
H(1,2t) = x4, vt € [0, 1];
Ly {020 = 0.4]
K(1,2t —1) ==, Vtel[5 1]

Logo, K(1,t) = x1 para t € [0, 1].
Portanto, f = h.

[13a %k

Figura 3.10 — Transitividade da relacao

Fonte: acervo do autor.

Exemplo 3.56. Seja V' um subconjunto convexo de um espago vetorial normado. Se
a,b : I — V sao caminhos com as mesmas extremidades, isto €, a(0) = b(0) = zg e
a(l) =b(1) = x4, entdo a = b.

De fato, basta definir H : I x I — X pondo
H(s,t) = (1 —t)a(s) + tb(s).

E fdcil ver que H é wma homotopia entre a e b.

H(s,0) =a(s), Vsel;
H(s,1) =0b(s), Vsel,
H(s.1) = (s,1) = b(s), Vs
H(O,t)zl’(), thI,
H(l,t):ﬂ?l, Vtel.
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Além disso, H ¢ claramente continua, pois € uma combinacdo linear continua de

caminhos continuos.

Note ainda que H(s,t) estd em X para todo s,t € I, pois, como X é convero,
tem-se que (1 —t)a(s) + tb(s) € X para todo s,t € I, pois cada ponto a(s) e b(s) pertence

a X e X ¢é fechado em relagdo a combinacoes lineares.

Portanto, H é uma homotopia entre a e b.

Eventualmente, mais especificamente quando nos depararmos com caminhos fecha-

dos, consideraremos homotopias livres entre estes caminhos.
Observacao: Em alguns casos, denotaremos a aplicacdo H : (I x I) — X por

H:I*— X.

Definicao 3.57. Sejama, b : I — X caminhos fechados. Entdo, a e b dizem-se caminhos
livremente homotépicos quando existe uma aplicagio H : [0,1] x [0,1] — X continua,

tal que, para quaisquer s,t € I, tém-se:
a
H(s,t) = ¢ H(s,1) = b(s);
1

Podemos expressar ainda que, neste caso, H : I x I — X é dita uma homotopia
livre entre os caminhos a e b, assim, denotamos H : a = b, onde a relacdo a = b e a

homotopia livre gozam das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Figura 3.11 — Caminhos livremente homotdpicos

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Em particular, dois caminhos fechados em um espaco topoldgico sao homotdpicos,

desde que cada um deles possa ser “continuamente deformado no outro”. Na Figura 3.11,
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por exemplo, os caminhos S5 e S3 s@o homotopicos entre si e S; é homotopico a um
caminho constante. O caminho S; nao é homotépico para Sy ou S3, pois nem Sy nem S

podem ser puxados através do buraco que eles encerram.

A Figura 3.12 mostra uma homotopia livre entre dois caminhos fechados no toro

bidimensional.

Figura 3.12 — Homotopia livre entre dois caminhos fechados a e b no toro.

A seguir, iremos definir produto entre caminhos, uma defini¢ao de grande relevancia
na teoria do grupo fundamental, onde a concatenacao de caminhos é usada para definir a
operacao de grupo, que ¢ a chave para a definicao do grupo fundamental de um espago

topoldgico.

O produto de caminhos a e b em um espaco topologico X com base em um ponto

xo pode ser definido como:

Definicao 3.58. Sejam a e b dois caminhos em X, a,b — X, respectivamente de xy a x;

e de 1 a x5. O produto de caminhos ab é o caminho de xq a xo definido por:

a(2s)
b(2s —1) se

Y
8
e}
IN
~
IN

ab(s) =

—_ N | —

N[ =
INA
~~
INA

Geometricamente, o produto ab consiste em mover-se primeiro ao longo da trajetéria
a, e depois ao longo da trajetoria b (ver Figura 3.13). Como o tempo de que dispomos para
percorrer a trajetéria ab é igual a xy — xg, isto é, igual a 1, devemos dobrar a velocidade
em a e em b. Neste caso, a(2s) e b(2s — 1) sdo as respectivas restri¢oes dos caminhos a e
b para o intervalo fechado [0, 1] e [, 1], respectivamente, isto ¢, ab’[O, e ab‘[%, 0]. Note
ainda que a(1) = b(0). As regras acima bem definem uma aplicagao continua ab: I — X

que comega em a(0) e termina em b(1).
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Figura 3.13 — Produto entre os caminos a e b

X0 a b

X2
X1

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Seguiremos indicando com « = [a] a classe de homotopia do caminho a : [ —
X, melhor dizendo, o conjunto de todos os caminhos em X que possuem as mesmas

extremidades que a, e sdo homotdpicos a a com extremos fixos durante a homotopia.

Definicao 3.59. Seja a : I — X um caminho no espago topologico X. O caminho

inverso de a é, por definicio, o caminho a=' : I — X dado por

a '(s) = a(l — s); 0<s<l

Note que o caminho inverso de a comega onde a termina e termina onde a comeca
(ver Figura 3.14).

Figura 3.14 — O caminho a e seu inverso a~*.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Seja ainda j : I — I, o caminho j(s) = 1 — s. Entao, o caminho inverso é uma

1

composicao de fungoes continuas. Algebricamente, escrevemos a™* = a o j.

Definicao 3.60. Seja e, o caminho constante, talque e,(s) = x para todo s € [0, 1].

Denotamos por €, a classe de homotopia do caminho e,, isto €, €, = [e,].
Observacoes'®:

a) O produto ab nao esta definido para pares arbitrarios a,b de caminhos, mas apenas

para os pares que satisfazem a(1) = b(0).

15 (LIMA, 1977a), capitulo 02.1
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b) A associatividade (ab)c = a(bc) também nao é valida.

c) Nao ha elemento neutro para a multiplicacdo do caminho. Se a(0) =z e a(1) = v,

nao temos e;a = a ou ae, = a.

d) Por fim, aa™' #e, e ata#e,.

A seguinte proposicao garante que o produto de caminhos e o inverso de um
caminho podem ser definidos em X (conjunto das classes de homotopia de caminhos).
Comegaremos notando que se a,b: I — X sdo caminhos tais que a(1) = b(0), entao, vale

que:
Proposicao 3.61. Sejam os caminhos a,b,a’,b’ : I — X tais que, se a = a’ eb =V,

entdo ab = a't/ e a™' = (a/)7L.

Demonstracao: Se H :a=d e K : b=V, entdao H, K : [ x I — X satisfazem,
Vs, t €0, 1]:

H(s,0) = a(s);
H(s.t) = H(s,1) =d/(s);
H(0,t) = a(0) = a'(0);
H(1,t) =a(1) =d' (1)
K(s,0) = b(s);
K(s.1) = K(s,1) =V(s);
K(0,t) = b(0) =¥'(0);
K(1,t) =b(1) =V (1)
Definimos L : I x I — X, pondo:
1
L(s. 1) = H(2s,1), se (i§5§2, tel,
K(2s—1,t), se §§5§1, tel

1
Observe que, para s = (2), temos
H(1,t) = K(0,t) = a(1) = b(0),

para todo t € I. Assim, dizemos que L estd bem definida. Além disso,
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L(s,0) = ab(s);

K(s.t) = L(s,1) =d'b/(s);
L(0,t) = H(0,t) = ab(0) = a'b/(0);
L(1,t) = K(1,t) = ab(1) = d'b/(1)

Como H e K sao continuas, através do Lema 2.40, tem-se que L também é uma

([O, %] X I) e L‘([;, 1] x I), sao continuas. Portanto, L é

uma homotopia de caminhos entre os caminhos ab e a't’, isto é L : ab = a'l’.

aplicacao continua. E ainda, L

Agora, para mostrar a segunda afirmagao, definimos G : I x I — X, dada por
G(s,t) = H(1 — s,t), assim, temos:

G(s,t) =

Portanto, G ¢ uma homotopia entre a~'e (a')7!, istoé a7' = (a)7 .

Definigao 3.62. Num espago topoldgico X, sejam « = [a] e = [b], onde a tém origem
num ponto x € X e termina em um ponto y € X, e 3 comeca em y € X e termina num
ponto z € X. Definimos o produto entre as classes de homotopias de caminhos

af, tomando os caminhos a € a e b € 3, como sendo
aff = [a][b] = [ab].

A saber, dizemos que « e 3 sao classes de homotopias de caminhos, onde a é um

caminho que liga z a y e b ¢ um caminho que liga y a z, considerando z,y, z € X.

A definicao expressa que o produto entre a e § nao depende das escolhas dos
caminhos a € o e b € 3. Portanto, af esta bem definido.

De modo andlogo, definiremos a classe inversa de a pondo o' = [a™!], onde

a € a. Outra vez, a proposicao 3.61 mostra que o~ ! estd bem definida, pois a classe de

homotopia a™! = [a~!] é a mesma nao importa o caminho a que tomarmos em a.

Definicao 3.63. Sejam a : [ — X um caminho e ¢ : I — [ uma fun¢ao continua,
tal que, p(0I) C OI. O caminho b : I — X definido por b = a o ¢, chama-se uma

reparametrizagao do caminho a. Assim, a parametrizacio p é

i. Positiva, quando p(0) =0 e p(1) =1;

i. Negativa, se p(0) =1 e (1) =0;
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iii. Trivial ou simples, quando ¢(0) = ¢(1).

Proposicao 3.64. Sejam a: I — X um caminho e b = a o ¢ uma reparametriza¢io do

caminho a. Consideremos:

1. Se ¢ for positiva, entao b= a;
2. Se ¢ for negativa, entio b= a"';

3. Se @ for trivial, dizemos que b é homotopico a uma constante relativamente ao bordo

de I.

A saber, como o caminho a comeca em x = a(0) e termina em y = a(1l), neste caso,
dizemos que a parametrizacao ¢ homotopica ao caminho constante de x ou de y. Mais

adiante, seguiremos com uma notagao para expressar algebricamente este fato.

Demonstracao'®: Foi exposto anteriormente que dois caminhos em I sdo ho-

motodpicos (com extremidades fixas) se, e somente se, tiverem os mesmo ponto inicial e

final.

Defina i,j : I — I dadas por i(s) = s e j(s) = 1 —s. Temos, portanto p =i, ¢ =
J, ou ¢ = constante, desde que seja, respectivamente, uma reparametrizagdo positiva,
negativa ou trivial.

De imediato, segue que aop X aoi=a, aop =aoj=a', ou aop =

constante, respectivamente.

A proposicao abaixo é o resultado que estavamos procurando.
Proposigao 3.65. Sejam a = [a], 5 = [b], v = [c] classes de homotopia, onde a,b,c: I —
X sao caminhos com a(0) =z, a(1) =b(0) =y e b(1) =c(0) = z, isto é, caminhos
tais que um deles termina onde o sequinte comeca, sendo x,y,z € X. Tomando como 0s

caminhos constantes sobre os pontos x ey, respectivamente, e €, = [e;] e €, = [e,] as

classes de homotopias dessas constantes. Temos entdo:

1. aa ! =¢,;
1 .
2. a7 = €y
3. €00 = = ey

4. (aB)y = a(Bv)

16 A demonstracio deste tépico pode ser encontrada em (HATCHER, 2005), capitulo 02.2, e (LIMA,
1977a), capitulo 02.1.
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Demonstracao: Considere as parametrizacoes @1, ©a, ©3, ¢4, ¢4, definidas por:

2s,
p1(s) =
pa(s) =

0,
p3(s) =
p3(s) =

L,

2s,
pa(s) =

P

Calculos diretos mostram que

ao Yy = aey,

2 — 2s,
1 —2s,

25 — 1,

25 — 1,

1
S+Z’

se

se

se

se

se

se

se

se

se

ao @ = aa_l, a o Py = a_laa

IA
V)
IA

A

N = D
VAN

»

IN

N = D
IAN A
o V)
IA A
— N~

IN
VA
IN

N = O
IN

»

IN

N = O
IA A
w V)
IA A
A e

o
IN
V)
IN

IA
»
IN
— N e

[ SIS

IN
VA
IA

ao gy = e,

[(ab)c] o w4 = a(bc). Agora, observe que as parametrizagoes p; e g S0

triviais, enquanto s, ¢4 e 4 sdo positivas. A Proposicao 3.65 segue da Proposicao 3.64.

Definicao 3.66. O conjunto das classes de homotopia (com extremos fizos) dos caminhos

em um espago topologico X , munido da lei de composicao definida anteriormente, denomina-

se grupoide fundamental de X .

Notagdo: Em particular, [](x).
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4 O Grupo Fundamental

Neste capitulo, definiremos “Grupo Fundamental”, um dos objetos centrais deste
trabalho. Para este proposito, necessitaremos do conceito de aplicacdes homotopicas, classes
de homotopia, tipos de homotopia, homotopia de caminhos, homotopias relativas e de
alguns resultados gerais. As bases deste estudo, isto é, das proposicoes, defini¢oes, exemplos
e resultados gerais aqui apresentados, foram fundamentadas em ARMSTRONG!, CROOM?,
HATCHER?, LIMA* — referéncia central, MASSEY?, MUNKRES®, ¢ VILCHES".

Nos capitulos anteriores, nos empenhamos em apresentar a base para o entendimento
e estudo do grupo fundamental, dito ainda que para o estudo deste grupo, as homotopias

mais interessantes sao as homotopias de caminhos.

A defini¢do de grupo fundamental, conhecida e utilizada atualmente, deve-se a
Henri Poincaré. Da-se importancia a este assunto, devido ao grupo fundamental ser o
exemplo mais basico de invariante topologico, o que intuitivamente significa dizer que: se

dois espagos topoldgicos sao homeomorfos, entao eles possuem o mesmo grupo fundamental.

O grupo fundamental é dito o primeiro grupo de homotopia, razao pela qual a

notacao m; sera usada neste trabalho.

Consideraremos pares do tipo (X, xg), onde X é um espago topoldgico e xy € X é
chamado ponto base do espago topoldgico X. Os caminhos fechados a : (1,01) — (X, x¢)
sao denominados caminhos fechados com base no ponto xy, ou equivalentemente, lagos

com base em xg.

Proposigao 4.1. O subconjunto m (X, xzo) do grupdide fundamental formado pelas classes

de homotopia de caminhos fechados com base em xo constitui um grupo.
Demonstracgao: De fato, tomando a Proposicao 3.65, obtemos as seguintes informagoes:

i. Para todos a, 8,7 € (X, o) temos (af)y = a(57). Isto é, a propriedade associativa

é valida;

ii. €, é o elemento neutro de 7 (X, xg), pois, para todo a € m(X,zg) é vilido que

€2, = 00 = ey, Logo, o elemento neutro existe;

(ARMSTRONG, 2013), capitulo 05.

(CROOM, 2012), capitulo 04.

(HATCHER, 2005), capitulo 01.

(LIMA, 1977Db), capitulo 02.

(MASSEY, 2019; MASSEY, 1967), capitulo 02, ambos.
(MUNKRES, 2014), capitulo 09.

(VILCHES, ), capitulo 02.

N o s W N
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iii. Para todo o € m1(X, ), temos que a~! € 7 (X, xg) é o elemento inverso, visto que

aa ! = ¢,, = ala. Entdo, o elemento inverso existe.

Isso significa que a colecao das classes de homotopia de caminhos fechados com
ponto base em zy € um grupo com a operacao de produto de caminhos. Portanto, concluimos

que 71 (X, zg) possui estrutura de grupo.

Vale ressaltar que o produto de dois caminhos fechados com base em xy sempre

podera ser efetuado.
Definigao 4.2. Chamamos m (X, x9) de grupo fundamental de X com base em xy.

Definicao 4.3. O elemento neutro do grupo fundamental é a homotopia € = €,, do

caminho constante no ponto x.

Como a escolha do ponto base afeta a estrutura do grupo fundamental? A resposta

a esta pergunta é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 4.4. Se xy e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos de
X, entao m (X, x9) e m(X,z1) sdo isomorfos. Isto €, cada classe de homotopia v de
caminhos que ligam xo a x1 induz um isomorfismo 7 : m (X, 1) — m (X, zo), expressado

por y(a) = yay~t.

Demonstragao: Seja 7 = [¢] a classe de homotopia de um caminho ¢ que liga
zo a 1 (ver Figura 4.1). Se a = [a] € (X, z1), entdo yay™t € m (X, zg). Além disso,
(af)y™h = (yay ) (v8y7). Portanto, 3 : m (X, x1) — m(X, o), dado por Y(a) =
yay~t, é um homomorfismo. E como ¥(a) = yay™?, é inverso bilateral de 7, concluimos

que v é um isomorfismo.

Figura 4.1 — classe de homotopia de um camino que liga zg a x

a

Corolario 4.5. Se X ¢é conexo por caminhos, entdo para quaisquer pontos basicos x,

x1 € X, 0s grupos fundamentais (X, xo) e m (X, x1) sdo isomorfos.

A saber, o isomorfismo entre 7 (X, zg) e m (X, 21) depende dos caminhos escolhidos,

isto é, variando a classe v, o isomorfismo 4 também varia. Entretanto, excetua-se quando
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(X, xg) é abeliano, neste caso, o isomorfismo independe do caminho; isto é, dadas duas
classes quaisquer 7, d, ligando o a x1, definem o mesmo isomorfismo:y = §. De fato, neste

caso, para todo « € m (X, 1), vale:
(@) =yay P =401 dad oyt =407t 0y dad Tt = yad Tt = d(a).

Uma vez que dad~! e §y~! pertencendo ambas ao grupo abeliano (X, z), comu-

tam.

Segue ainda, do Corolario 4.5, que sendo X um espaco topoldgico conexo por
caminhos com (X, z¢) abeliano para algum zy € X, o grupo m (X, z;) também sera
abeliano, para qualquer ponto base z; € X. Ademais, escolhendo arbitrariamente, z,
1 € X, tém-se um isomorfismo natural entre os grupos m (X, z1) — m (X, z0); o que
significa dizer que, a cada o € m1 (X, x1) relaciona-se uma tunica classe a € m (X, xg), esta

¢é dita bem definida, pois nao ha ambiguidade nem escolhas arbitrarias.

De modo geral, em virtude da proposicao acima, é natural escrever simplesmente
m1(X), digo, o grupo fundamental de X, omitindo-se o ponto base e considerando apenas
espagos conexos por caminhos, para denotar o grupo fundamental de um espaco X conexo

por caminhos.

4.1 Homomorfismo induzido

Definicao 4.6. Dada a aplicagio f : X — Y continua. Definimos o homomorfismo

induzido por f como a aplicacdo

fym(X 20) = m(Y,m0);  yo = f(o),
dada por fu(a) = [f oal, em que a = [a].

Notacao. Homomorfismo Induzido: fu

Se F' é uma homotopia de caminhos entre os caminhos a e b, dizemos entao que a
aplicacao fx estd bem definida, pois, verifica-se facilmente que f o F' é uma homotopia de
caminhos entre os caminhos foa e fob. Singularmente, vale que fo(aob) = (foa)(fob),

e segue que fx é, de fato, um homomorfismo.

Se dadas f: X - Y eg:Y — Z duas aplicagoes continuas, e fu : m (X, z9) —
m(Y,90), e g m(X,20) = m(Z, 20) pondo yo = f(x0) € 29 = g(yo), sdo os homo-
morfismos induzidos por tais aplicagdes, entao (g o f)g = guofs : m (X, x0) — m(Z, 20).
Além disso, se id : X — X ¢é a aplicagao identidade, entao idy : m1 (X, z9) = m (X, 20) € 0

homomorfismo identidade.

Para demonstrar esta afirmacao, podemos considerar a = [a], caracterizando assim
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i (goflu(@)=1(gof)od
ii. (90 fly(@) =gx(fy(@)) = g4([fod]) =go(foa)

De forma andloga, idy(«) = [id 0 a] = [a] = .

Em particular, se h : X — Y for um homeomorfismo, entdo hy : m (X, z9) —
m (Y, zo), onde yg = h(z), é um isomorfismo. Sendo mais especifico, dizemos que espagos

homeomorfos possuem grupos fundamentais isomorfos.

Proposicao 4.7. Sejam a,b : I — X caminhos fechados com bases nos pontos xq, yo
respectivamente. Os caminhos a e b sao livremente homotopicos se, e somente existe um

caminho ¢ : I — X, ligando xy a yo, tal que a = (cb)c™t. A Figura 4.2 ilustra esse fato.

Figura 4.2 — Caminhos livremente homotdpicos.

Fonte: (LIMA, 2003), p. 35.

Observacao: por vezes, quando ndo houver ambiguidade, usaremos a notacao /2
ao invés de I x I.

Demonstragao: (Necessério.) Considere H : I? — X uma homotopia livre entre
os caminhos a e b. Defina ¢ : I — X por ¢(t) = H(0,t) = H(1,t). Seja ¢ : [? — [ x I uma
aplicagdao continua que transforma o limite (bordo) do quadrado I? em si mesmo de tal
forma (ver Figura): ¢(0,t) = (0,0), ¢(1,t) = (1,0), ¢(s,0) = (s,0) para qualquer s,t € I,

Figura 4.3 — Tranformacdo do bordo de I? em I x I.

c b «c b
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(0,2s5), se 0<s<1/2
o(s,1) =14 (45 —2,0), se 1/2<s<3/4,
(1,4 —4s) se 3/4<s<1.

A aplicacdo ¢ existe, porque toda aplicagdo continua ¢ : 9(1?) — I? do limite do
quadrado para I? se estende continuamente para uma aplicacdo ¢ de I* em I x I (j4 que
I x I é contratil; entdo, ¢ é homotdpica a uma constante). Definindo K = H o ¢, é facil

provar que K é uma homotopia de caminhos entre a e (cb)c™!, digo K : a = (cb)c™!.

(Suficiente.) Suponha que a = (cb)c™'. Queremos mostrar que a ¢ livremente

homotépico a b, para tanto, basta mostrar que b e (cb)c™! sdo livremente homotdpicos.

Definimos entdo H : I? — X uma homotopia livre, dada por H = ((cb)c™!) o ¢,
onde ¢ : I? — I é uma retracio do quadrado sobre sua base horizontal, conforme mostrado

na Figura abaixo:

Figura 4.4 — Retragdo de um quadrado sobre sua base horizontal.

0 14 1/2 1

Fonte: (LIMA, 2003), p. 36.

vé-se imediatamente que H é uma homotopia entre (cb)c™' e b, pois ¢ é a
identidade na base e leva cada lado vertical no seu pé, transformando linearmente cada

da base, cada

11
segmento horizontal (indicado na Figura 4.4) sobre o segmento [4, 3
segmento de origem 0 no segmento [O, 4] e cada segmento com ponto de origem 1 no

segmento [2, 1} Ademais, temos que

Portanto,

{ H(0,t) =  c(dp(0,6) = (1),
H(1,t) = ¢ (2p(1,t) — 1) = c(t).
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Logo, H(0,t) = H(1,t) para cada t € I, H é uma homotopia livre entre os caminhos

supracitados. Segue que a é livremente homotoépico a b.

Corolario 4.8. Se um caminho fechado a : I — x, de base xq, € livremente homotopico a

uma constante, entao a = ey .

Em outras palavras, a ¢ homotdpico a uma constante sem mover o ponto xy durante
a homotopia.
De fato, suponha que a seja livremente homotopico a e,,, entao:
1 ~ —1 ~

a = (cey )t = cc Cro-

Corolario 4.9. Considere a,b: I — X dois caminhos fechados com base em xq. Entdo,
dizemos que a e b sao livremente homotdpicos se, e somente se, [a] e [b] sdo elementos

conjugados do grupo m (X, xg).

Demonstracao: De fato, note que, neste caso, o caminho ¢ : I — X, da Proposicao
4.7, é fechado com ponto base em xy; portanto, [c] pertence a m (X, ), e [a] e [b] sdo
conjugados de (X, xg), entao [c|[b][[c] ! = [cbc] ™! se, e somente se, a e b sdo livremente

homotodpicos com base em x.

Elucidando, como consequéncia do Corolario 4.9, conclui-se que se a e b sao caminhos
fechados com o mesmo ponto de base x,, num espago topoldgico arbitrario X, entao os
caminhos fechados ab e ba sao livremente homotopicos. Dizemos ainda que as classes de

homotopia [ab] e [ba] sdo conjugadas no grupo (X, xg), pois [ab] = [b]*[ba][b].

Entretanto, se faz necessério observar que nem todo grupo fundamental m (X, o)

é abeliano.

Genericamente , podemos associar a cada par topologico (X, zg) e a cada n € N,
um grupo 7, (X, x), dito o n-ésimo grupo de homotopia de m; (X, xo). Isso fundamenta
o fato do grupo fundamental chamar-se o primeiro o grupo de homotopia, e ainda, sem
grande rigor, diz-se que m; ¢ o invariante algébrico mais simples associado a ideia de

homotopia.

Corolario 4.10. Sejam f,g: X — Y aplicagoes continuas homotopicas. Os homomor-
fismos fu : m(X,x0) = m(Y,yo); e  gu: m(X,z1) = m(Y,y1), com yo = f(xg) e
y1 = g(xg), sdo relacionados por fu = 7o gu, onde 7 : m(Y,y1) = m(v,y0) € um

isomorfismo definido da mesma forma “da Proposi¢cdo 4.4

Observe:

O Corolario 4.10 afirma que o diagrama dado é comutativo.
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Figura 4.5 — Diagrama Comutativo

1 (Y, ¥o0)
fu

T (X, xO)

%\ (Y, y1)

Note que, se H : X x I — Y é uma homotopia entre f e g, entdo ¢ : I — -, definido
por ¢(t) = H(xg,t), ¢ um caminho que liga vy = f(z0) a y1 = g(xg). Diz-se entdo que,
para todo caminho fechado a : I — X com base em =g, a aplicacdo (s,t) — H(a(s),t)
¢ uma homotopia livre entre (f o a) e (g o a). Assim, pela Proposi¢ao 4.7, temos que

foa=c(goa)ct. Fazendo v = [c]ea = [a], temos

fa(a) =[foa] =[c(goa)c™] =v(gu(a)y™ = F(gx(a)).

Proposicao 4.11. Se dois espacos topologicos X eY , conexos por caminhos, tém o mesmo

tipo de homotopia, entdo seus grupos fundamentais sao isomorfos.

Proposicao 4.12. Se f: X — Y ¢é uma equivaléncia homotdpica, entao o homomorfismo

induzido fg : m(X,20) = m(7,90), com yo = f(xo), € um isomorfismo.

Em particular, a Proposicao 4.12 é apenas uma forma mais precisa de se expressar

o que foi dito na Proposigao 4.11.

Corolario 4.13. O grupo fundamental de um espago contratil possui apenas um elemento.

4.2 Outras Descricoes do Grupo Fundamental.

Proposicao 4.14. (Espagos com Grupo Fundamental Abeliano): Considere um espago
topoldgico conexo por caminhos, com m (X, zg) abeliano, para algum xy € X, entdo, neste

caso, m1 (X, x1) também € abeliano, para qualquer escolha do ponto base x1 € X.

A Proposicao 4.14 resulta das formulagoes feitas no Corolario 4.5, assim, pelas
consideragoes que seguem o corolario, para quaisquer dois pontos arbitrarios xg, z1 € X,

existe um isomorfismo natural 71 (X, z1) — m (X, xo).
Corolario 4.15. O grupo fundamental de um grupo topoldgico é abeliano.
Em breve, poderemos afirmar que como S* é um grupo topoldgico com a operacao

multiplicagao de niimeros complexos, segue-se, através consideragoes feitas acima, que

m1(S1) é abeliano.
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4.2.1 O Grupo Fundamental e as aplicacdes de S' em X

Existe uma sobrejecao continua natural &y : I — S, definida por
&o(t) = €™ = (cos(27t), sen(27t)).

Como I é compacto e St é Hausdorff, & é uma aplicagdo quociente. Isso significa
que uma aplicacao a : ST — X é continua se, e somente se, a=aof:] — X, ¢
continua. Ademais, um caminho a : I — X pode ser expresso na forma a = a o & se, e

somente se, for fechado.

A correspondéncia  a +— a = ao &y define uma bijecdo entre os caminhos

fechados em X e as aplicacoes continuas do circulo S! ao espaco X.

Figura 4.6 — Aplicacdo de S' x I em .

H
N R
\\_7_*77”*_7_/
v e

Fonte: (LIMA, 2003), p. 40.

De forma andloga, seja a sobrejeciao continua ¢ : I x I — S! x I, definida por

C(s,t) = (&(s),1), tém-se:

i) Existe uma bijecdo entre as homotopias H : S' x I — X e as homotopias livres de
caminhos fechados H=Ho(: I x I — X;

ii) Os caminhos fechados a = (a0 &y) e b = (bo &) sao livremente homotopicos se, e

somente se, as aplicacoes correspondentes a,b : ST — X sdo homotdpicas.

Por fim, pondo e; = (1,0) € S* como ponto base, com zy € X fixo, os caminhos
fechados a,b: I — X, com base em x, satisfazem a = b (homotopia com extremidades
fixas) se, e somente se, a,b: (S',e;) = (X, xo) sdo aplicacdes homot6picas entre pares.
Nesse caso, as homotopias tém como dominio o cilindro S! x I, e diz-se que a imagem de

e1 se mantém fixa durante a homotopia, como mostra a Figura 4.6.
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4.3 Espacos Simplesmente Conexos

Definicao 4.16. Um espago topologico X, conexo por caminhos, chama-se simplesmente

conexo quando (X, x9) =0, Vrye X.

Em palavras, dizemos que um espaco topologico X chama-se simplesmente conexo
quando seu grupo fundamental é isomorfo ao grupo trivial (formado por um unico ele-
mento). Assim, para todo caminho fechado a : I — X, com base em zy, tem-se a = e,
equivalentemente, pelo Corolario 4.8, dizemos que X é conexo por caminhos e todo caminho

a: I — X fechado é livremente homotdpico a um caminho constante.

Proposicao 4.17. A fim de que um espaco X seja simplesmente conexo, € necessdrio
e suficiente que dois caminhos quaisquer em X, que possuem as mesmas extremidades,

sejam homotépicos (com extremos fixos).

A saber, isso decorre do fato de que um caminho fechado e um caminho constante

em seu ponto base tém as mesmas extremidades.

Demonstracao: Considere a,b : I — X dois caminhos de xy para x;, pondo
zo = a(0) = b(0) e a(1) = b(1). Entdo, ab~! estd bem definido e ¢ um caminho fechado com
base em xy. Como, por hipdtese, X é simplesmente conexo, ab~! é homotdpico ao caminho
fechado constante em z, isto ¢, ab™! = e,,. Entdo, a = (ab™1)b = e,,b = b. Portanto,

a=b.

Lema 4.18. Seja a : I — S™ um caminho tal que a(I) # S™. Entdo, a = ey, , se

a(0) =a(l) =xp, ea=c, onde c¢: I — S™ é um caminho injetivo, se a(0) # a(1).

Demonstragao: Como a(I) # S, entdo, existe p € S™ —a(I). Seja ¢ : S"—{p} —
R", a projecao estereografica. Logo, como R" é simplesmente conexo, poa : I — R" é
homotdpico (com extremos fixos) a uma constante ou a um segmento de reta (parametrizado

injetivamente), conforme a seja fechado ou ndao. O mesmo ocorre com a = ¢! o (p o a).

Lema 4.19. Sejan > 1. Se o caminho a : [ — S™ é injetivo, sua imagem é um subconjunto

fechado com interior vazio em S™.

Demonstragao: Como [ é compacto, a(l) é compacto e, portanto, fechado em
S™. Além disso, sendo injetivo, a é um homeomorfismo de I sobre sua imagem a(7), a
qual, se tivesse interior ndo vazio, conteria uma bola aberta B, de centro = = a(s). Por
conseguinte, temos B = a(J), no qual J é um intervalo aberto que contem s. Portanto,
o caminho a seria um homeomorfismo de J sobre B, o que é um absurdo, pois J — s é

desconexo, enquanto B — {z} é conexo, em virtude de n > 1.
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Lema 4.20. Todo caminho a : I — S™ é homotdpico (com extremos fixos) a um caminho
b:I— S™ tal que b(I) # S™.

Demonstracao: Devido a continuidade uniforme de a, podemos obter pontos
0=s0<s <---<s,=1de tal forma que, tomando I; = [s;_1, s;] tenhamos a(I;) # S™,
para todo i = 1,..., k. Pelo Corolério 4.13, temos a = ajas . .. a, onde cada a; : [ — S™ é
uma reparametrizagao de a | I; , com a;(I) = a(l;). Pelos lemas anteriores, temos a; = b;,
onde a imagem b;(1) é um fechado com interior vazio em S™. Fazendo b = b1b, . .. by, temos
que

~J

a%alag...ak = b:blbgbk:b

e a imagem b(I) = by (I) U---Ubg(I) é uma reuniao finita de fechados com interior

vazio em S™. Segue, entdo, que b(I) tem interior vazio. Em particular, b(I) # S™.

Proposicao 4.21. Sen > 1, a esfera S™ é simplesmente conexa.

Demonstracgao: Todo caminho fechado em S”, pelo Lema 4.20, é homotopico a
um caminho fechado cuja imagem nao é a esfera S™ toda. Pelo Lema 4.18, tem-se que o

ultimo caminho é homotdpico a uma constante. Portanto, S™ é simplesmente conexa.

Exemplo 4.22. Se n > 2, entao R" — 0 é simplesmente conexo. De fato, R™ — 0 tem
o mesmo tipo de homotopia da esfera S"~'. Algumas consideracoes relevantes sobre este

exemplo podem ser observadas no livro base, pagina 57.
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5 Exemplos de Grupos Fundamentais

Neste capitulo, apresentaremos o Grupo Fundamental do Circulo, este grupo é
importante na topologia por ser um exemplo simples de um grupo fundamental nao trivial.
Isso significa que ele é um exemplo de um espaco topologico que nao pode ser deformado
continuamente em um ponto sem alterar sua estrutura topoldgica fundamental. Além disso,
ele é um exemplo importante de um grupo abeliano!, e é isomorfo ao grupo dos inteiros
com a operacao soma. Sua relevancia também ¢é notada por ser usado como um modelo

para encontar /calcular outros grupos fundamentais, por exemplo, o do cilindro e do toro.

A base do presente estudo segue sendo LIMA?, e de suporte e fundamentacao
tedrica temos: CROOM?, MASSEY*, MUNKRES® e VILCHES®.

Nesta secao, mostraremos que o grupo fundamental do circulo St é infinito ciclico e,
portanto, existe um isomorfismo entre os grupos m;(S') e Z. Para tanto, devemos associar
a cada caminho fechado a no circulo um nimero n(a), chamado o grau de a, tal que dois
caminhos sao homotdpicos se, e somente se, possuem o mesmo grau. Além disso, todo

niimero inteiro n é grau de algum caminho fechado em S*.

Para determinarmos m(S'), tomaremos inicialmente a aplicagdo exponencial
£:R— S', dada por £(t) = e = (cos(t), sen(t)).

A aplicagao £ é continua e sobrejetora, além de ser um homomorfismo do grupo
aditivo R para o grupo multiplicativo S, pois e**Y) = ¢ . ¢'t, que expressa a classica

formula do cos(s +t) e sen(s + t), portanto,
et = (cos(s+1),sen(s+1)) = e,

O nicleo de £ é o grupo 27Z = {2mn;n € Z}, este é formado pelos multiplos inteiros de
277Z. Logo, dado u € S*, temos

¢ N u) = {t+2mn;n € Z},
onde ¢t € R é um ntmero real qualquer, tal que £(¢) = u. Em particular, ¢ é uma
determinacao em radianos do angulo que se faz com o semieixo positivo das abcissas.

Entretanto, se definirmo £(¢) = €2™, t deixa de ser a medida do angulo que &(t)
forma com o semieixo positivo das abscissas. Disso vem a vantagem de simplificar o nticleo

de € e torna-lo igual a Z. E claro que ambas as defini¢oes de € sdo equivalentes.

E um tipo especial de grupo com propriedades mateméticas distintas
(LIMA, 1977b), capitulo 03.

(CROOM, 2012), capitulo 04.

(MASSEY, 2019; MASSEY, 1967), capitulo 02, ambos.

(MUNKRES, 2014), capitulo 09.

(VILCHES, ), capitulo 03.

DU W N =
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Lema 5.1. A aplicagio & : R — St € aberta.

Demonstragao: Para provar que £ é uma aplicacao aberta, precisamos mostrar

que ela leva conjuntos abertos em R em conjuntos abertos em S*.
De fato, a aplicagao & : R — S', dada por £(t) = e = (cos(t),sen(t)) é aberta.

Seja U C R um conjunto aberto e z = ¢ € £(U), ou seja, existe t € U tal que

£(t) = 2. Queremos mostrar que existe um disco aberto D,(z) C S contido em &(U).

Como ¢ é continua, sabemos que existe um € > 0 tal que se |t — | < €, entao
1£(t) — &(tp)] < r, onde 7 é o raio do disco D,.(z).

Podemos escolher € de forma que (tg — €,tg + €) C U, pois U é aberto. Além disso,

podemos escrever z como z = e = £(t).

Assim, se escolhermos t; = ty + 5, temos que |{(¢;) — z| < r. Portanto, o disco

aberto D, (z) estda contido em &(U) e concluimos que & é uma aplicagio aberta.

Proposigao 5.2. A restrigio de £ a todo intervalo aberto (t,t + 2m) de comprimento 2 é

um homeomorfismo sobre S* — {&(t)}.

Demonstragao Vamos mostrar que & ¢é bijetora, continua, com inversa continua,

e que preserva a topologia.
1) Bijetividade:

i) € é injetora. Suponha que existam t1,ty € (t,1+ 27) tais que £(t1) = &(t2). Entao,
temos et = €2, o que implica em t; — ty = 2nm para algum n € Z. Isso contradiz a
escolha dos intervalos abertos (¢,t 4+ 27) de comprimento 27, que ndo contém nenhum

nimero inteiro multiplo de 27. Portanto, & é injetora.

ii) ¢ é sobrejetora. Basta notar que £(t) percorre todo S' a medida que ¢ varia
entre 0 e 27. Portanto, todo ponto em S! é alcancado por ¢ em algum ponto do intervalo

(t,t + 2m), para algum t € R. Portanto, £ é sobrejetora.
Assim sendo, £ é bijetora.

2) Continuidade: As aplicagoes cos(t) e sen(t) (isto é, as fungdes coordenadas x(t)
e y(t) de &, respectivamente) sao continuas em R, e como a composi¢ao de aplicagdes

continuas é continua, temos que £ é continua (pelo Lema 2.40).

3) Inversa continua: A inversa de ¢ ¢ dada por {7'(x,y) = arctan(y/z). Note que,
como z # 0 em S' — {£(t)}, a fungdo arctan(y/z) é continua em S* — {£(¢)}, e portanto,

&1 é continua.

4) Para mostrar que £ preserva a topologia, precisamos mostrar que a imagem
inversa {1 (U) de todo conjunto aberto U C S'—{£(t)} é um conjunto aberto em (¢, t+27).
Seja U um conjunto aberto em S' — {£(¢)}, e seja (a,b) = £71(U), isto é, todos os pontos
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p € (a,b) satisfazem £(p) € U. Queremos mostrar que (a,b) é um conjunto aberto em
(t,t 4 2m). Para isso, vamos considerar um ponto p € (a,b) e mostrar que existe € > 0 tal

que
(p — 6D + 6) - (Cl,b).

Como p € (a,b), temos &£(p) € U, e como U é aberto, existe um raio r > 0 tal que
B(&(p),r) C U, onde B(x,r) representa a bola aberta de raio r centrada em x. Note que,
como S' — {£(t)} é um conjunto aberto em R?, podemos escolher 7 o suficientemente

pequeno para que B(&(p), ) ndao contenha £(t), isto é,

B(&(p),r) n{&(t)} = 0.

Agora, vamos escolher € > 0 tal que

E((p—e,p+e) CBEP),T).

Para isso, basta escolher € > 0 tal que
max{sen(p — €),sen(p + €)} —sen(p) < r;

max{cos(p — €),cos(p+€)} — cos(p) < r.
Essa escolha é possivel, pois sen(t) e cos(t) sdo continuas em R.

Com isso, temos (p —€,p+ €) C (a,b), mostrando que (a,b) é um conjunto aberto

em (t,t + 2m). Portanto, a restricdo £ : (¢,t + 2m) — S* — {£(¢)} é um homeomorfismo.

Logo, concluimos que a restri¢ao £(t) = et = (cos(t), sen(t)) a todo intervalo aberto

(t,t + 2m) de comprimento 27 é um homeomorfismo sobre S* — {£(¢)}.

Observacao: Uma outra forma de ver que a restricdo de £ ¢ um homeomorfismo
sobre S —{(t)} seria provando que £ é uma aplicagao aberta, e este fato ja foi demonstrado
no Lema 5.1 e em LIMA".

Corolario 5.3. Todo ponto u = &£(t) € S' possui uma vizinhanga aberta V = S' —
{u},u* = —u, cuja imagem inversa (V) € a reunido dos intervalos abertos I, =
(t+m(2n—1),t+7(2n+ 1)), n € Z, cada um dos quais é aplicado homeomorficamente
por & sobre V.

Seja a : J — R?, com J = [sg, $1], um caminho tal que |a(s)] = 1 para todo s € J.

Entao, a(s) € St para todo s; assim, escrevemos a : J — S.

Definigao 5.4. Uma fungdo angulo para o caminho a é uma fungao a : J — R tal que
a(s) = (cos(a(s)), sen(a(s))) para todo s € J. Como £(s) = (cos(s), sen(s)) = €', temos

que a € uma funcao angulo para o caminho a se, e somente se, a = & o a.

T (LIMA, 1977a), capitulo 3.1, paginas 67 e 68.
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Proposicao 5.5. Dados um intervalo J = [sg, 81|, uma funcdo continua a : J — S* e
um nimero real ty com a(sg) = €0, existe uma unica fungio continua a: J — R tal que

a(s) = @) para todo s € J (isto é, a =Eo0a) e a(sy) = to.

A demonstracao desta proposicao pode ser encontrada em LIMAS.

A partir da fungao angulo a : J — R, podemos definir o grau de um caminho
fechado a : I — S' como a variacdo total da funcdo angulo ao longo do caminho. Neste
caso, fixado ty com a(sg) = &(tg) e obtida a(sg) = to, as demais fungoes para a, que devem

ter inicio nos pontos tg + 2km, k € Z, tem a forma a(s) = a(s) + 2km.

Definicao 5.6. Seja a : I — S' um caminho fechado. Entdo, toda funcdo dngulo @ : J — R
para a deve ser tal que o numero
a(1) —a(0)
n(a) = ———=
()= W40,
¢ inteiro (positivo, negativo ou nulo). O nimero inteiro n(a), associado ao caminho fechado

a:I— S chama-se o grau do caminho fechado a, e indica quantas voltas o ponto

a(s) dd ao longo de S* quando o tempo s varia de 0 a 1.

O grau de um caminho fechado mede quantas vezes o caminho percorre o circulo
unitario no sentido anti-horario (ou seja, quantas voltas ele d4 em torno da origem),
considerando a orientagdo do caminho. Se o grau for positivo, o caminho percorre o circulo
no sentido anti-horario; se for negativo, percorre no sentido horario; se for zero, o caminho

nao envolve a origem.

Observacgao: A defini¢ao acima assume que o caminho nao passa pela origem. Se o
caminho passar pela origem, podemos definir o grau como a soma dos graus dos caminhos
que vao da origem até os pontos em que o caminho cruza o eixo real (o ponto em questdo),

tomando cuidado com a orientagao do caminho.

Proposicao 5.7. Sejam a,b: I — S* caminhos fechados. Entao:

1. Se a e b tém o mesmo ponto base, vale n(ab) = n(a) + n(b);
2. Se a e b sdo livremente homotdpicos, tem-se n(a) = n(b);

3. Se n(a) = n(b), entdo a e b sdo livremente homotdpicos. Além disso, a = b quando a

e b tiverem o mesmo ponto base.

4. Dados p € S' e k € Z, existe um caminho fechado a : I — S*, com base no ponto p,
tal que n(a) = k.

8 (LIMA, 1977a), capitulo 3.1, paginas 69 e 70.
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As demonstragoes de cada item da proposi¢ao acima, podem ser encontradas em

LIMA?, aqui, seguiremos apenas com os resultados.

Lembrando que nosso objetivo ¢ mostrar que 71 (S') é isomorfo a Z. Com base nas
defini¢oes e consideracoes apresentadas acima, a existéncia de tal isomorfismo podera ser

provada através da proposicao a seguir.

Proposicao 5.8. O grupo fundamental do circulo S* é isomorfo ao grupo aditivo Z dos

inteiros.

Demonstragdo: A cada classe de homotopia o = [a] de caminhos fechados em S*,

associamos o inteiro n(a).

1. Pelo item 2 da Proposi¢ao 5.7, o grau n(a) depende apenas da classe «, mas niao do
caminho fechado a que escolhemos para representa-la. Assim, podemos falar no grau

n(a) da classe @ e obtemos uma aplicagao n : m(S') — Z.
2. Pelo item 1 da proposicao acima, temos que n é um homomorfismo;
3. Pelo item 3, n é injetivo;
4. Por fim, pelo item 4, n é sobrejetivo.

Portanto, n é um isomorfismo entre m(S') sobre Z.

Corolario 5.9. O grupo fundamental do toro T = S* x S' € abeliano livre com dois

geradores.

Observagao: Um dos geradores de 71 (T) é a classe de homotopia de um paralelo
a e o outro ¢ a classe de um meridiano b. Um caminho fechado ¢ no toro é homotépico a
ma + nb se n é o nimero liquido de vezes que o caminho ¢ corta (isto é, cruza de um lado
para o outro) o paralelo a, e m é o ntimero liquido'® de vezes que ¢ corta o meridiano b.

Por exemplo , o caminho ¢ mostrado na Figura 5.1 é homotépico a a + 3b.

9 (LIMA, 1977a) capitulo 3.1, pginas 71 a 73.

10 Neste caso, significa que contamos apenas quando c cruza de um lado para o outro de a ou b: néo
basta tocar. Além disso, devemos contar positivamente os cruzamentos de um lado e negativamente do
outro lado.
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Figura 5.1 — Os geradores de 71 (7T)

Y
Q

Fonte: (LIMA, 2003), p. 58.

Demonstragao: Para provar que o grupo fundamental do toro é abeliano livre
com dois geradores, precisamos encontrar dois lagos simples e nao homotdpicos que geram
todo o grupo. Considere o toro T' = St x S1. Vamos escolher dois geradores para o grupo

fundamental de T' da seguinte forma:

1. Um lago a que circunda uma das circunferéncias que formam o toro uma vez,
no sentido horério. Isto é, a comega em (1,0), percorre a circunferéncia em torno do eixo

y e termina novamente em (1,0).

2. Um lago 8 que circunda a outra circunferéncia que forma o toro uma vez, no
sentido horario também. Isto é, 8 comeca em (1,0), percorre a circunferéncia em torno do

eixo x e termina novamente em (1,0).

Figura 5.2 — Os geradores de T = S' x S*.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Agora, vamos verificar que esses lacos geram todo o grupo fundamental do toro.
Seja v um lago baseado em (1,0) no toro. Entao, podemos escrever v como v = (71, 72),

onde 7, é um lago baseado em (1,0) na circunferéncia em torno do eixo y e y2 é um lago
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baseado em 7, (1) na circunferéncia em torno do eixo x. Esses lagos 71 e 7, podem ser
escritos como concatenagoes dos lagos a e 3, ja que cada um desses lagos da uma volta

inteira em torno da sua respectiva circunferéncia. Portanto, podemos escrever:
m Qn
T =a™B

para alguns inteiros m, n; e:
Y2 = e

para alguns inteiros p, q. Assim, podemos escrever o lago v como:
v = ("B, a"B7)
Podemos reorganizar essa expressao como:
v = OémﬁnOéipﬂquépﬁq — OéerpﬁnJrCI*Pm

Ou seja, todo lago baseado em (1,0) no toro pode ser escrito como uma concatenagao
de poténcias de « e [ (e inversas desses lagos). Em particular, isso significa que o grupo
fundamental do toro é gerado por a e 8. Além disso, como estamos trabalhando em um
espago topoldgico abeliano, temos que todos os lagos sao comutativos. Portanto, o grupo

fundamental do toro é abeliano.

Para mostrar que é livre, basta mostrar que nao existem relagoes entre a e 3. De
fato, se existisse uma relacdo do tipo a®3® = 1 para alguns inteiros a, b, entdo poderfamos
escrever 3% = a~®. Isso implicaria que 5 é homotopicamente equivalente a um laco baseado

em «(1), o que é falso.

Portanto, concluimos que o grupo fundamental do toro é abeliano livre com dois

geradores.

Corolario 5.10. O cilindro C = S' x R tem grupo fundamental ciclico infinito.

Para provar que o cilindro C' = S* x R tem grupo fundamental ciclico infinito,
podemos usar o fato de que o grupo fundamental de um produto de espagos é o produto
direto dos grupos fundamentais de cada espaco. Como o grupo fundamental de S* é
isomorfo a Z, temos que o grupo fundamental de C'= S x R ¢ isomorfo a Z x {e}, onde

e é o elemento neutro do grupo R.

Para ver mais detalhadamente, podemos usar a defini¢ao de grupo fundamental. Seja
p: C — S' a projecio canonica dada por p(z,t) = z. Tomemos um ponto base (1,0) € S*
e um lago v : [0,1] — C baseado nesse ponto, dado por ~(t) = ((cos2nrt,sen27t),t).

Queremos calcular a classe de homotopia [y] em 7 (C, (1,0)).

Considere a aplicacio 7 : [0,1] — R dada por 7(t) = t. E facil verificar que essa

aplicagdo é uma elevacao de v em relagdo a p, ou seja, v = p o 7. Além disso, 7(0) = 0,
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que é o elemento neutro de Z. Portanto, a classe de homotopia [y] em 7 (C, (1,0)) é dada

por [(7,€)], onde e é o elemento neutro de Z.

Isso mostra que 7 (C, (1,0)) é isomorfo a Z x {e}, que é um grupo ciclico infinito.

Portanto, o cilindro C' = S* x R tem grupo fundamental ciclico infinito.

Exemplo 5.11. O toro T = S' x S* e a esfera S? ndo sdo homeomorfos.

Vamos supor, por absurdo, que o grupo fundamental do toro e da esfera sao
homeomorfos. Isso quer dizer que existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes de
equivaléncia de lagos no toro e na esfera, de modo que uma aplica¢io continua entre as
classes de equivaléncia de lagcos*' no toro preserva a relacio de equivaléncia se, e somente
se, a correspondente aplicagdo entre as classes de equivaléncia de lacos na esfera preserva
a relacao de equivaléncia.

Vamos definir w1 como o grupo fundamental do toro e wf como o grupo fundamental

da esfera. E bem conhecido que i ~ ZxZ (produto direto de dois grupos ciclicos isomorfos
aZ), e queny ~{1} (o grupo trivial). Portanto, para que 71 e 7 sejam homeomorfos,

deve existir uma aplicacdo ¢ tal que:
1. o({1}) = {1} (o0 elemento neutro de 7).

2. (g1 g2) = ¢(q1) - d(g2), para todo g1,92 € 7l (a aplica¢do deve preservar a
estrutura de grupo).

3. A aplicacao ¢ deve ser uma bijecao.

Vamos mostrar que isso € impossivel, levando em consideragao a existéncia de lagos
distintos em i . E possivel provar que o toro tem dois lagos distintos, um que envolve a
circunferéncia maior e outro que envolve a circunferéncia menor. Denotaremos estes lagos

por o e [3, respectivamente.

Suponha que ¢ € uma aplicacao que satisfaz os requisitos acima. Como ¢ € uma
bijecio, existe um lago v € 7 que é a imagem de « sob ¢ (ou seja, ¢([a]) = [7]), e um
lago § € 77 que é a imagem de 3 sob ¢ (ou seja, ¢([f]) = [§]). Como ¢ preserva a relagio

de equivaléncia, temos que:

para todo n € Z (onde [n-a| € o lago que percorre n vezes a circunferéncia maior

do toro). Mas como ¢ € um homomorfismo de grupos, temos também que:

para todo m € Z (onde [m- (] € o lago que percorre m vezes a circunferéncia menor
do toro).

' Caminhos fechados.
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Observemos que, no toro, o lago (- )™ é homotdpico ao lago o™, e o lago (- )"

¢ homotdpico ao lago a™™. Isso quer dizer que, em w1, temos as iqualdades:

[a™"] = [ B]7" - [5"]

Usando essas iqualdades, podemos escrever:

Multiplicando essas igualdades, temos:
$([a])™ - o(la]) ™™ o([B)" - &([B]) " = d([a” - o)) - &([B7 - B"]) = 6([a"]) - #([8°]) = {1}

Mas isso implica que ¢([a]) e ¢([B]) comutam em 75 (ou seja, que ¢([a]) - #([B]) =
o([B]) - #([a])). No entanto, isso é impossivel no grupo trivial 73, onde toda classe de

equivaléncia comuta consigo mesma.

Concluimos que a suposicio inicial de que ©F e 7 sdo homeomorfos é falsa, e que
1 1 ) )

portanto, os grupos fundamentais do toro e da esfera nao sdo homeomorfos.

Figura 5.3 - S? e T = S* x S néo sdo homeomorfos.

T=5'X%xS$* S?

) >

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
A esfera e o toro sao topologicamente diferentes. A esfera é um exemplo de um
espaco simplesmente conectado porque qualquer lago desenhado na superficie pode se
contrair até um ponto. O toro é um exemplo de espaco multiconectado porque ha lacos no

toro que nao podem ser reduzidos a um ponto.
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Exemplo 5.12. Os cilindros C = S' x [ ¢ C'= S* x R ndo sio homeomorfos. Com efeito,

0s dois cilindros possuem o mesmo grupo fundamental (ver Figura 5.4)
(71'1(0 = Sl X [) = Wl(é = Sl X R) = Z)

Entretanto, diferem pela compacidade: C = S* x I é compacto e C = S' x R ndo.

Uma maneira de ver isso é observar que o cilindro C = S' xR contém uma
sequéncia infinita de loops fechados S* x {n}, cada um homotopicamente distinto do outro.
Por outro lado, qualquer caminhos em C = S' x I deve ser homotopicamente equivalente
a um caminho que se mantém em uma das extremidades do cilindro (por exemplo, em
St x {0}), jd que ndo hd caminhos fechados em C que vdo de uma extremidade a outra.
Isso implica que nao hd uma bijecao continua entre os conjuntos de loops baseados em
pontos distintos de C = S' x I e C =9 x R, o que por sua vez implica que eles nao sao

homeomorfos.
Figura 5.4 — Os cilindros C = S' x I e ' = S* x R.

C=8'x1

:

_________

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Exemplo 5.13. S! ndo é simplesmente conexo. Em particular, S* ndo é contrdtil. Analo-

gamente para o cilindro C'=5'xR.

(1) Para provar que S* nao é simplesmente conexo, vamos encontrar um lago ndo
trivial (ou seja, um lago que ndo pode ser continuamente deformado em um ponto) em
St. Considere o lago 7y : [0,1] — ST dado por ~(t) = €*™, que percorre uma circunferéncia
completa em torno de S*. Esse lago ndo pode ser deformado continuamente em um ponto,
pois qualquer deformacao que o deire fixo em um ponto ndo percorrerd todo o circulo.

Portanto, concluimos que S* ndo é simplesmente conexo.

(2) Agora, para provar que S' ndo € contratil, suponha por absurdo que S' é

contratil. Entdo, existe uma homotopia H : S* x [0,1] — S entre a identidade ids: e uma
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constante ¢ € S*. Escolha um ponto p € S, e considere a imagem inversa de p através de
H:
H ' (p) = {(x,t) € S" x [0,1] | H(z,t) = p}

Sabemos que (p,0) € H Y(p), jd que H(p,0) = p. Seja U = ST x [0,1[\H *(p) e V =
H=Y(p)U{p}. Observe que: - U é um aberto em S*, pois é a imagem inversa de um aberto
por uma fungao continua (lembre-se que H é continua); - V' € uma uniao de fechados em
St e portanto é um fechado em S'. - U eV sdo disjuntos, pois para todo (z,t) € H '(p),
temos H(z,t)=p ¢ U. - S' =U UV, jd que para todo (x,t) € S x [0,1], ou bem temos
H(x,t) # p, o que implica em (x,t) € U, ou bem temos H(x,t) = p, o que implica em
(x,t) € V. Observe agora que p nao tem vizinhanga simplesmente conexa em S', pois:
- se p pertence a algum dos dois arcos de S' definidos por U (isto é, se U ndo é um
conjunto conexo), entdo a vizinhanga em questio contém pontos que nao sao percorridos
pela constante na homotopia H. - se p nao pertence a nenhum dos dois arcos de S*
definidos por U (isto €, se U é um conjunto conexo), entio a vizinhang¢a em questio é
simplesmente conexa, mas ndo é possivel encontrar uma homotopia entre idsi e uma
constante ¢ que percorra todo U sem passar por p. Por tanto, concluimos que S* ndo é

contratil.
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6 Conclusao

O estudo da Homotopia e do Grupo Fundamental é de extrema importancia para a
compreensao e analise de diversos fenomenos matematicos e ndo-matematicos, em diversas
areas do conhecimento. Compreender essas teorias permite que sejam feitas andlises e
previsdes mais precisas acerca da forma do espago considerado, contribuindo para um

melhor entendimento do mesmo.

Ao longo deste trabalho, foram apresentadas defini¢oes, exemplos e aplicacoes
das teorias abordadas, de forma a tornar seu estudo mais acessivel e compreensivel. Foi
possivel observar que o Grupo Fundamental fornece informagoes algébricas sobre a forma
do espaco, sendo um importante instrumento para se entender as propriedades topologicas

do objeto analisado.

Dessa forma, espera-se que este trabalho possa servir como uma base para futuras
pesquisas e aprofundamentos sobre o tema, contribuindo para a producao de novo conhe-
cimento e desenvolvimento de solugoes em diversas areas de aplica¢ao. Por fim, pode-se
afirmar que o estudo da Homotopia e do Grupo Fundamental é um tema desafiador e
instigante, que exige habilidades de abstragao e raciocinio abstrato por parte do estudante.
No entanto, a compreensao e internalizagdo dessas teorias é fundamental para qualquer

interessado em se aprofundar no campo da Topologia e suas aplicagoes.
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