UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
CURSO DE MATEMATICA - LICENCIATURA

JORGE LUIS DA CONCEICAO CUTRIM

SISTEMAS LINEARES NO ENSINO MEDIO
Discussao sobre os métodos de resolucao

SAO LUIS - MA
2022



JORGE LUIS DA CONCEICAO CUTRIM

SISTEMAS LINEARES NO ENSINO MEDIO
Discussao sobre os métodos de resolucao

Trabalho de conclusdo de curso apresentado ao colegiado de
matematica da Universidade Federal do Maranhdo para a
obten¢do do grau de licenciatura em matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marcos Antonio Ferreira de Araujo

SAO LUIS - MA
2022



Ficha gerada por meio do SIGAA/Biblioteca com dados fornecidos pelo(a) autor(a).
Diretoria Integrada de Bibliotecas/UFMA

Cutrim, Jorge Luis da Conceigdo.

SISTEMAS LINEARES NO ENSINO MEDIO : Discussdo sobre os
métodos de resolugdo / Jorge Luis da Conceigdo Cutrim. -
2022.

E1 p.

Orientador(a): Prof. Dr. Marcos Ant8énic Ferreira de
Aratjo.

Monografia (Graduag¢do) - Curso de Matematica,
Universidade Federal do Maranhio, S3o Luis, 2022.

1. Ensino Médio. 2. M
Sistemas Lineares. I. A&ra
Ferreira de. II. Titulo.

odos de Resolugdo. 3.

&t
Ujo, Prof. Dr. Marcos Antdnio




JORGE LUIS DA CONCEICAO CUTRIM

SISTEMAS LINEARES NO ENSINO MEDIO
Discussao sobre os métodos de resolucao

Trabalho de conclusdo de curso apresentado ao colegiado de
matematica da Universidade Federal do Maranhdo para a
obtencdo do grau de licenciatura em matematica.

Séo Luis, 07 de junho de 2022.

COMISSAO EXAMINADORA

Prof. Dr. Marcos Antonio Ferreira de Aratjo
Orientador

Prof. Me. José Mairton Barros da Silva
Examinador

Prof®. Me. Sonia Rocha Santos Sousa
Examinador

SAO LUIS - MA
2022



AGRADECIMENTOS

Gostaria de comegar agradecendo a Deus pela oportunidade de poder concluir mais esta etapa
da minha vida académica principalmente por todos os problemas que a humanidade vem
passando devido a pandemia da covid 19 e que tirou a vida de alguns dos nossos conhecidos e
colegas.

Aos meus pais José e Silva, a minha avé Rosa Amorim Ewerton, pessoa que me ajudou muito
em todos os aspectos da minha vida e colegas da Ufma e do curso de matematica.

Agradeco a todos os professores que tive durante toda a jornada educacional desde o
fundamental até o ensino superior, em especial ao corpo docente do departamento de
matematica da Ufma.

Ao meu orientador Prof. Dr. Marcos Antonio Ferreira de Araujo por todo o auxilio na
elaboracgao deste trabalho de conclusao do curso.

Enfim, agradeco a toda a sociedade brasileira que através dos impostos custeou de alguma
forma o ensino na universidade federal do maranhdo e a todas as pessoas que de alguma

forma contribuiram com o meu desenvolvimento educacional.



“A vida ¢ como andar de bicicleta. Para manter o
equilibrio € preciso se manter em movimento”

(Albert Einstein)



RESUMO

Este trabalho visa mostrar o historico, conceitos € métodos aplicados no estudo dos sistemas
lineares, assunto este que ¢ discutido tanto no ensino médio quanto no ensino superior porém
de formas diferentes. Outros assuntos também s3o pré-requisitos para para o estudo dos
sistemas lineares tais como: matrizes ¢ determinantes que serdo vistos de uma forma
introdutoria. Discutiremos de uma forma mais aprofundada os métodos adigdo, substituicdo e
comparac¢do aplicados a sistemas 2 x 2, regra de Cramer e escalonamento (esses dois tltimos
aplicados mais comumente a resolu¢ao de sistemas 3 x 3). Desta forma, este trabalho visa ndo
apenas mostrar apenas os conceitos tradicionais abordados no ensino médio mas também toda

uma fundamentagao tedrica que envolve o estudo dos sistemas lineares.

Palavras Chave: Sistemas lineares, Métodos de resolucdo, Ensino Médio.



ABSTRACT

This work aims to show the history, concepts, methods and applications of the study of linear
systems, a subject that is discussed both in high school and in higher education but in different
ways. Other subjects are also prerequisites for the study of linear systems such as: matrices
and determinants that will be seen in an introductory way. We will discuss in more depth the
addition, substitution and comparison methods applied to 2 x 2 systems, Cramer's rule and
scaling (these last two most commonly applied to the resolution of 3 x 3 systems). In this way,
this work aims not only to show only the traditional concepts addressed in high school but
also a whole theoretical foundation that involves the study of linear systems.

Keywords: Linear systems, Resolution methods, High School.
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1 INTRODUCAO

Nesta parte inicial falaremos um pouco sobre o histérico de desenvolvimento dos
sistemas lineares e também dos determinantes, pois o leitor ird notar que a criacdo dos
determinantes estd intimamente ligada com o estudo de métodos de resolugdo de sistemas

lineares.

1.1 Historico dos sistemas lineares

Segundo Boyer (2010), as primeiras aparigdes sobre os sistemas lineares remonta ao
Egito antigo. Na mesopotamia aparecem equagoes lineares com duas incognitas.

Segundo lezzi e Hazzan (2013) ensinam em seu livro, no ocidente sdao poucos os
registros sobre sistemas lineares. Todavia no oriente o assunto recebeu uma atencdo maior.
Em 1683, o matematico japonés Seki Kowa inventou o que anos depois seria conhecido como
determinantes estudando sistemas de 2 equacdes com 2 incognitas. Tempos depois o grande
matematico Leibniz descobriu os determinantes em um trabalho também ligado a sistemas
lineares. Outra importante técnica para o desenvolvimento dos sistemas foi a regra de Cramer
rotulada pelo matematico suico Gabriel Cramer (1704 - 1752) a partir dos coeficientes das
incognitas e termos independentes, porém a mesma regra ja tinha sido descoberta por outro

matematico como podemos ver a seguir:

A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas de n equacdes a n incognitas,
por meio de determinantes, ¢ na verdade uma descoberta do escocés Colin
Maclaurin (1698 - 1746), datando provavelmente de 1729, embora sé publicado

postumamente em 1748 no Treatise of algebra. (lezzi, Hazzan, 2013, p.133).

Os trabalhos do francés Etienne Bézout (1730 - 1783) obtiveram avangos no
estabelecimento dos sinais dos termos dos determinantes ligados aos coeficientes das
equagoes favorecendo assim a utilizacao desta ferramenta na resolugdo de sistemas. “O termo
determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de Cauchy sobre o assunto.
Neste artigo, apresentado a academia de ciéncias, Cauchy sumariou e simplificou o que era
conhecido até entdo sobre determinantes.” (Iezzi, Hazzan, 2013, p.134)

Por fim, ndo poderiamos deixar de citar os trabalhos desenvolvidos por Gauss cujo
método € mais comumente conhecido por escalonamento na qual ¢ possivel resolver de modo

pratico sistemas com um niimero maior de incégnitas e equagoes.



Outros trabalhos desenvolvidos por Carl G. J. Jacobi (1804 - 1851) deram a forma

simples e elementar como a teoria e a notagao dos determinantes ¢ apresentada atualmente.

1.2 Matrizes e determinantes

Antes de podermos iniciar o estudo dos sistemas lineares propriamente dito devemos

possuir alguns conhecimentos prévios.

1.2.1 Matrizes

De acordo com Boldrini (1980), uma matriz ¢ uma tabela de elementos dispostos em

linhas e colunas.

Exemplos 1.1:

u-,
I
— L

) matriz do tipo 2 X 2 (dois por dois)

B = (l g lj;:] ;) matriz do tipe 2 X 4(dois por quatro)

1.2.1.1 Matrizes especiais

Dependendo de certas caracteristicas, determinadas matrizes recebem nomes especiais.

Para facilitar o nosso estudo, veremos alguns tipos de matrizes.'
e Matriz quadrada

A matriz quadrada ¢ caracterizada quando o ntimero de linhas € igual ao numero de

colunas.

' Além dos tipos de matrizes apresentados neste tdpico, existem outros tipos: matriz triangular, diagonal, nula,
matriz linha e coluna. O motivo de ndo apresentarmos essas matrizes se da pelo fato que este topico € apenas
exemplificativo.
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Exemplos:

o]

[ |

[
]

g

Na qual os elementos 3 e 6 formam a diagonal principal e os elementos 2 ¢ 5 formam a

) matriz quadrada de 2 linhas e 2 colunas

diagonal secundéria.

o3 10
B =11 4 6 | matriz quadrada de 3 linhas e 3 colunas
0 2 7

Na qual os elementos 5, 4, 7 formam a diagonal principal e os elementos 0, 4, 10 formam a

diagonal secundaria.
e Matriz identidade

E a matriz quadrada na qual todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e

os outros elementos sdo iguais a zero.

1 0 1 00
Iy = 0 1 Li=(0 10
00 1

Exemplo 1.3:

1.2.2 Determinantes

De acordo com lezzi e Hazzan (2013), definimos determinante da matriz M e

indicaremos por det M, da seguinte forma:

1° Se M é uma matriz de ordem 1, entdo M = [au] edetM = a,

2°Se M é de ordemn = 2, entdo:
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Definimos o determinante da matriz M

a1l a1z . a1 |
|21 a2 ... am |
det M = | Rl =
pl Ap2  .eee. ST
n
= an - An + an Ay + o+ auc Ay = E a1 - Ay

i— (1.4)

w
Na qual o termo Aij = (— 1)l 7. Aij recebe o nome de cofator do elemento aij.

O termo Al,j ¢ chamado de menor complementar em relacao ao elemento a, como o

determinante associado a matriz M que € obtida eliminando a i-ésima linha e a j-ésima coluna
da matriz M.

Desta forma, o determinante de uma matriz de ordem n = 2 ¢ a soma dos produtos

dos elementos de uma linha ou coluna pelos respectivos cofatores.

Observe que no exemplo (1.4) foi utilizado os elementos da 1* coluna mas nada

impede de utilizar os elementos de qualquer linha ou coluna da matriz M.

Vamos utilizar a defini¢do apresentada acima para calcular o determinante da matriz abaixo:

3 2 5
Clalcular o determinante da matriz A= (0 —2 1
4 —
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3 2 5
detd =0 —2 1| = 3-A; + 0-Ay + 4-Ag
£ 4 = (1.5)
Onde:
—2 1

i+l .
An = l]l - _3‘ 1

o a2l (20 9 .
Agp = (=1) - =4

T 2 5 .

Ay = (—1)*! o 1| =12

Utilizando a expressao (1.5) e substituindo os valores do cofator, temos:

detA = 3-(—=1) + 0-41 + 4-12

detA = 45
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2 SISTEMAS LINEARES

Sistemas lineares sd3o um conjunto de equacdes lineares que possuem a mesma

solucdo. Desta forma, antes de analisar os sistemas precisamos definir o que seria equagoes

lineares.

2.1 Equacio linear

De acordo com lezzi e Hazzan (2013) chamamos de equacao linear, nas incognitas X,

X ,X ,..,x todaequacdodotipoa x +a x +a x. +...+a x =b.
2Ty Ty quag poa, X 1272 1373 1" n

Os numeros A A Qs e @y todos reais, sdo chamados coeficientes € b,

também real, € o termo independente da equagdo.

Exemplos

[)3x+4y+5z+2d=5
M)2x+2y+2z=0
M)x+2y+4z=4

Observemos que ndo sdo lineares as equacgdes:

I)2x2+4y+z+5=0
M)y2xy+z+d=3
m)x+\/§+z=4

2.1.1 Solugao de uma equacgao linear

Dizemos que a sequéncia ou énupla de nimeros reais (« % Ao, ..,an) ¢ uma solugao

ao linear + + + ...+ = + + + ...+
da equacao linea a. x ta.,x ta.x, a x bsealloc1 a,o, ta.o

a. o =b for uma sentenga verdadeira.
nn
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Exemplo 2.1
Seja a equagdo linear 2x + 3y -z+d =3
Podemos escolher de forma aleatdria a sequéncia (1, 2, 3 , -2) para verificar se a
mesma ¢ a solucdo da equagdo linear acima. Para isso devemos substituir os nimeros no lugar
das incognitas desta forma; 2-1 + 3-2 - 3 + (-2) = 3. Realizando as operagdes verificamos que
esta sentenga ¢ verdadeira. Logo, a sequéncia (1, 2, 3, -2) ¢ a solucdo da equagao.

2.2 Sistemas de equacdes lineares

Segundo Dante (2008), um sistema linear m x n € um conjunto de m equacdes com n

incognitas que pode ser representado da seguinte forma:

ajlxr] + aprs + apry + oo, + ajpTn = M
q_ anzr] + arnry + anry + ... + amen, = bo
(141211 (L2 T2 OndTd T cvvvvennns Oy T — lfJ‘m

A-X=B

1] 212 @13 e (1 T b1

a1 az ag ... azn zz | _ ) be

(3] ajgz Q33 ..o i Cr by,

Onde
11 12 LG eeeernn. M r1 b
a] A 095 .eeeoo.... i ) b
_-'-l _ 13] 123 23 130 JY — .B —

a3l 032 Q33 ..o 3 T, b,
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2.2.1 Solu¢do de um sistema linear

Dizemos que a sequéncia (« % O, ....,an) ¢ solucdo de um sistema de equagdes

quando a mesma satisfaz, simultaneamente, todas as equagdes do sistema, isto é:

116v] + @120+ a3 o, + appcn = by
a9160¢] + amae 4+ 4930 + ... + am g = b
(L1 O (2 (X2 T3 3 T e Bmntn = by
Exemplo 2.2

O sistema admite como solugdo a tripla ordenada (1, 3, -2) pois:

1 +2:3+3-(-2) =1 (sentenga verdadeira)
4-1 -3 - (-2) = 3 (sentenga verdadeira)
1 +3 - (-2) = 6 (sentenca verdadeira)

2.3 Classificacio de um sistema linear?

Os sistemas lineares recebem uma classificacdo em relagdo ao tipo de solucdo que
podemos encontrar (ou ndo) na determinacao de seu conjunto solugdo. Desta forma, podemos

classificar um sistema linear da seguinte forma:

e Sistema possivel e determinado (SPD): S3o os sistemas que apresentam solugdo
Unica.

e Sistema possivel e indeterminado (SPI): Sdo os sistemas que apresentam iniimeras
solugdes.

e Sistema impossivel (SI): S3o os sistemas que ndo apresentam solugao.

2 No decorrer deste trabalho retornaremos este topico com mais detalhes e exemplos.
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2.4 Sistema linear homogéneo

No estudo dos sistemas lineares em determinados momentos lidamos com situagdes
em que todos os termos independentes do sistemas sdo iguais a zero. Neste caso o sistema
recebe 0o nome de sistema linear homogéneo ¢ 0 mesmo admite pelo menos a solugdo (0, 0,

0), denominada solugao trivial.

Exemplo 2.3
r + 4y =10 T —qy + .::[j
dr — y= 0 dr — 2y — f: =10
3r + y — Hz=10

3 SISTEMAS 2X2

Um sistema de equagdes 2 x 2 ¢ caracterizado por possuir 2 equacdes com 2
incognitas. As formas mais conhecidas de resolucdo deste tipo de sistema sdo as seguintes;
método de adi¢do, substituicdo e comparacao que sdo vistos no ensino fundamental.

Nesta parte inicial, iremos analisar os métodos resolucao dos sistemas 2 x 2 a partir de

casos gerais e depois partiremos para exemplos numéricos.

3.1 Método de adi¢ao

O método de adicao consiste em somar as duas equagdes de tal forma que a soma de
uma das duas incognitas tenha como resultado igual a zero. Neste caso o sistema resultante
ficard somente com uma incognita que o que facilita o calculo da solugdo do sistema.

Iremos analisar agora um sistema 2 x 2 genérico em que através da sua solucdo

podemos levantar algumas caracteristicas sobre o sistema.

Exemplo 3.1
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ar - hﬁj:j) )
amos multiplicar a [vq. 1) por {——)
R RRER)

Para eliminar a incégnita x nas duas equagdes devemos multiplicar a 1* equagao do

sistema (3.1) por (— %) como esta descrito logo abaixo:

(—£)az + (—£) by=(=£)p

=]

cx + dy = (3.2)

Realizando as operagdes aritméticas na 1* equagdo do sistema (3.2) obtemos o seguinte

resultado:

cd + dy = ¢ (33)

Podemos eliminar os termos (-cx) € cx (simétricos) no sistema (3.3) e somar os termos

que restaram nas duas equacdes e ficamos com as seguintes expressoes:

0 0 (3.4)

—cby + ady  —cp + ag

Q a (3.5)

Como o elemento a # 0 nos denominadores das fragdes da equacdo (3.5) sdo iguais

podemos elimind-los e ficaremos com as seguintes expressoes:

—chy + ady = —cp + ag (3.6)
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y-lad — cb) = ag — ep 3.7)

Podemos isolar a variavel y na equacdo (3.7) e ficaremos com a seguinte expressao

para a determinagdo do valor de y:

ag — pe
y =
ad — be (3.8)
A expressao (3.8) ¢ valida quando o termo ad — bc # 0.
Iremos agora através do valor de y da expressao (3.8) encontrar o valor de x utilizando

a 1* equacao do sistema (3.1) substituindo o valor de y desta forma:

44— pey

ar + b =p

ad — be (3.9)

A partir de manipulagdes algébricas da expressdo (3.9) chegaremos as seguintes expressoes a

seguir:

A Ef;lnq - FJlm-j _
ad — be
bag — uﬂ';llr,u:1

ar = p — |

)

ad — be

p-lad — be) — abg + bep

ax
ad — be

IHHI _M_ HPIHII -1 W

ad — be

(LT
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_ . _ )
I pad abg e a- (pd by )
ad — be ad — be

(pd — by)

ad — be (3.10)
A expressao (3.10) é valida quando o termo ad — bc # 0.

A partir das observagdes das solugdes das expressdes (3.8) e (3.10) podemos notar que*:
e Nos dois casos, o denominador ¢ a expressdo (ad — bc) na qual a mesma pode ser

expressdao como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (3.1) ou seja:

a b , .
A= [ I] matriz dos coeficientes
C 6

det A=Y

| = det A=ad — be
e df

e Nos dois casos, os numeradores também possuem algumas caracteristicas em comum.
No caso da expressao (3.8), o numerador pode ser escrito como o determinante da
matriz na qual a coluna que possui a variavel y ¢ substituida pela coluna dos termos

independentes (p e ¢) como podemos notar a seguir:

By Iu f"]
i Ij'

matriz na qual a coluna dos coeficientes da variavel vy foi
substituido pela coluna dos termos independentes

e No caso da expressdo (3.10) podemos notar que o numerador também pode ser escrito
como o determinante da matriz na qual a coluna que possui a variavel x ¢ substituida
pela coluna dos termos independentes (p € g) como podemos notar a seguir:

3 A utilizacdo dos determinantes associado a resolugiio de sistemas lineares sera vista com mais detalhes em
topicos futuros. A inteng@o do exemplo (3.1) é mostrar como os determinantes aparecem e se relacionam com os
sistemas lineares.
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ff-r [,!” Ir.l:|
fj' {

matriz na qual a coluna formada pelos coeficientes da
variavel x foi substituida pela coluna dos termos

independentes.
Vamos utilizar o método de adig¢do para resolver o sistema 2 x 2 proposta a seguir:

Exemplo 3.2
3r + y=10

2r — 3y= —8 G.11)

Vamos multiplicar a 1* equagdo do sistema (3.11) por 3 para que possamos eliminar a

variavel y do sistema como mostrado a seguir:

3r + y=10 -(3) ¢ + 3y =30

20 — 3y = —8 20 — Jy=—38

Eliminando a variavel y ficaremos com as seguintes expressoes:

A partir das expressdes acima podemos isolar a varidvel x da seguinte forma:

b
%]

=

|
[ =
i
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De posse do valor de x podemos encontrar o valor de y substituindo o valor de x em
uma das equagdes do sistema (3.11). Vamos escolher a 1* do sistema (3.11) para substituir o

valor de x e desta forma encontrar a valor de y como ¢ mostrado a seguir:

6 +y = 10
y = 10 — 6
y = 4

Portanto, a solugdo do sistema é S = {(2, 4)}
3.2 Método de substituicao

O método de substituicdo para resolver sistemas 2 X 2 possui algumas semelhangas em
relacdo ao método de adicdo visto que, devemos “eliminar” uma das varidveis do sistema.
Desta forma, ao invés de somar vamos isolar uma das varidveis em uma das equagdes do
sistema e substituir esta variavel na outra equagao.

Realizando a substituicdo correta ficaremos com uma varidvel e desta forma

poderemos encontrar o seu valor numérico como serd analisado através do exemplo a seguir:

Exemplo 3.3

Jr + y =10

—w m By= =< (3.12)

Vamos escolher a 1* equagdo do sistema (3.12) e isolar a variavel y da seguinte forma:

iy = 10 — 3z (3.13)
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Substituindo a expressdo (3.13) na 2 equacdo do sistema (3.12) temos as seguintes

expressoes:

—z + 2-(10 — 3z) =
—x + 20 — 6 = —8
—x — bz = —8 — 20
—Tox = —28

—28

Para encontrar o valor de y, escolhemos uma das duas equacdes do sistema (3.12) e

substituimos o valor numérico de x na equagdo escolhida. Vamos escolher 1* equacao do

sistema (3.12) e proceder da seguinte forma:

12 +y = 10
y = 10 — 12
y = —2

Portanto, a solucgdo do sistema ¢ S = {(4, — 2)}
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3.3 Método de comparacgio*

O método de comparagdo para resolver sistemas 2 x 2 consiste em isolar a mesma

variavel nas duas equagdes que formam o sistema.
O presente método ndo ¢ muito explorado no ensino fundamental, o que ndo tira a sua

importancia na resoluc¢do de sistemas 2 x 2. Veremos no exemplo a seguir a resolu¢do de um

sistema utilizando o método de comparagao.

Exemplo 3.4

(3.14)

Vamos escolher a varidavel x em ambas as equagdes do sistema (3.14) e isolar a

variavel nas duas equagdes da seguinte forma:

5 | 3 (3.15)

Iremos realizar a comparagdo entre as expressoes descritas em (3.15) pois as duas sao

iguais a x da seguinte forma:

2 3 (3.16)

4 Nao utilizamos um sistema genérico nos topicos 3.2 e 3.3 pois a manipulagio das expressdes fica bastante
similar as expressdes mostradas no topico 3.1
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19y = 38
38

y = —

T

y = 2

Para encontrar o valor de x, utilizamos a 1* equagao do sistema (3.14) e substituimos o valor

de y = 2 da seguinte forma:

2r — oy = -2

20 — 5-2 = -2

i = L = =3

20 = -2 + 10
8

F T2

r = 4

Portanto, a solu¢do do sistema ¢ S = {(4, 2)}

3.4 Discussao de um sistema linear 2 x 2

Os sistemas lineares podem ser classificados de acordo com o tipo de solucido que
apresenta. No topico (2.3) foram apresentados de forma superficial as classificacdes que os
sistemas lineares recebem.

A andlise que serd feita neste topico tem como referéncia Dante (2008).

3.4.1 Sistema possivel e determinado

O sistema ¢ classificado como possivel e determinado quando apresenta solucdo tnica.
Vamos realizar a analise deste item utilizando um exemplo e vamos utilizar o0 método de
adicao para resolver o sistema proposto a seguir:

Exemplo 3.5
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2r + i =1 (317)

Como foi discutido no topico 3.1 devemos somar ambas as equagdes do sistema (3.17)

de tal forma que possamos eliminar umas das incognitas. Vamos proceder da seguinte forma:

Jr — iy = L” . |:_-J'| l'-JJ' — ‘-ru_t;{]
2r + Sy =1 2r + Sy =1
al
Ui = dll = = =
17
r = 3
Vamos escolher a 1* equagdo do sistema (3.17) e substituir o valor de x = 3 da
seguinte forma:
3r — y = 10

9 — y = 10
—y = 10 — 9
—y =1 = y = -1
Desta forma, dizemos que o sistema tem S = {(3,— 1)} como solugdo unica. Logo,

o sistema ¢ possivel e determinado.
Outra forma bastante interessante de analisar as solugdes de sistemas 2 x 2 ¢ utilizando

o determinante associado a matriz dos coeficientes do sistema (3.17), ou seja:
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3 -1 , :
A= [.j 3] matriz dos coeficientes

I3 —1q o

det A=\, | = dtA=3-5—(-1)-2
2 5|

det A =17

e SecodetA # 0entdo o sistema ¢ possivel e determinado.
e SeodetA = 0ndo podemos fazer nenhuma classificagdo quanto ao sistema.

e Comoo detA # 0 do sistema (3.17), 0 mesmo ¢ (SPD).
3.4.2 Sistema possivel e indeterminado

O sistema ¢ classificado como possivel e indeterminado quando apresenta inimeras
solugdes. Vamos analisar o exemplo a seguir utilizando o método de comparagado para analise

das solu¢des do sistema.

Exemplo 3.6

(3.18)

Vamos isolar a variavel x em ambas as equacoes do sistema (3.18) da seguinte forma:

8 + 6y 12 +9y
= X = —

X 3
2 3
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Realizando as operacdes aritméticas temos as seguintes expressoes:

3(8+6y)=2:(12+9y)

18y - 18y =24-24
Oy=10
(3.19)
Podemos notar na expressdo (3.19) que se Oy = 0, a incognita pode assumir
qualquer valor real. Desta forma podemos fazery = a, com a € R.

Vamos substituir o valor de y na 1?* equa¢ao do sistema (3.18) para encontrar o valor de

x da seguinte forma:

2x — 6y = 8 = 2x — 6a = 8

2x = 8 + 60 > x=%
x = 4 + 3a
Desta forma, dizemos que a solucdo do sistema (3.18) ¢ S = {(4 + 3a, a)}, com

a € R. Para cada valor de a, temos uma solugao para o sistema. Desta forma o sistema admite

infinitas solug¢des e portanto, o sistema ¢ possivel e indeterminado.

3.4.3 Sistema impossivel

O sistema ¢ classificado como impossivel quando ndo apresenta solu¢do. Na andlise do

proximo exemplo vamos utilizar o método de substituigdo para resolver o sistema a seguir:
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Exemplo 3.7

2r — -lEj: 2 (320)

Como foi visto no topico 3.2 para resolver sistemas 2 x 2 utilizando o método de
substitui¢do devemos escolher umas das equacdes e isolar uma das varidveis. Vamos escolher
a 1* equagdo do sistema (3.20) e isolar a varidvel x e em seguida encontrar o valor de y

através dos passos a seguir:

|
b
f
Il
bt
Il
L
|
b
RZ

,_.
o
|
—
=
|
15
s
Il
b

Uy = —8 (3.21)
Podemos notar na expressdo (3.21) que 0y = — 8, a incdgnita y ndo pode assumir
qualquer valor real. Desta forma, dizemos que o sistema tem como solucdo S = @

(conjunto vazio).

4 SISTEMAS 3X3

Um sistema de equagdes 3 x 3 ¢é caracterizado por possuir 3 equagdes com 3
incognitas. Os principais métodos de resolugdo desse tipo de sistema vistos no ensino médio
sa0: 0 método de escalonamento e a regra de Cramer. Todos esses métodos mencionados
serdo vistos de forma mais detalhada e com exemplos nos tdpicos seguintes. Este topico tem

como base o trabalho de Iezzi e Hazzan (2013), Elon e Morgado (2005).

4.1 Método de escalonamento
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O método de escalonamento de sistemas lineares ¢ usado para classificar, resolver e
discutir sistemas lineares de quaisquer ordens. Antes, porém, devemos saber o que seria um

sistema linear escalonado.

4.1.1 Sistema escalonado

Dado um sistema linear

1] + apeare + oages + oo + aprn = I
- 2] + asearr + azzxg + oo + asrn = bo

Qml1T] T Op2d? + Epifly T e T Opndp :hm

Segundo lezzi e Hazzan (2013), o sistema S esta na forma escalonada, se o numero de
coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente ndo nulo, aumenta de equagao para equagao.
Além disso, as linhas onde todos os elementos sdo nulos devem estar abaixo das demais.

Podemos observar esse fato analisando os exemplos a seguir:

r +y + 3z=1 3z + 2y + 7z = 11
S1 = y — 2= 4 Sa = dy + bz =—4
22 =5 0z = 0

4.1.2 Operagdes elementares com equagdes lineares’

Segundo Elon e Morgado (2005), o método de escalonamento se baseia no fato de que
todo sistema possui um sistema escalonado equivalente. Desta forma para que possamos
chegar a esse sistema escalonado ¢ necesséario realizar algumas operagdes nas equacdes

lineares do sistema como sera visto a seguir.

4.1.2.1 Teorema 1

5 Todas as demonstragdes mostradas neste topico foram retiradas do livro, fundamentos de matemética elementar
de Gelson Iezzi e Samuel Hazzan.
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Multiplicando-se os membros de qualquer equacdo linear de um sistema S por um

nimero K # 0, o novo sistema S’ obtido serd equivalente a S.

Demonstragdo

Seja S o sistema de equagdes lineares a seguir:

alr1 + arrre + a13ry + oeeeenn... + apTn = M
ATl + a»r? + anry + o, 4+ aopxn = bo
5‘ — 4 e
;1] + GpTe + ATy + o ATy = b;
L Oml T T 22 T gy T + GmnZn = by

Multiplicando a i-€sima equagao de S por K # 0, obtemos o sistema:

1121 + a2+ a1aTn .. + apprn = M

13101 + @3203 + am3r3; o+ .. + aman = bo

S
N Kajgx) + Kapazs + Kajgeg + ... + Ka, v, = Kb;
LOm1T1 T p2®2 T Opgdy T + OpnTn = by

Vamos mostrar que (a % O, ....,ocn) ¢ solu¢ao de ambos os sistemas S¢S’

2> 73

Vamos supor que (al,a 5 o ....,an) ¢ solucdo do sistema S. Devemos mostrar que esta

solucdo também ¢ solucao do sistema S’. A tnica diferenca entre os sistemas Se S’ ¢ a
i-ésima equagdo, vamos nos preocupar somente com ela, pois as outras s3o as mesmas

equacoes.

ipé : + + T + =
Por hipotese a.a ta o +a.a a o b.

2 3
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Vamos substituir (al,a , O, ....,ocn) na i-ésima equagdo do sistema S’ como visto

2 3

abaixo:

Kal,jLOL1 + Kal,20(2 + Kai3a3 + ...t Kal_nan = Kbl,

Colocando K em evidéncia temos:

K(ailcx1 ta o+ ao .+ ainan) = Kbi = Kbi = Kbi

O que prova que (al,a , o, ....,(xn) satisfaz a i-ésima equacdo do sistema S’. Logo, ((x1

27 3

0, O ....,ocn) ¢ solugao de S".

Vamos supor agora que (al,a a, ....,an) ¢ solugdo do sistema S’ e provemos que ela

2> 73

também ¢ solugdo do sistema S.
ipOtese: + - -t =
Por hipotese: K a. o K a,a, K a ot ... K a o Kbl,

Vamos substituir (al,az, o, ....,O(n) na i-ésima equag¢do do sistema S como visto

abaixo:

+ + + o + =
a0 T A, a5, a,%, b,
.. N . K
Como K # 0 podemos multiplicar o 1° membro da equacao acima por =< © ficaremos

com as seguintes expressoes:

1 — —
+Kb=b =b=b
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O que prova que (a 1% Ao ....,an) satisfaz a i-ésima equagao do sistema S. Logo, (a o

a,, o, ....,an) ¢ solugdo de S.

Podemos concluir que os sistemas S e S’ sdo sistemas equivalentes pois, os dois

sistemas admitem o mesmo conjunto solu¢do o que demonstra o teorema 1.

4.1.2.2 Teorema 2

Se substituimos uma equa¢do de uma sistema linear S pela soma, membro a membro,

dela com uma outra, o novo sistema obtido, S’, sera equivalente a S.
Demonstragao

Seja o sistema S a seguir:

r
a11r] + arzaer s o, + anrn = b
a1r] + azeir +oanrd o + amsmrn = b2
“,l] E] ne “.;}E} ne “,lifif T ssasssssswaaa “.I;I|E;I| —|!1.]||
S =4
a1 + aj2rs 8;3T3 + ceeeeenn QinTn = b;
L Bml1¥1 T p2d3 B3y T U T = E1Jm

Se substituirmos a i-ésima equagao de S pela soma, membro a membro, dela com a j-ésima

equagao, obteremos o sistema:



%

11281 4 21202 + Q13ET T i e + ajprn = b

Q21T + 22T - A2TET b e + amry, = b

aj1r1 + ajary + a;3r3 + 4 . —h

1] — p2ls +— gty

e Vamos supor que (al,az, o, ....,an) ¢ solucdo do sistema S e provemos que ela

também sera solugdo de S’. A unica diferenga entre os sistemas Se S’ ¢ a i-ésima

equacao, vamos nos preocupar somente com ela, pois as outras sao as mesmas

equacoes.

Por hipotese:

+ + + o + =

ailal aiZaZ ai3a3 ainan bi
a o ta o +ta a +...... +a a =b.
jl1 1 j2 2 j3 3 jn n j

Vamos substituir (al,az, o, ....,an) no 1° membro da i-ésima equagdo de S, teremos:

+ + +o + =b +
(ai1+ ajl)OL1 (ai2 + ajz)OL2 (ai3 + ajg)a (ain + ajn)(x bi b],
+ + + + + + +...+ =b +
(ailal a,a, +a.o, ...ainan) (a]_lo(1 aj]LOL1 ajloc1 ajlo(n) bi b]_
b+b=D>b+b.
i iy
O que prova que (al,az, o, ....,an) satisfaz a i-ésima equacao de S”. Logo, (al,oc

2’ (X3,

....,an) ¢ solugdo de S".
e Suponhamos agora que (o 1% O ....,(xn) ¢ solucdo de S’ e provemos que ela também

sera solucao de S.

33
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Por hipétese:

(ai1 + ajl) al + (ai2 + ajl) az + (aig + ajs) o +..t (am + ajn) o = bi + bl, (1)

3 n
(&

ao ta o +ta o +....... +a o =b, 2)
j1 1 j2 2 j3 3

Vamos desenvolver a equagdo linear (1) e chegamos a seguinte expressao:

(ailo(1 ta o, ta o ..+ aman) + (ajloc1 + a0 + a0 +...+ ajlocn) = bi+ bj
Utilizando a hip6tese (2) temos a seguinte expressao:

(ailot1 ta,a ta o ..+ ainan) + bj = bl, + b},

E podemos concluir que:

(ailal * 22% * 2;3%; Tt ainan) - bi

O que prova que (al,(xz, a ...,an) satisfaz a i-ésima equagao de S. Logo, (al,(xz, a

3 3’

....,an) ¢ solugdo de S.

Podemos concluir que os sistemas S e S’ sdo sistemas equivalentes pois, os dois

sistemas admitem o mesmo conjunto solu¢do o que demonstra o teorema 2.
4.1.3 Aplicagdao do método de escalonamento

A partir da utilizacdo dos teoremas 1 e 2 vistos acima podemos resolver sistemas que
possuem um numero consideravel de equagdes lineares de um modo bastante pratico. Desta
forma, com o intuito de mostrar o0 método de uma forma mais didatica ¢ interessante se guiar

através dos passos que serdo mostrados a seguir.
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e °Passo 1

Escolhemos como 1% equagdo aquela em que o coeficiente da 1* incognita seja

diferente de zero. E conveniente que o 1° coeficiente da equagdo seja igual a 1 (um).

e Passo?2

Anulamos o coeficiente da 1* incognita de todas as equagdes (com exce¢do da 1%) ,

substituindo a i-ésima equagdo (i=> 2) pela soma desta com a 1* multiplicada por um

numero conveniente.

e Passo3

Deixamos de lado a 1* equagdo e aplicamos o 1° e 0 2° passos nas equagdes restantes.

e Passo4

Deixamos de lado a 1* a 2% equagdes e aplicamos o 1° e o 2° passos nas equagdes

restantes, ¢ assim por diante, até o sistema ficar escalonado.

Exemplo 4.1

Vamos utilizar o método de escalonamento para encontrar o conjunto solu¢do do

sistema linear descrito abaixo:

r + 2y + 2=7
2r + Ty + z2= 21
—3r — 2y + 2z= -8 4.1)

Vamos utilizar o teorema 1 e 2 respectivamente, na qual multiplicamos a 1* equacao do
sistema (4.1) por (-2) e somamos o resultado desta com a 2* equacao pois devemos “zerar” o
1° coeficiente da 2* equagdo. Para tornar mais visivel essas operagdes no sistema iremos

adotar uma nomenclatura na qual chamaremos as linhas do sistema de L1’ L2 e L3 ,ou seja,

linha 1, linha 2 e linha 3 respectivamente como sera visto a seguir:

6 Os passos 1, 2, 3 e 4 foram retirados do livro fundamentos de matematica elementar de Gelson Iezzi e Samuel
Hazzan.
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r + 2y + 2=7T Ly = Li-(-2) + Ly r + 2y + 2=7
2r + Ty + z= 21 — Jy — z= 7
—3r — 2y + 2z = -8 —3r — 2y + 2z=—8

Vamos utilizar esse mesmo recurso na linha L 50U seja, multiplicamos a linha L L do

sistema (4.1) por 3 e somamos com a linha L 3 através do teorema 2:

r + 2y + 2 =7 L;g—}L]-S-I-L;g x + 2y 4+ z=17
y — 2= 7T — 3y — z2=1T
—3r — Sy + 22= -8 Yy + 5z =13

Além das operagdes elementares previstas pelos teoremas 1 e 2 podemos ainda

permutar (trocar) as posi¢cdes de quaisquer equacgdes do sistema linear. Utilizaremos este

recurso no sistema abaixo para que o coeficiente de y seja igual a 1 (um) na 2% equagao:

.
i

r + 2y + z=17
y — 2= 7T - ;::—|—2y—|—_:,=
3y — =17
Apo6s realizado a permutagdo das equacdes, multiplicamos a linha L2 por (-3) e
somamos com a linha L3 como sera exemplificado a seguir:
r + 2y +._:7=F'j Ly = Ly-(-3) + Ly r+ 2y +z2 = 7
.f;+u-=lf y + 5z = 13
dy — 2= 1 - —16z = —32
Desta forma, ficamos com o seguinte sistema na forma escalonada:
r+ 2y +z = 7T
Yy + bz = 13 4.2)
—16z = —32

Com base no sistema (4.2) temos que:
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— 16z = —32
—32
T —16
=2
Com base no valor de z = 2, podemos substituir esse valor na 2* equacao do sistema
(4.2) da seguinte forma:
y + oz = 13

y + 10 = 13
y = 13 — 10
y = 3
Com baseno valorde y = 3 ez = 2 substituimos esses valores na 1* equacao do

sistema (4.2) da seguinte forma:

_|_
sy ]
_|_
g%
Il

-1

Desta forma, encontramos como soluc¢ao o conjunto S = {(-1, 3, 2)}.

4.2 Discussao de um sistema linear 3 x 3

Vimos no tépico 3.4 a discussdao das solucdes de um sistema linear 2 x 2. Podemos

utilizar o método de escalonamento para classificar os sistemas a partir de suas solugoes.
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4.2.1 Sistema possivel e determinado

Como ja vimos, o sistema ¢ classificado em possivel e determinado quando o mesmo
apresenta solu¢do Unica. Vamos analisar o exemplo a seguir utilizando o método de
escalonamento para classificar o sistema a seguir.

Exemplo 4.2

3z — 9y + z=
—r +4y — 2= 1l
2r — Ty + 32=-13 (4.3)
Vamos multiplicar a 2* equacao do sistema (4.3) por (-1) e permutar entre si as duas

primeiras equacdes de forma que o coeficiente de x na 1* equacao fique unitario e facilite o
processo de escalonamento:

r

3z — 9y + z=-29 Ly — La-(—1)
¢ —x +4y — z= 10
2z — Ty + 32=-13
(2 — 4y + 2= —10
{3z — 9y + 2=-29 (L, com L, foram permutadas)
2z — Ty + 32=-13

(4.4)
Vamos multiplicar a 1* equagdo do sistema (4.4) por (-3) e somar com a 2 equagao:

r — 4y + z= —-10
Jr — Oy +
Vo

= —90 Lo — Li-(-3) + Lo
— Ty + 3z2=-13

r — 4y + z=-10
3y — 2z =
— 7y + 3z2=-1

Doy

(4.5)
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Vamos multiplicar a 1* equacao do sistema (4.5) por (-2) e somar com a 3% equacao:

r — 4y + z2=-10

gf_JI' — E;‘;:

: : (=2 :
2r — Ty + 32=-1 Ly — L1-(—2) + Lj

r — 4y + z2=-10
3y — 2z="
y + 2= 7

(4.6)

Podemos permutar a linha L,comal, de forma que o coeficiente de y seja igual a 1

(um) e facilite o processo de escalonamento:

r — 4y + z2=—-10
y + 2= T
3y — 2==1 4.7)
Vamos multiplicar a linha L , por (-3) do sistema (4.7) e somarmos com a L 3 do
sistema da seguinte forma:
r — 4y + z=-10
y +z2=7
—hz = =20 (48)
Com base no sistema (4.8) temos:
— 5z = —20
. —20
S
z = 4

Substituindo o valor de z = 4 na 2* equacao do sistema (4.8) temos:
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y + z =T
y +4 =T
y =7 —4
y = 3

De posse do valor de y = 3 podemos encontrar o valor de x substituindo os valores de

y e zna 1* equagdo do sistema (4.8) da seguinte forma:

r — 4y + z = —10
r — 4-3 + 4 = 10
r — 12 + 4 = —10
r — 8 = —1i

r = —10 + 8

p — —2

Desta forma, temos que o sistema (4.3) apresenta como solucdo: S = {(-2, 3, 4)}.
4.2.2 Sistema possivel e indeterminado

Como vimos, o sistema ¢ classificado como possivel e indeterminado quando o mesmo
apresenta infinitas solu¢des. Vamos analisar o exemplo abaixo e utilizaremos o método de

escalonamento para resolver o mesmo.

Exemplo 4.3

3z — oy + 8z = —28 (4.9)
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Vamos multiplicar a 1* equacdo do sistema (4.9) por (-2) e somar com a 2* equacao,

temos:

Lg —* L] : I':—Ej - L'}

2 ¥y — 2 =9
ar — -"_’llij + Bz =-29 (4‘10)

o r — 2y + 3z=-11
Ly — Ly (=3) + Lj

y — 2 = 9
y — 2 =295 (4.11)
Multiplicando a 2* equagao por (-1) e somando com a 3* equagao, temos:
. p 9 a4 - > — 1
Ly — Ly-(—1) + L v o= 2y + se=—l
Yy — 2 = 93
0z = 0 (4.12)
Podemos notar na expressao (4.12) que se 0z = 0, a incognita pode assumir qualquer
valor real. Desta forma podemos fazer z = a, com a € R. Vamos substituir o valor de z na 2*
equacao do sistema (4.12) para encontrar o valor de y da seguinte forma:
y + oo = 11
y = 11 — Ha (4.13)

Podemos encontrar o valor de x substituindo os valores de y e z na 1* equagdo do

sistema (4.12) da seguinte forma:

r + 2-(11 — 5a) — a = —10
r + 22 — lae — ¢ = =10
r = —11 — 22 + 1le

r = —33 + 1la
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Desta forma, podemos expressar a solu¢do do sistema (4.9) da seguinte forma

apresentada abaixo:

S ={(-33 + 11a), (11 — 5a), o} comaeRr
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4.2.3 Sistema impossivel

Como ja vimos, o sistema ¢ classificado como impossivel quando o mesmo nao

apresenta solu¢des. Vamos analisar o exemplo com a utilizagdo do método de escalonamento
para classificar o sistema a seguir.

Exemplo 4.4

r + 2y — z= —10
3z + Ty +22=-19
r + 12y + 95z =-121

(4.14)

Vamos multiplicar a 1* equag¢do do sistema (4.14) por (-3) e somarmos com a 2%
equagao do mesmo sistema, temos:

o r + 2y — z= —10
Ly — Li-(-3) + Ly y + 5z = 11
r + 12y + 95z =-121

(4.15)

Multiplicando a 1? equacao do sistema (4.15) por (-5) e somando com a 3* equagdo do
mesmo sistema, temos:

o r + 2y —z=-10
Ly — Ly (=5) + L3 y + 5z = 11
2y +10z =29

(4.16)

Multiplicando a 2% equagdo do sistema (4.16) por (-2) e somamos com a 3* equagdo do
mesmo sistema, obtemos:

r + 2y —z=-—-10
L;; — Lg' I:—Ej a L;; ¥y + 2z = 11

=
L]
Il
=1

(4.17)

Podemos observar que a 3% equagao do sistema (4.17) ndo existe valor real para z.
Desta forma, dizemos que S = @.



4.3 REGRA DE CRAMER’

Neste topico iremos analisar outro método de resolucao de sistemas de equagoes 3 x 3.

Segundo Elon e Morgado (2005), a regra de Cramer ¢ um dos métodos mais tradicionais na

resolugdo de sistemas lineares. A mesma apresenta o valor das incégnitas como o quociente

de dois determinantes.

Vamos comecar analisando um sistema de equagdes genérico apresentado logo abaixo

e sua representacao na forma matricial.

@111 + @122 + A13T3 F oeeenennn. + apprn = b
a1 T + ar? + a3y + o oeeeeen... + amrn = bo
1] p 22 ApITF T ceveenenn Bnnn = by

111 @212 Q1% ... 1 T g
az1 a2 A3 ... Az x2 | | o
pl Ap2 Qpd ... Ay Mgy b
ou AX = B (4.18)
em que:
a1l @12 Al .. 1n
az ax» a3y ... as , o
A = " Matriz dos coeficientes
Ipl  Op2 g o T

7 Neste topico foram utilizados algumas defini¢des e exemplos contidos no livro Algebra Linear de José Luiz

Boldrini, Sueli L. Rodrigues, Vera Lucia Figueiredo e Henry G. Wetzler.
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Matriz das incognitas

Matriz dos termos independentes

Como vimos nos exemplos acima, podemos representar um sistema de equagdes na

forma de uma equagdo matricial (4.18).

Se admitirmos que o detA # 0 entdo a matriz A (matriz dos coeficientes) admite

uma inversa A (Boldrini, 1980, p.76)

Desta forma, podemos manipular a equagao (4.18) da seguinte forma:

A-X =58

X =A1.B (4.19)

r ] a1z alg ... e fn
£ - az1  ar  asy ... a2 b
T 1 Op2  Opg e i by, (4.20)

Sabemos que de acordo com o teorema 3.5.5 previsto em (Boldrini, 1986, p.76) temos que:
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| x
Al = - (adjA)
deta 9

Utilizando o teorema 3.5.5 na equacao (4.20) temos:

T An Axn Az .. An by
z2 | _ 1 | A Axm Ap ... Anz | | b2
odetA e,

Uy ﬂ"lJ:l ﬂ"l?n ﬂ"liiin ----- ﬂllml hn

Podemos concluir que:

. I?JJ 'ﬂ'ﬁj] T hg'ﬂ-zj an s hn 'ﬂ"lnl
r =

det A (4.21)
A partir da expressao (4.21), podemos ver que o numerador ¢ igual ao determinante da

matriz A substituindo a 1? coluna da matriz A pela matriz dos termos independentes, ou seja:

‘b1 a2 aig ... ain |

‘b2 amx az ... |

| = b Ay + e Ay + + by - Agy
'hn 2 Opd oo Ty

Desta forma, podemos encontrar o valor de variavel X, como o quociente de dois

determinantes, ou seja:

‘b1 a12 a1y ...... ain |
| b2 az az ... a2y,
'hn 2 g oeeen (i
o by [—
L 75 TR K TP g |
| 21 g2 023 ... (o |
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E assim, podemos generalizar a regra de Cramer para um sistema linear com n

equacdes da seguinte forma:

L'n

det.A

det A, det A, det A
_— 'Ef-} _= e eaaaa e ;Ef” _=

detA = ° det A
Com detA # 0

a1

Através de regra de Cramer, vamos resolver o sistema de equagdes proposto a seguir:

Exemplo 4.5
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Vamos comegar calculando o determinante associado a matriz dos coeficientes:

11 1
detA = |2 -3 -2 = 24
3 4 -1

Em seguida, calculamos o determinante associado a matriz Ax na qual ¢ obtida

substituindo na matriz dos coeficientes, a coluna dos coeficientes que acompanham a variavel

x pela matriz dos termos independentes, ou seja:

71 1
detA, = |4 —3 —2| = 96
1 4 —1f

Em seguida, calculamos o determinante associado a matriz Ay na qual ¢ obtida

substituindo na matriz dos coeficientes, a coluna dos coeficientes que acompanham a variavel

v pela matriz dos termos independentes, ou seja:

17 1
detA, = |2 4 —2| = —48
3 —1 —1|

Calculamos o determinante associado a matriz AZ na qual é obtida substituindo na

matriz dos coeficientes, a coluna dos coeficientes que acompanham a variavel z pela matriz

dos termos independentes, ou seja:

1 1 7
detA, = |2 —3 4 = 120
3 —4 —1|

Por fim, calculamos os valores das variaveis da seguinte forma:



96
r = — = 4

24

—48
gj:')_l:—z
h_l?(]_r
v—ﬁ—'."

Portanto, a solu¢do do sistema é S = {(4, — 2, 5)}

49
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados os conceitos fundamentais sobre matrizes,
determinantes e o foco principal deste trabalho; sistemas lineares. Foram trabalhados além dos
conceitos vistos no ensino médio, um enfoque um pouco mais aprofundado tendo a
preocupagdo em demonstrar algumas técnicas que sdo utilizadas na resolucdo de sistemas
lineares. Desta forma, podemos ver como a matemadatica ¢ bonita € como a mesma ¢
apresentada de forma superficial no ensino médio.

Além dos assuntos tedricos que sdo trabalhados na educagdo bdasica, os sistemas
lineares possibilitam aplicagdes em situagdes praticas e em outras areas como a fisica,
possibilitando o interesse de alunos e professores no estudo mais aprofundado do assunto.

Por fim, devemos citar que durante a elaboragdao deste trabalho, ficou claro que o
estudo das matrizes, determinantes e sistemas lineares ¢ bastante amplo e cheio de detalhes
tanto em relacdo as demonstracdes de teoremas e outros tipos de abordagens como por
exemplo; a abordagem computacional. Enfim, o estudo muito mais aprofundado dos sistemas
lineares daria sem problemas o pontapé inicial para a elaboragdo de trabalhos futuros nessa

area.
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