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RESUMO

Este estudo aborda as fragdes continuas simples, revisando o contexto historico,
a contribuigdo de diversos matematicos, retoma conceitos basicos dos conjuntos
numericos, a relagdo com o algoritmo de Euclides, a interpretacdo geométrica e a
expansao por fracdo continua dos racionais e irracionais. A partir desses
conhecimentos basicos sdao demonstradas propriedades dos convergentes e seus
aspectos de obtencido de sequéncias de aproximagdes dos numeros racionais para
numeros irracionais. Pretende-se, assim, melhor compreender a construcdo dos
numeros reais e apresentar um pouco de aplicagbes como as Equagdes Diofantinas e

Equacéo de Pell.

Palavras-chaves: Teoria dos Numeros, Fragdes Continuas, Convergentes, Aproximagdes Diofantinas.



ABSTRACT

This study explores simple continued fractions, going over the historical context,
the contribution of many mathematicians, recovers basic concepts of numerical sets,
the relation with Euclidean algorithm, geometrical interpretation, and rational and
irrational numbers expansion by continued fraction. From this basic knowledge, the
properties of converging numbers are demonstrated as well as aspects for obtaining
approximation sequences from rational numbers to irrational numbers. This way, it is
intended to better understand the real numbers construction and show some

applications, as Diophantine Equations and Pell’'s Equation.

Keywords: Number theory, Continued Fractions, Convergent number, Diophantine approximation
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Introducgao

A matematica quase sempre nos parece uma colecao de areas isoladas, cada
uma com suas peculiaridades: algebra, analise, geometria, trigonometria,
combinatoria, probabilidade. E tende a ser ensinada dessa forma, unicamente com o
objetivo de situar cada topico separadamente em uma area especifica bem definida,
de forma a ajudar o aluno a organizar o material individualmente. Essa é, portanto,
uma primeira aproximacao razoavel para a estruturagdo da matematica, sobretudo
aquela que foi estabelecida ha muito tempo.

As Fragdes Continuas estdo inserida numa grande area da matematica, a teoria
dos numeros, que estuda as propriedades dos numeros inteiros, e pode até parecer
elementar, mas na verdade € uma das areas mais dificeis da matematica, que esta
em constante mudanca e trazendo questdes que nos fazem refletir como esses
conhecimentos podem ser inseridos no contexto educacional, inclusive.

Nosso objetivo, nesta monografia, € apresentar conhecimentos introdutorios sobre
fragbes continuas, mas especificamente, contextualizar os fatos histéricos, em cujas bases
tedricas esses estudos foram construidos a partir das primeiras décadas do século
XVII e contou com a contribui¢do de diversos matematicos, dentre alguns, John Wallis
(1616 - 1703) que foi o primeiro a utilizar o termo fragbes continuas em seu livro
“Opera Mathematica”, de 1695. Retomar alguns conceitos basicos dos conjuntos
numéricos e mostrar o algoritmo de Euclides como ferramenta para o calculo do
maximo divisor comum, mdc. A partir desses conhecimentos, utilizar a teoria das
fracdes continuas simples na obtencao de boas aproximag¢des dos numeros racionais
para 0s numeros irracionais. E por fim, mostrar aplicagdes de aproximacgdes
diofantinas e a equacao de Pell.

A teoria das fragdes continuas simples, quando aplicada a numeros racionais,
fornece expansodes finitas em decorréncia da sua relagdo com o algoritmo de Euclides.
Desse tipo de expansdo, por exemplo, vem as informagdes necessarias para
definirmos fragbes continuas e deduzirmos um método para solucionar equacdes
diofantinas lineares com duas incégnitas.

No item cinco, apresentamos representagdes por fracbes continuas dos

numeros racionais e irracionais e , assim como algumas propriedades fundamentais
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dos convergentes que nos permitem quantificar o erro e comprovar que as melhores
aproximacdes racionais para numeros irracionais vém das fragées continuas simples.

Este estudo esta fundamentado em seis tdpicos: no primeiro item contextualiza-
se a parte historica das fragdes continuas, tais como, origem, precursores e
apresentacdes de algumas expansdes em fragdes continuas.

No segundo item mostra-se, de forma introdutoria e conceitual, a construgéo
dos conjuntos numéricos, suas principais propriedades e algumas diferencas entre
numeros transcendentes e algébricos.

No terceiro item, apresentamos o algoritmo de Euclides como ferramenta para
se encontrar o maximo divisor comum entre dois numeros inteiros diferente de zero.

No quarto e quinto itens, abordamos as fragdes continuas com destaque a
obtencao de aproximacdes de numeros irracionais por racionais. Ressalte-se que por
se tratar de uma vasta area em Teoria dos Numeros nos limitamos a defini¢oes,
notagdes, interpretacdo geométrica, expansdes e demonstragdes de algumas
propriedades dos convergentes, de forma a compreender as aproximagdes
sucessivas.

No sexto item, de forma simples e introdutéria, fornecemos algumas aplicagdes
das fragcbes continuas, em especial as equagdes diofantinas lineares com duas

incégnitas e equagao de Pell.
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Item 1

Contexto Historico

Ao longo da histéria da matematica ha estudos que sinalizam a existéncia de
alguns vestigios de fragdes continuas nas escritas das antigas civilizagdes grega e
arabe, apesar de ndo se poder precisar o periodo exato do surgimentos desses
estudos.

Por volta 306 a.C., o matematico Euclides de Alexandria (325 a.C.-265 a.C.)
apresentou em sua obra, intitulada “Os Elementos”, um algoritmo denominado
algoritmo da divisdo de Euclides que ja trazia o calculo do maximo divisor comum,
mdc, que teve muita influéncia no estudo das fragdes continuas. Com a formulagéo
desse algoritmo existem possibilidades de que as civilizagbes o tivessem utilizado
para o calculo do maximo divisor comum entre dois numeros inteiros positivos e no
conceito das fragdes continuas, provavelmente, ndo da forma que se utiliza nos dias
atuais como aplicagdo na expansdo dos numeros racionais. Portanto, ndo ha
evidéncias de que o desenvolvimento da teoria tenha sido concreta.

Ha que registrar que a medida que os matematicos estudavam as aproximagdes
de numeros reais por numeros racionais surgiam as representagoes das fragdes
continuas para um numero real arbitrario. Somente mais adiante, com o avango da
matematica pura, tais representacdes foram observadas como as melhores
aproximacodes que poderiam ser obtidas.

Um pouco mais adiante, ha registros de um método resolutivo para se encontrar
solucdes inteiras de equacdes Diofantinas, a partir de um desenvolvimento que
assemelha-se ao método utilizado para se encontrar a fragdo continua de um namero.
Esse método usado por Ariabata s6 foi generalizado mais tarde, no sec. Xll, pelo
matemaatico, também Hindu, Bhascara |l.

Ariabata, em 499 d.C., criou a obra “Aryabhatiya” que apresenta regras de
calculo para astronomia, conceitos matematicos e varios outros problemas. Ensina a
elevar ao quadrado e ao cubo, a extrair raizes quadradas e cubicas e deu uma
indicagdo muito proxima pra o numero 1. Foi considerado o primeiro astrbnomo a
tentar medir a circunferéncia da terra desde Eratostenes (200 a.C.), calculando a

circunferéncia do planeta em 24.835 milhas, apenas 0,2% menor que o valor real de
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24,902 milhas. Tal valor permaneceu como o mais preciso durante mais de mil anos.

Ainda sobre Ariabata, um de seus livros esta dedicado a resolver equagdes
lineares indeterminadas, cujo algoritmo descrito na resolugcéo de tais equacgdes é
denominado algoritmo ariabata.

Na Europa, século XVI, as fragdes continuas voltaram a ser temas de estudo e
o primeiro uso conhecido de fragdes continuas foi dado por Rafael Bombelli (1526 -
1572) que em 1572 deu a aproximacao de raiz quadrada de 13. Um pouco mais
adiante, em 1613, Cataldi (1548 -1626), cientista italiano considerado o descobridor
das fragcbes continuas, obteve aproximacgao para raiz quadrada de 18. Esses dois

matematicos ndo prosseguiram nos estudo.

4 18
\/ﬁ%3+—4 =—
5
6+—
6+
2
\/ﬁ%4+—2
8+—
8+=

No século XVIl, com os estudos de John Wallis (1616-1703), as fragbes
continuas passaram a ser objeto de atengao. Em seu livro “Arithmetica Infinitorium”

(1655) desenvolveu e apresentou a identidade conhecida como Produto de Wallis:

4_ 3X3X5X5X7X7X9X ...
T 2X4X4X6X6X8X8X..

Outro matematico que contribuiu para esses estudos, cujas realizagdes incluem
trabalhos sobre fragbes continuas e logaritmos através de calculo por séries
infinitas, foi o inglés Willian Brouncker (1620 -1684) que em 1655 forneceu uma

expansao na forma de fragdo continua do numero 4/m.

4 12
—=1+
T

2
2+ 3

52
2+—72

2+
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Em um artigo, o matematico e astrobnomo holandés Christian Huygens
(1629-1695) foi o primeiro a mostrar uma aplicagdo pratica para as fragdes
continuas, utilizando os convergentes para encontrar as melhores aproximacodes
racionais que permitiram escolher as engrenagens com o numero correto de
dentes.

Obviamente, com auxilio das contribuicbes de grandes matematicos, coube a
Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) desenvolver a teoria moderna das fragdes
continuas. Euler foi um importante matematico e cientista suico, considerado um dos
maiores estudiosos da matematica em sua época. Nasceu na Basileia, Suica, no dia
15 de abril de 1707 e faleceu em S&o Petersburgo, Russia, no dia 18 de setembro de
1783.

Uma de suas maiores realizacbes foi o desenvolvimento do método dos
algoritmos com o qual conseguiu, por exemplo, fazer a previsao das fases da lua, com
a finalidade de obter informagdes para a elaboragao de tabelas para ajudar o sistema
de navegacgao.

Ainda sobre esse grande matematico, ele escreveu o primeiro texto abrangente
em que explicava as propriedades de fragdes continuas. Demonstrou que os racionais
sao escritos como fragbes continuas finitas e provou que a representacao dos
irracionais é na forma de frag&do continua infinita. Uma constante matematica estudada

nesse contexto &€ o nimero e. E interessante saber que o nimero e, definido por e =

n
lim (1 + %) , Cujo o valor aproximado é 2, 718181..., pode ser expresso na forma de

n—-oo

fracao continua, conforme abaixo:

=[2;1,2,21,1,41,16,1,1,81,1, ...]

1+—
T
1+———

1

mostrando que e e e? sao numeros irracionais. O trabalho de Euler sobre o niimero e

foi generalizado em 1766 por Lambert que mostrou que
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ez—l_ 1
e?2+1 2 1
xTe, 1
X m_l_ 1
X 14

A primeira prova rigorosa de que o valor de 1 (relagao entre o perimetro de um
circulo e seu diametro) € um numero irracional, o que significa que nao pode ser
expresso como o quociente entre dois numeros inteiros, foi fornecida pelo matematico,
astrondémo, fisico e filésofo Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777).

Em 1764, Lambert foi para Berlim e depois de quatro anos publicou a obra que
comprova o fato de que m € um numero irracional, fornecendo assim, por fragdes
continuas, a primeira demonstragao de que o numero 17 € irracional, através da relacao

a sequir:

tan(x) = I

x73
X

=

B 1

KU

K1

Essa expressao foi utilizada para concluir que se x € um numero racional nio-
nulo, entao tan(x) nao pode ser um numero racional. Sendo assim, como tan(m/4) =
1, entdo 1 ndo pode ser racional, logo € irracional.

Outro grande matematico, orientando de Euler, que muito contibuiu para a teoria
das fracdes continuas, foi Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813). E considerado um
matematico francés, mas na realidade ele nasceu em Turim, ltalia, e foi batizado com
o nome Giuseppe Lodovico Lagrangia.

Lagrange demonstrou em 1770 que as raizes irracionais de equacgodes
quadraticas com coeficientes inteiros tem expansao na forma de fracdo contiinua
periddica e que se um numero € expresso por uma fragao continua perddica, entdo €
solugao de uma equacgao do segundo grau com coeficientes inteiros. A partir de entao,
esses numeros passaram a ser chamados de irracionais quadraticos. Dessa forma,
as fragdes continuas permitiram caracterizar melhor esses numeros € mostrou que
eles constituem um conjunto bem definido dentro do universo dos numeros irracionais.

Ha registro de outros génios da matematica que se ocuparam desse tema, seja
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desenvolvendo ou aplicando esses estudos em suas pesquisas, a saber, Evariste
Galois (1811 - 1832), matematico francés, que em abril de 1829, no seu primeiro
texto publicado, “Demonstration dun theoreme sur les fractions continues
periodiques”, encontra uma condigdo necessaria e suficiente para que uma fracao
contiinua seja imediatamente periddica. Joseph Liouville (1809 - 1882), matematico
francés, que através do uso de fragdes continuas deu os primeiros exemplos de
numeros transcendentes. Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918),
matematico nascido na Russia, que demonstrou que os pontos de um seguimento de
reta podem ser colocados em bijecdo do interior de um quadrado com a ajuda de
fragcOes continuas. Brezinski, Jacobi, Perron , Hermite , Cauchy , Stieltijes, Felix Klein,

também deram notaveis contribuicoes.
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Item 2

Conjuntos Numéricos

Ha registro de que o numero surgiu ha mais de 30.000 anos, quando os seres
humanos sentiram a necessidade de contar aquilo que cagcavam, pescavam ou
desenhavam nas paredes animais como forma de indicar suas quantidades. Com o
passar do tempo as pessoas passaram a viver em grupos maiores o que exigiu um
um modo especifico de contar. Isso nos leva a pensar que os numeros nao foram
inventados por uma s6 pessoa, mas sim por varios povos.

Os egipcios, por volta de 3.500 a.C., criaram seu préprio sistema de contagem e
escrita, cuja base da numeragao era decimal e utilizava o principio multiplicativo para
desenvolver os numeros.

Ja no século VI, os hindus desenvolveram um sistema que foi difundido pela
Europa Ocidental, provavelmente através dos arabes, onde cada numero era um
simbolo e n&o era preciso escrever um sinal diferente para indicar cada agrupamento
de objetos, como tinham feitos os egipcios. Assim, ao modelo dos babilénios, os
algarismos ocupavam diferentes posi¢gdes de acordo com os valores que possuiam.
Esse sistema hindo-arabico sao os algarismos que utilizamos hoje.

Mais adiante, no periodo da idade média, o matematico persa Al-Khwarizmi
(c.780-c.850) utilizava essa forma de escrever numeros nos seus calculos. O nome
desse estudioso em latim era "Alcuarismi” e dai vem a palavra “algarismo” em

portugués.
21 Conjunto dos Numeros Naturais (N)

Um dos conjuntos numeéricos existente € o dos numeros naturais que, segundo
o matematico Leopold Kronecker (1823-1891), foi criado por Deus, o resto foi criado
pelo homem. Entretanto, como consta nos registros ao longo da histiria, os numeros
Naturais vieram pela primitiva e simples necessidade de organizagdo e contagem
dos povos. As demais “espécies” de numeros surgiram da necessidade de resolver
problemas do dia a dia, em diferentes épocas.

Na antiguidade, os numeros surgiram com a necessidade da contagem e para



17

iSsO usava-se pedras para efeito de comparacao, dai vem o nome calculo do latim
“Calculus” que significa pedrinha. E por volta de 3.000 a.C. nasceram os algarismos
sumeérios (os mais antigos da Histéria). Com a evolugao, os algarismos passaram por

modificagdes, até chegar nos que usamos hoje em dia.

2.1.1 Axiomas de Peano

No inicio do século XX, o matematico Italiano Giuseppe Peano fez a
caracterizagdo do conjunto dos naturais de forma axiomatica, tomando como
base seus quatro axiomas, conhecidos como Axiomas de Peano.

Faremos a constru¢do do conjunto naturais considerando o zero, pois
sabemos que a inclusdao desse numero no sistema de numeracdao € uma
questdo de convencao. Aguns matematicos, por razdes histérica, ndo o
consideram como tal, uma vez que esse foi criado apos os outros naturais.

Definiremos, também, as operagdes de adicao, multiplicacado, a relacao de
ordem e algumas propriedades.

Em N temos que a principal ideia é a de sucessor e que sucessor € aquele
que aparece logo apos. Esses axiomas s&o as regras basicas para construgdo

de N. Usaremos a notacao A; A, A;, A, conforme a seguir:

A; -Todo numero natural tem um uUnico sucessor.

A, - Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes.

A5 - Existe um unico numero natural, chamado de “zero” e representado pelo
simbolo 0, que nio é successor de nenhum outro.

A, - Seja X um conjunto de numeros naturais (isto XS N). Se 0 €X e se
além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertencer a X, entao

temos X = N.

Tudo o0 que se sabe sobre numeros naturais tem como base os Axiomas de
Peano que consistem em um processo chamado sistema de numeracao decimal que
se utiliza dos dez simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e permite representar qualquer
numero natural.

Os simbolos que compdem esse sistema de numeracdo decimal seguem a
convencao de que aquele que nao é sucessor de nenhum outro chama-se “zero”, seu

sucessor representado pelo simbolo 1 chama-se “um”, o successor representado pelo
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simbolo 2 chama-se “dois”, o sucessor do dois representado pelo simbolo 3 chama-
se “trés” e assim sucessivamente.

Dessa forma, temos que o conjunto dos numeros naturais é representado por:
N ={0,1,2, 3, 4,5, 6,8, 9,10...}. E para quaisquer naturais a, b e ¢ temos a

seguinte tabela 2.1 de propriedades dos numeros naturais:

ADICAO MULTIPLICACAO
Fechamento ou Fecho (a+b)EN (a-b) EN
Associatividade a+b+c)=(@+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
Comutatividade a+b=b+a ab=b-a
Existéncia de Elemento neutron a+0=a a-1l=a
Distributividade a-(b+c)=a-b+a-c
Nenhum divisor de zero arb=0=(a=00ub=0)

Tabela 2.1 - propriedades dos numeros naturais

2.2 Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)

Por milénios os matematicos néo utilizavam o zero nos sistemas numéricos,
nem tinham representagdo para os numeros negativos, assim como usamos hoje.
Com a incorporagéo do zero permitiu que se prolongasse os numeros naturais, por
exemplo, aos numeros relativos, pela incorporacdo a esses de seus “simétricos”
em relacédo ao zero.

Nao obstante os numeros inteiros ndo terem sido os primeiros numeros a
surgirem dos naturais, sim as fragdes positivas que vieram antes, na China, bem
antes do século Il a.C., e mais tarde na india, em torno do século VI d.C., esses
numeros surgiram de maneira informal, em decorréncia de questdes praticas.

Em 1484 o matematico Francés Nicolas Chuquet utilizouo zero e também
0S numeros negativos em seus estudos. Ja em 1489 o matematico alemao
Johann Widmannde Eger introduziu os sinais + e - em substituicdo as letras “p”
inicial de piu (mais) e de “m” inicial de minus (menos).

Um pouco mais adiante, em 1582, o matematico Belga Simon Stevin (1548
d.C.-1620 d.C.) elaborou um sistema de notacdo unificando o dominio de
aplicagao das regras aritméticas, que € uma aproximagao das regras que hoje
sao aplicadas aos numeros inteiros.

Esse conjunto infinito abrange os elementos dos numeros naturais e seus

opostos, ou seja, 0s numeros que sao positivos e negativos. Assim, pode se deduzir
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que N é um subconjunto de Z (N c Z). E o conjunto dos numeros inteiros é

representado por:

Z={.,-4,-3-2-1,0123 4, .1}

O conjunto Z dos inteiros movidos das operagdes de edigao e multiplicagao
possui as propriedades fundamentais, onde a, b, ¢ sdo inteiros quaisquer, isto €,
elementos de Z. E as notagdes dos subconjuntos do conjunto dos numeros inteiros

sao representads conforme a seguir:

7"=7-{0}={x€eZlx# 0} ={..,—3,—-2,—1,1,2,3, ...} (Conjunto inteiros ndo nulos)
Z, ={x€Zlx >0} ={0,1,2,3,...} (Conjunto dos inteiros ndo negativos)
77 ={x€Z|x> 0} ={1,2,3,...} (Conjunto dos inteiros ndo negativos, excluido o zero)
Z_={x€eZlx<0}={..,—3,—2,—1,0} (Conjunto inteiros ndo positivos)

7 ={x€Z|x < 0} ={...,—3,—2,—1} (Conjunto inteiros nao positivos, excluido o zero)

As propriedades indicadas a seguir, para as operagdes de adi¢do e multiplicagdo

de numeros inteiros, serdo assumidas como validas.

Dadosa,b,ceZ,em (Z, 0, 1, +, <) valem as seguintes propriedades:

1. Fechamento:a+beZeabeZ

2. Comutatividade:a+b=b+aeab=ba

3 Associatividade: a + (b + c) = (a + b) + c e a.(bc) = (ab)c

4. Elemento neutro da adi¢ao (zero): existe 0 € Z tal quea+0=0+a=a
5. Elemento neutro da multiplicacao (um): existe 1 €e Ztalque 1.a=a.1=a
6. Distributividade: a.(b + ¢c) =ab + ac

7. Multiplicacao por zero: 0a =0

8. Inverso aditivo (oposto): Para cada a € Z, existe —a€ Ztalquea + (-a) =0
9. Integridade: Seab=0,entdioa=00ub=0

10. Regrado sinal: (—a)b = a(-b) = -(ab) e (-a)(-b) = ab
11.  Tricotomia: Dados os inteiros a e b, entdo a<b ou a=boub<a
12.  Desigualdades:

(i) a<bea+c<b+c

(i) SeO<c,enttaoa<b e ac<bc

(iii) Sec<0,enttaoa<b & ac>bc
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13. Cancelamento:
(i) atc=b+cea=b

(i) Sea#0,entdoab=aceb=c

2.3 Conjunto dos Numeros Racionais (Q)

Vem do latim “fractus”, que significa partido, quebrado, a palavra fragao.
Assim pode-se dizer que fragao € a representagao das partes iguais de um todo.

No Egito, por volta de 3.000 a.C., se utilizava 1/n para representar fragoes,
de modo que todas as demais fracdes tinham que ser expressas como somas
de fragdes de numerador 1 e denominadores diferentes. As excegdes a essa regra
eram as fragdes 3/4 e 2/3, sendo que e s s a ultima era contemplada como fragao
geral e utilizada como base para diversas operagdes matematicas.

Ja os babildnios usavam em geral fragdes com denominador 60. E provavel
que o uso do numero 60 se deva ao fato de que esse numero, por ser menor
do que 100, e tenha maior quantidade de divisores inteiros. Por sua vez, os
romanos usavam constantemente fragcdes com denominador 12, provavelmente,
por ser um que embora pequeno, possui um numero expressivo de divisores
inteiros.

Com o decorrer dos tempos, muitas notagdes foram usadas para representar
fracbes. E vem dos Hindus, a forma de escrever fragdes usando um num ero
sobre outro: era colocado um numero sobre outro sem o trago, com o tamanho
da parte abaixo e o numero de vezes que essa parte devia ser contada em
cima. Esse costume se espalhou pela Europa mais tarde.

O conjunto dos numeros racionais € representado por Q e reune todos os

numeros que podem ser escritos na forma p/q, sendo p e g numeros inteiros e g#0.

Q={p/q |p.q€EZeq* 0}

Importante ressaltar que as dizimas periddicas sdo numeros racionais. Elas sao
numeros decimais que se repetem apds a virgula, por exemplo: 1, 4444444444 ... que
apesar de possuir infinitas casas decimais, pode ser escrito como a fragédo 13/9.
Assim, todo numero que pode ser escrito como a razao entre dois num eros

inteiros, com o denominador diferente de zero, € chamado de numero racional.
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Em particular, os numeros naturais e inteiros sao racionais, pois podem
ser representados como quocientes deles mesmos por 1. Sendo assim, podemos
afirmar que os conjuntos dos numeros naturais e inteiros podem ser vistos como
subconjuntos do conjunto dos numeros racionais. Além dos naturais e dos
inteiros, as fragdes, os decimais finitos e os decimais infinitos peridédicos sao
numeros racionais.

Utilizamos as seguintes notagbes para representar os subconjuntos do
Conjuntos dos Numeros Racionais.

Q* = Q — {0} (Conjunto dos Racionais nio nulos)
Q. = (Conjunto dos Racionais ndo negativos)
Q% = (Conjunto dos Racionais ndo negativos, excluido o zero)

Q_ = (Conjunto dos Racionais nio positivos)

Q- = (Conjunto dos Racionais néo positivos, excluido o zero)

As propriedades indicadas na tabela 2.2 a seguir, para as operagdes de adigao

e multiplicacdo, para quaisquer racionais a/b,c/d, e/f, serdo assumidas como

validas.
ADICAO MULTIPLICACAO
Fechamento ou Fecho a ¢ a.c
Graee Gaee
Associatividade a (E E) (2. 5.8 e, (E.E) —(*.5.¢
b \at7y (b+d)+f p a7 G d)f
Comutatividade e, c.e ac_c¢a
b d d b bd db
Existéncia de Elemento 4024 .28
neutron b b b b
Existéncia de inverso a' a a v . 5 b ab_ L
(simétrico) Vi3 €llyty=0 p €A g T
Distributividade a (5 E) _ac,2¢
b \d f bd b f

Tabela 2.2 — propriedades niameros Racionais

24 Conjunto dos Numeros Irracionais (I)

O conjunto dos numeros irracionais reune os numeros decimais infinitos e néo

periddicos. Portanto, esses numeros ndo podem ser representados por fragcdes
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irredutiveis.

Acreditava-se que todo numero poderia ser escrito como a razao entre
dois inteiros. Isso comecou a ser extinto na Grécia Antiga, entre a sociedade
pitagdrica. Para eles foram duas sensagbdes bem opostas, algo surpreendente
e intrigante: primeiro o fato de que a medida do comprimento da diagonal de
um quadrado de lado unitario ndo poderia ser expressa como um num ero
racional e segundo o fracasso na busca de encontrar uma fragdo que multiplicada
poe ela mesma resultasse em 2. Isso abalou os alicerces da filosofia pitagérica
que para tudo dependia dos numeros inteiros.

Prosseguindo nessa contemporizagéo, a descoberta da irracionalidade de v2
provocou tamanha consternagcdo entre os pitagoricos que, por algum tempo,
se manteve a questdo em segredo. Alguns historiadores acreditam que o
pitagorico Hipaso foi expulso da sociedade por revelar o segredo e teria sido
langado ao mar.

Nos dias atuais os numeros Irracionais definidos como numeros que nao
podem ser expressos como a razao entre dois inteiros sdo bem aceitos. Nessa
definicdo, os numeros racionais parecem ilhas de ordem numa imensiddo de
desordem representado pelos irracionais, uma vez que ha infinitos racionais, porém
os irracionais sdo bem mais numerosos, no sentido de que os racionais sao
contaveis e os irracionais nao. Além disso, enquanto 0os numeros racionais tem
um padrdo como as dizimas periddicas, os irracionais sdo desprovidos de padrao.
Os numeros irracionais formam espacgos entre os padroes.

Portanto, um numero irracional € um numero real que ndo pode ser obtido
pela divisdo de dois numeros inteiros, ou seja, sao numeros reais mas nao
racionais.

Como exemplo, podemos representar 2/7 = 0,28571428571 ... logo (2/7) €

Q, e pode ser escrito na forma p/q 0 que ndo ocorre com
e V2=1,41421356237 ...
« /3=1,732050807568....
e /5=2,2360679774999 ...
e 7 =2,645751311064...

que ndo podem ser escritos como quocientes de inteiros, logo sao irracionais.
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2.5 Conjunto dos Numeros Reais (R)

O conjunto dos numeros reais é representado por R. Esse conjunto é formado
pelos numeros racionais (Q) e irracionais (). Assim, temos que R = Q U 1. Além disso,
N, Z, Q e | sdo subconjuntos de R.

Utilizamos as seguintes notagbes para representar os subconjuntos do

Conjuntos dos Numeros Reais.

R'= {x € R | x # 0}: conjunto dos nimeros reais ndo-nulos.
R+={x € R| x 2 0}: conjunto dos numeros reais ndo-negativos.
R+ = {x € R | x > 0}: conjunto dos nimeros reais positivos.
R-={x € R| x £ 0}: conjunto dos numeros reais nao-positivos.

R_ ={x € R | x < 0}: conjunto dos nimeros reais negativos.

Os numeros reais sao resultado de medi¢gdes de grandezas continuas. Toda
representacédo decimal infinita corresponde a um unico numero real, e vice-versa (com
a ressalva de que numeros que admitem uma representagao decimal finita admitem
duas representacoes decimais, por exemplo, 1 =0, 9999....

O matematico Georg Cantor estudou os conjuntos infinitos e perguntou se
era possivel conta-los. Ele descobriu que os conjuntos dos numeros naturais,
inteiros e racionais sdo enumeraveis (ou contaveis), pois era possivel estabelecer
uma bijecdo entre esses conjuntos e o conjunto dos numeros naturais. Poréem o
conjunto dos numeros irracionais ndao € enumeravel (incontavel).

A unido dos conjuntos dos numeros racionais e dos irracionais formam
0 conjunto dos numeros Reais, representado por R, que nao é enumeravel,
e podem ser classificados em Algébricos e Transcendentes.

Um numero é considerado algébrico se for solugdo de uma equagao polinomial
com coeficientes inteiros. Caso contrario, o numero é dito transcendente.

Deste fato podemos deduzir que todo numero racional € algébrico, pois é
solugado da equagao polinomial de coeficientes inteiros gx — p = 0. Além disso,
alguns irracionais também sao algébricos como por exemplo V2 que é solugéo
da equagédo x?-2=0.

Por outro lado, existem alguns numeros irracionais que nao sao

solugcdo de nenhuma equagéo polinomial com coefientes inteiros. E o caso do
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1T, e, numeros de Liouville. Esses sdo chamados numeros transcendentes.
O matematico francés Joseph Liouville foi o autor da primeira
demonstracdo da existéncia de numeros transcendentes estabelecendo um

critério para que um numero seja transcendente.

2.5.1 Conjuntos dos Numeros Algébricos

Um determinado numero real (ou complexo) é dito algébrico, Q , se for solugdo

de uma equacéo polinomial, ou seja se existe algum

P(x) =ap,x"+a, (x"1+---+a;x+a,=0

em que apa,,..a™ € Z, ndo todos nulos, tal que P (x) = 0= 0. Caso

contrario é transcendente.

Definigdo 2.5.1. Sendo a € R (ou a € C), dizemos que a € Q , se existe algum P
(x) € Z[x], tal que P (a) = 0.

Exemplo1. Todo numero racional é algébrico.
De fato, sendo x € Q, entdo x = p/q,comp,q € Zeq # 0. Como x é solugao de

equacdes do tipo gx — p = 0, logo x € um numero algébrico.

Exemplo 2. Nem todo numero algébrico é racional.

O numero irracional € algébrico.

De fato, supondo que 2 seja um numero racional e, como tal, podemos
escrever V2 = p/q,onde p,q€Ze(p,q)=1

Multiplicando ambos os membros por q e elevando-os ao quadrado temos:
p* = 2q*

Portanto, p? é par, pois é o dobro do niumero inteiro q2. Por outro lado, se p =
2s+1, com s € Z (p impar), ter'lamos p? =2r +1 com r = 2s(s + 1) o que € uma

contradigdo, pois p? é par. Entdo escrevendo p = 2s, teriamos

(25)2 =2¢q? & 4s? =2q%> © 25?2 = ¢
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Assim, vemos que g% tem de ser par e, pelo mesmo raciocinio usado para
p e g%, qtambém tera de ser par. Mas se p e q sdo pares, entdo sdo ambos divisiveis
por 2 e a fragédo p/q pode ainda ser simplificada, mas como (p, q) =1, temos uma
contradig&o e, portanto, /2 n&o ¢ um ndmero racional (ou seja,é irracional). Além
disso, fazendo x = V2 terilamos: :x =v2 = x2 =2 = x2 -2 =0, logov2 é solugéo

da equacao, portanto, € algébrico.

2.5.2 Numeros Transcendentes

Desde a antiguidade, o surgimento de numeros “estranhos”, por exemplo, o
namero T, intrigavam os matematicos da época que buscavam explicagbes para tais
fatos e solugdes de problemas.

O estudo dos numeros transcendentes, cujo termo foi itilizado pela primeira vez
por Leibniz, em 1682, provém de diversos problemas antigos como a classica questao
grega da quadratura do circulo, as pesquisas de Liouville e Cantor, as investigagdes
de Hermite sobre a fungao exponencial, o sétimo problema da famosa lista dos 23
problemas de Hilbert e as formas lineares em logaritmos devidas a Baker.

No século XVIII, Euler foi provavelmente a primeira pessoa a criar uma
definicdo para numeros transcendentes. E Liouville, em 1844, provou a existéncia de
numeros transcendentes e, em 1851, produziu os primeiros exemplares dos mesmos,
como por exemplo, a Constante de Liouville.

Assim, podemos dizer que um numero transcendente € um numero real ou
complexo que nao é raiz de nenhuma equacgao pollnomial com coeficientes inteiros,
ou racionais, equivalentemente. Portanto, um determinado numero real que nao seja

algébrico, sera transcendente.

Definigdo 2.5.2 Os numeros que nao sao algébricos sdo chamados transcendentes
e o conjunto destes numeros sera denotado por T. Observe que, por definigao, o

conjunto T é o complementar do conjunto Q , também denotado por T = Q¢

Exemplo: Sao transcendentes os numeros T, € (base do logaritmo neperiano), os
numeros de Liouville.
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Item 3

Algoritmo de Euclides

O algoritmo Euclidiano ou algoritmo de divisdo em Z garante a possibilidade de
uma divisdo aproximada em Z. Esse algoritmo estabelece uma “divisdo com resto” e
€ a base da aritmética tedrica. Seu nome deriva do fato de Euclides, matematico de
Alexamdria, o ter usado em seus “Elementos” (c.300 a.C.) para calcular o maximo
divisor comum, mdc, de dois numeros inteiros positivos, onde o maior dos numeros €
reduzido, a partir de sucessivas divisoes, até o resto convergir em zero .

O processo que conhecemos como algoritmo euclidiano da divisdo, assim como
0 processo para encontrar o maximo divisor comum, MDC, de dois numeros inteiros
servem de base também para resolugdo de equagdes diofantinas lineares.

O algoritmo original foi descrito apenas para numeros naturais e comprimentos
geométricos, porém a partir do século XIX foi generalizado para outras classes

numéricas, conduzindo a nogdes da Algebra Abstrata.

3.1 Algoritmo da Divisado

O objetivo € encontrar o0 mdc de dois numeros inteiros a e b, por meio de

aplicagdes sucessivas do algoritmo euclidiano, até o resto convergir em zero.

Teorema 3.1 Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um unico par de inteiros ge r

tais que
a=gb+r com O0<r<b (r=0 & bla)
(q € o quociente e r o resto da da divisédo de a por b)

Observagao: o teorema é valido para a e b inteiros, porém a desigualdade torna-se
asr<|b|

Demonstragao: Pelo teorema de Eudoxius, como b > 0, existe g satisfazendo
gb<a< (q+1)b

0 que implica 0 <a—qgb e a—qgb < b. Assim, se definirmos r = a — gb, teremos
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garantido a existéncia de q e r. Com o objetivo de mostrar a unicidade, vamos supor

a existéncia de um outro par q,, r; e verificaremos
a=qb+r; com 0<r;<b
Desta forma, substituindo a na equagéo acima vem:

gbh+r=q,b+r, > gb+r—qb—r; =0 2b(q—q,) =r; —r 0 que implica b |
(ry—r). Comor;<ber<b, temos |r; —r|<b e portanto como b | (r; —r)
devemos ter r; —r =0 o0 que implicaemr =ry, logo q;b=gb = q; =q, uma vez
queb+#0

A partir dessa demonstragcédo, podemos definir o algoritmo da divisdo conforme

a seguir.

Definigcao 3.1 Dados dois inteiros a, b com b+ 0 existe um unico par de inteiros g e r

taisquea=gb+rcom0 <r < |b|

0 teorema a seguir, apesar de apresentar um resultado elementar, sera de
grande importancia na demostragcdo do algoritmo de Euclides que demonstramos
apods esse resultado.

Teorema 3.2 Seaebsaointeirosea=qgb+rcom0<r<b (r=0 & bla), onde q

e r sdo onteiros, entado (a,b) = (b,r)

Demonstragao: da relacdo acima, a = qb + r, temos que todo divisor de b e r € um
divisor de a (os inteiros s&o relativamente primos quando (a,b) = 1). Esta mesma
relacdo, na forma a = gb + r nos diz que todo divisor de a e b € um divisor de r, logo
o conjunto de divisores comuns de a e b é igual ao conjunto de divisores comuns de

b e r, 0 que nos garante o resultado (a,b) = (b,r).
3.2 Algoritmo de Euclides
Antes da demonstracao do préximo teorema de Euclides, daremos um exemplo

do calculo do maximo divisor comum dos inteiros 542 e 234, utilizando o algoritmo da

divisao.
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Exemplo 3.1. Sejam dois inteiros a = 542 e b = 234, aplique o algoritmo da divisdo e
determine MDC(a, b).

Sabemos pelo teorema da divisdo que e se a e b séo inteiros e a=qgb +

rcom0<r<b (r=0 & b|a), onde g e r sdo inteiros, entao (a,b) = (b,r).

Logo aplicando esse teorema 3.2 em uma divisdo simples entre dois numeros
inteiros a e b, com a > b, onde a é o dividendo, b o divisor, g o quociente e r o resto,

temos:

542 =q.234 +r

Entao dividimos 542 por 234. Em seguida dividimos 234 pelo resto 74. Depois

74 pelo resto 12 e assim até encontramos o resto zero.

542 = 2234+ 74
234 =3-74+12
74=6-12+2
12=6-2+0
Da ultima ultima equacgao (12, 2) = 2 e pelo teorema 3.2 € verdadeiro que 74 =
6.12+2 e portanto (74,12) = (12,2). Da equagdo 234 = 3.74+12, concluimos que
(234,74) = (74,12) e por sucessivas aplicacbes do teorema encontraremos a
sequéncia de igualdades (2,12) = (12,74) = (74,234) = (234,542), tendo assim
encontrado o mdc de 234 e 534 que € o ultimo resto ndo- nulo das igualdades acima.,
ou seja (542,234) = 2.

Teorema 3.3 Sejam r, = aer; = b inteiros ndo-negativos com b # 0. Se o algotitmo

da divisao for aplicado sucessivamente para se obter

I'n = Qn+1-Tn41 Fnez cOM 0 S Tpyp <Tpyg

paran=0,1,2,3,..,n—1er,,; = 0entdo (a,b) =rp, o ultimo resto nao — nulo

Demonstragao: aplicando o teorema 3.1 para dividir ry, = a por r; = b, teremos ry =
qim1 + 1. Em seguida dividimos rpor mnobtendo r, =gq,r,+1r3; € assim
sucessivamente, até encontrar o resto r,,.;= 0. A cada etapa o resto € sempre menor
do que o anterior, e como estamos lidando com numeros inteiros positivos, é certo

que apos um numero finito de aplicagdes do teorema da divisdo, chegaremos ao resto
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nulo.

A seguir a sequéncia de equacdes

ro=Qqqr1 +r, com O0<r,<r;
r{ =(prp, +r3 com 0<r3<r,

r, =q3rz3+r, com 0<r,<r;

Ine2 = Qpoilpn-1 +In com O0<r,<rn_q

In—1 =(npph +0

Essa ultima equagao nos mostra que o mdcde r,e r,_; € r, € que este numero
é igual a (r,_,,r,—2) , Na penultima equacgao. Prossegindo na analise teremos, por

repetidas aplicagdes do teorema, a seguéncia a seguir

Iy = (Tp—1,n) = (th—2,Tp_g) = = (r1,12) = (1, 11) = (@,b)

Dai se conclui que o mdc de a e b é o ultimo resto ndo-nulo da sequéncia de
divisbes sucessivas descritas acima, isto é, se r, = 0, o processo terminaer,_; € 0
MDC (a,b) da aplicagéo.
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Item 4

Fragcoes Continuas

4.1 Nota Historica

As bases tedricas das fragbes continuas tém origem na Grécia, onde eram
escritas com numerador 1, e foram construidas ao longo de quase trés séculos, a
partir das primeiras décadas do século XVII. Contaram com contribuicdes de diversos
matematicos, dentre alguns, Pietro Antonio Cataldi(1548-1626) que deu os primeiros
passos na teoria das fragdes continuas; John Wallis (1616-1703), que foi o primeiro a
utilizar o termo fragdes continuas; o matematico britanico Willian Brounker(1602-1684)
que se propds a investigar e usar as propriedades das fragdes continuas. Um pouco
mais adiante, no século XVIIl, as fragdes continuas tiveram contribuicdes de outros
grandes matematicos como Leonardo Euler (1707-1783), John Heinrich, Lambert
(1728-1777), Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

As fragcdes continuas sdo uma forma de representacdo de numeros reais,
distintas da representagdo decimal. Constituem um exemplo interessante de
procedimento que é finito, quando operado sobre numeros racionais, e infinito,
quando, é irracional.

Outro aspecto importante das fragdes continuas esta relacionado com
aproximagao de um numero real por um numero racional que torna possivel obter
fragbes parciais, chamadas de convergentes. E esses convergentes, por suas
caracteristicas e propriedades, sdao um dos melhores instrumentos de investigagcao da
natureza aritmética dos numeros irracionais e tem aplicagdes na propria matematica
e em outras diferentes areas de conhecimento.

Obviamente essas consideracdes visam apenas a dar uma ideia despretensiosa
da construcao e importancia das fragdes continuas e de maneira simples e introdutoria
apresentar uma forma de representar os numeros reais por fragcbes continuas, que
sempre fornecem as melhores aproximacgdes de numeros reais por racionais. Para
auxiliar nessa atividade, ou seja, converter fracdes em fragdes continuas, utilizamos
o algoritmo euclidiano ou algoritmo da divisdo em Z, que garante a possibilidade de

uma divisdo aproximada em Z. Esse algoritmo ao longo da histéria da matematica ja
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trazia o calculo do Maximo Divisor Comum (MDC) de dois numeros e teve grande

influéncia no estudo das fragbes continuas.
4.2 Definigcao — Notacgao

As fragdes continuas simples sao também denominadas fragdes continuas
regulares ou ainda podemos chamar de forma candnica de uma de fragao continua.
Nessas, os numeradores sao todos iguais a 1 e os termos a, €Z, n €N séo
denominados quocientes parciais. Esses sao inteiros positivos, com excec¢ado do
primeiro termo a, que pode ser positivo, nulo ou negativo.

Assim, dado um namero real x, existe um Unico nimero inteiro |x| denominado
0 maior inteiro menor do que ou igual a x e um numero real {x} € [0,1[, denominado

parte fracionaria de x, tal que
x=|x]+{x},com|x]€eZ e <{x}<1

Se x nao for um numero inteiro, entdo {x} # 0 e definindo x; = 1/{x} temos

X = [xj+i= [xJ+L

X1 1

{x}
Sucessivamente, se x nao for um numero inteiro, entao {x;} # 0 e definindo

x, = 1/{x,}, temos
1

x= x| + —= |x|] + ———
X1 x| + —
Esse processo termina se n > 1, ocorrer {x,} = 0. Caso contrario, o processo

continua, recursivamente.

Definigdo 4.1 Seja x um numero real, definimos a fragdo continua simples de x como
a sequéncia de inteiros (a,),com n € N definidos por a, ¥ |a,|, paran =0, 1, 2, 3, 4,

... em que (a,) é definido recursivamente por

ao =X
a _ 1 _ 1 ondea, € Zen €N
i {an} an — an
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o Se para algum n, a, = a, ou seja, {a,} = 0, a fragdo continua é finita e sua

representagéo sera:

X = a, + T & lag; @y, 0y, o, Qp_q, Ay (4.1)

1
an-1 + a_n

o Caso contrario, a fracdo continuas sera infinita

1 2 lagsay, az, -\ An-1, An, -] (4:2)

r——
an_l + a_n +

o De um modo geral, temos que
Se a = a, 0 processo termina

Se ndo a, > 1, continua e teremos recursivamente

1
>1=>a=ay+—paran=1ela,| €N"

a =
a—ap aq
Entao
1
[ao] = ao; [ag; a1] = ao +a_; [a0;a1,a2] = t+t—— ="
1 a1 + a_z
o As expressoes (4.1) e (4.2) sao representacdes, sob a forma de fragdes

continuas, de um numero racional e de um numero irracional, respectivamente, cujas

notagdes usadas sdo [aq,a,,as, ..., An_1,a,] € [ay,a;,as, ..., Ap_q, Ay, .. ]

Exemplo 4.2.1 Expressar o numero racional 11/7 em forma de fragdo continua.
Como a € um numero racional, ou seja, a,, = |a] e aplicando a definicao (4.1)

temos
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1 1 1
a=an+—(0<—<1>exn= ,comx, >1

Xn Xn a—a,

Inicialmente, como a, é a parte inteira da divisdo dos numeros racionais, vem

_11J_1
ao—_7 =
Ry, 1 1 _u_ o1 17
30—7J— 67—30-}'—1:)7— +_1:>X1_£_1_Z
7
7 7 1 _n_ 1 1 4
al—_ZJ— e Z—a1+g:>7— +EZ>X2—E_1—§
7
4 4 4 1
a2=_§J=1e§—a2+g:>§=1+—3z>x3=r1=3
3
[3]=1e3 +1 3 1+1 ! 1 (x4 < 1) nio atend
= = = —_— = —_— = —_— =
as e as = = Xg =37 =7 como(x, nio atende

A condi¢ao pra continuar recursivamente o processo € de que x, >1 logo a
fracdo continua é finita e é dada por [aq a,,a, a3;] ou seja [1;1,1,3] e sua

representagéo sera:

= [1;1,1,3]

. . . . V541
Exemplo 4.2.2 Expressar o numero de ouro @ ou seja, o irracional —,—em forma de

fracao continua.
Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior, temos

V5 +1
ag = 2 =1

sy ek 1 WS+l 1 1 1445
=T [T T TRy 2 T xn TR+ . 2




V5 +1 ) V5 +1 L1 V5 +1 . 1 1++5
a, = =1le =, +—>= = — > x, = =
1 2 2 1Ty, 2 .2 V541 2
> -1
V5 +1 ) V5 +1 L1 V5+1 Ll 1 1++5
= = = —_— = = ) = =
2 2 |T T2 TRy 2 2 BT B 2
> -1
V5 +1 ) V5 +1 L1 V5 +1 e 1 1++5
= = = e = _— = =
s 2 | T2 TBTX 2 X T+l 2
— 1
Continuando o processo, ele se repetira indefinidamente, o que implica em
V5 +1
Ay = A = elay] =lagl =1Vn

2

Assim a representacao em fracdo continua infinita sera o numero de ouro

V5 +1 1 _
® = =1+———=[11,11..]=(; D
2 1
1 + 1

1+ -

Observemos que nos exemplos anteriores, a partir de um numero racional ou de
um numeros irracional dados, encontramos a representacdo desses numeros sob a
forma de fragao continua finita ou infinita.

A seguir, faremos o processo inverso, ou seja, conhecendo as fragdes continuas
representadas por [ai,a3,as, ..., a,_1, Q] oulay, az,as, ..., a,_1,a,, ...|,
encontraremos 0S numeros racionais ou irracionais que serao representados por

essas fragdes continuas.

Exemplo 4.2.3 Encontrar os numeros racional e irracional representados sob a forma
de fracdes continuas nos itens abaixo:

a) [3;6,1,7]

b) [1;2,2,2...]

Assumiremos que as expansodes em fracdes continuas dos numeros racionais

foram encontradas com aplicagao do algoritmo da divisdo, teorema 3.2.
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Inicialmente, representamos a fragao continua [3; 6, 1,7] conforme expressao

a)
abaixo
1
[3;6,1,7] = 3+ —
6 + 1
1+ Vi

Em seguida, revertemos o processo acima para a obter o numero racional
representado por ela. Para isso, resolvemos cada fragao de baixo para cima, conforme

a segquir:
3;6,1,7] =3 1 =3 1 =3 =3
S E P S
1.1 7+1 E 8
7 7 7
s 1 _,, 1 _,, 8_35+8 173
=ty 7=°t55 T 5" "5 55
8 K

Logo a fragdo continua [3;6,1,7] representa o numero Racional 173/55

b) Encontrar o irracional representado pela fragdo continua [1;2,2,2, ... ].

Consideremos a fragdo continua [1;2,2,2,...]. A sua representacdo em forma

de fracao continua é dada por:

[1;2,2,2,..] =1+ (4.3)
1

A exemplo do item a, realizamos o processo inverso para obter o numero

irracional representado por essa fragao continua.

Assim, seja x um numero irracional, entdo,
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1
x=1+ : (4.4)
2 + ———
2+2+c..
ou
1
x—1= - (4.5)
2 + ———
2+ o

Podemos expressar a fragdo continua (4.4) da seguinte forma

x=1+ (4.6)
1
1
S

2 +

Inserindo a expressao (4.5) em (4.6), temos

Dessa forma a equacéao sera reduzida a

1
x=1+x Sx(x+D)=@+D+12x2=22x=12

+1

Portanto, a fragdo continua [1;2,2,2,...] representa o nimero irracional v2
4.3 Fracdes Continuas e o algoritmo de Euclides

Uma outra forma, mais simples, de se encontrar a fragdo continua € utilizando o
algoritmo euclidiano.

Descrevemos no item 3 um método para encontrar o maximo divisor comum,
mdc, entre dois numeros inteiros e consequentemente para se converter uma fracao
em fragcao continua.

A seguir daremos um exemplo para encontrar esse mdc utilizando o processo

de divisdes sucessivas.
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Exemplo 4.3.1 Dado o numero racional 534/234 , aplique o algoritmo de Euclides e
encontre o MDC (a, b) e expresse esse numero em forma de fragdo continua.

Sabemos pelo teorema da divisao, teorema 3.2, que se a e b sdo inteiros, com

a > b, onde a é o dividendo, b o divisor, q o quociente e r o resto, entao
a=q-b+r

Aplicando o teorema 3.2 em uma divisdo simples entre esses inteiros a e b,

temos:

542 =q.234 +r

Entao dividimos 542 por 234. Em seguida dividimos 234 pelo resto 74. Depois

74 pelo resto 12 e assim até encontramos o resto zero.

542 = 2234+ 74
234 =3-74+12
74=6-12+2
12=6-2+0
Da ultima equacgao (12, 2) = 2, temos que 2 é o ultimo resto ndo-nulo na
sequéncia de divisbes sucessivas e dessa forma podemos expressar o racional em

forma de fragao continua conforme abaixo:

542 L 74 . 1 1, 1, 1
232 “TgmgTet g T At T pTet 1 TeAt 1
— 34 =4 3+ 34—

74 74 6+ -5 6+

12 6

Logo, o numero racional 542/234 em forma de fragdo continua sera

representada por

>42 =12;3,66] =2+
234_ )y Y - 3+L
1

6+g
E sera denotado por [2;3,6,6], cujos numeros inteiros sdo chamados de

quocientes parciais.
Podemos, utilizar uma tabela de calculo de mdc para auxiliar na determinacéo

dos quocientes parciais da fracdo continua, conforme tabela 4.1 abaixo.



Ao a, a, an-2 an-1 an
pn qn T'1 7'2 rn—l rn rn+1 = 0
7 T T3 7 Typo1 T 0
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Tabela 4.1 — algoritmo de Euclides para calculo mdc

Observemos na tabela 4.1 que r,_; > r,er,,; = 0 temos que a, = 2. Logo, a
representacao da fragdo continua [ao;al,az, ...,an_l,an] para 0 numero racional sera
unica através do algoritmo de Euclides.

Utilizando essa tabela no exemplo 4.1, encontraremos a fragao continua dada
por [2; 3,6,6] do niumero racional 542/234, aplicando o processo de divisdo sucessiva,

conforme abaixo

a, 2 3 6 6
542 234 74 12
74 12 2 0

Tabela 4.2 — calculo mdc(542, 234) = 2

4.4 Interpretacao geométrica das fragées continuas

Nos caso em que os termos a,, € Z, n € N, denominados quocientes parciais,
inteiros positivos, com excegao do primeiro termo a, que pode ser positivo, nulo ou
negativo, podemos fornecer uma interpretagdo geométrica da definicado de uma fragéo

continua para a representacao desses numeros por meio de fragdes continuas.

4.4.1 Nimero Racional

Seja x um numero racional, entao existem p e q inteiros, com q # 0, tais que x =
p/q.

Vamos considerar, para nossa analise, sem perca de generalidade que o
maximo divisor comum, mdc (p,q) = 1, pois do contrario, se mdc (p,q) = c, existem
nameros a e b inteiros, tais que p = ace q = bc. Nesse caso, utilizariamos os inteiros
aebcom mdc(ab)=1.

Dado um retangulo de lados p e q, inteiros positivos, com p < q, desejamos
encontrar o numero maximo de quadrados de lado p que possam ser construidos

sobre o lado de comprimento q, ou seja, pretendemos preencher a area retangular de
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dimensdes p x g com o maior numero possivel de quadrados que couberem nessa

area retangular. Essa quantidade chamaremos de a, e sera a parte inteira da fragéo

X=ay= %,ou seja,ay = | x|

Q3 - @l

| |
' agp ‘ a1 '
| |
| |
q
Figura 4.1 — representagdo geométrica do caso racional

Interpretando a figura 4.1, temos que
q=ap + @, 0<a;<p (4.7)

Dividindo a equacéo (4.7) por p, temos
x=g=%+ﬂ:>z=ao+— (4.8)
p p p p

Da figura 4.1, podemos obter a relagao a seguir
p=a +a, 0<a,<my (4.9)

Em seguida substituimos a expressao (4.9) na expressao (4.8), vem

a a
X = a +—1=a0 + ! (4.10)

a,ay + a,
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Na expressao (4.10), fazendo as operagdes e substituicbes devidas, vem

(4.11)

Na expressao (4.11), notemos que «; significa a quantidade maxima de

quadrados com lado a; que podem ser construidos sobre o lado de comprimento p.

Assim, observando e interpretando a figura 4.1, temos que

0{1 - azaz + (l3 ) O S a3 < 0{2 (4’.12)

Continuando com os passos de substituicdo, agora substituindo a expressao

(4.12) na expressao (4.11), vem

1 1
X =ay+ G- = Xx=ay + T (4.13)
a, + —2 a, + 2
a, a,a; + as
Na expressao (4.13), temos
a;
a,aq + as
que é equivalente a expressao a seguir
1 B 1
a,a, +a; a
242 3 a, + a_23

24)

Dessa forma, substituindo essa expressado equivalente na expressao (4.13)
chegaremos a seguinte relagao

1
X = ag+ —1 (4.14)
a; + o3
a, + a—z

Sendo p e g numeros inteiros, sabemos pelo algoritmo de Euclides, que para



41

algum numero racional, teremos sempre

Om-1 = Ay

0 que nos leva a concluir que

(4.15)

a, + ay + ————r
s+ + D 1

Amlm

4.4.2 NGmero irracional

Vamos supor agora que X seja um numero irracional. Assim, vamos definir a
fracao continua da mesma forma que o fizemos para o caso anterior.

Seja um retdngulo em que os lados sejam 1 e x, conforme definidos na figura
4.2. Queremos encontrar o maior numero possivel de quadrados, de lado unitario, que
possam ser construidos sobre o lado de comprimento x. A essa quantidade de

quadrados chamaremos de a,, que representa a parte inteira de x, ou seja a, = |x]|.

ap -1 ! aq

|
|
|
I =y
Figura 4.2 — representagao geométrica do caso irracional

Da mesma forma que procedemos para os racionais, faremos para os irracionais.

Assim, observando a figura 4.2, temos que
x=ay=ay'1+a;, 0<a;<1 (4.16)

Da figura 4.2, observemos que
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1 =aq01 +a, 0<a,<my (4.17)
Substituindo esta expressao (4.17) na expressao (4.16), vem

241

x=ay+ay-l+a;=>2x=ay(a; 1 +ax) +a; 2 x=ay=ay +———
a0, + a,

(4.18)

Na expressao (4.18), temos que

aaq + a,

que é equivalente a

X= ay= ay+ @ (4.19)

Ainda observando a figura 4.2, temos que
= aa, + a;, 0<a;<a, (4.20)
Substituindo a expresséao (4.20) na expresséao (4.19), vem

1

Ay
ap +——2—
1V aya, + as

X=ay=ay + (4.21)

Proxima etapa, sera determinar o inverso de
a;

a,a, + as



43

Obteremos assim a expressao:

1 1
aa, + az a, a3
az az

(4.22)

Observemos que nesse caso, como X nao é racional, teremos para todo numero
m natural que a,,,_; # ana,. Sendo assim, o processo se repete infinitamente o que

sera representado da forma a seguir

(4.23)
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Item 5

Fragc6es Continuas — representagoes e convergentes

5.1 Representacao por Fragao Continua de numero Racional

Verificamos nos exemplos de numeros racionais que toda fragao continua
simples finita [ay; a4, a,, ..., a,] representa um numero racional. A reciproca também
€ verdadeira, ou seja, um numero racional pode ser representado sob a forma de
fracao continua finita, uma vez que o processo de divisdes sucessivas, sempre depois
de um numero finito de divisées, nos fornece resto nulo.

O numero de quocientes parciais a,, na representacdo dos numeros racionais

sob a forma de fragéo continua pode ser par ou impar, pois quando a, > 1 podemos
substitui-lo por a, — 1 +% .

Na representacao do numero Racional 173/55 do exemplo 4.2.3.a, temos

173 1 173 1
— =1[3;6,1,7] = 3+ ou = [3;6,1,61] = 3+
55 1 55 6 + 1

1 1
1+ = 1+ —

6+T

6 +

Portanto, percebemos que um numero racional pode ser representado de duas
maneiras distintas, a saber, [3;6,1,7] = [3;6,1,6,1] 0 que nos diz que de um modo
geral, sempre que o ultimo quociente a, > 1, esse podera ser substituido por

1 . . ~ .
a, — 1+ = comprovando a duplicidade na representacédo, conforme abaixo

lag; ay,ay, ..., a,] = lag; aq,ay, ...,a, — 1,1]

Dessa forma, podemos enunciar o seguinte teorema que resume o que

observamos

Teorema 5.1 Todo numero racional pode ser representado de duas maneiras distintas
sob a forma de fragdo continua finita e toda fragao continua simples finita representa

um numero racional.
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Essa unicidade da representacdo de um numero racional em fragdo continua,
isto €, a menos da modificagao do ultimo termo a,, € garantido pelo teorema 3.1
(algoritmo da divis&o).

Por outro lado, consideremos o racional p/qcom p€EZeq€EZ"
respectivamente, o numerador e o denominador desse numero. O primeiro quociente

parcial, a,, pode ser positivo, nulo ou negativo, isto é:

a) 0<q<p, entdoayg >0
b) 0<p<gq, entdoa, =0
C) p<O0, entdoa, <0

Assumiremos que as expansodes em fracdes continuas dos numeros racionais
s&o obtidas aplicando o algoritmo da divis&o, teorema 3.1. Assim, daremos, a seguir,
trés exemplos simples mostrando os valores que o primeiro quociente parcial pode

assumir.

Exemplo 5.1.a - A representagdo do nimero racional 10/7,com 0 < q < p, em fragao

continua é dada por [1; 2,3], ou seja:

10
7=[1;2,3]=1+ 1
2+3—

como p > q, entdo p/q = [ag; aq, -, Apn]-
Ja a representagéo p/q,comp < q sera dada por [0; a;,ay,...,a,]. Vejamos o

exemplo a seguir:

Exemplo 5.1.b - A representagdo do numero racional 7/10, com0< p <gq, em

fragado continua é dada por [0; 1,2,3], ou seja:

7 1
5= [0:123] = 0+ —1 L1 (5.1
1

2+§

Em termos gerais, as representagdes em fragdes continuas dos racionais,
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podem ser dadas das seguintes formas:

, sep>q, logo g= [ag; aq,ay, ..., 2]

T la alo

, se p<gq, logo %= [0;a1,ay, ..., ay]

Essa ultima relagao € consequéncia imediata do fato de

o |Q
Il
o
+
Q| -

Exemplo 5.1.c - A representagdo do numero racional —11/7 em fragao continua é

dada por [-2; 2,3].
Aplicando o teorema da divisao, para expandir em fracdo continua, o numero

racional, vem:

-11=q.7+r

Dividindo -11 por 7. Depois dividindo 7 pelo resto 3, e assim até encontrar o

resto zero, conforme abaixo

-11=-2.7+4+3
7= 2-3+1
3= 1-3+4+0
Logo teremos
-11 1
—=1[-2;2,3] = -2+ (5.2)
7 1
2+ 7

Observemos no processo de divisbes sucessivas que somente o primeiro
quociente parcial pode ser negativo. Dai concluimos que na fragado continua simples

todos os termos sao positivos, com excegao do primeiro termo, conforme o caso.
5.2 Representagao por Fragao Continua de numero irracional

Vimos que os numeros racionais podem ser expressos por meio de fracdes

continuas finitas e vice-versa. Isso também €& possivel para os numeros irracionais,
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com a diferenga de que para os irracionais a expansao ndo acaba e a sequéncia de
quocientes parciais tem infinitos termos. Em consequéncia disso, pode ser
questionado se esses irracionais podem ser expressos sob a forma de fracbes
continuas, o que de antemao ja respondemos que sim e veremos neste subitem esse
processo.

Uma importante propriedade do conjunto dos numeros reais é de que para
qualquer numero real x, podemos obter aproximacdes sucessivas para x por meio
dos numeros racionais, para um numero irracional, que podem ser tdo boas quanto
desejarmos, pois tomando qualquer numero real positivo a, existe um numero racional
b tal que |x — b| < a.

Ja conhecemos, em alguns exemplos anteriores de numeros irracionais, que
toda fragdo continua simples infinita [a,; a;, a,, ..., ay—1, a,, ... | representa um nimero
irracional. A reciproca também é verdadeira, ou seja, um numero irracional pode ser
representado sob a forma de fragdo continua infinita, uma vez que o processo de

divisbes sucessivas sempre sera infinito.

No exemplo 4.2.3.b, o nimero irracional 2, expandido na forma [1;2,2,2, ...],

tem sua expansao representada na forma de fragao continua, conforme abaixo:

V2 =[1;2,2,2,..] =1+ (5.3)

1
2 + ——

2t o

Podemos, assim, ver a constru¢ao desse processo da seguinte forma:

Definigdo 5.1 Seja a um numero irracional qualquer e a, = |a] , onde a, € 0 maior
inteiro menor do que a. Entdo a pode ser escrito como:
1 1
a=ay+—, 0<—<1
Xo Xo
Explicitando x na equagao acima, encontraremos um numero irracional

xo_

= exy>1
a— ag

Continuando o processo, podemos escrever o termo x, na forma a seguir
1

Xo =04 +—
X1
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onde a; =|x,], x; éirracionale x; >1 . Dessa forma repetindo o processo |,
encontraremos:

1 1
a=ay +—;— , 0 <:;f'< 1
0 0

Xg = aq +'__, x0:> 1
X1

1
X1 =0a, +'__, X1 >1 (SAD
X2

1
Xp=0pny1 +—, x,>1 (5.4)
Xn+1

Na expressao (5.4) todos a,, (n > 1) s&o inteiros maiores ou iguais a 1 e todos
X, Sao irracionais maiores que 1.
Se cada x, € irracional, isso nos garante que o processo sera repetido um

determinado numero de vezes. Com base na equagao (5.4), temos:

S (5.5)
2 as +—
3 x3
Dai definimos [ag,a,a;as, ... = lim [ag,a, a; as, ... | 0 que nos mostra que o
n—-oo
processo nunca termina, € infinito.

A seguir, daremos um exemplo da expansao de numero irracional.

Exemplo 5.2.1 Utilizando o exemplo 4.2.3.b, encontrar a expansao do numero
irracional v2 em fragdo continua.

Inicialmente, temos que o maior inteiro de ay = [V2] =1e

1 1
‘JE =0y +—=14+—
X0 X0
Isolando o valor de x, vem
1 1-(vV2+ 1
xO = = ( ) _"/§'+ 1

Vv2-1 (V2-1)(2+1)
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Assim, podemos escrever o termo x, da seguinte forma:

1
V2 =1+—=1+
X0 V2+ 1

Como o maior inteiro de a; = |V2 + 1| = 2 temos

1
V2+1=2+—

X1
Donde obtemos
1 1 V241
x1= = = =\/§+1
V2+1-2 V2-1 (V2—-1)(vV2+ 1)
Logo
1 1 1
VZ=1l+—=1+—7F=1+ 1
0 2 +— 2 +
X1 V241

Continuando o processo, e sendo o maior inteiro de a, = |2+ 1| =2, vem

1 1 1 V2 + 1

x; ﬁ+1_z:ﬁ_1:(ﬁ_1)(ﬁ+1):ﬁ“

Como resultado, temos que x; = x,. Repetindo-se o processo de aproximacgdes
sucessivas, encontraremos x; = x,, x4, = X3,.. Portanto, depois das substituicbes
feitas em cada etapa desse processo, obteremos a fracdo continua infinita,

representada conforme a seguir:

V2 = [1;2,2,2,..] =1+

I (5.6)

1
2+ o

2 +
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5.2.1 Fragoes periddicas

Fracdo peridédica € uma representacdo em que a sequéncia de numeros,
chamados de quocientes incompletos, se repetem periodicamente e indefinidamente
na mesma ordem. Quando o periodo se inicia no primeiro quociente, a fracdo continua
€ denominada periddica simples; nos demais caso, € denominada periddica
composta. Colocamos uma barra sobre a parte que se repete que é chamada de
periodo da fracdo continua.

No exemplo 5.2.1 encontramos a sequéncia de quocientes do numero irracional

V2 cuja representacdo em fragdo continua é dada por [1;2,2,2,...] = [1,2] :

V2 =[1;2,2,2,..]1=[1;2] =1+

1
2 + ——

2t 74

Outros exemplos de representacdes de fragdes continuas periddicas

—2 = [-2;1,12222..] =[-2;1.1,2]
—/3 =[-2;3,1,212,..]1 =[-2;3,1,2]
V3 = [1;1,21.2,..] =[1,12]

V5 = [2;4444 ...] =[2,4]
V10 = [3;6,6,6,...] = [3;6]

Vimos também, no exemplo 4.2.3.b, que podemos reverter o processo, ou seja,
dada a fragao continua periddica, encontrar o numero irracional.

Observemos que nem todo numero irracional possui uma representacao
periddica quando representado sob a forma de fragdo continua. Um exemplo disso é
o numero T que tem a representagao n = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,2,3,...] em que ndo
existe sequéncia, periodo, que se repete. Em 1770, Lagrange caracterizou todos os
irracionais que possuiam representagao periddica, quando expressos sob a forma de
fracdo continua. Foi demonstrado que a fragao continua infinita que representa os
irracionais é periddica se, e somente se, esta for raiz de um polinémio da forma x? +

bx+c=0 onde a,b, csdo inteiros.
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5.3 Convergentes e suas propriedades

Chamamos de convergentes todo numero real x cuja sequéncia
(Co, C4, Cy, ..., Cyp, ... ) CONVErgE para x.

Por definicdo, os convergentes de uma fragado continua sado todos os numeros
racionais que podem ser escritos sob a forma p/q e sao representados sob a forma

de fragédo continua simples.

Definigdo 5.3.1 Sejam x = [ag;a,a,, ...,y 1,a,], Pn € Ze g, €N, primos entre si,

tais que
g = [ao; a a,, ...,an_l,an] paratodon =0
A fracdo continua
Pn
Cp=—
"

A relagdo acima é denominada n-ésima reduzida ou convergente da fracao
continua do numero real x.

Podemos expressar as convergentes conforme a seguir:

Qo 1 1
Co = [ao] = T; c1 = lagsai] = ag +a_i C2 = [ao; a1,az] = ag +—1 = ..
1 —
a, + @,
Em que ¢y Cq,Cy... sdo, respectivamente, os convergentes de

[ao; Ay az, ..., A1, an] e sao chamados de primeiro, segundo, terceiro convergentes e
assim sucessivamente. Nesse caso 0 n-ésimo convergente € a prépria fragdo

continua, ou seja, 0 proprio numero racional.

Exemplo 5.3.1 Determinar, usando a definicdo, os convergentes do numero racional

11/7.
O numeros racional 11/7 pode ser representado sob a forma da fragdo continua

a seguir, conforme resolugao no exemplo 4.2.1

11 1
=14+ —— = [1;1,1,3]
7 1
1+ T
1+ 3
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Determinando os convergentes vem:

Po Qo
o= lag) = [1] =2 =%
pl 1 a0a1+1 11+1
=lag;aq] = [1;1] =— = —= = =
c1 = [ag;ai] = [1;1] 0 aop + a; a 1
Py 1 ap +py 12+1 3
c, = lag;a,a,] =1 ] qs Ao 4 +l aq,+q, 11+1 2
- 1 asp, +py 33+2 11
= [agiar, az, as] = [1;1,1,3] = = = = = =7
c3 = [ag; ay,az,a3] = [ ] qs Qo +a1 + 1 asq, + q1 3.2+1 7
a, +a—3

Vimos que todo numero racional pode ser representado na forma de fracao
continua e que se um numero € irracional, ele pode ser representado, também, sob a

forma de fragao continua simples, Isto &,

[
- - [ao, al'az, ey an_l, an]

q
com a, inteiro positivo, negativo ou zero e a4, a,, ..., a,_1, a, inteiros positivos

Portanto, podemos expressar as seguintes fragoes:

a
co = [ap] = TO convergente de ordem zero
1
¢, =laga]l = a0+ ~ convergente de ordem 1
1
1
Cy = [ao; al,az] =ag+ 1 convergente de ordem 2
a1 + g
1
c; = [ag;ag,az,a3] =ag + 1 convergente de ordem 3
a, + 0l
a +—
2 as
1
ch = [ag;ag,a, ..., ap_1,ap] = ag + 1 convergente de orde n
a; + 1
a, + T
1
+ T
an_l + P

an

em que c,, ¢4, ¢, -..,C,, SA0, respectivamente, os convergentes de [ao; ay Ay, ..., Ap—1, an]
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e sao chamados de primeiro, segundo, terceiro, n-ésimo convergentes. O ultimo
convergente é o numero racional, ou seja, 0 n-ésimo convergente é a prépria fragéo
continua.

Exposto isso, vamos considerar que p_; =1 e q_; = 0. Assim,

Ao Po
co = lag] = T= q—,ondep0=aoeq0=1
0

Prosseguindo, teremos,
1 apa, +1  pg
¢, =laga]=ay+—=——=—, ondep;,=apa;+1leq, = a4
a, a, 41
E determinando os demais convergentes, encontraremos, respectivamente:

a;p1 + Po _ P2

= ) ) = ) d = + = +
c; = [ag; aq, a,] 420 + 0o % onae p, = a;p; T Po € 4 a;q, T qo
aszp; +p1 P3
c3 = [ag;aq,a,,a3] = ————— = —, onde =a +pieqg;=a +
3 0,Q1,02,03 aady + G4 s P3 3P2 T P1€(q3 342 T (1
aspP3z + P2 Da
¢y = [ag;a1,a3,a3,a,] = ————= —, onde p, = ayps; +pr€qs = asqs +q;

asqz + q; qs

Analisando esses resultados, e o exemplo 5.3.1, podemos inferir que os
numeradores e os denominadores dos convergentes satisfazem as seguintes
relagoes:

Pn = QnPn-1 + Pn-2
n = nqn-1+ qn-—2

Sendo assim podemos provar no teorema que segue, usando indugdo, que

essas relacdes se verificam para n = 2,3,4, ...,n.

Teorema 5.2 (Relagbes de Euler-Wallis) Seja C, = p,/qn 0 n-€simo convergente da
fragdo continua x = [ao;al,az, - B an] para todo n > 0, entdo, o numerador p, e

denominador de q, de c, satisfazem as seguintes rela¢des de recorréncia:

{pn+2 f An+2Dn+1 T pn’ onde {po = a(); P = Cioal +1 (5.7)
n+2 = Ani2qn+1 T an 9 =1q=a4

Pn

= [ao; a,ay, ..,Ay_1, an] paratodon =0
dn '
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Demonstracio

A prova sera por indugdo matematica

Vamos mostrar inicialmente que a relacio se verifica paran=0,1¢e 2

a
paran = 0, temos ¢y = [ay] = Toz %, ondepy, =a,eqy=1
0
1 apga, +1
paran =1, ¢, =[aga;]l =ag+— = =1 - &, ondep, =apga; +leq; =a;
a, aq a1
1 ap, +
paran =2, ¢, = [ag;ay,a,] = ag + T = azp1+p0=&’
a1+a_2 2q1 T 9o 42

onde p, = a;p; +Poeq, = axq:1 +qo

Logo, o teorema é valido paran =0,1, 2
Por hipotese de indugdo, admitimos que paran < 2 o teorema seja valido, ou
seja,

1 _InPnoitPuoz oo

cn = lag;aq,az, ..., an_1,a,] = ag + =
a, + 1 anqn-1 + qn-2 4n

1
an_l + a_n

Por definicdo e utilizando hipotese de indugdo, assumimos que também seja

valido para a = 3 ou seja para a, ;1

Dai
1
Any1 = lag;aq,ay, ., Gy, appql] = [ao;al, az,...,an_l,(an +a )]
n+1
1
1 ( an + _) Pn-1+ Pn—2
= an, + — An+1
0 1 1
a, + 1 ( an + a_) qn-1 + dn-2
az + = n+1
+ 1 il
an—l + ( )
a, +
n an+1

An+10nPn-1 * An41Pn—2 + Pn-1 _ Ant1(AnPp-1 + Pn-2) + Pn1
Ap410nQn-1 + An+1q9n-2 + qn-1 an+1(anqn—1 + CIn—z) + qn-1

Any1Pn + Pn-1_ Pn+1 _

An+19n + dn-1 An+1

Cn+1
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O que demonstra a validade do teorema e conclui a demonstracéo

Observemos que c,,; pode ser obtido de ¢, somente com a substituicdo de a,
1 ’
por (an + a—) O que nos garante que se pudermos mostrar que 0s numeros
n+1

Pn-1,Pn-2,9n-1 € qn—2 dependem somente dos quocientes parciais ag, a; a,, ..., ap_1.

Assim, podemos utilizar a equacédo (5.8) para determinarmos c,.; pois
assumimos, por hipétese de indugao, que a expressao (5.8) é valida para todon > 0,
isto é:

Pn-1 _ Gn_1Pn—2 + Pn_3

qn-1 an—lqn—2'+ qn-3

Notemos que os numeros p,_; e q,—1 dependem somente dos numeros a,,_; €
dos nUMeros p,_,, Gn_2,Pn—3, Gn—3 OS quais dependem dos primeiros n-1 quocientes

parciais ag,a; a,, ..., a,—; sendo independentes de a,. De tudo isso se conclui que

~ ~ g 1
eles ndo serao alterados com a substitui¢ao de a,, por (an + ) de forma que se

an+1

pode usar a equacgao (5.8) para obtencéo do convergente ¢, ;.

No exemplo (5.3.1), vimos a determinagéao dos convergentes usando a definigéo.
Vamos, agora, para auxiliar a tarefa de se encontrar os convergentes de forma mais
simples e rapida, usar uma tabela construida a partir das relagdes (5.7) e (5.8),

conforme abaixo.

n -1 0 1 2 3 n

an Ao a4 a, as an
Pn 1 Qo apa; +1 | azp; +po azpz + p1 o | nPn-1 t+ Pn-2
an 0 1 aq aq1 + 9o azq; + q, o | AnGn-1t+ Gn-2

P o | 2 2R Pa

" g 0 a2 qs Gn

Tabela 5.1 — determinac&o de convergentes

Exemplo 5.3.2 Determinar os convergentes do numero racional 384/157.
Inicialmente, aplicamos o algoritmo de Euclides, para determinar o mdc

(384,147) e consequentemente encontrar os quocientes parciais da fragdo continua

(ver exemplo 4.1). Em continuidade preencheremos a tabela 5.1 de convergentes para

encontrar as fragdes convergentes, conforme tabela 5.2 abaixo.
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Assim, utilizando a tabela 5.2, e aplicando o processo de divisbes sucessivas,
encontraremos a fragao continua do niumero 384/157 que sera dada por [2; 3,6,6],

conforme abaixo:

a, 2 2 4 8 2
384 157 | 70 | 17 2 1
70 17 2 1 0

Tabela 5.2 — algoritmo de Euclides - (384,157) = 1

Extraindo os coeficientes na tabela 5.2, a fragao continua do numero racional é

157 ’ T

Transportando esses numeros, 0s quocientes parciais, para a tabela dos

convergentes, vem:

n 1] o0 1 2 3 4
a, 2 2 4 8 2
Pn 1 | 2] 22+1=5| (22+1)4+2=22 | 228+5=181 | 181.2+22 =384
Tn 0|1 2 24+ 1=9 98 +2 =74 74.2 + 9=157

. _ P 2 5 22 181 384

" g, 1 2 9 74 157

Tabela 5.3 — determinagéo de convergentes

Da tabela 5.3, temos os seguintes convergentes:

5
¢ =1[2;2] = E

22
c, =[2;2,4] = 9

181

C3 = [2, 2,4,8] = W
384
Cy = [2; 2,4,8,2] = E

Definimos anteriormente que p_; =1,pp =agp1=apa;+1le q.1 =0, qo =
1,9, = a,. Assim, podemos deduzir que para todo convergente, C, = p,/qn, temos

que o maximo divisor comum sera 1, mdc = (p,, q,) =1, conforme teorema a seguir.
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Teorema 5.3 A relagao

Pn+19n — PnUn+1 = D" (5.8)
se verifica para todo n >0 onde p,eq, sdo respectivamente o numerador e

denominador do n-ésimo convergente.

Demonstracio

Demonstraremos por indugao e vamos considerar as condi¢gdes iniciais definidas
como:

{Po =ag, p1 = apa; +1
G9=1qg =9

entao, para n=0, vem
n=0 = piqo—Poq1 = (apa; +1).1—aga; = (-1)° 1 =1 o que valida que a
igualdade é verdadeira para n=0.

Assumimos, por hipotese de inducdo, que para n =0, sendo n € N, a relacao
Pn+1Gn — Pnln+1 = (—1)" seja valida.

Admitindo que a relacéo é verdadeira paran = 0, dai mostraremos que a relagao
também se aplica paran + 1.

Por definicdo e usando a hipétese de indugao, vem:

Pn+29n+1 ~ Pn+1qn+2 = (@ne1Pns1 + Pn) dner = Pns1(@niaGnia + qn)
= AQn+1Pn+19n+1 T PnGn+1 — Pn+1%n+19n+1 — 9nPn+1
= Pnn+1 — QnPn+1
= (=D Pn+19n — Pndn+1)
=D EDT = =D

Logo a igualdade € valida para todo n € N o que conclui e demonstra que a
relagao 5.8 é verdadeira.

Consideremos a tabela 5.3 do exemplo 5.3.2, vamos substituir os valores
encontrados na relagao 5.8. Assim teremos os resultados que comprovam a validade
da referida relacéao.

n=0 = piqo—Poq1 = 51-22=1-0=1=1=(-1)"=>1=1

n=12= Py —p1qz =222—-59=44—-45=-1=-1=(-1)! = -1

N=2 = psq, —Paqs = 181.9 - 2274 =1629-1629=1=1=(-1)2=>1=1

n=3 = puqs —P3qs = 38474 —181.157 = -1 -1=(-1)3 > -1=-1

O que comprova a validade da identidade.
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Corolario 5.3.1 Para todo convergente C, = p,/q, temos que o maximo divisor

comum, mdc = (p,,q,) = 1.

Demonstracio

Se Pp+19n — Pnlns+1 = (—1)" paran = 0 em que p, € q, Sao inteiros nao nulos,
entdo mdc = (pp,qn) = 1.

Vamos supor que p, = kp, e q, =k, , 0 <k<Z
Entéo,

Pn+1Kdn — KPnQns1 = Gk
Dividindo ambos os membros da expressao acima por k, vem

- D"
Pn+19n = PnQn+1 = T

A igualdade é verdadeira para k = +1 e, portanto, p, e q, S&o coprimos.

Como consequéncia, 0s pps e qns, obtidos da relagéo 5.7, sdo coprimos, isto €,
os racionais p,/q, sao fragdes irredutiveis, em termos de fragdo continua sao
convergentes.

Estudamos no item 5.2 que é possivel expressar um numero irracional sob a
forma de fracdo continua infinita, porém a sequéncia de quocientes parciais tem
infinitos termos.

Vimos alguns teoremas sobre convergentes e a partir de agora descreveremos
outras propriedades que consolidem a obtencdo de aproximacdes sucessivas, por

racionais, para um numero irracional.

Proposic¢ao 5.3.1 Seja a um numero irracional qualquer e {p,/q,} a sequencia de

seus convergentes, entao

lim |a —&| =0
n—0oo an
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Demonstracao
|a _Pn| _ |%+1Pn+Pn-1_ Pn| _ | Pn-19n ~Pn9n-1 | _ 1 _
an an+1qn+qn_1 dn qn(an+1nqn+qn—1) qn(an+1nqn+qn—1)
1
= lim|a—&= lim =0
n—oo dn n—oo qn(an+1nqn+qn—1)

Vimos no teorema 5.3 que o e-nésimo convergente associado a fragao continua
simples [ag; a;,ay, .., an_1,ap, . | € Ch = pn/qn, paratodo n = 1, entdo, vale a relagéo
Pn+19n — Pnln+1 = (—1)7, independente da fragdo continua ser finita ou infinita.

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema que complementa esse processo.

Teorema 5.4 Se e-nésimo convergente associado a fragdo continua simples

[ag;a1az, .., an_1,ap, ... | € Cy = pn/qyn, paratodon > 0, entéo, vale

_ Pn+1 _&_ (_1)n

Ch+1 — Ch = -
An+1 dn dn9n+1

,Vn =0 (5.9)

Demonstracio

Tomando como base a relagao 5.8 e dividindo todos os termos por q,q,4+1 Vem:

Pn+19n _ Pn9n+1 (=" Pn+1 Pn (="

— = (— n = - — =
Pn+14n Pnn+1 ( 1) = dndn+1 Andn+1 Andn+1 = Cn+1 Cn dndn+1
Logo

="
Cht1 — Cp = (5.10)
e B dndn+1

Esse resultado € positivo se n for par e negativo se, impar, o que implica que
para dois convergentes, consecutivos, o de ordem impar é sempre maior do que o de

ordem par.
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Teorema 5.5 (monotonicidade dos convergentes) Sejam as sequencias (p,) e (q,)
de uma fragdo continua simples definidas nas relagdes de recorréncia (5.7) do

teorema 5.2, para todo n = 0, entdo, temos:

i) Os convergentes de ordem par crescem e os de ordem impar decrescem, a
medida que suas ordens aumentam.

i) Os convergentes de ordem impar sdo, sempre maiores que os de ordem par,
isto €,

Pan < P2n+2 <x< P2n+3 < P2n+1

d2n  92n+2 Q2n+3  92n+1

Demonstracio

Prova do item i)

i) Para todo n>0, vamos tomar dois convergentes consecutivos de mesma ordeme

em seguida apliquemos a relagdo de Euler-Wallis, (5.7), conforme a seguir:

Pn+2 = An42Pn+1 + Pn
An+2 = An42q9n+1 T qn

Assim, temos
pn+2 _ p_n an+2pn+1 + pn _ p_n
n+2 An An+2qn+1 T qn  qn

Ap+2Pn+19n + Pnln — An+29n+1Pn — Pn9n
Qn(an+2qn+1 + qn)

an+2(pn+1Qn - Qn+1pn)
Qn(an+ZQn+1 + qn)

—1)"a
= ()—7”2 (5.11)
qn t 2qn
Assim, temos que se
Pn+2  Pn _ (=1D)"any, _ (=1D)"any,

(5.12)

Cniz — Cp =

Qniz Gn o+ 2Gn qn + 2y
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Esse resultado € positivo se n for par e negativo se, impar, o que implica que a
sequéncia de convergentes de ordem par (c,,) € decrescente e de ordem impar

(con+1) € crescente, o que prova o item i).

Prova do item ii)

ii) Sabemos que

Pn (_1)71

dn B (an+1qn + Qn—l)Qn

De fato
a) Se nfor par,entdox — p,/q, > 0=> x> p,/qn
b) Se n for impar, entdo x — p,/q, < 0= x < p,/q,

Dos itens acima, concluimos que x € maior que qualquer convergente de ordem
impar e menor que qualquer convergente de ordem par, o que prova o item ii) e dessa
forma se conclui a demonstracgao.

Disso, concluimos que a sequéncia de convergentes de indices pares (c;,) €
crescente e limitada superiormente por x, e de outra forma, a sequéncia dos
convergentes de indices impares (c,,+1) € decrescente e limitada inferiormente por x,
isto €,

CO < CZ < C4 < "'CZn < e X . CZn+1 < i CS < C3 < Cl

Observemos no resultado acima, que a sequéncia crescente e limitada
superiormente assim como a sequéncia decrescente e limitada inferiormente
convergem.

Temos que lim g, = + o pois a sequencia (q,),>1 € estritamente crescente.
n—-oo

Segue da identidade fundamental p,,;19, — Prqn+1 = (—1)" paran = 0 que

. |Pn+1 Pn .
lim ——| = lim =0
n=0lgny1  Qqn n=0 [qnQn+1
Além disso, pelo teorema 5.5 podemos expressar que
1
lim |x _Pn|_ lim =0
n—oo dn n—oo (an+1qn + qn—l)qn
Donde se conclui que
lim Pn =x = [ag; a1, ay, ... ]
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Observemos pelo limite acima que os termos da sequéncia (c,,) se aproximam
de x a propor¢ao que n tende pro infinito, 0 que nos garante afirmar a convergéncia
no caso de fragao continua simples com infinitos termos.

Percebemos até agora, que as fragdes continuas sdo uma forma de obter
aproximagdes racionais para numeros irracionais e que 0sS convergentes s&o
aproximacodes por falta ou por excesso dessas aproximagdes e quanto maior for a
ordem de um convergente, mais préxima estara o seu valor de x.

Vamos dar um exemplo de forma a melhor entender esse teorema.

Exemplo 5.3.3 Dada a funcéo continua [1; 1,2, 1,2,1] verifique a propriedade anterior.
Inicialmente encontraremos os convergente com o auxilio da tabela 5.1 de

convergentes abaixo.

n -1 0 1 2 3 n
an Qo aq a as an
Pn 1 Qo apa; +1 ap1 t Do azpz + p1 AnPn-1 + Pn-2
an 0 1 aq aq1 t qo azqz + q1 Anqn-1 + qn-2
c, = Pn Qo b1 b2 Ps Pn
n
qn q1 q2 qs dn

Tabela 5.1 — determinagéo de convergentes

Substituindo os numeros na tabela 5.1 e fazendo as operacdes encontraremos

os convergentes, conforme tabela 5.4.

n -1 0 1 2 3 4 5
a, 1 1 2 1 2 1
Dn 1 1 2 5 7 19 26
In 0 1 1 3 4 11 15
_ Pn 1 2 5 7 19 26
"7 g ©T1|GaT1| 973|673 4T | 571

Tabela 5.4 — determinagao de convergentes

Da tabela 5.4, notemos que os convergentes de ordens impares ¢y, c3, cs
decrescem até 26/15 e os de ordens pares cy, ¢,, ¢, Crescem pois sd0 menores que
26/15, logo:
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1<5<19<26<7<2
1 3 11 15 4 1

Ou seja,

C0<C2<C4<X:C5<C3<C1

No teorema anterior, mostramos que o limite para o qual a sequéncia dos
convergentes converge é, na verdade, um numero irracional que gerou a fragéo
continua, por meio do processo de obtencdo de aproximagdes sucessivas, por
racionais, para um numero irracional.

A seguir veremos um resultado que confirmara esse fato.

Teorema 5.6 Seja X = [ag,a4,ay, ..., 2y, Opiq] em que Oy =

[ap+1,An+2,Anesr Ansas - |, V 1 E N. Para qualquer numero real o, temos:

o + Py 1 —(qp-1X
< = n+1Pn T Pn-1 e 0y = Pn-1 — 9n-1 (5.13)
O(n+1qn+qn—1 qnX—Pn

Demonstracio

Pn+2 = An+2Pn+1 T Pn

Pelo teorema 5.2, ou seja, {q = Ap4p0ust + temos que
n+2 — n+24n+1 n

< = On+1Pn + Pn-1
O(n+1qn-|'qn—1

Isolando a,,, na expressao acima temos que

X(an+1qn+qn—1) = Op4+1Pn + Pn-1 =
X0p+19ntXqn-1 = Cn4+1Pn + Pn-1 =
O(n+1(an - pn) = Pn-1 —X(Qp-1 =

Uppy = Pn-1 — X(n-1
X(qn ~ Pn
0 que prova a expressao (5.13)
Vamos considerar, agora, a sequencia ag, a, a,, ... dada por (5.4), abaixo, e a
sequéncia de convergentes ¢, = p,/qn, OU Se€ja,
1 1
a = ag +x_0 = [ag,Xo] = [ao,a1 +Z

1
= [ag,a1, %] = [ao; aj,a; + X_]
2
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1

== [ao, al,az,xz] = ao, al,...,an_l +
Xn-1

= [a(), ap, az, ..., An—1, xn—l]
Assim, pelo teorema 5.6, vem que

An+1Pn t Pn-1
an+1qn+qn—1

a=lagay,ay, ...,y Aniq] =

Fazendo a diferenga entre a — ¢,,, vem
a—c, = On+1Pn + Pn—1 _ p_n
An+1qntqn-1 an
_ qn(@ni1Pn + Pn-1) — Pa(@ni1qntqn-1)
B dn(@ns1qn+qn-1)
AnPn-1 — Pn9n-1
An(@n+1qn+dn-1)
_ —(PnGn-1— Pn-19n)
B dn(@ns1Gnt+qn-1)
_ (-D"
B qn(@ns1Gntqn-1)
A expressao (5.14) representa a diferenga entre um numero irracional e o seu

(5.14)

e-nésimo convergente, isto €, o tamanho do erro entre esses termos e com isso se
conclui que:
="
=0
(an+1CIn + Qn—l)Qn

= lim

n—oo

. | Pn
lim [x — —
n—oo qn

Tendo em vista que a sequéncia dos q,, € crescente e 0s numeros reais sao
positivos.

Por fim, temos que

a = lim ¢, = lim [ay;aq,a,,...,a,] = [ag; aq,a,, ...]
n—-oo n—-oo

Como o limite do convergente € igual a a e temos que o limite de q,, tende
para o infinito, uma vez que a sequéncia de q,, € estritamente crescente, podemos
concluirque a = [ay; a4, a,, ...] € portanto é irracional.

No teorema 5.5, mostramos que toda fracdo continua simples infinita representa
um irracional e por conseguinte o limite para o qual a sequéncia dos convergentes
converge é, na verdade, esse numero irracional. Veremos no teorema a seguir essa

propriedade.
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Teorema 5.7 Toda fragdo continua simples infinita [a,; a;, a5, as, ... | representa um

numero irracional.

Demonstracio

Consideremos a = [ag;aq,a,,..] € pelo teorema 5.5 vimos que
a estaentre c, e c .1 € Que
0< |a - Cnl < ICn+1 - Cnl

=n"

Multiplicando a desigualdade acima por q, € usando (5.9), ¢, — c,_1 = PP

vem

0 < laqn — Pl < lcn41qn — Cnqnl <
dn+1

Vamos considerar que a seja racional, ou seja, a=
a/b, ae b inteiros com b > 0, assim a desigualdade acima apos feita a multiplicacéo

por b, ficara

lag, — bp,| <

n+1

Notemos que a sequencia q,, € crescente e podemos definir n suficientemente
grande de forma que b < qp41-

Isso nos garante que o inteiro aq, — bp,, estariaentre 0 e 1, 0 que é
impossivel, e portanto, se conclui a demonstracao.

Nos préximos teoremas, apresentaremos algumas importantes propriedades, a

saber : todo convergente p,,/q, do irracional a satisfaz |a — Z—"

n

1 .
< — e se o racional

dn

1

a/b,comb >0, |a—g| <=,
bl ~2p

entdo a/b € um dos convergentes da representagéo do

irracional em fragao continua.

E importante observar que uma condi¢do necessaria para que uma aproximacao,
por numero racional, seja considerada boa € que o tamanho do erro absoluto
|x — p/q| seja o menor possivel e que também os inteiros p, q ndo sejam tao grandes.
Por isso, devemos minimizar o erro |x — p/q|, bem como o valor do denominador q,,
para que essas aproximagdes sejam tdo boas quanto se desejar.

Por definicdo, o erro reduzido da aproximagao de x por p/q , denotado por
lg, —pl € a razéo entre |x —p/q| e o erro maximo da aproximagao por falta com

denominador q é iguala 1/q .
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O teorema 5.8 a seguir nos mostrara que o erro absoluto decorrente da
substituigdo de x pelo convergente p,,/q, € menor que 1/2g2 e, pelo menos uma de
duas aproximagdes racionais consecutivas, tem erro menor do que 1/2g2 ou menor

do que 1/2¢7 44

Teorema 5.8 (teorema de Dirichlet) Todo convergente c, =p,/q, dex satisfaz a

desigualdade

1 1
|x - p—n < —
qn ndn+1  9n
além disso
Pn 1 Pn+1 1
x— < —2 ou X — 2
dn an dn+1 2qn+1
Demonstracio

Inicialmente, vamos considerar que x pertence ao intervalo de extremos

Pn/An € Pnsi/qn+1 » €M que 0 comprimento € dado por

Pn+1 _p_n — (_1)71 _ 1
dn+1 dn Andn+1 Andn+1
Assim, teremos
1 1
|x _Pn < —
dn dndn+1!  4qn
Agora, vamos supor, por absurdo que
Pn 1 Pn+1 1
x—| < 52 e |xXx— = 2
dn ZCIn An+1 2qn+1
Dai segue que
p_n _ pn+1 ~
a) Senforparex € (qn —qn+1) entao
1 _ Pn+1  DPn _ | Pn Pn+1 | 1
= -——l=x—— —X| 255 1t53
InGn+1  Gne1 G Inl  1dn+1 27 2qp4q
i Pni1 _ Pn
b) Se n for impar, x € (anr1 qn)

Entao,
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1 IPn Pn+1|  |Pn+1 DPn| _ Pn| | |Pnt1 1 1
= [—- = ——|=x—-—|+ — X2t
Anqn+1 dn An+1 An+1 dn dn An+1 ZQn 2qn+1
O que implica que
1 1 1 1 q2.1 + g2
= > o s 2qndn+1 = Gnsr + G5 S

>+ N >
GnGn+1 293 2%21+1 An9n+1 Z%%Qrzwl
0=>q2,1—2quqni1 + 92 © 0= (Gni1 — qn)* © 0= qny1 — G

O que se deduz que q,, = g+, € um absurdo, pois na verdade q,, < q,4+1

Notemos que todas as aproximagdes racionais que se origem das fragdes
continuas simples tem erro absoluto menor do que o inverso do denominador
convergente ao quadrado. Associa-se a isso, que uma dentre duas aproximacgoes
consecutivas te, erro absoluto menor do que a metade do inverso do denominador do
convergente ao quadrado.

A titulo de informacdo, o teorema de Dirichlet marca o inicio do ramo da
matematica denominado aproximagdes diofantina que conecta assuntos ligados a

teoria dos numeros com questdes de aproximacdes de numeros irracionais.

Teorema 5.9 Seja a um irracional e p,,/q, 0s convergentes da expansao de a em

fragdo continua. Se a/b for um numero racional com b > 0 tal que

sendo n > lentdob > q,. E se |ab —a| < |aq, —p,| para algum n = 0,entdo b >

An+1

Demonstracio

Vamos, inicialmente, demonstrar que a segunda parte do teorema implica a
primeira.
Consideremos falsa a primeira parte, teremos a existéncia de um racional a/b

tal que
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Assim, das desigualdades acima, obteremos
Iab - al < |QQn - pnl

Entretanto a segunda parte do teorema nos diz que isto implicaem b > g,,,; ©
gue nos leva a uma contradigao, pois q, < qn+1 paran =0
Vamos provar a segunda parte, procedendo, outra vez, por contradi¢do. Assim,

vamos supor que
lab —al < |aCIn _pnl e b <(qns1

Além disso, consideremos o sistema linear em x e y, conforme abaixo

{pnx + pn+1y =a (5.15)

qnX + Qny1y = b

E tendo como base a expressao (5.8), isto &, p,41Gn — PnGn+1 = (—1)™, veremos
que o determinante principal do sistema é +1 o que nos diz que este sistema tem
solugcéo em inteiros x e y.

Na verdade os termos x e y sao diferentes de zero, pois caso fosse x=0 teriamos

que b = yq,41 0 qQue implicariay > 0e b = q,,+; €m contradicdo com b < ¢, 41-
Sey =0, entdoa = xp,, b = xq, €

Iab - al = |(lan _xpnl

= IXIIQQn _pnl = IQQn _pnl

Tendo em vista que |x| = 1 nos mostra outra vez uma contradicao.

Mostraremos a seguir que x e y possuem sinais opostos.

e Sey<O0,entioxq, =b —yqus1,istoéx >0
e Sey>0,entiob < yqni1, POis b < qpyq

Portanto, xq,, é negativo o que nos diz que x < 0
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Dessa forma, de (5.14), concluimos que aq, —p, e @Qn+1 — Pns1 POSSUEM

sinais opostos e, portanto, x(aq,, — p,) € y(@qn+1 — Pn+1) POSSUEM O MesSMO sinal.
Assim da expressao do sistema (5.15), vem que

a—b=x(aq, —pn) +y(@qni1 — Pn+1)

Como os dois termos da direita da igualdade acima tem o mesmo sinal, temos

|lab — a

|x(aCIn - pn) + y(aqn+1 - pn+1)|
= |x(aCIn - pn)l + |Y(aCIn+1 - pn+1)|
> Ix(QQn - pn)l = |x||aqn - pnl

>

lag, — pal

Concluimos pelas demonstracées acima que ha uma contradicdo e portanto o
teorema esta provado.

Teorema 5.10 (Lagrange) Seja a um irracional. Se existir um racional a/b,b > 1 tal
que

1
o =31 < 552

entdo a/b € um dos convergentes da expansao de @« em fragdo continua.

Demonstracio

Admitimos que exista um racional a/b que satisfaca a hipotese do teorema e que

a/b nao seja um convergente da fragdo continua de a. Sem perda de generalidade
podemos que o maximo divisor comum (a, b) = 1.

Seja, entéo, n inteiro tal que q,, < b < q,+1- E vamos supor que

a _ Pn

b qn
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De modo que

1 1

" bqn  Gnln+1

a  DPn

b qy

sendo que q, < b < qpy1

Assim, sendo a/b esta fora do intervalo de extremos p,,/q, € Pn+1/9n+1

Dessa forma, temos duas possibilidades

1 1
> —
bCIn+1 2b?

Isso é um absurdo, pois contraria a hipétese inicial de que b < g, 41

An+1

a
Se b > ,entao |a—E| =

OuSe b < CInz+1’
a a 1 1 -b 1 1
entao |a——|2 Pn 4| _|Pn+1_Pn > _ _n+1 >
b qn bl 1qn+1 qnl Dqn  @nQn+r  DqnQnir  2bgn 2D

0 que € um absurdo.

Logo, se uma aproximagao do irracional @ por um racional a/b tem um erro
absoluto menor que o inverso do dobro do quadrado do denominador c, essa
aproximacgao do irracional pertence necessariamente a sequéncia de convergentes de
fracao continuade «a .

Conclui-se, portanto, que um racional a/b é uma excelente aproximacgao, a
melhor aproximagdo, do irracional «a, entdo a/b pertence a sequéncia dos
convergentes da fracdo continua.

Em geral, os coeficientes de uma fragdo continua podem ser qualquer numero
natural, quéao maiores, mais rapidamente suas convergentes se aproximam do

numero irracional.
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Item 6

Aplicacoes de Fragoes Continuas

6.1 Introducao

No que se referem as aplicagodes, as fragdes continuas podem ser utilizadas em

diversas areas da matematica tais como aproximacdes de numeros irracionais como

o numero 7, V2, Ve, por exemplo, que s&o obtidos por meio de convergentes de
fragbes continuas. Na fisica tedrica, podemos ver utilizagdo na modelagem e
compressao de fendmenos naturais, assim como na teoria quantica de campos e na
teoria das cordas. Na computagcdo, podemos ter aplicagbes no algoritmos de
convergéncias, para calcular convergentes de fragdes continuas, importantes em area
de criptografia e método de otimizagdo. Também podem ser exploradas em outras
areas como estatistica para analise de dados fracionais e modelagem probabilistica.

Ao longo deste estudo, vimos algumas formas de se aproximar numeros
irracionais e algumas propriedades dos convergentes. Agora, de forma introdutdria,
apresentamos as equacoes diofantinas lineares e a equacao de Pell que nos permitem
melhor entender os problemas da teoria dos numeros, envolvendo numeros inteiros e
combinagdes lineares.

As equacgoes diofantinas lineares apesar de ser um assunto recente, ja vinham
sendo discutidas ha séculos, e nesse periodo acreditavam que essas equacdes
tratavam—se de erros de enunciados por ser uma abordagem que envolvia problemas
indeterminados ou impossiveis e por isso, raramente, eram foco de atencdo de muitos
matematicos. A maioria dos problemas assim tratados pelas civilizagdes antigas
admitiam uma unica solugao, por exemplo, as equagdes polinomiais do segundo grau.

Porém, alguns problemas de indeterminacéo linear foram encontrados nos
manuscritos de Aryabhata, um astrobnomo e matematico Hindu que viveu em cerca de
500 d.C. Esses manuscritos indicam que foi o matematico e astrbnomo Brahma- gupta
(598-665 d.C.) o primeiro a encontrar a solugéao geral para a equagao polinomial.

A Teoria dos Numeros € uma area da Matematica que estuda as propriedades
de numeros em geral e, particularmente, dos numeros inteiros. Inserido nessa teoria,

encontra-se o estudo das equacgdes representadas na forma a seguir:
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f(xlrx2r ---:xn) =0

onde f é uma fung&o polinomial de n variaveis com n > 2 e x4, x5, ..., X, € assumem
somente valores inteiros. A esse tipo de equagdes chamamos de equacdes
diofantinas, que recebe esse nome em homenagem ao matematico grego Diofanto de
Alexandria, que se interessou em resolver problemas cujas solugdes fossem numeros
inteiros ou racionais.

Nada se sabe sobre a nacionalidade de Diofanto e da época exata em que viveu,
levando os historiadores a situa-lo no século lll. Diofanto de Alexandria teve uma
enorme importancia no desenvolvimento da Algebra influenciando fortemente os
europeus que posteriormente se dedicaram a Teoria dos Numeros. De sua produgao
matematica se conhecem apenas fragmentos de uma obra que trata de numeros
poligonais e Arithmetica, raz&o pela qual ele é, muitas das vezes, considerado o “pai
da algebra”.

A titulo de exemplo, entre as Equacdes Diofantinas mais famosas, encontra-se
a equacao x" + y™ = z". Muitos matematicos estudaram essa equagéao ao longo da
histéria, dentre alguns, o matematico francés, Pierre de Fermat, que apos ler a obra
Arithmetica de Diofanto, sugeriu que as equagdes do tipo x™ + y™ = z" n&o possuem
solugdes com valores inteiros e positivos para x, y e z, quando n for um inteiro maior

do que 2.

6.2. Equagoes Diofantinas lineares com duas variaveis

Devido a Arithmetica, hoje sdo chamadas equagbes diofantinas todas as
equacgdes polinomiais, com duas ou mais incognitas, com coeficientes inteiros, em que
0 expoente de maior grau € igual a dois e cujas solugdes estdo contidas no conjunto
dos numeros inteiros.

Uma equacao diofantina é linear se esta estiver na forma

a1X; + axx, + o+ ap Xy +apx, =c (6.1)

em que seus coeficientes a4, a,, ...,a,, sao numeros inteiros. Isto significa escrever c

como combinagao linear inteirade todosos a;, 1 <i <n.
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Dessa forma, encontrar uma solugao para a Equacéo (6.1) implica em encontrar
um conjunto de valores inteiros a4, a,,...,a, tais que, ao serem substituidos nos
respectivos lugares da n-upla (x4, X5, ..., X, ), @ condi¢ao (6.1) é verificada.

Entretanto, tratamos neste item, de forma introdutéria, de equagdes desse tipo,
nos restringindo somente aquelas com duas variaveis x e y, com coeficientes a; =

a e a, = b, ou seja, as equagdes do tipo:
ax+by=c (6.2)
em que a, b sao inteiros n&o nulos.

O termo diofantina se refere a qualquer equagao cujos coeficientes sdo numeros
inteiros, enquanto que o termo linear € uma referéncia ao fato de que a equacao acima
representa uma reta no plano cartesiano, ou seja, resolver uma equacgao diofantinas
do tipo ax + by = c, nas variaveis x, y € Z, € determinar os pontos da reta que contém
coordenadas inteiras.

Uma solugédo para a equagao (6.2) € um par (x,,y,) de inteiros tais que a
sentenca abaixo seja verdadeira

axy, + by, =c

Definigdo 6.1 Uma equacéo diofantina linear em duas variaveis € uma expressao da

forma

axg + by, =c

coma,b,c € Z e cujas solugdes sdo inteiros com a,b # 0

Exemplos de equacdes diofantinas:

2x + 3y =5, 4x— 2y =7, 2x* — y? =18
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Teorema 6.1 Uma equag &o diofantinas linear ax + by = ¢ tem solugao se, e somente

se, d | ¢, sendo que d = mdc (a, b) € um divisor de c.

Demonstracio

(=) Se (x9,v,) € uma solugéo , vale a igualdade ax, + by, =c¢

Como (a,b)| axqg + by, =cou (d|a e d|b = d|c) portanto (a,b) | c

(<) Reciprocamente, se (a, b) | ¢ entdo ¢ = (a,b)k,para todo k € Z
Por outro lado existem inteiros m e n tais que (a,b) = ma + nb
Dai
¢ =(a,b)k =a(mk ) + b(nk)

Portanto, o par (mk,nk) é a solugdo da equacao considerada e admite-se

Observemos que se (x,,y,) € uma solugdo de ax + by = c,com a,b > 0, entédo

(=x0,Y0), (x0,—¥0), (—x0,—Y,) sa@o solugdes respectivamente das equagdes
(—a)x + by =c, ax + (—b)y =c, (—a)x+(-b)y=c

Exemplo 6.1 Verificar se as equacgdes diofantinas lineares abaixo tem solucio inteira.

. 2x +4y =3

Nao possui solugéo inteira, pois pelo teorema 6.1, d = mdc (2, 4) = 2 que néo
divide 3.
. 9x 4+ 16y = 35

Tem solugéo, pois sendo d = mdc (9, 16) = 1 e d € um divisor de c, isto é, 1 |

35, logo a equagao tem uma solugao inteira.

Teorema 6.2 Se a equagéo diofantina linear ax + by = ¢ tem solugéo (x,,y,) entdo

tem infinitas solugdes e o conjunto desta € dada por

§={(xo + (b/d)t, yo — (a/d)t),t € L}

em que d| c, sendo que d = mdc (a, b) € um divisor de c, enté&o,

X=xo+th e y=y,—ta, comt €Z
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Demonstracio

Vamos mostrar inicialmente que todo par (x, + (b/d)t, y, — (a/d)t) € solugéo
da equacao considerada e que de fato
a(xo + (b/d)t + b(y, — (a/d)t)) = axy + by, + [(ab — ba)/d]t = ax, + by, =c
pois (x,,yo) € solugao, por hipotese.
De outra parte, vamos considerar (x’, y") uma solugao genérica da equagao,

entao

ax' + by' =c =ax, + by,
Dai

a(x" —xo) = b(yo —¥")

Como d é divisor de a e b, entdo a = dr e b = ds para determinados inteiros r e
s primos entre si. Logo
dr(x" —xo) = ds(yo — ')
Portanto,
r(x' —x0) =s@o—y")
Observemos que essa igualdade mostra que r divide s (y, —y'). Mas comore
s sao primos, entao, r divide (y, — y'). Portanto,
o—y) =rt
para algum t € Z.
Considerando que r = a/d, entao
Y =yo— (a/d)t
Observando-se agora que, em consequéncia,
r(x" —xo) = sy —y') =srt
O que se obtém:
x'=x+ (b/d)t

Importante observar que o fato de uma equagéao diofantina ax + by = c ter
infinitas solucdes significa, geometricamente, que a reta da equagao ax + by = ¢

possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras do plano cartesiano.
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Exemplo 6.2 Encontrar todas as solu¢des das equacdes diofantinas lineares abaixo.

a) 3lx+ 11y =2

Solucao

1.

A D

5.

Aplicar o algoritmo de Euclides para encontrar o mdc, teorema 3.2

Verificar se tem solugao, ou seja, d|c, teorema 6.1

Expressar o racional em forma de fragdo continua

Determinar os convergentes, utilizar a tabela 5.1. Dentre os convergentes, os
dois ultimos, c, e c,_1, indicardo a solugdo da equagao que satisfaz a relagdo
teorema 5.3.

Encontrar a solugéo geral, teorema 6.2

Vimos que (xX0,Vo) € uma solugdo particular da equacdo 31x+ 11y =

2, entdo (2x, 2y,) € solugdo da equacao dada.

Vamos aplicar o algoritmo de Euclides, teorema 3.2, para encontrar uma solugéo

para a equagdo, temos:

31=q.11+r

31=2-11+9
11=1-9+2
9=4-2+1
2=2-1+0

Como o mdc (31, 11) = 1 e é um divisor de 2, isto é, 1 | 2, logo a equagao tem

solucdes.

Da ultima equacéo (2, 1) = 1, temos que 1 é o ultimo resto ndo-nulo na sequéncia

de divisbes sucessivas e dessa forma podemos expressar o racional em forma de

fracao continua conforme abaixo:

31

14t

Logo a fragado continua associada ao numero racional

31 D3
—=12;412| =—
11 | ] as

Do teorema 5.3, vem,

31p2 - 11qZ =1
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Determinamos os convergentes (ver tabela 5.1), tabela 6.1, e em seguida
utilizamos os dois ultimos convergentes c, e c,,_; para obtermos a solugédo da equagéao

que satisfaz a relagado do teorema 5.3.

n 1 0 1 2 3
a, 2 1 4 2
Pn 1 2 21+1=3 (43 +2) = 14 214 + 3 = 31
In 0 1 1 41+1=5 25+1=11
Pn 2 3 14 31
Ch= — Z Z _ -
Gn 1 1 5 11

Tabela 6.1 — determinagao de convergentes

Observe na tabela 6.1 os convergentes ¢, = 14/5 e c; = 31/11. Assim, como,
31 14

11 5
Logo x, = 5e y, = —14 é uma solugdo particular de

31p, — 11q, = 1.
Temos que a equagao 31x + 11y = 2, logo multiplicando a equagao acima por
2 ,vem
31(2.5) — 11(2.—14) = 2.1 = 31(10) — 11(—28) = 2
Assim, x, = 10 e y, = 28 é uma solugéo particular da equagéo 31x + 11y = 2

A solucéo geral, teorema 6.2, que satisfaz a equagao geral é dada por

X=Xo+th e y=y,—ta comt€eZ
x=10+11t e y=-28-31¢t comt € Z

b) 12x+7y =9

Vimos que (x,,¥,) € uma solugdo particular da equacdo 12x+ 7y =
9, entido (9x,,9y,) € solugdo da equagao dada.

A exemplo do caso anterior, vem

12=1-7+5
7=1-5+2
5=2-2+1
2=2-14+0

Como o mdc (12, 7) = 1 e € um divisor de 9, isto é, 1 | 9, logo a equagao tem
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solugdes.
Sabemos que o racional 12/7 é representado pela fracdo continua [1;1,2,2] ,

conforme abaixo,

2_ .7 .1 1 L 1
T ot it =it =1t T~ 1
va 1+7 1+—1 1+ 1

2+§ 2+7

Logo a frag&do continua associada ao numero racional

12
S=122] =2
7 qs

Calculando o convergente c,, conforme tabela 6.2 vem

n 1 0 1 2 3
a, 1 1 2 2
Dn 1 1 1.14+1=2 (224+1)=5 254+2=12
In 0 1 1 21+1=3 23+1=7
Pn 1 2 5 12
“% W 1 1 3 7
n

Tabela 6.2 — determinagao de convergentes

Da tabela 6.2 e do teorema 5.3 segue que
12p, = 7q, = -1

Note na tabela 6.2 que o convergente ¢, =5/3. Logo x, =3 ey, = —5¢€éuma
solugao particular de 12p, — 7q, = —1. Multiplicando-se esta ultima equacgao por -9,
vem

12(—=9.3) = 7(=9.-5) = =9.—1 = 12(-27) + 7(45) = 9
Logo x, = —27 e y, = 45 € uma solugéo particular da equacédo 12x + 7y =9
Assim decorre do teorema 6.2 que a equagao geral € dada por
X=xq9+th e y=y,—ta, comt€Z
x=-274+7t e y=-45-12t, comt€eZ

Observacdes

a) Podemos concluir que se, d | ¢, sendo que d = mdc (a, b) € um divisor

de c, entdo a equacgao diofantina linear ax + by = ¢ admite um numero infinito

de solugdes, uma para cada valor arbitrario t.

b) Se d =mdc (a, b)=1 e (x,,y,) € uma solugédo da equacgao diofantina

linear ax + by = c, entdo todas as solugdes dessa equagao sao dadas por
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XxX=xo+th e y=y,—ta, comt € Z,inteiro arbitario
C) Uma solugao particular da equacgao diofantina pode ser obtida por

tentativas e erros ou pelo algoritmo de Euclides, conforme exemplos anteriores.

6.3 Equacao de Pell

O nome da equagao de Pell vem do matematico Leonard Euler (1707) que em
uma carta para Goldbach confundiu o nome de William Brouncker, o primeiro
matematico que deu um algoritmo para resolver a equagdo com o matematico inglés
John Pell (1611-1685).

A equacao de Pell é na verdade um método eficaz de aproximagdes de raizes
quadradas por numeros racionais. E suas solugcdes podem ser usadas para aproximar
com precisao a raiz quadrada por numeros racionais.

Mostraremos como se pode usar o conceito de fragdes continuas para encontrar
solucdes inteiras para a equacgao de Pell do tipo

x? —dy? =m

Onde m é um numero inteiro e d um numero natural ndo-nulo e que n&o seja
um quadrado perfeito.

A equacao de Pell € um caso particular das equacgdes diofantinas, chamadas
de quadraticas quando x? — dy? = m, com x,y inteiros e d um nimero inteiro
positivo e diferente de um quadrado perfeito. No caso,emqued <0ed >0 é um
quadrado perfeito a equagao possui um finito de solugdes e para a = 0 um numero

infinito.

Definigao 6.3.1 Considere d um numero natural ndo nulo que nao seja quadrado

perfeito. A equacao de Pell é dada por,

x? —dy? = m, com m inteiros

Vamos considerar aqui, particularmente o caso em que m=1, sendo o par

ordenado (X, y) uma solugéo inteira da equacgao de Pell.



80

Justificativa

Supondo que d = p? seja um quadrado perfeito, p é inteiro, e m=1, entdo
(x* —p?y*) =1
Assim,
(?—p*yH) =1=(x—py)x+py) =lou (x —py)(x+py) = -1
Como as solugdes procuradas sao inteiras, temos que
(x—py)=le(x+py)=1
Assim
x—py)x+py) =1=2x—x=py+py=0=2py=>y=0=>x=1
Mas também temos que
x—py)x+py)=—1=2x—x=py+py=>0=2py=>y=0=>x=-1
Portanto, somente os pares ordenados (1, 0) e (-1, 0) sdo solugdes triviais da
equacao de Pell e por outro lado estamos interessados em encontrar solugdes nao
triviais e, por conseguinte, d ndo pode ser um numero natural positivo que seja um
quadrado perfeito.
As solucdes da equacao de Pell correspondem aos pontos com coordenadas
inteiras sobre uma hipérbole, pois a igualdade, abaixo, representa esse tipo de

cOnicas no sistema cartesiano.

2
xz—yT=1
dz

Exemplo 6.3.1 Encontrar solugcdes para a equagao de Pell dada por
x? -5y =1

Sabemos que V5 = [2;4,4, ...], assim a representacdo em fracdo continua

sera:
1
V5 = [2;44,..]1=2+
1
4+ ————
S =
Podemos encontrar, uma solugao (x;,v,) = (9, 4), conforme abaixo

1 9
V5 =24+ —=-
4 4

O par ordenado (x,,y,) = (161,72), € outra solugéo, ou seja,
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1 1 1 161
V5 =24 — —  —24_— __—24 _
P 4+ = 442 T2
1 17 17

4+t 7 )

Uma terceira solugao é o par ordenado (x3,y3;) = (6748, 3033)
1 6748

4+ 1 : 3033

4 + ——
-
4+Z

E, continuando, podemos encontrar outras solugdes, basta irmos aumentando

V5 = [2;44,..]=2+

os termos da fragao continua. Portanto, a equagéo de Pell x? —5y? =1 tem infinitas

solugdes inteiras.

Exemplo 6.3.2 Encontrar solugdes para a equacao de Pell dada por
x?—-3y?=1

Sabemos que V3 =[1;1,2,1,2,1, ...], assim a representacéo em fragéo continua

sera:
1
V3 =[1;1,21,21 ..] =1+ T
1+ ————
2t 1
Podemos encontrar uma solugao (x;,y,) = (7,4), conforme abaixo
1 7
V3 =1+ — 1 =Z
1+—
2+7
O par ordenado (x,,y,) = (26, 15), é outra solugéo, ou seja,
1 26
1+ 1
2 + ———
1+ 57—
241

Continuando, encontraremos infinitas solugdes inteiras para a equacao de Pell

x?—-3y?=1.

Exemplo 6.3.2 Encontrar solugdes para a equacao de Pell dada por
x*—19y% =1

Sabemos que



ap = [V19] = 4

=3

=1

=2
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1 1 1 4 4++/19
=|V19| = 4eV19 = —=>V19=4+4+—>x, = =
ao [ J e a°+x1 +x1 X1 \/ﬁ-‘l 3
4 ++/19 +1=>4+\/19 2+1=> 1 2 ++19
e =Qa _ = —_— X, = =
3 Y, 3 T U 5
3
2 ++/19 +1=>2+\/E 1+1:> 1 3++19
e =a _— = _— X2 = =
5 27 x 5 x0T 24V19 2
5
3 ++/19 +1:>3+\/E N 1 3++19
e =Qa _ = —_— XL = =
2 > x, 2 T U 5
2
3 ++/19 +1:>3+\/E 1+1:> 1 2 ++19
e =Qa _ = —_— Xe = =
5 * 7 xs 5 x5 734919 3
5
2 ++/19 +1:>2+\/E 2+1:> 1 4 ++/19
e =Qa _ = —_— X = =
3 7 x 3 X 24V19_, 1
3

4++19
a1= 3
2++19
a, = 5
3++19
a3= 2
3++19
a4= 5
2++19
as = 3
4++19
a6= 1

Assim, concluimos que 4 ++19 =[8;2,1,3,1,2] e V19 = [4; 2,1,3,1,2,8]

Vimos também que x? —19y2 =1 tem como solugdo x/y ou seja uma

convergente p,,/q, da fungéo continua vd , com vd = v19.

Segue que

170
39

1
L

n 2 + 1

Logo (170, 39) é uma solugdo da equagdo x? — 19y? = 1, pois 170? — 39y? =

1 o0 que nos leva a concluir que também ¢é a solu¢do minima da equacgao dada.
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Consideragoes Finais

Nesta monografia apresentei uma abordagem histérica das fragées continuas e
revisei conceitos e propriedades de alguns conjuntos numéricos de forma a embasar
o real objetivo do trabalho que é o estudo das fragdes continuas simples e seus
aspectos que envolvem expansdes dos numeros racionais € irracionais obtidas por
sucessivas aplicagdes do algoritmo de divisdo de Euclides e, mais especificamente,
convergentes, suas propriedades, demonstragdes e o processos de aproximagoes
sucessivas que fornecem as melhores aproximacgdes por numeros racionais para um
nuamero irracional, com erros tdo pequenos quanto se desejar. E por fim, aplicagdes
das fragdes continuas nas resolugdes de equacgdes Diofantinas e equacgao de Pell.

N&o obstante o conteudo fragbes continuas ser ministrado no ensino superior,
podera ser abordado no ensino basico de forma a ampliar e fortalecer o pensamento
numérico dos alunos em consonancia com as diretrizes da Base Nacional Comum

Curricular (BNCC), no que se refere a unidade tematica numeros a seguir descrita:

‘A unidade tematica Numeros tem como finalidade desenvolver o
pensamento numérico, que implica o conhecimento de maneiras de
quantificar atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados
em quantidades. No processo de construgdo da nogéo de numeros, os alunos
precisam desenvolver, entre outras, as ideias de aproximagéo,
proporcionalidade, equivalencia e ordem, nog¢bes fundamentais de
Matematica. Para essa construgdo, € importante propor, por meio de
situagées significativas, sucessivas ampliagbes dos campos numeéricos. No
estudo desses campos numeéricos, devem ser enfatizados registros, usos,
significados e operagées.” Brasil (2018, p. 268).

Nesta perspectiva, a insergéo introdutéria do conteudo das fragbes continuas
simples no ensino basico, com atividades bem planejadas, podem contribuir
significativamente para a ampliagéo e o fortalecimento do pensamento numérico dos
alunos, a medida que expde outras formas de se representar e classificar os numeros
reais, ndo meramente como a unido dos conjuntos dos numeros racionais e
irracionais, ou ao definir numero irracional como todo numero real que nao é racional,
mas sim explorando as melhores aproximacgdes racionais para numeros irracionais,
de forma a se observar a interacao entre a natureza discreta e finita, continua e infinita

dos numeros reais.
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As fracdes continuas, por constituirem um processo finito para representar os
numeros racionais e infinito para representar os numeros irracionais, sao
consideradas um dos melhores instrumentos de investigagdo da natureza aritmética
dos irracionais. Tem aplicagdes na propria area da matematica e em diferentes areas
do conhecimento. Suas bases teoricas foram construidas ao longo de quase trés
séculos e tiveram contribui¢cdes de varios matematicos, dentre os quais, citamos John
Wallis (1616-1703) primeiro a utilizar o termo fragdo continua em seu livro Opera
Mathematica, de 1695.

Em sintese, n&o é pretensao desta monografia esgotar todo assunto estudado,
mesmo porque a complexidade do tema ndo permitiria neste trabalho. O assunto
requer pesquisa mais profunda no campo da teoria dos numeros no que se refere a
matematica pura, assim como um planejamento e metodologia de ensino adequados

a insergéo introdutoria das fragdes continuas no ensino basico.
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