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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o Teorema de Arzela-Ascoli, um importante
resultado de Andlise amplamente utilizado em diversas areas da matematica pura. O
Teorema de Arzela-Ascoli estabelece critérios necessarios e suficientes para garantir que
um conjunto de fungdes continuas, definidas em um espago compacto, seja relativamente

compacto em relagdo a convergéncia uniforme.

Aplicou-se o teorema para garantir a existéncia de solu¢oes de uma Equacao Diferencial
Ordinaria (EDO). Para embasar essa pesquisa, abordamos conceitos fundamentais necessa-
rios ao desenvolvimento do tema. Inicialmente, revisamos definicoes elementares, seguidas
pela apresentacao e demonstracdo do Teorema de Arzela-Ascoli. Entao, concluimos a

pesquisa aplicando o resultado ao Teorema de Peano.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Teorema de Arzela-Ascoli, Equagoes Diferenciais

Ordinérias, Teorema de Peano.



Abstract

The objective of this monograph is to present the Arzela-Ascoli Theorem, an important
analysis result widely used in several areas of pure mathematics. The Arzela-Ascoli Theorem
establishes necessary and sufficient criteria to ensure that a set of continuous functions,

defined in a compact space, is relatively compact with respect to uniform convergence.

The theorem was applied to guarantee the existence of solutions of an Ordinary Differential
Equation (ODE). To support this research, we address fundamental concepts necessary
for the development of the topic. Initially, we review elementary definitions, followed by
the presentation and demonstration of the Arzela-Ascoli Theorem. Then, we conclude the

research by applying the result to Peano’s Theorem.

Keywords: Metric Spaces, Arzela-Ascoli Theorem, Ordinary Differential Equations, Peano

Theorem.
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Introducao

O estudo de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) desempenha um papel central
na modelagem de fendmenos em diversas areas do conhecimento, como fisica, engenharia,
biologia e economia. A andlise do comportamento das solu¢oes dessas equacdes é uma
questao de interesse tedrico e pratico, envolvendo ferramentas matematicas sofisticadas
para garantir sua existéncia, unicidade e continuidade. Nesse contexto, o Teorema de
Arzela-Ascoli surge como um resultado fundamental na analise funcional, oferecendo
critérios precisos para a compacidade de conjuntos de fungoes, o que é essencial em varias

abordagens para o estudo de EDOs.

Este trabalho tem como objetivo explorar o Teorema de Arzela-Ascoli em detalhe,
destacando sua demonstracao e aplicacao no contexto de EDOs, particularmente em méto-
dos para garantir a existéncia de solugoes. Para isso, abordaremos conceitos relacionados
a continuidade, equicontinuidade e compacidade, estabelecendo a conexao entre esses

elementos e a teoria das equagoes diferenciais.

A relevancia desse estudo reside no fato de que o Teorema de Arzela-Ascoli fornece
as bases teoricas para métodos como o de aproximagoes sucessivas de Picard e o Teorema
de Peano, que garantem a existéncia de solugoes de EDOs sob diferentes condigoes.
Compreender esses fundamentos é essencial tanto para a aplicagao pratica quanto para a

evolucao da teoria.

Esta monografia teve como motivagao principal (ALMEIDA; PIMENTA, 2018)
e esta estruturada em trés capitulos principais. No primeiro, revisamos os conceitos
fundamentais da teoria dos Espacos Métricos necessarios a compreensao do Teorema de
Arzela-Ascoli. No segundo, apresentamos e demonstramos o teorema de Arzela-Ascoli.
Por fim, no terceiro capitulo, apresentamos a aplicagdo do Teorema de Arzela-Ascoli no
Teorema de Peano. Apds o terceiro capitulo, apresentamos as consideracoes finais do

trabalho e as bibliografias utilizadas nesta pesquisa.
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1 Espacos Métricos

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados dos espagos métricos, os
quais utilizaremos nos capitulos seguintes. Os resultados nao triviais sdo acompanhados de
suas demonstragoes. As referéncias bibliograficas utilizadas neste capitulo foram (LIMA,
1983), (LIMA, 2007) e (LIPSCHUTZ, 1970).

1.1 DefinicGes de métrica, distancia e espacos métricos

Seja M um conjunto qualquer e seja d : M x M — R uma func¢do que associa a
cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(z,y), chamado a distincia de

x a y, de modo que sejam satisfeitas os seguintes postulados para quaisquer x,y,z € M:
i) d(z,x) = 0;

ii) Se z # y entdo d(z,y) > 0;

iii) d(z,y) = d(y, z);

iv) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Observe que os postulados i) e ii) dizem que d(x,y) > 0 se, e somente se, x = y. 0

postulado iii) afirma que a distancia d(x,y) é uma fungao simétrica das varidveis x,y. ja o
postulado iv) chama-se desigualdade triangular, pois tem origem no fato de que, no

plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridngulo nao excede a soma das

medidas dos outros dois lados.

Nessas condigoes cada imagem d(z,y) recebe o nome de distdncia de x a y e um

par (M, d), onde d é uma métrica sobre M, é o que chamamos de espago métrico.

1.1.1 Exemplos de Espacos Métricos
Exemplo 1.1. Seja d: M x M — R uma fungao tal que:

(a) d(z,y) =0z =y;

(b) d(z,2) < d(a,y) +d(zy), Va,y,= € M.

Entao, d é uma métrica.
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Vamos mostrar que as condigoes (a) e (b) implicam nas quatro condigoes da

definicao.

i) d(z,x) =0. De (a) temos que x = y implica em d(z,y) = d(x,z) = 0.

ii) d(z,y) >0sex#uy.

Em (b), se z = = temos:

d(z,z) < d(z,y) +d(x,y) = 2d(z,y).

Como z = z, entao, concluimos de i) que d(z, z) = 0.

Logo,
2d(z,y) > 0=d(z,y) >0

Por (a), d(x,y) # 0. Entdo, d(z,y) > 0 se x # y.
iii) d(z,y) = d(y,x),Va,y € M.
Em (b) se y = x temos

d(z,z) <d(z,z) +d(z,z).

Por i),
d(z,z) =0

entao
d(z,2) < d(z,x),Vzr,z € M.
Trocando x por z e z por x temos; (z,z) < d(z, z), Vr,z € M.
Assim,
d(xz,z) =d(z,z),Vr,z € M.
iv) d(z,z) < d(z,y) +dy, 2),Ve,y,z € X

Usando iii) na segunda parcela da soma em (b)
d(z,z) < d(z,y) + d(z,y) = d(z,y) + d(y, 2)

Portanto,
d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2), Vo, y,z € X

Exemplo 1.2. A métrica "zero-um'.
Sejam M um conjunto qualquer e d : M x M — R uma métrica definida por:
d(z,y) =0sex =y ed(z,y) =1 se x #y. Entdo, d € uma fungio e as condigoes i) a iv)

sao vdlidas.
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i) d(z,y) = 0 se x =y, por defini¢ao. Logo, d(z,z) = 0.
ii) d(x,y) = 1 para x # y, por definicao. Como 1 > 0 temos que d(z,y) > 0 se z # y.

iii) Se x = y entao d(z,z) = 0. Se x # y entdo d(z,y) = 1, por defini¢gdo. Também,
y #r = d(y,z) = 1. Logo, d(z,y) = d(y,z),Yz,y € M.

iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),Vz,y,z € M.
a) Sex = z;d(z,z) =0 <d(x,y) + d(y, 2).
b) Se x # z, entdo d(z,z) = 1.

b.1) Se y = z entdo y # z. Neste caso d(z,z) = 1,d(z,y) = 0 e d(y,z) = 1, entdo
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

b.2) Se y = z entdo y # x. Neste caso d(z,z) = 1, d(z,y) = 1 e d(y,z) = 0, entao
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

b.3) Sey #x ey # zentdo d(z,z) =1, d(z,y) =1 ed(y,z) = 1, entdo 1 = d(x,z) <
d(z,y) + d(y,z) = 2. Assim, d(z, 2z) < d(z,y) + d(y,2),Vz,y,z € M.

Portanto, d é métrica em M.

Exemplo 1.3. Subespaco e métrica induzida.

Se (M,d) é um espago métrico, todo subconjunto S C M pode ser considerado, de

modo natural, como espaco métrico.

Neste caso, basta considerar a restricao de d a .S x S, isto é, usar entre os elementos
de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M. Quando isto ¢ feito, S

chama-se um subespago de X e a métrica de S diz-se induzida pela de M.

Exemplo 1.4. Produto cartesiano de espacos métricos.

Sejam M e N espacos métricos, cujas métricas indicaremos com o mesmo simbolo
d. 0 produto cartesiano M x N € o conjunto dos pares ordenados z = (x,y), onde x € M e

y € N. Definindo a distincia de z = (x,y) a 2" = (2',y'), onde z,2" € M x N como sendo:

o d(z,2) = \Jaw, ' + d(y,y);
e oudi(z,?) =d(z,2')+dy,y);

e ou ds(z,2') = maz{d(z,2"),d(y,y')}.

Temos a métrica em M X N.
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De um modo geral, sejam My, Ms, ..., M,, espagos métricos. O produto cartesiano
no M = M; X My X ... X M,, é o conjunto das n-uplas = = (z1, x2, ..., ), onde x1 € M,
To € My, ..., x, € M,. Entao, M é um espacgo métrico com qualquer uma das trés métricas

abaixo:

a) d(x,y) = \Jd(wr, 1) + o+ d(wn, yo)%
b) dl(.’lf, y) = {d(‘rh 91)2 +ot d('rna yn)Q}
¢) do(z,y) = mazx{d(z1),...,d(xn,yn)}, onde x = (21,22, ...,23) € Y = (Y1, Y2y -y Yn)-
Quando M; = My = ... = M,, = R obtemos o espaco euclidiano R™, como produto
de n copias do espago métrico R.

Exemplo 1.5. A Reta Real.
A Reta, ou seja, o conjunto R dos numeros reais € o exemplo mais importante de

espago métrico. A distincia entre dois pontos x,y € R € dada por d(x,y) = |z — y|.

Mostraremos que d é uma métrica em R, ou seja, que d satisfaz os postulados acima
mencionados, que d é uma métrica em R Para isso usaremos as propriedades elementares

do valor absoluto de niimeros reais.
i) diz,y) =0 |z —y| =0z =y;
i) dlz,y) >0 |z —Y| >0 x #vy;
iii) d(z,y) = |z —y| =y — 2| =d(y,2),Vz,y € R;
iv) d(z,z) = |z —z| = [z —y+y—z| <[z —yl+ [z —y[ = d(z,y) + d(z,y).
Logo, d(x,z) < d(x,y) + d(z,y),Vz,y,z € R.

1.2 Bolas e esferas

Segundo LIMA, a nocao de bola é fundamental no estudo dos espagos métricos.

Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um ntmero real r > 0, definimos:

Definicao 1.6. A bola aberta de centro a e raio r, é denotada por B(a,r), como o conjunto

dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor do que r, ou seja,
B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.

Defini¢do 1.7. A bola fechada de centro a e raio r, é denotada por Bla,r|, como o

conjunto dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor do que r, ou seja,

Bla;r] = {x € M;d(z,a) <r}.
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Definicao 1.8. A esfera de centro a e raio v € o conjunto S(a;r), formado pelos pontos

x € M tais que d(z,a). Assim,

S(a;r) ={z € M;d(z,a) =r}.

Evidentemente, Bla;r] = B(a;r) U S(a;r), reunido disjunta.

1.3 Sequéncias de Cauchy

Seja M um espaco métrico. Uma sequéncia (z,) em X denomina-se sequéncia de

Cauchy quando para todo € > 0, dado, existe ng € N tal que m,n > ng = d(x,,, z,) < .

Proposicao 1.9. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracdao: Se lim x, = a no espago métrico M, entao, dado € > 0, existe ng € N

tal que n > ng = d(z,,a) < £/2. Se tomarmos m,n > ny teremos

d(Tm, Tn) < d(Tm, a) + d(zy, a) < % + £ _ c

2
|

Proposicao 1.10. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Demonstracgao: Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M.

Dado e = 1, existe ng € N tal que m,n > ng = d(x,,, z,) < 1.

Logo, o conjunto {n,+1, Tng+2, -} € limitado e tem didmetro (diam(X)) < 1.

Segue-se que

{z1, 29,23, e, Tpy .} = {x1, oo, T } U{xn0+1,xn0+2, .}

¢ limitado. [ |

Proposicao 1.11. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é, também, de Cauchy.

Demonstragdo: Sejam (z,) uma seqiiéncia de Cauchy e (z,, ) uma subseqiiéncia qualquer
de (z,). Se a sequéncia (z,) é de Cauchy entao, dado € > 0, existe ny € N, tal que

m,n > n, = d(Tm,, x,) <.

Se (xp, ) ¢ uma subsequéncia,entdo, ny < ng < n3 < ... < Ny < .... Como o conjunto
dos elementos ny, € infinito, existe ng, > ng. Para todo ny, ny,, > ng,, d(xn, , ©,,,) < € pois,

em particular, os elementos da subsequéncia sdo termos da seqiiéncia (x,,) e (ng,) > ng .

Logo, (z,,) é de Cauchy. [
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Observacao 1.12. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Por exemplo, a sequéncia

(1,0,1,0,...) em R, que embora seja limitada ndo é de Cauchy.
De fato, d(xy,,z,) = 1 para todo n, logo é limitada. Por outro lado, para € =

5,d(1,0) =1> 3.

Proposicao 1.13. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsegéncia convergente é

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragdo: Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (z,, ) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que limx, = a. Com efeito,
dado ¢ > 0,dp € N tal que ny > p = d(z,,,a) < /2. Existe, também, ¢ € N tal que
m,n > q = d(zm,,x,) <c/2.

Seja ng = max{p, ¢}. Para todo n > ny In, > ny e entao,

d(xTLJa‘) S d(xnyxnk) + d(xnk, CL) < % + % = £.

Logo,

limx, = a.
[ |

Corolario 1.14. Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem para

limites distintos, entdo, ela nao € de Cauchy.

De fato, se a uma sequéncia fosse de Cauchy, convergiria para dois limites distintos,

o que contradiz a unicidade do limite.

Proposicao 1.15. Uma sequéncia de pontos z, = ¢ no produto cartesiano M x N de
espagos métricos, converge para o ponto ¢ = (a,b) € M x N se, e somente se, limx,, = a

em M elimy, =bem N.

Demonstragao: Por hipdtese, lim z, = ¢, isto é, lim (z,,y,) = (a,b). Entdo, dado € > 0

existe ng tal que n > ng = d((zn, Un), (a, b)) <e

E, como d((Zn, yn), ( \/d (20, @) + d(yn, b)? < & = d(xn, a)* +d(yn, b)* < 2,
ou seja, d(z,,a)* <& e d(yn,b) < el

Como d(zp,a) > 0 e d(y,,b) > 0, entao, d(zp,a) < € e d(y,,b) < &,Vn > ny.
Portanto, limz,, = a e limy, = b.

Inversamente, se lim x,, = a entdo, para ¢ > 03n; tal que n > ny = d(z,,a) < %

£2

e se limy, = b3dn,y tal que n > ny = d(y,, b) < =



Capitulo 1. FEspacos Métricos 16

Seja ng = max{n,ny}. Para todo n > ng, d(z,,a)? < % e d(yn, b)? < =. Assim,

2
d(wn,0)? + d(y,,0)? < 5 = 5 = = \/d(z,,0)? + d(y,, b)* <e.

Como (zp, Yn) = 25 € (a,b) = ¢,d(zy, ¢) < €,¥n > ng, concluimos que
lim z, = ¢ = (a,b).
[ |

Corolario 1.16. Uma sequéncia de pontos z, = (xn,y,) € M x N é de Cauchy se, e

somente se, as sequéncias (x,) em M e (y,) em N sdo de Cauchy.

Demonstracao: Seja z, = (x,,y,) € M x N uma sequéncia de Cauchy em M x N.
Usando a métrica dy(z,2') = d(z,2") + d(y,y'), onde z = (z,y) e 2/ = (2/,y'), dado
e > O existe n, € N tal que n,m > n, = di(2n, 2m) < &, ou seja, di((Tn, Yn), (Tm, Ym)) =
d1(zn, 2m) = d(Xp, Tm) + d(Yn, Ym) < €. Observe que d(z,, ) € d((Yn, Ym) > 0. Portanto,
d(xp, Tm) < € € d(Yn, ym) < €. Logo as sequéncias (z,,) em M e (y,) em N sao de Cauchy.

Inversamente, sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M e (y,) uma sequéncia
de Cauchy em N. Entao, dado € > O existe n; € N tal que n,m > ny = d(z,, x,) < 5
existe ny € N tal que n,m > ny = d(yYn, ym) < 5.

Seja ng = max{ni, ny}. Para todon,m > ng temos d(zy,, zm) = di((Zn, Yn), (Tm, Ym)) =
d(Tp, ) + d(Yn, ym) < 5 + 5 = €. Portanto, 2, = (25, yn) é uma sequéncia de Cauchy em
M x N. ]

1.4 Espacos Métricos Completos

Definicao 1.17. Um espaco métrico M € dito completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M ¢é convergente.

Exemplo 1.18. Todo espaco M com a métrica zero-um é completo.

De fato, qualquer sequéncia de Cauchy em M é constante a partir de um certo
indice e portanto, convergente. Porém, nem todo espaco métrico discreto é completo. Seja
= {1, %, s %, ...}, com a métrica zero-um. A sequéncia (x,) com x, = % ¢ uma sequéncia

de Cauchy que nao converge.

Exemplo 1.19. Uma métrica d, em um espagco métrico M, é uniformemente discreta

quando ezistir € > 0 tal que para todo z,y € X,d(x,y) < e =z =y.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Entdo, existe ng tal que m,n > ng =
d(Ty, Tp) < € = Ty = T, Assim, toda sequéncia de Cauchy num espago uniformemente
discreto é constante a partir de um certo indice ng, e portanto, convergente. Tais espacos

sao, pois, completos.
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Proposicao 1.20. A reta é um espaco métrico completo.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em R. Para cada n € N, seja

Xn ={xn, Tng1, -},

temos
XiDXoDX3D...D0X,...

e os conjuntos X,, sao limitados, pois toda sequéncia de Cauchy é limitada. Seja a,, = inf X,
para cada n, onde n =1,2,3,.... Entao a; < a, < ... <a, < ... < b=supX;. Como toda
sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente, existe o nimero a = lim a,,.
Assim, temos que a = limz,. Para provar isto basta mostrar que a é limite de uma
subsequéncia de (z,). De fato, Sendo a = lim a,,, dado £ > 0, existe ny € N tal que para

todo m > ng, d(am,a) < &, ou seja, a" ¢ < a,, < a+ . Para cada m, como
a,, = inf X,,,

existe n > m in tal que a,, < x, < a + ¢, x, € X,,. Assim, temos (z,,) uma subsequéncia

de (z,,) tal que a — e < x, < a+¢,Yn > ng , ou seja, limz,, = a e portanto,
limz,, = a.
Logo, R é completo. |

Proposicao 1.21. Um subespago fechado de um espaco métrico completo é completo.

Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espago métrico € fechado.

Demonstracao: Seja ' C M fechado com M completo. Dada uma sequéncia de Cauchy

T, € F, existe limx, =a € M.
Como F' é fechado em M, tem-se que a € F'. logo F' é completo.

Por outro lado, se M C N é um subespaco completo, dada a sequéncia de pontos
x, € M, com limz, = a € N. Entao, pela Proposicao (1.9), a sequéncia (x,) é de Cauchy.
Assim, existe b € M tal que lim x,, = b. Pela unicidade do limite, tem-se a = b e, portanto,
M é fechado em N. |

Proposicao 1.22. 0 produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Demonstragdo: Sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M e (y,) uma sequéncia
de Cauchy em N. Entao, pelo Corolario 1.16, (z,,y,) é uma sequéncia de Cauchy em
M x N. Por hip6tese, M x N é completo, logo (x,,y,) é convergente e converge para
w = (a,b) € M x N. Pela Proposi¢ao 1.15, (x,,) converge para a € M e (y,) converge para
b e N. Logo, M e N sao completos.
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Inversamente, seja z, = (T,,y,) € M x N uma sequéncia de Cauchy. Entao, pelo
Corolario 1.16, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M e (y,) é uma sequéncia de Cauchy
em N. Por hipétese, M e N sdo completos, logo (x,,) converge para a € M e (y,) converge
para b € N. Pela Proposigao 1.15, z, = (z,,y,) converge para (a,b) € M x N. Portanto,
M x N é completo. |

Corolario 1.23. M; x My x ... x M,, ¢ completo se, e somente se, My, M, ..., M, sdao

completos.

De fato, aplicando a Proposicao 1.22 n — 1 vezes, sucessivamente, chegar-se-a a
conclusao de que My x My, My X My X Ms, ..., M7 x My x Mz x ... x M,, sao completos se
cada um dos fatores M;, também, forem completos. Inversamente, se o produto é completo,

cada fator M; é completo.
Corolario 1.24. O Espaco Fuclidiano R™ é completo.

Proposicao 1.25. Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para toda sequéncia

decrescente Fy D Fy D ... D F,, D ... de subconjuntos fechados nao vazios F, C M, com
o

n11_>11010 -diamF,, = 0, eziste um ponto a € M tal que (| F, = {a}.
n=1

Demonstracao: Suponhamos que M seja completo e que nos seja dada uma sequéncia
(F,) como acima. Para cada n € N, escolhamos um ponto z,, € F),. Isto define uma
sequéncia (x,) em M, tal que m,n > ng = z,,, x, € F,,. Ora, para todo ¢ > 0 existe ng
tal que diamF,, < 0. Entdao, m,n > ng = d(z,, x,) < €, e portanto, (z,) é uma sequéncia

de Cauchy em M. Seja limx,, = a € M. Dado qualquer p € N, temos z,, € F},, Vn > p,

tal que a = limz,, € F),,Vp € N, ou seja, a € ﬂ F,,. Evidentemente, nao se pode extrair
n=1
dois pontos a # b nesta intersegdo porque isto obrigaria d(a,b) < diamF,,Vn. Logo,

Fjl F, ={a}.

Inversamente, se a intersecao de toda sequéncia decrescente de fechados nao-
vazios cujos diametros tendem a zero ¢ um ponto de M, provaremos que M ¢é completo.
Com efeito, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Para todo n € N, ponhamos
X = {Zn, Tpy1, - }. Entdo, X; D Xy D ... D X,... e, por conseguinte, (X) é uma

sequéncia decrescente de fechados nao-vazios. Além disso, temos 0 = 1i_>m diamX,,.
n o

Logo, existe a € M tal que NX,, = {a}. Como a € X, para to n, segue-se que
qualquer bola aberta de centro a contém ponto de x,, com indices arbitrariamente grandes,
ou seja, a é limite de uma subsequéncia de (x,). Como esta sequéncia é de Cauchy,

concluimos que a = lim x,,. [
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1.5 Teorema de Banach sobre Pontos Fixos de Contracoes

Definicao 1.26. Um ponto fixo de uma aplicagdo f: M — M ¢ um ponto x € M tal
que f(x) = .

Exemplo 1.27. A origem 0 € R"™ ¢ o unico ponto fizo da aplicacio x — —x de R™ em si
mesmo. A aplicagio f: R — R, dada por f(z) = 2% tem dois pontos fizos, a saber 0 e 1.
Os pontos fixos de uma funcao real de variavel real f sao as abcissas dos pontos do plano
em que o grdfico de f intersecta a diagonal y = x. Se 0 # a € R", entao a translagcio

r+— x4+ a de R" em si mesmo, nao tem ponto fixo.

Definicao 1.28. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N chama-se
uma contragdo quando existe uma constante c,com0 < ¢ < 1, tal qued(f(z), f(y)) <

c(x,y)para quaisquerz,y € M.

Teorema 1.29 (Teorema de Banach, sobre Pontos Fixos de Contragoes). Se M é
um espago métrico completo, toda contracao f : M — M possui um unico ponto fixo
em M. Mais precisamente, se escolhermos um ponto qualquer xo € M e pusermos
r1 = f(xg), 22 = f(x1),..c,pny1 = f(zn),... a sequéncia (x,) converge em M e a =

limx, € o inico ponto fixo def.

Demonstragdao: Admitamos, por enquanto, que a sequéncia (z,) convirja para um ponto
a € M. Entao, como f é continua, temos f(a) = f(limz,) = lim f(z,) = lim,+1 = a, logo
a ¢ ponto fixo de f. Mostremos agora que f nao admite dois pontos distintos. De fato,
se f(a) = a, f(b) = b, e vale d(f(z), f(y)) < ¢-d(z,y), com 0 < ¢ < 1, para x,y € M
quaisquer, entao d(a,b) = d(f(a), f(b)) < c¢-d(a,b), donde (1 — ¢) - d(a,b) < 0. Como

1 — ¢ > 0, concluimos que d(a,b) = 0, ou seja, a = b.

Agora s6 nos resta, portanto, mostrar que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M.
Ora,
d(z1, 22) = d(f(20), [(21)) < ¢+ d(zo, 1),
d(xg, 23) = d(f(x1), f(22)) < c-d(x1,22) < - d(wg,71)
e, em geral, temos

d(xp, Tper) < - d(xg, 1)

para todo n € N. Segue-se que, para n,p € N quaisquer:

d(xnu anrp) S d(xnu xn+1> + d<xn+17 xn+2) + ...+ d(xn+p717 mn+P> S

<[+ M+ TP d(2g, 1) =
Lt et 4P d(xg, 1) < 1C

c . d(xo, l’l).

Como lim ¢" = 0, concluimos que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, o que completa
n—o0

a demonstracao. [ ]
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1.6 Compacidade em Espacos Métricos

Os conjuntos compactos sao fundamentais, pois neles sequéncias possuem sub-

sequéncias convergentes, que ¢ uma propriedade importante em muitas aplicacoes.

Recordemos, inicialmente, de alguns resultados de Analise Real, os quais sao de

grande importancia para a compreensao deste assunto.

Teorema 1.30 (Bolzano - Weierstrass). Em R, toda sequéncia limitada possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstragao: Seja o < x,, < [ para cada n € N. Pondo X,, = {x,, Z,41,...} vemos
que X1 D Xo D X3D ..X, D...e X, Cla,pf] Seja a, = inf X,,. Entao, a3 <ap < ... <

a, < ... < (. Existe, portanto, a = lim a,,.

Para provarmos que a é limite de alguma subsequéncia de (z,), mostraremos que
para quaisquer € > 0 e n; € N, existe n > ny tal que z,, € (a —e,a+¢). Com efeito, existe
no > nq, tal que (a —e < ap, < a < a+¢), pois a = lima,. Como a,, = inf X,,;, existe

n > ng tal que ap, <z, < a+ . Temos, entao, ng > ny e x, € (a —e,a + ¢). [ |

Teorema 1.31 (Teorema de aproximacao de Weierstrass). Dada uma fungao continua f :
la,b] — R, existe uma sequéncia de polinémios P, tais que lim,,_ ., P, = f uniformemente

em |a,bl.

Teorema 1.32 (Borel - Lebesgue). Seja [a,b] C Uyer, Ax, onde (Ax)aer € uma familia
de subconjuntos abertos da reta. Entdo, existem Ai, Ao, ..., A\, € L, tais que [a,b] C Ay, U
Ay, U UA,, .

Demonstragdao: A hipdtese significa que para cada t € [a,b] existe algum, indice de
A € L tal que t € Ay. Seja X o conjunto dos pontos x € [a, b] tais que o intervalo [a, ]

esta contido em alguma reuniao finita Ay, U Ay, U...U A, . Temos,
X = {ZE S [a,b], E')\l,)\g, ---7/\n € L}

tais que
[(I,ZL‘] C {A)\l UA,,U..U AAn}

X é subconjunto nao vazio de [a,b]. De fato, para algum A € L temos a € A,.
Como Ay ¢é aberto, existe § > 0 tal que a +0 < be [a,a+ ) C Ay. Entdo, [a,a +0) C X.
é evidente, queseser € X ea<y<z=yeX.

Logo, X é um intervalo da forma [a, ¢] ou da forma [a, ¢), onde ¢ = sup X . Afirmamos

que ¢ € X. Com efeito, existe \y € L tal que ¢ € A,,. como a,, é aberto, existe ¢ > 0
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tal que (¢ —e,¢+¢€) C A,,. Pela definicdo de sup., podemos encontrar x € X, com

¢ —e¢ < x < c. Ora, temos
[a,x] C {A)q U A)\Q U..uJ A)\n}

Logo,
[CL,C] C {A)\l U 14>\2 U...u A)m U A/\o}‘

Portanto, ¢ € X. Finalmente, devemos ter ¢ = b, porque se tivéssemos ¢ < b
poderfamos, neste ultimo raciocinio, ter tomado ¢ tal que c+¢ < b = [a,c+¢) C X

contrariando o fato de que ¢ = sup X. Assim, X = [a, b, o que demonstra o teorema. W

Teorema 1.33 (Forma geral do Teorema de Borel - Lebesgue). Seja F' um subconjunto
fechado e limitado da reta. De toda familia (Ay)xer de abertos tais que F' C Uxep Ax,
pode-se extrair uma sufamilia finita (Ax, UAx, U...UA,\ UA,,) cuja reunico ainda contém
F.

Demonstragdo: Existe um intervalo [a, b] tal que F' C [a,b]. Seja A\ = R — F. Entao,
A, ¢ aberto e [a,b] C (Uxer Ax) U Ay,. Por 1.32, existem Aj, Ao, ..., A, € L tais que

[a,c] C {A\, UA\, U...UA\ UA, T
Como A, nao contém ponto de F. Concluimos dai, que F' C {A),,UA,,U..UA, }. A

Definig¢ao 1.34. Um conjunto é compacto quando € fechado e limitado.

Exemplo 1.35. Todo conjunto finito e todo conjunto da forma X = [a,b] sao exemplos

de conjuntos compactos.

Teorema 1.36. Um conjunto K C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos em K possui uma subsequéncia que converge para um ponto em K.

Demonstragcao: Sejam K compacto e (z,,) uma sequéncia de termos em K. Como K é
limitado, (z,) é limitada. Entao, aplicando o teorema de Bolzano-Weierstrass concluimos
que a sequéncia (z,,) possui uma subsequéncia convergente. Como K é fechado isso implica

que o limite dessa subsequéncia pertence a K.

Inversamente, suponhamos que toda sequéncia de pontos (z,) € K possui uma
subsequéncia que converge para um ponto de K. Vamos mostrar que K é compacto. De
fato, K ¢é limitado pois se nao fosse, para cada n € N poderiamos obter z,, € X tal que
|z,| > m. Assim,toda subsequéncia da sequéncia (x,), assim obtida, seria ilimitada e,

portanto, divergente.

Temos, ainda, que K ¢é fechado porque, do contrario, existiria uma sequéncia de

pontos z,, € K tal que x = lim (z,) e x ¢ K. Entao, nao existiria nenhuma subsequéncia
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de (z,) convergindo para um ponto de K, pois todas convergem para x, contradi¢ao.

Portanto, K é compacto. |

Definicao 1.37. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de
X € uma familia C = (C))er de subconjuntos de M tal que X C Uyer, Ch. Isso significa

que, para cada x € X, existe pelo menos um indice X € L tal que x € C).

Se existe um subconjunto L' C L tal que, para cada x € X, ainda se pode obter
A€ L comxz e C,, isto é, X C Uyer O, entdo a subfamilia C' = (C))xer/, chama-se
uma subcobertura de C. quando L' é um conjunto proprio de L, C' diz-se uma subcobertura

propria de C.

Uma cobertura X C Uycp, Ay diz-se aberta quando cada conjunto Ay, A € L, é um
aberto em M. A cobertura X C Uy Ch diz-se finita quando L é um conjunto um finito.
Neste caso, temos L = {\, ..., \,} e escrevemos X C Cy, U...UC),,.

Agora, vamos definir o que é o um espac¢o métrico compacto.

Definicao 1.38. Um espaco métrico M chama-se compacto quando toda cobertura aberta

possui uma subcobertura finita.

Isto é, M compacto significa que se M = U,y A, onde cada Ay é aberto em M,
entao existem A, g, ..., A\, € L tais que M = Ay, U...UA,,.

Teorema 1.39. As sequintes afirmacoes a respeito de um espago métrico M sdo equiva-

lentes:

1) M € compacto;
2) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulagdo;
3) Toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente;

4) M é completo e totalmente limitado.

Demonstragdgo: Provaremos que 1) = 2) = 3) = 4) = 1). Mas antes, apresentaremos

as seguintes defini¢oes que nos ajudarao a entender a demonstracao do teorema:

Defini¢ao 1.40. Diz-se que a € M ¢é ponto de acumulagdo do conjunto X C M
quando toda vizinhanga V de a contém algum ponto de X diferente do proprio a, isto é€,
VN(X—{a}) # @. Equivalentemente, para todo € > 0 tem-se (a—e,a+e)N(X —{a}) # @.
Indica-se por X' o conjunto dos pontos de acumulacio de X, entdoa € X' & a € m.
Entretanto, se a € X nao € ponto de acumulagdo de X, diz-se que a ¢ ponto isolado de
X, ou seja, existe £ > 0 tal que a é o unico ponto de X no intervalo (a —e,a+¢). Quando

todos os pontos do conjunto X sao isolados, diz-se que X é um conjunto discreto.
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Definicao 1.41. Um espago métrico M chama-se totalmente limitado, quando para
todo € > 0, pode-se obter uma decomposicao M = X;UX,U...UX,, de M como a reuniao

de um numero finito de subconjuntos, cada um dos quais tem diametro menor do que €.

A fim de que M seja totalmente limitado, é necessario e suficiente que, para todo
e > 0, se possa escrever M = B(xy;¢) U B(x9;¢) U ... U B(z,;€) como reunido de um
numero finito de bolas abertas de raio €. Com efeito , se diamX; < e, entao X, esta
contido numa bola de raio € e centro num ponto qualquer de X;. Reciprocamente, toda

bola B(z;, 5) tem didmetro menor que €.

1) = 2). Suponhamos M compacto, e seja X C M um subconjunto sem ponto de
acumulacdo, isto é, X’ = @. Entao, X = X U X' = X, isto é, X é fechado em M, tal
que M é compacto. Além disso, como nenhum x € X é ponto de acumulagao, entdao, X é

discreto.

Como X é discreto e, por hipdtese, compacto isso implica que X ¢é finito. Logo,

isso ¢ uma contradicao.

2) = 3). Dada uma sequéncia (z,) em M se o conjunto dos valores x,, ¢ finito,

entao existe algum valor a = z,,, = z,, = ... = x,, = ... que se repete infinitas vezes

k
e, portanto, a subsequéncia (x,, ), trivialmente, converge para a. Se, porém, o conjunto
{1, 29, ..., x,,...} é infinito, entdo possui um ponto de acumulagao a. Toda bola de centro
a contém termos x, com indices arbitrariamente grandes, logo a ¢ limite de alguma

subsequéncia de (z,,).

3) = 4). Suponha que toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente,
entao toda sequéncia de Cauchy em M possui uma subsequéncia convergente, logo é
convergente. Assim, M é completo. Mostremos agora que, para todo € > 0 dado, podemos
exprimir M como reunidao de um ntmero finito de bolas de raio €. Assim, dado € > 0,
escolhamos um ponto x; € M. Se for M = B(x;¢), o resultado estd provado. Caso
contrério, existe o € M tal que d(za, 1) > €. Se for M = B(xy;¢) U B(x2;¢), acabou.
Caso contrario, existe x3 € M, com d(x3,x5) > &,d(dzs, x1) > €. Prosseguindo assim, ou
chegamos a um n tal que M = B(xq;¢) U ... U B(x,;€) ou, entdo, obtemos uma sequéncia
(x,) tal que d(z,, x,) > € para m # n quaisquer. Neste caso, nenhuma subsequéncia de
(x,,) seria de Cauchy, e muito menos convergente. Logo isso nao ocorre, e M é totalmente

limitado.

4) = 1). Seja M completo e totalmente limitado. Por absurdo, suponhamos que
exista uma cobertura aberta M = A,, a qual nao possui subcobertura finita. Escrevamos
M como a reuniao de um nimero finito de subconjuntos fechados, cada um com diametro
< 1. Pelo menos um deles, que chamaremos de X7, é tal que X; C UA, nao admite
subcobertura finita. X; também é totalmente limitado, logo pode ser expresso como a

1

reunidao de subconjuntos fechados, cada um com didmetro < 5. Ao menos um desses
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conjuntos, digamos X5, nao pode ser coberto por um nimero finito de A,. Prosseguindo
dessa maneira, obtemos uma sequéncia X; O Xy D ... D X,, D ... de conjunto fechados de
M, tais que, para todo n € N, diamX < % e X, nao esta contido em numa reuniao finita

dos A\s. Em particular, nenhum X,, é vazio. Pela Proposicao (1.25), existe a € M tal que

o0
{a} = [\ X,. Para algum A, tem-se a € A,. Sendo A, aberto, deve-se ter B(a; =), para
n=1
algum n. Como, a € X,, e diamX,, < %, concluimos que X,, C B(a, %), no qual X,, C A,,
0 que é uma contradicao. [ |
Corolario 1.42. Um espago métrico € totalmente limitado se, e somente se, seu comple-

tamento é compacto.

De fato, M totalmente limitado < M totalmente limitado e completo < M

compacto.

Corolario 1.43. um subconjunto K C R™ é compacto se, e somente se, é limitado e

fechado.

De fato, K C R” limitado e fechado < K totalmente limitado < K compacto.

Corolario 1.44. Todo espago métrico compacto M contém um subconjunto enumerdvel

denso.

Isto decorre do fato de M ser totalmente limitado. Para cada n € N, existe um

subconjunto finito F,, C M tal que d(z, F,) < %, para todo z € M. Seja F = ] F,.
n=1
Entao, F' é enumerdvel e, para todo x € M, temos d(z, F') = 0. Logo, F' é denso em M.
Ainda sobre espacos métricos compactos, no que se refere ao produto de dois fatores,

sendo um deles compactos, temos:

Lema 1.45. Sejam K, M espagos métricos, K compacto, a € M,(ax K) CV C (M x K),
onde V' € aberto. Eziste um aberto U em M tal que (a x K) C (U x K) C V.

Demonstracao: O conjunto a X K é homeomorfo a K e, portanto, é compacto. Existe,
portanto, r > 0 tal que z € (M x k) =Vt € K = d(z,(a,t)) > r. Tomemos U = B(a;r)
em M. Assim, (z,t) € (U x K) = d(z,a) <r = (z,t) € V. Logo, (U x K) C V, como

queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 1.46. Seja f: M x K — N continua, K compacto. Dados a € M e e > 0,
existe 0 > o tal que d(x,a) <6 em M = d(f(z,t), f(a,t)) < € e qualquer que sejat € K.

Demonstracio: SejaV = {(z,t) € MxK;d(f(x,t), f(a,t) < e}. E bvio que ax K C V
e, como f é continua, V é aberto em M x K. Pelo Lema (1.45), existe uma bola B = B(a; )

em M tal que B x kK C V, o que demonstra a proposicao. |
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O préximo resultado serda de suma importancia na demonstragao do resultado

principal, apresentada na se¢ao 2.2, capitulo 2.

1.7 Teorema de Cantor - Tychonov

[e.9]

Teorema 1.47. O produto cartesiano M = H M; € compacto se, e somente se, cada fato
i=1
M;(i=1,2,3,...,n,....) é compacto.

Demonstragdao: Dada uma sequéncia arbitraria (x, em M, provaremos que ela possui
uma subsequéncia convergente. Para cada n € N, seja z, = (Tp1, Tn2, ..., Tniy --.). Obteremos
um subconjunto infinito N* C N tal que,para cada i = 1,2, 3, ... existe 75161%1 Tni = a; € M.
Entéo, pondo a = (a1, as, as, ...) € M, teremos ilerél T =a.

De fato, sendo M; compacto, a sequéncia (11, Ta1, ..., Tp1,...) em M; possui sub-
sequéncia convergente. Isto é, existem Ny C N em M; infinito e a; € M; tais que 7}ieréll Ty =
a;. Por sua vez, sendo M, compacto, a sequéncia (z,2)nen, possui uma subsequéncia con-
vergente, ou seja: existem Ny C Nj infinito e ay € Ms tais que 1}16%11 Tpo = ag. Prosseguindo
assim, obtemos uma sequéncia de conjuntos infinitos N D N; D f\b D..DON;D...eum
ponto a = (aq, asg, ..., a;, ...) € M, com 7116%1 Tni = a;, para cada ¢ € N. Definimos o conjunto

i
N*N estipulando que seu i-ésimo elemento (na ordem crescente dos niimeros naturais) seja
o i-ésimo elemento N;. Assim sendo, para cada i € N, a sequéncia (Z,;)nen+ é, a partir do
seu i-ésimo elemento, uma subsequéncia de (Z,;)nen,. Logo, 7{1&1 Tpi = a; para cada i, o
i

que completa a demonstracao. [

Observacgao 1.48. O método de demonstracao logo acima, devido a Cantor , chama-se

"método da diagonal”.
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2 O TEOREMA DE ARZELA - ASCOLI

O teorema de Arzela - Ascoli é um importante resultado, com aplica¢oes na analise
real, analise funcional e em areas afins tais como a teoria das equagoes diferenciais. Provém

dos matematicos italianos Césare Arzela e Giulio Ascoli.

Figura 2.1 — Cesare Arzeld Figura 2.2 — Giulio Ascoli

Fonte: (SILVA, 2016)

Ascoli nasceu em 20 de janeiro de 1843 em Trieste e faleceu em 12 de julho de
1896 em Mildo. Suas contribuigoes para a teoria das fungoes de uma variavel real, foram
muito significativas, entre elas destaca-se a forma mais fraca, provada em 1884, do teorema,
denominado hoje, de Arzela-Ascoli. Por sua vez, foi Cezare Arzela quem provou um

resultado mais forte deste teorema.

Arzela nasceu em 6 de marco de 1847, em Santo de Magra, La Spezia, Itdlia e
faleceu em 15 de margo de 1912 em sua terra natal. Em 1895, estabeleceu a condicao
necessaria do teorema de Arzela-Ascoli. Ele provou o resultado que garante a existéncia

de subsequéncia uniformemente convergente em sequéncias de fungoes reais.

O Teorema de Arzela - Ascoli caracteriza os conjuntos compactos de funcgoes
continuas. Essa caracterizagao é importante na demonstracao da existéncia de solugoes
de equagoes diferenciais, bem como em muitos problemas da Analise Matematica. As
referéncias utilizadas neste capitulo foram: (HONIG, 1976), (LIMA, 1983) e (SILVA, 2016).

Inicialmente, iremos enunciar e apresentar conceitos e definigbes importantes pre-

sentes neste teorema.
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2.1 Preliminares

2.1.1 Conjuntos Relativamente Compactos

Defini¢ao 2.1 (Conjunto relativamente compacto). Um conjunto X € dito relativa-

mente compacto quando o seu fecho X é compacto.

Isso significa que toda sequéncia de pontos z, € X possui uma subsequéncia

convergente em M, Podendo ocorrer que o limite dessa subsequéncia nao pertenca a X.

Se X é relativamente compacto e f : M — N é continua, entdo f(X) C N é
relativamente compacto. De fato, sendo X compacto, f(X) é compacto. Em particular,
f(X) é fechado em N. Como f(X) C f(X), segue-se que f(X) C f(X) e, portanto, f(X)

é compacto.

Exemplo 2.2. O conjunto A = (0,1) C R ¢ relativamente compacto em R. Seu fecho é
o intervalo [0,1], que é compacto em R, entao A € relativamente compacto, mesmo nao
sendo fechado.

Exemplo 2.3. Em R?, considere a bola aberta B = {(z,y) € R* : 2* + y*> < 1}. Embora
B ndo seja compacto (pois nio € fechado), se fecho B = {(x,y) € R* : 2? +y? < 1} €

compacto, tornando B relativamente compacto em R2.

2.1.2 Equicontinuidade

Definicao 2.4 (Equicontinuidade). . Sejam M, N espagos métricos e E um conjunto
de aplicacoes f : M — N. O conjunto E diz-se equicontinuo no ponto a € M quando,
para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(xz,a) < § em M implique d(f(z), f(a)) < € seja
qual for f € E.

Assim, dizer que E nao é equicontinuo no ponto a € M significa dizer que existe

e > 0 tal que, para todo § > 0 existem © € M e f € F tais que |z — a| < J, mas

[f(z) = fla)] =z e

Exemplo 2.5. Seja E um conjunto de funcgoes f: M — N definidas num conjunto M
discreto. Afirmamos que E é equicontinuo. De fato, toda funcdo definida num conjunto
discreto é continua. Seja a € M. Dado e > 0 basta tomar § > 0 tal que M N(a—06,a+0) = a.
Entao, |x —a| < 6, com x € M, implica x = a, pois a € um ponto isolado. Portanto,

|z —a| <0 =|f(x) — fla)] =0 < e, para qualquer f € E.

Conforme nos lembra LIMA, a esséncia da definicado acima reside no fato de que

a escolha de 0 a partir do € dado é a mesma para todas as fungoes f pertencentes ao
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conjunto F. Evidentemente, se E é equicontinuo no ponto a, entdao todas as aplicagoes

f € E sao continuas nesse ponto.

Definicao 2.6. Um conjunto E de aplicacoes f : M — N chama-se equicontinuo
quando € equicontinuo em todos os pontos de M. Uma sequéncia de aplicagoes f, : M — N

diz-se equicontinua no ponto a € M (respectivamente, equicontinua) quando o conjunto

{fi, fas s frr o} 0 for

Exemplo 2.7. Considere a sequéncia de aplicagoes constantes f,(x) = c,onde c € R €
uma constante fiza, definida em um intervalo fechado I = [a,b]. Como f,(x)é constante
para todos os n, a diferenca |f.(z) — fu(y)| = 0 para quaisquer x,y € [a,b].Isso significa

que {fn} € trivialmente equicontinua, pois nao depende de x,y ou n.

Exemplo 2.8. Considere a sequéncia de fungoes gix) = = definida em [0, 1]. Para qualquer

e > 0, podemos escolher § = ¢ e, para quaisquer x,y € [0,1]com 0 < |z — y| < §, temos:

T
=

-y, _ |v—y|
lgn () = gn(y) - | < <e.

n
Portanto, {g,} € uma sequéncia equicontinua, pois as diferencas |gn(x) — gn(y)| podem ser

contrroladas para todo n e qualquer x,y.

Observacao 2.9. Se uma sequéncia equicontinua de aplicagoes f, : M — N converge
stmplesmente para f : M — N. Entao, o conjunto {f1, fa, ..., fu, ...} € equicontinuo. com
efeito, dado a € M e e > 0, existe 6 > 0 tal que d(z,a) < § = d(fn(x), fu(a)) < e, para
todo n € N e, portanto, d(f(z), f(a)) <e. Em particular, f é continua.

Lema 2.10. Se uma sequéncia equicontinuas de aplicacoes f, : M — N converge sim-

plesmente em M, entao a convergéncia € uniforme em cada parte compacta K C M.

Demonstracao: Supondo f, — f simplesmente, seja dado ¢ > 0. para cada z € M
existe n, € N tal que n > n, = d(f.(7), f(x)) < 3. Pela observagao (2.9), {f, fi, ..., fu, -}

¢é equicontinuo.

Logo, cada x € M pertence a uma bola aberta B, tal que y € B, = d(f.(y), fu(z)) <
Sed(f(y), f(z)) < 5. Da cobertura aberta K C | J B, extraimos a subcobertura finita

rzeK
kC B, U..UB,,.
Seja ng = max{n,,...n,, }, afirmamos que n > ng = d(f,(x), f(x)) < €, para todo
x € K. Com efeito, se n > ng e x € K, entao, existe 7, com 1 <1 < p, tal que z € B,,.

Logo, temos

d(fu(x), fnl(zi)) <

Wl M

Assim,

d(ful), [(2)) < d(fn(2), fu(2i)) + d(fa(zi), [ (i) + d(f (i), fz) <e.
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Proposicao 2.11. Dada uma sequéncia equicontinua de aplicacoes f, : M — N, su-
ponhamos que, para cada x € M, o conjunto {f,(x);n € N} tenha fecho completo em
N. Se (fn) converge simplesmente num subconjunto denso D C M, entdo, (f,) converge

uniformemente em cada parte compacta de M.

Demonstragao: Mostraremos, primeiramente, que (f,,) converge simplesmente em todo
o espacgo. Para isso, basta verificar que, tomado arbitrariamente x € M, a sequéncia
(fn(2))nen é de Cauchy em N. Ora, dado € > 0 existe, pela equicontinuidade, uma bola
B = B(x;r) tal que, y € B = d(fu(y), fn(z)) < § para todo n € N. Escolhamos um
y € B. Como existe lim,, o f,(y), existe ng € N tal que m,n > ng = d(fin(y), fu(y)) < 5.

Entao,

m,n > ng = d(fm(x)7 fn(x) < d(fm(x)7fm(x))+(d(fm(y)vfn(y))+d(fn(y)7 fn(l’))é

Segue-se do Lema (2.10) que f,(z) converge uniformemente em cada parte compacta
de M. [ |

2.2 Resultado Principal

Teorema 2.12 (Teorema de Arzela - Ascoli). Seja E um conjunto de aplicagoes
continuas f : K — N, tal que K seja compacto. A fim de que E C C(K;N) seja

relativamente compacto, € necessdrio e suficiente, que:

i) E seja equicontinuo;

ii) Para cada x € K, o conjunto E(z) seja relativamente compacto em N.

Demonstragdo: Suponhamos, primeiramente, que E C C(K;N) seja relativamente
compacto. Fixado = € M, a aplicacao v, : C(K; N) — N, dada por v,(f) = f(z), é uma
contradigao e, portanto, é continua. Como E(x) = v,(F), segue-se que E(x) é relativamente

compacto.

Sejam, agora, a € K e e > 0. A fungao ¢ : E x K — R, definida por ¢(f,z) =
d(f(z), f(a)), também é continua. Usando, apenas, a compacidade de E, a Proposigao
(1.46) nos permite obter § > 0 tal que d(x,a) < § = d(f(x), f(a)) < ¢ para toda f € E.
Logo, FE (e, portanto, E) é equicontinuo em qualquer ponto a € K. Isto mostra que as

condigdes 7) e 77) acima, sdo necessdrias para a compacidade de F.

Inversamente, supondo satisfeitas essas condicoes, seguindo o Corolario (1.44),

tomemos um subconjunto enumeravel D = {xy, z, ..., 2;, ...} denso em K. Para cada i € N,
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seja L; = E(x;) C N. Pelo Teorema de Cantor - Tychonov (1.47) sabemos que [[ L; ¢
i=1
compacto. Para cada f € E, chamemos de f’ o ponto de [] L; cuja i - ésima coordenada é

f(z;). Uma seqgéncia de aplicagoes f, € E converge simplesmente em D se, e somente se,

(f1) converge em [] L;.

A compacidade de [] L;, garante,entao, que toda sequéncia de aplicacoes f, € E
possui uma subsequéncia que converge simplesmente em D e pela Proposigao (2.11)

converge uniformemente em K.

Logo, E C C(K; N) é relativamente compacto. [ ]
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3 O Teorema de Arzela - Ascoli e sua Aplica-

cao em Equacoes Diferenciais Ordinarias

As referéncias utilizadas neste capitulo foram: (HONIG, 1976), (MEDEIROS;
OLIVEIRA, 2017), (LIMA, 1983).

3.1 Um Pouco de Histdria

Uma equagao da forma

dx d"z

PR %) =

onde x é a incognita e fungdo de uma variavel, chama-se Equac¢ao Diferencial Ordinaria
(EDO).

F(t,x,

Aplica-se tais equagoes as leis gerais da Fisica, Biologia, Economia. Também inu-
meras questoes da propria Matematica sao formuladas por equagoes diferenciais ordinarias,

como por exemplo, questoes de Topologia, Geometria Diferencial e Calculo Variacional.

O estudo das equagoes diferenciais ordinarias iniciou-se com os métodos do Céalculo
Diferencial e Integral, desenvolvidos por Newton e Leibniz no final do século XVII. Esses
métodos conduziram a consolidagao das Equagoes Diferenciais como um novo ramo da

Matematica, que se transformou em disciplina independente no inicio do século XVIII.

No fim do século XVIII a Teoria das Equagoes Diferenciais se transformou numa
das disciplinas matematicas mais importantes e o método mais efetivo para a pesquisa
cientifica. As contribuicoes de Euler, Lagrange, Laplace e outros expandiram de maneira
notavel o conhecimento dentro dos calculos das Variacoes, Mecanica Celeste, Teoria das

Oscilagoes, Elasticidade, Dindmica dos Fluidos, etc..

No século XIX passou-se a considerar como questao prévia em cada problema a
existéncia e unicidade de solugoes satisfazendo dados iniciais. Este é conhecido como o
Problema de Cauchy. Em 1881, Poincaré publica um trabalho em que sao lancadas as

bases da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucées de EDQO’s

Nesta secao iremos tratar de alguns resultados importantes no estudo das equagoes
diferenciais ordinarias, onde o principal resultado ¢ o Teorema de Existéncia e Unicidade

para o problema de valor inicial:
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Exemplo 3.1. O exemplo bem simples de equacao diferencial que pode ser encontrado é o
de calculo de integrais. De fato, pelo Teorema Fundamental do Calculo sabemos que se
[ :la,b] = R e uma fungdo continua e F : [a,b] — R é uma fungdo C* tal que F'(t) = f(t),
para todo t € (a,b), entdo

Isso significa que se desejarmos calcular a integral ff f(t)dt, entao uma possibilidade

é resolver a equacao diferencial

a'(t) = f(t, ).
Considere o problema de valor inicial

= f(t,z), x(ty) =z (3.1)

A seguir iremos mostrar um Lema que transfere o problema de valor inicial (3.1) para um

problema de resolu¢ao de uma integral.

Lema 3.2. Seja f : 2 — R" uma funcdo continua. Entao, uma funcao diferencidvel
¢ : 1, — R" é uma solugio do PVI. (3.1) se, e somente se, for uma solu¢io da equagdo

integral .
z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds, te€ I,. (3.2)

Demonstragdao: =) Se ¢ é uma solugao do PVI. (3.1), entao pelo Teorema Fundamental

do Célculo, ¢ é solugao da equagao integral (3.2).

<) Inversamente, se ¢ : I, — R™ é uma funcao continua que é solu¢do da equagao
integral (3.2), entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é diferencidvel e é também

solugdo d PVI. (3.1). |

Teorema 3.3 (Teorema de Picard). Seja f uma fungdo continua e lipschitziana com

relacao a sequnda varidvel, isto €, existe uma constante K tal que

Lf @t x) = f( )l < Kllz =yl (3-3)

para todo (t,x),(t,y) € Q = I, X By,na qual I, = {t € R;|t —to| < a},By, = {2z €
RN ||z —xo|| < b}. Se ||f]| < M em Q, existe uma tinica fungio diferencidvel ¢ : I, — R™,
na qual o = min{a, %}, que € solugao do PVI.(3.1).

Demonstragao: Usando o Lema (3.2), concentramo-nos na resolucao da equacao integral
(3.2). Seja X = C(l,, By) o espago métrico completo das fungoes continuas g : I, — B,

com a métrica da convergéncia uniforme

d(g1,92) = Sup l91(t) — ga(1)].
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Para g € X, seja ¢(g) : I, — N definida por:
PO = g(to) + [ F((s.9()ds. te L (3.4
Note que ¢(X) C X. De fato, para todo t € I,
1e9)(6) = g(to)l| = 11 | £((s.9o)dsl| < [ 17((s.g(s))dsl] < Mt~ ] < Ma <
Assim, a equacao (3.2) pode se escrita na forma funcional
x = p(x).

Portanto, a solugao da equacao (3.2) sao os pontos fixos de . A ideia , agora, é usar
o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Entao, para finalizar a demonstragao precisamos

mostrar que ¢ é uma contragao.

o ®) = o) @1 = 1| [ N7 (. 1(5)) = Fls. ga(o)lds
< [UEE- lnts) - ga(o)lids,

onde £ esta entre g3 e go. Entao,

10(g1)(t) — p(g2)(#)]] < K[t — told(g1, g2),

no qual K é a constante de lipschitz de f, e dai
d(e(g1),(92)) < Kad(gr, g2).

Concluimos que ¢ é uma contracao se Ka < 1. Logo, basta tomar o < %

Exemplo 3.4. Consideremos o sequinte o sequinte PVI.

2’ = =2t coswsinx + sint?,  x(0) = 0. (3.5)

Note que « depende da funcdo f e da distdncia do ponto (ty,x¢) a fronteira

0 de £, o seguinte resultado é de grande importancia:

Lema 3.5. Se K C Q é compacto, entao, um mesmo « pode ser escolhido de modo a

servir para todas as condigoes iniciais (tg, o € K)

Demonstracdgo: Considere uma ¢ — vizinhanga Ksde K tal que

K CKsCKsCQ,
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entdao podemos escolher a e b tais que o retangulo B(a, b, ty, xg) = B(a,b) = {(t,z);t €

I,,z € By} esteja contido em Kj para todos os pontos (ty, g) € K. Portanto, basta tomar
M = max {|f(t,z)]; (t,z) € K;}

e « satisfazendo

) b 1
a < min{a, —

M’E}'

Exemplo 3.6. Considere o problema de valor inicial

A fungao z(t) = 0 é solu¢do do problema de valor inicial. Porém, encontramos
outra solugao usando o método das equacoes separaveis e considerando os casos x > 0 e

x < 0; essa outra solugao é:

f(x):{ i 120

1,42
—12 <0

Esse fato, porém, nao contradiz o Teorema de Picard (1.47), pois temos que a
~ 1 ~ T . . ~
funcao f(t,x) = |z|z ndo é lipschitziana, como no exemplo (3.4). Portanto, a solugao
existe, mas nao ¢é unica.
Tendo em vista o exemplo anterior, veremos um resultado que nos garante que, se

retirarmos a hipotese de f ser lipschitziana, perdemos a unicidade, mas ainda temos a

existéncia de solugoes.

3.3 Aplicacao do Teorema de Arzela-Ascoli: Teorema de Peano -

Existéncia de Solucdes de EDOs

Finalmente, apresentaremos uma das aplicacoes do Teorema de Arzela-Ascoli. Tal
aplicacao, o Teorema de Peano, é um importante resultado da teoria das Equacoes Di-
ferenciais Ordinarias, o qual, sob hipéteses mais fracas do que as enunciadas no Teorema
de Picard, garante a existéncia de solugoes para Problemas de Valor Inicial (ou Problema

de Cauchy) sem preocupar-se com a unicidade.

Teorema 3.7 (Teorema de Peano). Seja f: Q= I, x B, — R" continua. Se ||f|| < M

em ), o PVI. (3.1) tem pelo menos uma solugao em I, onde o = min{a, % .
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Demonstracao: Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe uma sequéncia fn
de fungobes, cujas componentes sao polinémios, que convergem para f, uniformemente em

Q). Para n grande, f, satisfaz as hipdteses do Teorema de Picard (3.3). Seja ,, solugao de

= fult, )

cuja existéncia e unicidade decorrem do Teorema de Picard. A familia {¢,} ¢ equicontinua

e uniformemente limitada, pois:

lult) = ul I =11 [ Fuls.on(sDasll < Mt~

e |lpn — x0]| < b, para todo n suficientemente grande. Entao, pelo Teorema de Arzeld
- Ascoli (2.12) existe uma subsequéncia, que denotaremos, também, por ¢, tal que @,

converge uniformemente em [, para uma fungao .

Afirmagao: f,(s,¢(s)) converge uniformemente em I, para f(s,¢(s)). De fato,

[ fn(s,on(s)) = S (s, ()] < [[fn(s, on(s)) — [ (s, (I + 1[f (5, 0n(s)) — @(s))]|

<eg4e=2 Vs

Portanto, fazendo n — oo em ambos os membros de ¢,(t) = f; fu(s, ¢(s))ds,
temos, para todo t € In, o(t) = [; f(s,¢(s))ds. [

Portanto, O Teorema de Peano garante que se f(¢,x) for continua, entao existe

pelo menos uma solugao. No entanto, ele ndo garante a unicidade.

O Teorema de Arzela-Ascoli é um passo essencial na demonstracao do Teorema de
Peano, pois garante que a sequéncia de aproximagoes de solu¢des tem uma subsequéncia
convergente. Dessa forma, ele fornece a base para provar a existéncia de solugoes para

EDOs quando a func¢ao f(¢,x) é apenas continua..
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Conclusao

O Teorema de Arzela-Ascoli é um dos pilares da analise funcional, oferecendo
critérios fundamentais para a compacidade de conjuntos de func¢oes. Essa caracteristica
o torna indispensavel em varias areas da matematica, incluindo a teoria de equagoes
diferenciais ordindrias (EDOs), onde desempenha um papel central em métodos que
garantem a existéncia de solugoes. No entanto, compreender plenamente suas aplicagoes
requer um conhecimento aprofundado de conceitos relacionados, como continuidade,

equicontinuidade e compacidade em espagos métricos.

O objetivo desta pesquisa foi abordar o Teorema de Arzela-Ascoli e aplica-lo em
um resultado que fornece garantias suficientes para a existéncia de solugdes de uma EDO.
Para alcancar tal objetivo, foi necessario um estudo detalhado de conceitos fundamentais
da teoria dos espagos métricos, incluindo métricas, compacidade e convergéncia. Esses
conceitos servem como base tedrica para as demonstragoes apresentadas e para a aplicagao

do teorema no contexto das EDOs.

Preocupamo-nos em organizar este trabalho de forma clara e estruturada, com o
intuito de facilitar a compreensao do leitor. Assim, a monografia foi dividida em capitulos
que evoluem gradativamente em complexidade. Iniciamos com uma revisao teérica dos
conceitos necessarios, seguida da demonstracao do Teorema de Arzela-Ascoli, e concluimos

com sua aplicacao pratica em um resultado que assegura a existéncia de solugoes de uma
EDO.

Esperamos que este trabalho sirva como um recurso util para estudantes e pesqui-
sadores interessados em anélise funcional e teoria das EDOs, ao apresentar os fundamentos

e aplicagoes do Teorema de Arzela-Ascoli de forma acessivel e didatica.
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