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Resumo

O Teorema de Pitagoras, atribuido ao matematico grego Pitadgoras de Samos, é uma das
descobertas fundamentais da geometria. Formulado no século VI a.C., o teorema estabelece
uma relagao entre os lados de um triangulo retangulo, afirmando que o quadrado da
hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos. Esta proposicao simples, tem vastas
aplicagoes em diversas areas. O presente trabalho trata-se de uma pesquisa bibliografica
que tem por objetivo abordar sobre a vida de Pitagoras, sobre a Escola Pitagorica, por ele
fundada, e sobre as suas contribuigoes para o desenvolvimento da matematica. Fizemos
um resumo sobre a vida e trajetoria de Pitdgoras de Samos, enfatizando a contribuicao
significativa de Pitagoras e seus discipulos para o desenvolvimento deste teorema. Assim,
o teorema de Pitagoras transcende sua origem histoérica, permanecendo como um pilar

fundamental no entendimento e solu¢ao de problemas matematicos.

Palavras-chave: Matematica, Histéria, Pitagoras, Aplicagoes.



Abstract

The Pythagorean Theorem, attributed to the Greek mathematician Pythagoras Samos, is
one of the fundamental discoveries in geometry. Formulated in the 6th century BC, the
theorem establishes a relationship between the sides of a right-angled triangle, stating that
the square of the hypotenuse is equal to the sum of the squares of the legs. This simple
proposition, has wide applications in several areas. The present work is a bibliographical
research that aims to address the life of Pythagoras, the Pythagorean School, founded by
him, and his contributions to the development of mathematics. In this work, we made an
overview of the life and trajectory of Pythagoras of Samos , emphasizing the significant
contribution of Pythagoras and his disciples to the development of this theorem. Thus,
Pythagoras’ theorem transcends its historical origin, remaining a fundamental pillar in

the understanding and solution of mathematical and applied problems.

Keywords: Mathematics, History, Pythagoras, Application.
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Introducao

O Teorema de Pitagoras é uma das descobertas fundamentais da matematica e
desempenhou um papel vital no desenvolvimento e compreensao da matematica ao longo
dos séculos, e leva o nome de Pitagoras, um influente matematico e filésofo grego que nasceu
na ilha de Samos por volta de 570 a.C. Os famosos pitagéricos, eram uma sociedadde que
estudavam filosofia, matematica e ciéncias naturais, eram estreitamente unidos através de
ritos secretos. A simplicidade e abrangéncia do teorema fazem dele uma pecga-chave para
resolver o grande quebra-cabeca do conhecimento matematico.

A escola desenvolveu muitos conceitos importantes, incluindo a relagao entre os
lados de um triangulo retangulo, que eventualmente se tornou o Teorema de Pitagoras.
Segundo (EVES, 2011) estudos na area da histéria da matemaética dizem que antes dos
pitagoricos, ja se conhecia o triangulo retangulo, povos antigos ja estabeleciam relagoes
entre os lados dos tridngulos retdngulos, no entanto, foram os pitagéricos, provavelmente,
os primeiros a demonstrar esta relacao. O contexto histérico do teorema remonta a Grécia
antiga, periodo em que a matematica estava intrinsecamente ligada a filosofia e a busca de
uma compreensao fundamental da natureza.

Neste trabalho, exploramos nao apenas os aspectos tedricos deste teorema, mas
também suas aplicagoes. Comecamos falando sobre a trajetéria de Pitdgioras, do nascimento
a fundacao da escola pitagérica, em seguida sobre as rela¢oes métricas no triangulo retangulo
onde iremos ver a demonstracao do Teorema de Pitagoras, triangulos pitagéricos e algumas
aplicacoes, veremos ainda relacoes métricas num tridangulo qualquer, consequéncias das
relagoes métricas, lei dos cossenos, por ultimo outras relacoes métricas que vai de relacao

de Stewart a mediana, altura e bissetriz interna de um tridngulo qualquer.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1 Contexto histérico

Pouco sabemos sobre Pitagoras com grau de certeza, devido a distancia histérica, e
por nao ter sido deixado nada escrito por ele, tudo que sabemos sobre ele hoje, foi escrito
por antigos historiadores e filésofos. Pitdgoras, nasceu na ilha grega de Samos (préximo a
Mileto), por volta do século VI a.C. (vivendo aproximadamente de 570 a.C. até 500 a.C.)
filho de Mnesarco, um comerciante que veio de Tiro (territério hoje pertencente ao Libano)
que acabou virando cidadao de Samos depois de levar alimentos em uma época dificil
na regiao, e sua mae Partenis, natural da ilha. Passou a infancia em Samos, embora ha
registros em diversas biografias, que quando crianca viajou muito a Italia acompanhando

seu pai, teve uma boa educacao, aprendeu a tocar lira e recitar poesias desde jovem.

Figura 1.1 — Pit4dgoras de Samos

Fonte: https://facts.net/pythagoras-facts/

Pitagoras teve trés filosofos que o influenciaram, o primeiro foi Ferecides que
transmitia conhecimentos embasados na filosofia e na mitologia, e teria ainda discutido
com ele sobre a possibilidade de encarnacdes. Os outros dois foram Tales e seu aluno
Anaximandro que apresentaram as ideias matematicas. Dizem que Pitagoras visitou Tales
de Mileto quando tinha entre 18 e 20 anos. Nessa época, Tales ja era um homem velho e,
embora tenha impressionado Pitdgoras, provavelmente nao ensinou muito. Ele, no entanto,
promoveu o interesse de Pitagoras pela matematica e pela astronomia e sugeriu que ele
viajasse para o Egito. O aluno de Tales, Anaximandro, certamente estava interessado

em geometria e cosmologia, e muitas de suas ideias influenciariam as opinioes do préprio
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Pitagoras.

Por volta de 535 a.C., Pitagoras foi para o Egito, onde visitou muitos templos
e participou de muitas discussoes com os sacerdotes. A ida de Pitagoras para o Egito
aconteceu alguns anos apés Policrates assumir o poder na cidade de Samos, ha registros
que digam que Pitagoras e Policrates eram amigos, e que o mesmo viajou para o Egito
com uma carta de apresentacao feita por Policrates, que na época tinha aliancas com o
Egito. Muitas das crencas de Pitagoras, que ele propagou na sociedade que ele montou na
Italia, estao relacionadas aos costumes que ele se deparou no Egito, por exemplo, o sigilo
dos sacerdotes, a sua recusa em usar qualquer coisa que tenha origem animal, e a luta
pela pureza. Dizem que Pitdgoras aprendeu a geometria dos egipicios, mas é bem provavel
que ele ja tivesse aprendido geometria com os ensimanetos de Tales e Anaximandro.

Em 525 a.C., o rei da Pérsia, Cambises II, invadiu o Egito. Policrates abandonou
sua alianga com o Egito e enviou 40 navios para se juntarem a frota persa contra os
egipcios. A resisténcia egipcia entrou em colapso depois que Cambises venceu a Batalha de
Peltsio, no Delta do Nilo, e conquistou Heliépolis e Ménfis (cidades). Pitagoras foi preso e
levado para a Babilonia. Por volta de 520 aC, Pitagoras deixou a Babilonia e voltou para
Samos. Policrates foi morto por volta de 522 a.C. e Cambises morreu no verao de 522
a.C. As mortes destes governantes podem ter sido um fator no regresso de Pitagoras a
Samos que apés a morte de Policrates, e sobre o governo de Dario da Pérsia retornou a
ilha. Pitagoras deixou Samos e foi para o sul da Italia por volta de 518 a.C., ele fundou

uma escola de filosofia e religido em Crotona, no sul da Italia.

1.2 Escola Pitagorica

Pitagoras fundou a escola pitagérica na qual era uma sociedade com um circulo
interno de seguidores, conhecidos como pitagéricos. Viviam permanentemente em sociedade
(moravam todos juntos), ndo tinham posses pessoais e eram vegetarianos. Os pitagéricos
foram ensinados por Pitdgoras e seguiam as regras rigidas da escola. As crengas pregadas
por Pitagoras eram: a matematica é a realidade na natureza; filosofia serve como elevacao
espiritual; a alma se une com o divino; os pitagéricos devem ser leais e manter sigilo
absoluto. Segundo (EVES, 2011) os ensinamentos da escola eram inteiramente orais e
como era costume da irmandade atribuir todas as descobertas ao reverenciado fundador, é
dificil agora saber exatamente que descobertas matematicas se devem ao préprio Pitagoras
e quais se devem a outros membros da sociedade.

A escola desenvolveu muitos conceitos importantes, incluindo a relagdo entre os
lados de um triangulo retangulo, que eventualmente se tornou o Teorema de Pitagoras.
O Teorema, como conhecemos hoje, trata da relacao fundamental entre os lados de um
triangulo retangulo, onde o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos

catetos. Essa descoberta nao apenas estabeleceu bases solidas para a geometria, mas
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também teve implicagoes praticas significativas em areas como navegacao, arquitetura e
astronomia. O legado de Pitagoras e sua escola transcendeu sua prépria era. A influéncia
da Escola Pitagérica perdurou por séculos, influenciando matematicos posteriores, como
Euclides, que formalizou muitos dos resultados geométricos dos pitagoricos em sua obra

"Flementos".

1.3 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras como conhecemos hoje ja existia muito antes do proprio
Pitagoras nascer, ha registros na histéria de que o teorema ja era usado ha pelo menos
1000 anos a.C., pelos indianos, egipcios e babilonios. Mas s6 por volta de 1900-1600 a.C.,
foi que descobriram o teorema em uma pequena tabua babilonica, chamada Tabua de
Plimpton 322, datada de 1700 a.C., a tdbua contém uma tabela de ternas pitagoricas,
ou seja, conjuntos de trés niimeros naturais que sao medidas dos lados de um tridangulo

retangulo.

Figura 1.2 — Tabua Plimpton 322

Fonte: https://cojs.org/babylonian-tablet-plimpton-322-c-1800/

Apesar de nao ter sido descoberto por Pitagoras, o teorema leva seu nome pois ele
foi o primeiro a demonstrar e formular a lei universal da relagao dos lados de um triangulo

retangulo. Embora ja viesse sendo usado, a demonstracao sé foi feita por volta de 500 a.C.
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2 RELACOES METRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

Faremos aqui, uma breve abordagem de alguns assuntos necessarios a uma exposi¢ao
auto-suficiente do Teorema de Pitagoras. Obviamente, admitiremos que o leitor ja conhece

os axiomas basicos da teoria, bem como as nog¢oes de paralelismo, perpendicularismo, etc.

2.1 Relacoes métricas no triangulo retangulo

Definicao 2.1. Chama-se proje¢cao ortogonal de um ponto P sobre uma reta o pé da

perpendicular conduzida desse ponto a reta.

Figura 2.1 — P’ é a projecao ortogonal de P

P

|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1

P/

Fonte: autora

Definigao 2.2. Denomina-se projegao ortogonal de um segmento AB sobre uma

reta ao segmento de reta determinado pelas projecoes dos extremos de AB.

Na figura abaixo, A’B’ é a projecao do segmento AB sobre a reta r.
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Figura 2.2 — o segmento A’ B’ é a projegao ortogonal do segmento AB

A/ B/ T

Fonte: autora

Obviamente, quando o segmento é paralelo a reta, sua projecao A’B’ tem o mesmo
comprimento que AB, conforme a figura abaixo. Dizemos, nesse caso, que o segmento se

projeta em verdadeira grandeza.

Figura 2.3 — o0 segmento A’B’ tem o mesmo comprimento do que segmento AB

A B
1
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I

A’ B’ T

Fonte: autora

Se o segmento AB nao for paralelo a reta dada, entao sua projecao tera comprimento

menor que o do segmento AB. Isto pode ser visualizado na figura abaixo.

Figura 2.4 — 0 segmento A’B’ tem comprimento menor do que segmento AB

A=A’ B’ T

Fonte: autora



16

Nas préximas proposigoes usaremos o triangulo retangulo da figura abaixo como

referéncia.

Figura 2.5 — Tridngulo retangulo

Fonte: autora

Proposicao 2.3. A medida de cada cateto é a média geométrica entre as medidas de sua

projecao sobre a hipotenusa e a hipotenusa, isto é

W=an e & =anm.

Demonstracao: Os triangulos retangulos AACD e ANABC sao semelhantes visto que

tém o angulo C' em comum. Desse modo, seus lados homologos sao proporcionais, isto é

Dai, segue que
b = an.

Do mesmo modo, os triangulos retangulos AABD e ANABC sao semelhantes, pois
tém o angulo B em comum. Assim, esses tridngulos tém seus lados homdélogos proporcionais,
isto é

a

Cc
m .

Logo, temos

= am,

como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 2.4. A medida da altura relativa a hipotenusa € igual a média geométrica

das medidas dos dois segmentos que ela determina sobre a hipotenusa, ou seja

h? = mn.
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Demonstracdao: De fato, os tridngulos retangulos AABD e ANACD sao semelhantes
pois ambos sao semelhantes ao tridngulo AABC' (propriedade transitiva da semelhanca

de tridngulos). Desse modo, os lados homélogos sao proporcionais, isto é

m h
h n
Dai, tem-se
h? = mn,
como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 2.5. O produdo da medidas da hipotenusa e da altura relativa a mesma é

tgual ao produto das medidas dos dois catetos, isto é

be = ah.

Demonstragao: Pela proposi¢ao (2.3), temos
b? = an,
2 = am.
Multiplicando-se, membro a membro essas duas relagoes, obtemos

b2 = a*mn,

porém, pela proposicao (2.4), tem-se h? = mn e, portanto, substituindo-se este valor na,
expressao acima, obtemos

b202 — G2h2

o que, apés a extracao da raiz quadrada, nos da
bc = ah,

como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 2.6 (Teorema de Pitagoras). O quadrado da medida da hipotenusa é igual

a soma dos quadrados das medidas dos catetos, ou seja
a> =b*+ A

Demonstragao: De fato, pela proposicao (2.3), temos que

b? = an,
2 =am.
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Somando-se essas duas espressoes, membro a membro, segue-se que

b2+ =an+am = a(n+m).

Acontece que n +m = a. Assim, substituindo-se esse resultado na expressao acima,

obtemos b? + ¢ = a?

, OU seja
a? = b+,

como queriamos demonstrar. [ |

2.2 Algumas aplicacoes imediatas do Teorema de Pitagoras

Vejamos algumas aplicagoes imediatas do Teorema de Pitagoras.

Exemplo 2.7 (Altura de um tridngulo equilatero). Consideremos um triangulo
equilatero AABC' cujo lado mede ¢ e altura h unidades de comprimento, conforme a figura

abaizo
Figura 2.6 — Altura de um tridngulo equilatero

A

|
I
I
I
I
|
|
|
:
ho ;
I
I
I
I
|
|
|
|
|
1

D

Fonte: autora

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo ANABD, obtemos

(AB)’ = (ADY’ + (BD)".

Acontece que AD = h, AB = ( ¢ BD = % Substituindo-se esses valores na

expressao acima obtemos
52
2 =h+ —,
4

isolando no primeiro membro o valor de h, obtemos
24 -2 302
W=0r-—_—=-—" ="
4 4 4’

extraindo a raiz quadrada, obtemos



19

Exemplo 2.8 (Diagonal de um quadrado). Consideremos um quadrado ABCD de

lado ¢ e diagonal d, como na figura abaizo.

Figura 2.7 — Diagonal do quadrado

D C
v
s
s
s
s
s
’
s
’
s
’
s
d ,
s
‘ 14
s
’
s
’
s
’
s
s
’
s
s
s
A B

Fonte: autora

Temos que o triangulo AABC € retangulo em B. Logo, aplicando o Teorema de
Pitdgoras, obtemos
d> =0+ 02 =207

e, dai, obtemos

d= (V2.

2.3 Triangulos Pitagoricos
Definicao 2.9. Chamam-se triangulos pitagéricos aqueles triangulos retangulos cujas
medidas dos lados sdo expressas por niumeros inteiros positivos, que satisfacam o Teorema

de Pitagoras.

Assim, por exemplo, é um triangulo pitagérico o tridngulo cujos lados sao:

a=10m
b=6m
c=8m
visto que,
10 = 6° + 8°.

Entre os triangulos pitagoricos, o mais notavel, conhecido desde os egipcios, ¢ o que tem
as medidas dos lados expressas pelos trés niimeros inteiros e consecutivos 3, 4 e 5. Por

semelhanca de triangulos, qualquer tridngulo que tenha as medidas dos lados proporcionais
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a 3, 4 e 5 sdo também pitagoricos. De um modo geral, os grupos de niimeros pitagéricos

podem ser encontrados pelas seguintes féormulas empiricas:

2n, n?—1, n? 41 para n > 1

n?—1 n2+1
2 2

para n > 1 e impar.

Exemplo 2.10. Seb =2k+1,c = 2k*> + 2k, a = 2k*+ 2k + 1, onde k é um inteiro positivo,
mostre que (b,c,a) é um terno pitagdrico.

Veja que, a > b e a > ¢, pois

a=2k>+2k+1=2k>+b>0

a=2k4+2k+1=c+1>c

Entao,

a? = 4k*(k+ 1) +4k(k+ 1)+ 1=V + &,

como queriamos.
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3 RELACOES METRICAS NUM TRIAN-
GULO QUALQUER

3.1 Triangulos quaisquer

Nesse capitulo usaremos o Teorema de Pitagoras para obter algumas relagoes
métricas em um triangulo qualquer. Portanto, assumiremos que estamos nos referindo a
figura abaixo, quando nos referirmos a um triangulo acutangulo qualquer, ou seja, um

triangulo cujo todos os angulos internos sao agudos.

Figura 3.1 — Triangulo qualquer

Fonte: autora

Proposigao 3.1. Num triangulo acutangulo qualquer (figura acima), o quadrado da medida
de um lado oposto a um angulo agudo € igual a soma das medidas dos quadrados dos
outros dois, menos o dobro do produto da medida de um desses dois lados pela medida da

projecao do outro sobre ele, isto é
a? =b>+ & — 2bm.

Demonstracao: Considerando o triangulo qualquer da figura acima e aplicando o Teo-

rema de Pitagoras ao tridngulo ABCD, obtemos
a® = h* +n? (3.1)
Da mesma forma, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridangulo ABAD, obtemos
= h*+m’. (3.2)

Isolando-se h?, obtemos
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Substituindo-se esse tltimo resultado em (3.1), obtemos
a® = —m?® +n’. (3.3)

Agora, observemos que n = b — m, o que elevando ambos os membros ao quadrado

nos leva a

n? = (b—m)? = b*> — 2bm + m>.
Substituindo-se este dltimo resultado em (3.3), obtemos
a? = —m?+b*— 2bm +m?,

ou seja
a’? =b* 4+ — 2bm,
como queriamos demonstrar. [ ]
O préximo resultado diz respeito a um tridngulo obtusangulo AABC', ou seja, um

tridngulo que possui um angulo obtuso, cuja figura mostramos abaixo.

Figura 3.2 — Tridngulo obtusangulo

Fonte: autora

Proposicao 3.2. Num triangulo obtusangulo qualquer, o quadrado da medida do lado
oposto ao angulo obtuso € igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois mais
duas vezes o produto da medida de um destes dois lados pela projecao do outro sobre ele,
ou seja,

a? = b+ + 2bm.

Demonstragao: Consideremos um tridngulo obtusangulo como o da figura acima. Apli-

cando o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABCD, obtemos
a® = h? + (b +m)>. (3.4)

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo retangulo AABD,
obtemos

= h2+m2,
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ou seja,
2

R = —m?.
Substituindo-se esse valor de h? em (3), obtemos
a®=c*—m*+ (b+m)’.

Desenvolvendo o quadrado na expressao entre parénteses, obtemos

a2 =2 —m?+ b+ 2bm + m?,

de onde obtemos
a’ =b* + 2+ 2bm,

como queriamos demonstrar. [ |

3.2 Consequéncias das relaces métricas

Os seguintes fatos sdo decorréncias das relagoes métricas:
i) Se A < 90°: Nesse caso, tem-se a2 = b? + ¢ — 2bm e, dai, segue-se que
a? < b+
ii) Se A > 90°: Neste caso a2 = b? + ¢ + 2bm e, portanto, tem-se
a? > b+
iii) Se A = 90°: Neste caso, vale o teorema de Pitagoras
a® =b*+

Ora, como todas as hipoteses possiveis estao consideradas, podemos afirmar que as

reciprocas dessas afirmagoes sao também verdadeiras, ou seja:

i) Se a® < b? + ¢2, entdo teremos A < 90°.
ii) Se a® > b? + ¢2, entdo teremos A > 90°.
iii) Se a® = b2+ 2, teremos que A = 90°.
Vamos reconhecer a natureza do tridngulo cujos lados medem 6m, 10m e 15m. Ora,

visto que
15% > 62 4 107,

segue que o triangulo em questao é obtusangulo.
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Exemplo 3.3. Iremos determinar para quais valores de x um triangulo com medidas de
3,4 e x é obtusangulo.

Notemos que, para a existéncia do triangulo devemos ter 1 < x < 7. Se o triangulo é
obtusdangulo e z é o maior lado, devemos ter 2% > 33 + 4> = x > 5. Se o lado que
mede 4 € o maior, devemos ter 4> > x> + 3> = x < /7. Portanto, esse triangulo é

obtusangulo para 1 < x < VT oub <z <7,

Proposicao 3.4 (Lei dos Cossenos). O quadrado da medida de um lado de um tridngulo
(qualquer) é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o dobro

do produto das medidas desses dois lados pelo cosseno do angulo por eles formado, ou seja,
=0+ - 2bccosﬁ;
b =a?+ 32— 2accosl§;

= a? +b% — 2abcosC.

Demonstracdgo: Suponhamos, inicialmente, que o tridngulo em questao seja acutangulo,

como na figura abaixo, e A o dngulo que usaremos para provar a primeira relagao,

Figura 3.3 — Tridngulo qualquer

A B
| : |
Fonte: autora
nesse caso, pela proposicao (3.1), tem-se
a® =b* + & — 2em. (3.5)

Visto que m = bcosﬁ, segue que
a? = b + ¢ — 2bccosA.

Por outro lado, se o tridngulo qualquer for obtusangulo, como na figura abaixo,
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Figura 3.4 — Tridngulo obtusdngulo qualquer

Fonte: autora

entao a medida do lado oposto ao angulo obtuso A satisfaz a condicao
a® = b+ + 2cem. (3.6)

Visto que, no triangulo retangulo AC'D, temos:

cos(180° — A) = %
E como,
cos A = —cos(180° — A),
ou seja,
cos(180° — A) = —cos A.
Logo,

—COSA\:% —> m=—b-cosA

Substituindo essa tltima relagdo em (3.6), obtemos

a® =b* + & — 2bc cosﬁ,

como queriamos demonstrar.

De modo analogo se mostra que

b? = a® + ¢ — 2ac cosB

= a2+ b% - 2ab cosC.
[ |

Vejamos que, ao considerarmos um triangulo AABC retangulo em A. Note que,

como A é o angulo reto e cos 90° = 0, temos,
a® = b* + ¢* — 2bccos 90Y,

portanto,
Ad=v+c

logo, em relacao ao angulo reto, a lei dos cossenos se reduz ao Teorema de Pitdgoras.



26

Exemplo 3.5 (Portal da Matematica). Vejamos que a figura abaizo mostra uma estrada
que passa pelos pontos A, B, C e D. Iremos calcular a distancia x entre A e C, bem como
a distincia entre B e D como mostra a figura, a fim de sabermos qual a menor distancia
entre A e D.

Figura 3.5 — Exemplo de aplicacao da lei dos cossenos

Fonte: https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/

Fazendo a aplicagio direta da lei dos cossenos no NABC', obtemos o sequinte

resultado,

2 = 5243%2-2-5-3-cos(A)
= 25+9—30-cos110°
= 44,3

o que implica,
xr = 6,65km

Usando novamente a lei dos cossenos, agora no ABCD, seja BD =y, logo:

P = 22432-2.2.3-cos75°
= 44+9—12-cos75°
= 9,89

o que implica,
y = 3,14km

Com x = 6,65km e BD = 3,14km podemos calcular a distancia, veja que indo
pelas estradas AB e BD, temos 5 + 3,14 = 8,14km, pelas estradas AC e CD, temos
6,65 + 2 = 8,6bkm. Portanto, concluimos que a menor distancia a ser percorrida pelo

motorista é indo pelas estradas AB e BD.
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4 OUTRAS RELACOES METRICAS

4.1 Relacao de Stewart

Definicao 4.1. Denomina-se ceviana a toda reta do plano que passa por um de seus
vérticies. Usualmente emprega-se também com essa acepgdo o segmento de ceviana
limitado por um dos vértices do triangulo e um ponto do lado oposto e seu prolongamento.

Consideremos um triangulo AABC', de natureza arbitraria, como na figura abaixo.

Figura 4.1 — Tridngulo acutangulo qualquer

Fonte: autora

Vale a seguinte proposicao:

Proposigao 4.2 (Relagao de Stewart). Se D é um ponto interior ao segmento BC de um

triangulo AABC' arbitrdrio, conforme a figura acima, entdo
¥ on+ct-m—d*-a=a-n-m.

Demonstragao: Aplicando a proposigao (3.1) ao triangulo AACD e a proposigao (3.2)

ao tridngulo AABD, obteremos, respectivamente
V=d*+m*—2-m-DM (4.1)

A =d*+n*+2-n-DM. (4.2)

Agora, multiplicando-se a equacao (4.1) por n e a equagao (4.2) por m, obtemos

n= d - n+m?>-n—2-n-m-DM,
- m= d®> - m+n2-m+2-n-m-DM.
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Somando, membro a membro, esses dois ultimos resultados, obtemos
V-n+cd-m=d n+d-m+m? -n+n’ m
Fatorando-se o segundo membro, obtemos
V-n+c-m=d*(n+m)+m-n(n+m).

Visto que

a=mn-+m,

entao, subustituindo-se esse valor na relagao anterior, obtemos
Von+c® m=d> a+m-n-a

ou
¥n+ - m—d*-a=a-n-m

como queriamos demonstrar. [ |

Exemplo 4.3 (Portal da Matemética). Na figura, a medida do segmento CD, sendo
AD=4,BD =6,BC =7 ¢ AC =8, é:

Figura 4.2 — Tridngulo acutangulo

c

A n D m B

Fonte: autora

Aplicando a relagio de Stewart no triangulo AABC, temos

V- -m+a*-n = d*-ctc-m-n
82-6+72-4 = d*-10+10-6-4
384 +196 = 10d? + 240
10d> = 340
d = V34

Exemplo 4.4 (Portal da Matematica). Determine a medida AD de um triangulo equildtero
AABC, cuja medida do lado é 6cm, sendo D um ponto do lado ABC, tal que BD = 2cm.
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Figura 4.3 — Tridngulo acutangulo

Fonte: https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/

Aplicando a relacio de Stewart, com AD = x, em centimetros, chegamos a:

AB*.CD+AC’ - BD = AD’-BC+CD-BD-BC
62-4+6%-2 = 2°-64+4-2-6
144 +72 = 62° 448
62° = 168
r = 2V7em.

4.2 Calculo de medianas em triangulos quaisquer

E comum dizermos que as principais cevianas de um tridngulo sao: medianas,

alturas e bissetrizes internas e externas.

Agora consideremos o triangulo qualquer da figura abaixo:

Figura 4.4 — Mediana de um triangulo

Fonte: autora

Lembremos que a mediana relativa a um lado de um triangulo é um segmento que
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liga um vértice ao ponto médio do lado oposto. Assim, na figura acima, m, é a medida da
mediana relativa ao lado de comprimento a. Desejamos calcular a medida m,. Aplicando

a relagao de Stewart a esse tridngulo, obtemos

AB®.CM +AC® - BM — AM’ - BC - BM - CMM. (4.3)

Ocorre que:

Y

Y

CM = ¢.

=R
Il
S (@)

Substituindo-se esses valores na expressao (4.3), obtemos

a a
A —+b - —mia=a -

a a
2 2 “ 2 2

Dividindo ambos os membros por a, obtemos

e L e
2 2 @ 4

Isolando o valor da mediana, tem-se

ou seja,

ou ainda,

mg =

que ¢ o valor da mediana desejada.

(1))

Por meio de um raciocinio analogo, segue as medianas relativas aos lados “b” e “c

sao dadas, respectivamente, pelas seguintes expressoes:

\/2(a2 +c?) —b?
2

my =

V2@ +82) — &
5 .

Exemplo 4.5. Dado um um triangulo de lados a = 5, b =7 e ¢ = 8, calcular as trés

me =

medianas: My, My € Me!

V202 + ) —a2 27282 -5 \/2(49+64) —25 /201
mg = = = = ;
2 2 2 2
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V202 + ) —b (252 +82) =7\ /2(25+64) —49 /129
mb = = = = 7
2 2 2 2

V202 +12) =2 252+ 72) -8\ /2(25+49) - 64 /B]
mc = ey = = .
2 2 2 2

4.3 Calculo das alturas de um triangulo qualquer

Consideremos um triangulo AABC, conforme a figura abaixo, e seja h, a altura
relativa ao lado de medida a. Lembremos que, por defini¢ao, a altura de um tridngulo
relativa a um de seus lados é o segmento perpendicular que vai desse lado até o vértice

oposto a esse lado.

Figura 4.5 — Altura de um tridngulo

Fonte: autora

Aplicando, a esse tridngulo, a relacao de Stewart, obtemos

AB°.CD+AC’ . BD-AD"-BC =BC-BD-CD,

ou seja
- CD+b-BD—h*-a=a - BD - CD. (4.4)

Acontece que
CD= a- BD.

Substituindo esse resultado na equacao (4.4), obtemos
ac®>—c* - BD+b - BD—h? - a=a - BD-(a— BD).
Eliminando os parénteses na expressao acima, obtemos

a*— ¢ - BD+V - BD—h? -a=a*> - BD—a - BD".
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Escrevendo a expressao acima na forma de um polindmio ordenado na variavel
BD, obtemos

a BD'+8 - BD—¢ - BD—-a® - BD+ac>—h? - a=0,

ou ainda

a - BD*+ (1> — & — a®)BD + a(c® — h2) = 0.
Agora, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo AABD, obtemos que
> — h:=BD". (4.5)
Substituindo esse valor na expressao anterior, segue que
a  BD'+ (V*—c®—a®)BD +aBD’ =0,
ou seja
2aBD” + (® — ¢ — a®)BD = 0. (4.6)

A expressao acima é uma equacao do segundo grau em BD, a qual admite uma

raiz nula e outra ndo-nula.

Consideraremos os dois casos separadamente.
Primeiro caso: BD = 0.

Se BD = 0 entdo, pela expressao (4.5), teremos
c=h,.

Nesse caso, o triangulo AABC sera retangulo e a altura sera um dos catetos.
Segundo caso: BD # 0.
Se BD # 0, entdo segue-se que
26 - BD+b0 - —a*>=0

e, assim,
a® + c? —a?
2a '

BD = (4.7)

Mas, pela expressao (4.5), teremos

BD = y/c2 — h2. (4.8)

Igualando os resultados em (4.7) e (4.8), vem que
a’+c? =
a 2a )

ou ainda,
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e, dai,
2.2 12)2
B2 (a® 4+ ¢ —b°)
@ 4a?
Assim,
b2 _ 402 — (a? + ¢ — b?)?
@ 4a? '
Fatorando a diferenga de quadrados do numerador, obtemos
B2 (2ac + a® + ¢ — b?)(2ac — a* — * + b?)
@ 4a? '
Essa tultima igualdade é equivalente a
B2 _ [(a® + 2ac + ¢*) — V*][b* — (a® — 2ac + ¢?)]
@ 4a? ’
ou ainda

[(a+c)* = 0*|[t* = (a — ¢)?]
4a? '

Novamente, fatorando os denominadores por diferenca de quadrados, obtemos

=

hi_(a+c+b)(a+c—Z)Cg)—i-a—c)(b—a—i-c)' (1.9)

Agora, consideremos a expressao
a+b+c=2p.

i) Subtraindo 2a dessa expressao, obtemos: b+ ¢ —a = 2(p — a);
ii) Subtraindo 2b da mesma expressao, obtemos: a + ¢ — b = 2(p — b);

iii) Subtraindo 2¢ da mesma expressao, obtemos: a +b — ¢ = 2(p — ¢).

Substituindo-se esse valores em (4.9), obtemos

ha = z\/p(p —a)(p—b)(p— o),

que ¢ o valor da altura h, desejada.

Por um raciocinio analogo as alturas hy, e h,. relativas aos lados b e ¢, respectivamente

sao dadas por:

W= bl — o= D)p =),
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Exemplo 4.6. Dado um triangulo de lados a = 5,b =T e ¢ = 8, calcular as trés alturas:
ha, hy € he.

Sabemos que,

a+b+c=2p
5+T74+8=20
9 =20 = p=10

E também,
(p—a)=5(@—-b)=3(p—c) =2
Logo,
Vplp—a)(p—b)(p—c) =v10-5-3-2 = 10V3.
E portanto,

ha = 2\/p(p — a)(p — b)(p — ) = 210v/3 = 4v/3 = h, = 4/3;

a

hy = 3\/p(p — a)(p = D)(p — ¢) = 210V3 = 28 = oy = 2055,

>
o
I
oo

o= a)p—b)(p—c) = 210v3 = 28 = h, = 35,

4.4 Calculo das bissetrizes internas de um triangulo qualquer

Lembremos que a bissetriz de um angulo é um segmento de reta que o divide em
dois angulos congruentes. Nessa se¢ao estaremos interessados em determinar as medidas
das bissetrizes internas de um tridngulo. Sendo assim, consideremos um triangulo qualquer

AABC e seja AD a bissetriz interna relativa ao angulo ;1, conforme a figura abaixo.

Figura 4.6 — Bissetriz interna de um tridngulo

Fonte: autora
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Aplicando a relacao de Stewart ao triangulo AABC, obtemos

AB°.CD+AC’ - BD—-AD* - BC=BC-BD-CD

ou
¢ .CD+W -BD-8 -a=a-BD-CD. (4.10)

Para eliminar BD e C'D desta tultima relagdo, empregamos o teorema da bissetriz

interna, segundo o qual

BD CD

c b
Aplicando propriedades de proporcoes, obtemos

BD+CD BD (D
b+c¢ ¢ b

ou seja

a BD CD

b+c c b
Da igualdade da primeira razao e da segunda, e da primeira com a terceira, segue

que
- ac

BD =
b+c

ab
b+c

Substituindo-se estes valores de BD e C'D na relagao (4.10), obtemos

CD =

abc®  ab’c  _— a>be
—AD” - a= .
b—l—c+b+c ¢ (b+c)?

Dividindo ambos os membros da expressao acima por “a”, obtemos

bc? Ve o a’be
b+c+b+c (b+c)?’
ou seja,
s bc? . b’e  a’be
“b+c b+c (b+c)?

AD

ou ainda,
2 b4bPe a?be
AC b+c  (b+0)?

bc(b+c) _ a2 bc
b+c (b+c)?

— __a®be
= bc e

= bl - g
— be [(b-&-czl?l(cb)—;c-&-a)} ‘
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Ocorre que,
a+b+c= 2p
b+c—a= 2(p—a).

Substituindo-se estes valores na expressao anterior, obtemos:

AD" = be [E5].

4bep(p—a)
(b+c)?

Extraindo-se a raiz quadrada em ambos os membros e designando a bissetriz AD
por (3., segue-se que,

2
Ba = m bcp(p - a)7

por um raciocinio analogo, segue que as medidas das bissetrizes internas relativas aos

angulos B e (' sao, respectivamente:

2
5= 2 \facplp )
e
Bo= > Jabp(p— o)
c—a+b Clpp C).

Exemplo 4.7. Dado um triangulo de lados a = 5,0 =T e ¢ = 8, calcular as trés bissetrizes

internas: By, By € Be.

Do exemplo anterior, temos que p = 10. Logo,

2 2 8V7
ﬁa—m\/bcp(p—a)—BvTS-lO- -3

2 I 2 404/3
= — — = —/ . . 1 . = —

S — )= —=-+v5.7.10-2 = 2¥X
Be b abp(p — ¢) B 5-7-10 5
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, fizemos um resumo sobre a vida e trajetéria de Pitdgoras de
Samos, para isso foram feitas diversas pesquisas bibliograficas, nas quais estao listadas
nas referéncias. Comecamos revisando as origens da geometria grega antiga e enfatizando
a contribuicao significativa de Pitagoras e seus discipulos para o desenvolvimento deste
Teorema. A vida do matematico grego e suas principais obras encontram-se em meio
a lendas e mitos, e apesar de nao sabermos com certeza o que é real e o que ¢ ficticio,
Pitagoras se tornou um dos matematicos mais conhecidos da historia, bem como o seu
teorema o mais demonstrado, e um dos mais utilizados e estudados dentro da geometria.

A sua intemporalidade e relevancia continuam a influenciar o desenvolvimento da
ciéncia e da tecnologia e continuam a ser uma parte central do conhecimento matematico.
Esta monografia, portanto, nao s6 tenta apresentar uma abordagem histérica do Teorema
de Pitagoras, mas também enfatizar a sua importancia e o seu papel continuo na promocao

da compreensao e do avango em todas as areas do conhecimento.
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