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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre os Teoremas de Green, Gauss e Stokes, sendo
este tltimo apresentado tanto no R® quanto em generalizacio para variedades, elaborado
a partir de leituras e andlises, com o objetivo de desenvolver, de forma clara e pratica, o
embasamento tedrico matemadtico no que se refere aos campos vetoriais. A pesquisa insere-
se no campo da Andlise Vetorial e a metodologia deve-se a revisao bibliografica. Sendo, a
monografia, dividida em vérias capitulos, onde os primeiros e seus subtopicos abordam
conceitos que auxiliam o desenvolvimento da mesma, como integrais de linha e operadores
vetoriais, posteriormente, campos conservativos, integrais de superficie, a demonstracdao dos
trés teoremas supracitados, e formas diferenciais e variedades, culminando no Teorema de

Stokes generalizado.

Palavras-chave: cdlculo; campos vetoriais; integrais; teorema de Stokes; formas diferenciais.



Abstract

This work consists of a study about Green’s, Gauss’s and Stokes’ Theorems, the latter being
presented both in the R® and in generalization for manifolds, elaborated from readings
and analysis, with the objective of developing, in a clear and practical way, the theoretical
mathematical basis regarding vector fields. The research is in the field of Vector Analysis
and the methodology is based on bibliographic review. The monograph is divided into
several chapters, where the first and its subtopics address concepts that help its development,
such as line integrals and vector operators, later, conservative fields, surface integrals, the
demonstration of the three theorems mentioned above, and differential forms and manifolds,

culminating in the generalized Stokes’ Theorem.

Keywords: calculation; vector fields; integrals; Stokes’ theorem; differential forms.
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Introducao

O inicio do estudo do Célculo Vetorial se estabelece por volta de 1800 e traz consigo
os resultados encontrados por diversos matematicos importantes ao longo da histéria. A
partir do desenvolvimento da teoria eletromagnética no século XIX, o conceito de campo
surgiu e com isso, a necessidade de uma Anélise Vetorial para lidar com as véarias grandezas

de maneira mais simples (CROWE, 1994).

A partir de entdo, matematicos se reuniram para discutir possiveis formas de retratar
grandezas vetoriais no espaco tridimensional. Mas, foram Willard Gibbs e Oliver Heaviside
(HEAVISIDE, 1893) que defendiam a hip6tese de que a melhor ferramenta era a Anélise
Vetorial. Eles receberam influéncia de James Clerk Maxwell, que usou o célculo de coordenadas
e quatérnios em sua publicagdo, Treatise on electricity and magnetism, de 1873 (MAXWELL,
1873). Maxwell teve um papel fundamental no desenvolvimento do cédlculo vetorial, sendo o
responsavel por apresentar o simbolo V, para gradiente, bem como os nomes divergente e

rotacional, para serem utilizados, além da interpretacao atual dessas operacoes vetoriais.

O Calculo Vetorial — contetido base deste trabalho — é uma area da matematica
extensivamente interdisciplinar, com aplicacdes na Fisica, Engenharia, Geometria Diferencial,
entre outros. Como € construida a partir de vetores e grandezas vetoriais, possui uma ampla
aplicacao a vida cotidiana, tal como velocidade e aceleracdo, grandezas fisicas que nos cercam.
Dai, dé-se a importéancia do presente trabalho, haja visto que, varios cursos das ciéncias exatas
e natureza o tem como base, enfatizando assim, a necessidade de dominio das relacoes que

envolvem essas grandezas e suas implicacoes.

Além destas lacunas que geraram a oportunidade do trabalho, existe a motivacao
pessoal, que surgiu ap6s a experiéncia adquirida no Ensino Superior, diante do término
das disciplinas de Célculo e apresentacao dos teoremas abordados neste projeto, restava
um interesse e curiosidade acerca de possiveis generalizacoes em superficies abstratas de
dimensdes arbitrariamente grandes, assunto apresentado no tltimo capitulo desta monografia,
através das chamadas variedades. Por tais motivos, fez-se apropriado umarevisao bibliogréfica
que sintetizasse 0s argumentos principais dispostos nos livros que apresentam e desenvolvem
a Andlise Vetorial. Para tanto, buscou-se como aporte teérico alguns autores como James
Stewart (2013), Diomara Pinto e Morgado (2009) e Guidorizzi (2002), para as secoes iniciais e
Manfredo Carmo (1998), Coutinho (2015) e Wesley Galvao (2016), para secoes finais, além de

artigos cientificos neste contexto, visando difundi-los na comunidade académica.

O objetivo deste trabalho consiste em desenvolver, de forma clara e objetiva, o
embasamento tedrico matematico no que se refere a Andlise Vetorial, fundamentando

o estudo dos principais Teoremas do Cdlculo Vetorial. Isto posto, esta monografia estd
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estruturada da seguinte forma:

O Capitulo 1 apresenta um estudo sobre curvas que serve de desenvolvimento para o

célculo das Integrais de Linha;

O Capitulo 2 exibe o conceito de Campo Vetorial e o cdlculo das Integrais de Linha de

Campo Escalar e Vetorial;

O Capitulo 3 trata dos conceitos de Gradiente, Divergente e Rotacional, teoria matemaética

que auxiliard no entendimento dos Teoremas de Gauss, de Green, e de Stokes;
O Capitulo 4 expoe as condi¢oes para um Campo Vetorial ser Conservativo;

O Capitulo 5 trata sobre integrais de grandezas vetoriais, especificamente as Integrais

de Superficie, discorrendo definicoes e conceitos necessdrios para sua compreensao;

O Capitulo 6 e seus subtépicos sao demonstracoes dos trés principais Teoremas do
Cdlculo Vetorial: Green, Gauss e Stokes, cédlculo desenvolvido através dos contetidos

anteriores expostos ao longo da monografia;

Por fim, o Capitulo 7 aborda as Formas Diferenciais com a finalidade de expor o Teorema

de Stokes mais generalizado, pois nele, os teoremas supracitados sdo abrangidos.
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1 Estudo de curvas

Para iniciarmos o contetido deste trabalho, optou-se por mencionar, resumidamente,
alguns conceitos que possuem extrema relevancia para a constru¢do do célculo das Integrais
de Linha. Utilizando como sustentacao tedrica o livro Cdlculo Diferencial e Integral de fungoes
de vdrias varidveis de Diomara Pinto e Maria Morgado 1 além da dissertacao de mestrado

Um estudo sobre curvas, superficies e suas parametrizacées, de Esmeraldo Farias?® .

1.1 Curvas

Para abordarmos os conteudos posteriores, precisamos fazer um estudo breve e

objetivo sobre curvas, ja que as Integrais de Linha (Capfitulo 2) fazem referéncia a elas.

As curvas sdo objetos unidimensionais e podem ser apresentadas de diferentes formas:

* Lugar geométrico — conjunto de pontos que partilham uma determinada propriedade,
seja no plano ou no espaco (FARIA, 2017).

* Equacao geral —aqui, utilizamos a equacao que expressa uma determinada propriedade.

No plano: x* + y* = r2.

No espaco: interseccao de ax+ by+cz+d=0eex+ fy+gz+h=0.

As mesmas sdo vistas através da equacao geral de elipse, de circunferéncia, etc. Elas

também nos possibilitam o estudo de curvas.

* Parametrizacoes ou Equacoes Paramétricas — é a que se encaixa adequadamente, ja
que nos permite utilizar, de forma mais rdpida, as técnicas do Célculo Diferencial e

Integral para a descricao do comportamento geométrico da curva.

Assim sendo, trabalharemos com curvas parametrizadas.

Definicao 1 (Curva parametrizada). Chamamos curva parametrizada a uma fungdo continua®,

y:I — R
t — (x(0),y(1),z(1),

onde I c R é um intervalo, as fungoes reais (x(t), y(t),z(t)) sGdo denominadas por fungoes

coordenadas e a varidvel t designada por para@metro dey. A funcédoy chamamos de parametrizagéo.

1 (PINTO; MORGADO, 2009)

2 (FARIA, 2017)

3 Umcurva Y é continua em um ponto % € I, se e s0 se, todas as fun¢des coordenadas (x(#), y(¢), z(¢)) sao
continuas em fg.



Capitulo 1. Estudo de curvas 15

Observacao 1.1.1. Assumamos que as fungoes coordenadas x(t), y(t), z(t) sdo derivdveis até a
ordem k.

Exibiremos exemplos de algumas curvas, como a hélice circular, que posteriormente
serdo utilizadas ao longo deste trabalho.

Exemplo 1.1.1. A hélice circular com a, b # 0, definida por

y:(0,4m1) — R

t — (acos(2mt), asin(2nt), bt)

Facilmente se mostra que esta curva estd contida em um cilindro de equagdo x>+ y? =
a®. Na Figura 1, representamos esta curva, assim como o respectivo cilindro, com a=b=1.A
medida que o parametro ¢ aumenta, o ponto y(f) descreve um movimento de rotacao em
torno do eixo Oz e, a0 mesmo tempo a curva sobe b unidades, no qual |a| e |b| sao chamados

de raio e passo da hélice circular, respectivamente.

Figura 1 — Curva hélice

Fonte: (FARIA, 2017)

Defini¢do 2 (Trago de uma curva parametrizada). Seja uma curva parametrizaday : I — R3.
O conjunto imagem Im(y) = {y(t) € R3; t € I} é chamado de traco dey.

Note que, no Exemplo (1.1.1) a proje¢do ortogonal do traco de y sobre o plano z =0 é
uma circunferéncia.

Pretende-se que uma curva parametrizada y : I — R possua uma reta tangente em
Y, para todo ¢ € I. Como a existéncia da diferenciabilidade ndo é condi¢do suficiente para

garantir um vetor tangente nao nulo, é introduzida uma condicao adicional.
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Defini¢do 3 (Curva regular). Uma curva parametrizada diferencidvel y : I — R é regular, se
Y (1) # 0, ou, se| Y' @) || #0, Vre€ I, onde as fungoes x' (1), y' (1), z' () sd@o continuas, isto é, y(t)

éde classe C.

Definicdo 4 (Reta tangente). Sejay : I — R? uma curva parametrizada regular. A reta tangente

ay em ty € I éareta que passa pory(ty) na direcdo de y’(to), isto é,

r(A) =y(to) + Ay (ty), A€R.

As defini¢cOes sdo importantes e devem ser adotadas, pois elas garantem que a derivada
da parametrizacdo nao se anule no ponto e ndo se degenere. Visto que, se isso ocorrer, ou

seja, caso a derivada seja zero, ndo poderemos ter reta tangente.

Entao, como podemos saber que uma curva admite parametriza¢do regular ou nao?
Basta observarmos se a mesma é lisa e tem reta tangente naquele ponto. Assim, se ela é
regular, tem reta tangente e um comportamento adequado. Do mesmo modo, se ela tem um

comportamento inadequado, ndo tem reta tangente, logo ndo é regular.
Exemplo 1.1.2 (Curva nao regular). A curva com ctispide definida por
y:(=2,2) — R?
t — (1%
é uma curva parametrizada diferencidvel, como apresenta a Figura 2.

Figura 2 — Curva com cuspide

A 4

Fonte: (FARIA, 2017)

Vejamos se ela é regular. O vetor tangente de y € obtido pela derivada, que é
Y0 =320 e [Y@I=1t1Vor2+4,

logo, em t =0, verifica-se y(0) = (0,0) e || )/' (0) |= 0. Portanto, a curva nao é regular para todo
tel.

Definicdo 5 (Curva parametrizada fechada). Uma curva parametrizaday é fechada sey é

definida num intervalo fechado I = [a, b], em quey(a) =y(b).
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Definicao 6 (Ponto muiiltiplo). Um ponto miiltiplo dey é um ponto A, tal que existam t; = t, e

Y(t1) =y(t2), isto é, tem auto-intersegdo, como podemos observar na figura abaixo.

Figura 3 — Ponto multiplo de uma curva simples

Fonte: acervo da autora.

Definicao 7 (Curva simples). Uma curva parametrizaday é simples se ndo possui pontos
miultiplos, ou seja, 1) # 1o = f(t1) # f(f2), para todo t;, 1, € I exceto se o intervalo I for fechado

[a, b], no qual admite-se f(a) = f(b). Entdo, dizemos quey ndo tem auto-interse¢do.

Note que no Exemplo (1.1.1) a curva é parametrizada diferencidvel simples.

Definicao 8 (Curva fechada e simples). Uma curvay, definida em [a, bl, é dita fechada e

simples, quando o uinico ponto miultiplo éy(a) = y(b). (Ver Figura 4)

Figura 4 — Curva fechada e simples

Fonte: acervo da autora.

Ja a Figura 5, é fechada, entretanto, nao é simples, pois possui varios pontos multiplos.

Enquanto que a Figura 3 ndo é fechada e é simples, sem auto-intersecoes.
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Figura 5 - Curva fechada nao simples

y(a) = ~(b)

Fonte: acervo da autora.

Um outro pré-requisito para apresentarmos o conceito de comprimento de arco e

iniciarmos o estudo das Integrais de Linha, no capitulo seguinte, sdo as Somas de Riemann.

1.2 Soma de Riemann

O conceito de Soma de Riemann é extremamente importante, pois aborda as diversas
defini¢cOes apresentadas neste trabalho. Uma abordagem superficial da Soma de Riemann
pode causar dificuldades a sua apreensao, dado que um construto mal fundamentado, que
ndo tenha sido potencializado e abordado de uma maneira efetiva, ndo possibilita ao leitor

entender e relacionar-se com as propriedades que subjazem a esse conceito.

Consideremos uma funcao f definida em um intervalo [a, b] < R?. Podemos dividir
este intervalo em n subintervalos [a;,a;+1] (com a; = a e a4+, = b), que chamamos de
particdo e escolher um ponto arbitrario x; em cada um destes subintervalos. Com isso,

formamos a soma "
Y fx)Ax;, (1.1)
i=1

onde Ax; é o comprimento do intervalo [a;, a;+1].

Esta expressao 1.1 é conhecida como Soma de Riemann. No caso em que f(x) <0, a
soma de Riemann pode ser interpretada como a soma das dreas dos retangulos de base Ax; e
altura f(x;).

Tomando o limite desta soma, temos a seguinte definicdo:

Definicao 9. Seja a funcdo f definida em um intervalo |a, b]. Chamamos integral definida da
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Figura 6 — Aproximacao 4rea debaixo da curva

///
//
f( 1) /
a 'A—xl‘ b

Fonte: Acervo da autora

funcgdo f no intervalo [a, b] o limite

b n
fa fdx= Al}crgoizzlf(ximx,
onde Ax =|x;j4+1 — Xx;l.

Por fim, entendemos que a Soma de Riemann funciona como aproximacao para a
area debaixo da curva, comprimento de curvas, etc. Por esse motivo, serd extensivamente

mencionada na construcao das definicdes posteriores.

Com isso, podemos enunciar um dos grandes teoremas do cdlculo:

Teorema 1.2.1 (Teorema Fundamental do Célculo — TFC). Seja [ uma funcgdo integrdvel,
definida em um intervalo [a, b). A fungao F : [a, bl — R, dada por F(x) = [ f(1)dt, é derivdvel

dF
em todos os pontos dela, b| e sua derivada é dada por el f(x).

Omitiremos a demonstracao deste teorema, pois o contetiido desta monografia nao é
este, 0o mesmo foi citado com fins de revisdo. Entretanto, pode ser encontrada em qualquer

livro de Célculo.

Este teorema € de fundamental importancia para toda a teoria do Célculo, no entanto,
daremos especial atencao a um de seus coroldrios, isto é, um dos resultados que surgem

como consequéncia dele.
Coroldrio 1.2.1. Se f é uma funcao integrdvel, definida em |a, b] e F uma primitiva qualquer
de f, entdo:

b
f f(x)dx =F(b) - F(a).

Este resultado nos permite afirmar que, para calcular a integral de f no intervalo [a, b]
basta calcularmos os valores que sua primitiva toma nos extremos desse intervalo, evitando

assim o célculo diretamente pela definicao.
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1.3 Comprimento de arco

Diante de todas as defini¢cdes expostas, podemos mencionar alguns conceitos que
tém relacdo com a integragdo. Dessa maneira, iniciamos com a definicao de comprimento de

arco.

Optamos pela representacao no R3. Todavia, o argumento € exatamente o mesmo em

qualquer dimensao.

O procedimento geométrico para calcular o comprimento de uma curva é o mesmo

da definicdo de integral, visto nas disciplinas de Calculo 1. (Vide livro Cdlculo — volume 1)*.

Definicao 10 (Comprimento de arco). Seja C uma curva definida por uma funcdoy(t), a<t<b,

de classe C'. O comprimento da curva C é definido por
b
L(C) = f Iy (Il dt. (1.2)
a
Esta féormula é vdlida sey'(t) é C' por partes.

Se C é uma curva em R3, a Equacdo (1.2) pode ser escrita na forma

b
L(C):f VX @2+ Y (02 + 2 (0)2dt.
a

Quando C é uma curva em R?, temos:

b
L(C) :f \/ X' (D)% + Yy (D?dt.
a

A Equacao (1.2) pode ser demonstrada a partir do método de aproximacao por poligonais,

descreveremos logo abaixo.
Método de aproximacao por poligonais

Tomemos uma curva C no R3. Assim, é uma funcdo que depende de um parametro
t e as trés coordenadas espaciais x, y, z dependentes de ¢. Seja P uma particao regular de
ordem 7 do intervalo [a, b] (constantemente fazemos particoes no dominio para chegarmos
em integrais), isto €,
P={ty, t1,...., tn},

a
ondea=f)<t<..<tp,=b e At=tjy1—ti=——,para0<t<n-1.
n

Consideremos a linha poligonal obtida ligando-se os sucessivos pares de pontos
Y(t),y(tiv1),1<i<n-1.

Quando At é pequeno, o comprimento da linha poligonal é aproximadamente igual

ao comprimento de C.

4 (STEWART, 2006)
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Figura 7 — Aproximacao por poligonais

AZ

~ — A(t,) =~(b)

/_\ g(Y) \ S =

—

7(753) Cv(t )
I y
—o oo 9o o o oo )A
a=ty t, t, ty th1t, =0 — t)

7(ty) = a)
T

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Contudo, o comprimento do segmento de reta de y(¢;) até y(¢;41) é

| y(tiv1) —y ) I= \/(x(ti+1) —x(1))? + (Y (tiv1) — y(£)? + (2(ti1) — 2(17))?,

onde y () = (x(2), y(t), z(#)). Aplicando o Teorema do Valor Médio (mais detalhes e demonstracao,
vide livro Cdlculo — vol. 2 de Guidorizzi)® as funcoes x(1), y(1),z(t) em [t;, t;+1], obtemos

i, 2

3 .
o, € (8, tiy1) tais que

X () (i — 1)
y'(tiz)(l‘iﬂ - 1)

2 ()t — 1)

x(tiz1) — x(&;)

y(tiv1) — y(t;)

z(tiv1) — z(t;)

Se fizermos a soma sobre todos os elementos da particao, serd um estimador para a

curva inteira. Logo, o comprimento total da poligonal é

Sn = |yt —y(E) =

n-1
|

(=]

= Y D2+ ()2 + (2 ()2t -~ 1),
i=0

S
—

Portanto, o comprimento da curva C é o limite de S;,, quando n tende para +oo, se

esse limite existir. Como y'(f) é continua, tal limite existe e

n—+oo

b
lim 8, = [ /o) + (/007 + e

Dai temos:

b
L) = f V)2 + (002 + (2 (0)2d.

5  (GUIDORIZZI, 2001)
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2 Integrais de Linha

Neste capitulo, apresentamos as Integrais Curvilineas, também conhecidas como
Integrais de Linha. Seu estudo tem inicio no comeco do século XIX para resolver problemas
que envolviam escoamento de fluidos, forcas, eletricidade e magnetismo. Ao longo do estudo,

abordamos as Integrais de Linha de Campo Escalar e Campo Vetorial.

Assim sendo, é de extrema importancia conceituar Campo Vetorial antes de exibirmos
as Integrais de Linha. Nesta secao utilizou-se como sustentacao teorica o livro Cdlculo Il e
IV de Marcos Martins e Rosimary Pereira !; Cdlculo B de Mirian Gongalves e Diva Marilia 2;

Cdlculo- Vol. 2 de James Stewart 3, além dos citados no capitulo anterior.

2.1 Campos Vetoriais

Os Campos Vetoriais no R? ou R® ndo tém como serem desenhados. Pois, no R?, por
exemplo, os graficos demandam quatro dimensdes (duas no dominio e duas na imagem) e
consequentemente teriamos que estar em um espaco com quatro dimensoes, o qual nao

conseguimos representar.

Entao, ja que nao podemos obter o grafico dessa forma, a estratégia que se usa é
desenhar o dominio e imagem juntos, interpretando o primeiro como ponto e o segundo

como vetor.

Assim, um Campo Vetorial, associa um vetor a um ponto no espaco, ou seja, interpreta

o dominio como ponto e a imagem como vetor.

O Campo Vetorial em R? é uma aplicacio F : D c R* — R?, isto é, uma aplicacio

F(x,y) = (ulx,y),v(x, 1)

Em R3, temos a funcdo F formada por valores vetoriais, que fornece a seguinte
equacao:

Fx,y,2) = (ulx,y,2),vx,y2),wx,y,z)
Outra notacao usual seria:

Ex,y,2=Px 21 + Qx,12] + Rx,y.2k

Os Campos Vetoriais podem ser vistos como fluxo de fluidos, a passagem de sangue

pela artéria, entre outros.

1 (MARTINS; PEREIRA, 2020)
2 (GONCALVES; FLEMMING, 2007)
3 (STEWART, 2013)
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Agora. vejamos um exemplo numérico:

Exemplo 2.1.1 (Campo Radial). O Campo Radial em R? é dado por

Fx,y)=(x,y).

Notagoes usuais:

rix,y)=(x,y)
17 (x, y) 1=/ %%+ y?

O Campo Radial no ponto F(1,2) = (1,2). Entretanto, para representacao, olhamos
para (1,2) do dominio como sendo ponto e desenhamos no ponto (1,2) o vetor cuja a abscissa

¢ 1 e a ordenada € 2. Entdao, o dominio vemos como ponto e a imagem como vetor.

Podemos notar, de igual modo, no ponto F(3,—-1) = (3,—1). Assim, concluimos que
esse campo € chamado de radial, porque sdo vetores que se espalham, isto é, se afastam da
origem, como raios (ver Figura 8).

Figura 8 - Campo Radial

Fonte:(VIEIRA, 2021)

Notacao:
— e e
r=xi+yj.
Aideia de se afastar radialmente da origem é mantida aqui. Em cada ponto, olhamos

da origem até ele e colocamos o vetor aplicado no mesmao.

Exemplo 2.1.2. Seja R uma regido que representa a atmosfera terrestre. Entdo, a cada ponto
P € R, associamos um vetor F(P) que expressa a velocidade do vento. Assim, F é um Campo
Vetorial definido em R, chamado de Campo de Velocidadle.
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De igual modo, podemos imaginar a seguinte situacao:

Exemplo 2.1.3 (Campo de Velocidade). Imagine um liquido escoando uniformemente em um
cano e seja V (x, y, z) o vetor velocidade em um ponto (x, y, z). Observe que V associa um vetor
a cada ponto (x, y, z) de um certo dominio E, que representa o interior do cano. Dessa forma, V
é um Campo Vetorial em R®, chamado Campo de Velocidade. A Figura 9 ilustra um Campo de

Velocidade. A velocidade escalar é indicada pelo comprimento da seta.

Figura 9 — Campo Velocidade

Fonte: (STEWART, 2013)

2.2 Integral de Linha

As Integrais de Linha em Campos Escalares sao formadas por fungoes escalares, ou

seja, da mesma maneira que uma Integral Unidimensional f f(x) dx soma determinadas
quantidades ao longo do eixo x, assim também as Integrais de finha se comportam. Entretanto,
agora essa soma dependerd de uma funcao multivaridvel f(x, y) que percorrerd uma curva
no plano xy, resultando em f f(x, y) ds, ouseja, ao invés de integrarmos sobre um intervalo
[a, b], integraremos sobre um% curva C. Entre as diversas aplicagdes desse conceito podemos

citar o comprimento de curvas e a massa de um fio a partir da densidade linear.

2.2.1 Integral de Linha de Campo Escalar

Quando calculamos integrais de uma variavel é comum utilizarmos a motivacao do
cdlculo de area, ja para as integrais de duas variaveis, calculo de volume debaixo de uma
superficie e varios outros contextos utilizam-se como ponto de partida o cdlculo da massa
de um objeto a partir de informacdes sobre a distribuicdo de massa, que chamamos de

densidade em Fisica. No contexto em que estudaremos € a densidade linear.

Formularemos ja no R3, mas de igual forma valeria para R?> com as adaptacdes

naturais.
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Seja f : R® — R uma funcio real e C uma curva em R3, definida pela funcao
y:I=[ab] — R
t — vy =), y),z(1).
Para motivar a definicdo de Integral de Linha de f ao longo de C, vamos supor que C

representa um arame e f(x, y, z) a densidade (massa por unidade de comprimento) em cada

ponto (x, y, z) € C. Queremos calcular a massa total M do arame.

Para isto, dividamos o intervalo I = [a, b] por meio da parti¢ao regular de ordem n,
entdo a=1fy < t) <--- < t;j < tiy1--+ < t, = b, obtendo assim uma decomposicdao de C em

curvas C; definidas em [#;,t;1+1],i =0,---,n—1, como na Figura 10.

Figura 10 - Decomposi¢do da curva

4 ( 7(t,)

gl \ Y(tit1)

a,:tU t] t2 t,- ti+1 t = b 'Y(t;) Yy

(to)

Fonte:(PINTO; MORGADO, 2009)

Supondo que y(t) é de classe C! e denotando por As; o comprimento da curva C;,

tem-se

liv1
asi= [ iywiar,
I

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe c; € [{;, t;+1] tal que
Asi =l (i) | (tir — ) =l (c) || At

onde At; = tj+1 — t;. Quando n é grande, As; é pequeno e f(x, ), z) pode ser considerada
constante em C; e igual a f(y(c;)). Portanto, a massa total M é aproximada por

n—-1
Sp=)_ flyle) Y (ci) Il At
i=0

A soma S, é uma Soma de Riemann (assunto abordado no Capitulo 1) da funcao

fiy ) 1 Y'(¢) || no intervalo [a, b]. Logo, se considerarmos f(x, y, z) continua em C, entdo

b
M= f Fy) 1701 dt.
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Temos entdo a seguinte defini¢do:

Definicdo 11 (Integral de Linha de Campo Escalar). Consideremos uma curva C em R3,
parametrizada por y(t) = (x(1), y(1),z(t)),t € [a, b], onde y é de classe Cle f(x,y,2) uma

funcgao real continua em C. Definimos a Integral de Linha de f ao longo de C por
b
ﬁjd8=£fWJJMS=f\ﬂﬂmﬂfwwdﬁ @.1)
a

Essa férmula ainda é valida se y é C! por partes ou f oy é continua por partes. Neste
caso, a integral f f(x,y,2z)ds é calculada dividindo-se o intervalo [a, b] em um ntmero finito
C

de intervalos fechados, onde f(y'(1)) || ' (2) || é continua.

1° caso particular: Neste caso, em que f(x,),z) =1 se (x,),z) € C, obtemos, pela
Equacao 2.1,
b
f ds:f I yY' () || dt = comprimento da curva C.
C a

Tal resultado é de extrema relevancia, pois é uma definicdo geral para comprimento
de curva, um conceito que serve para calcularmos o comprimento de qualquer curva. Para

clarear melhor a definicao, exibiremos um exemplo numérico.

Como anteriormente citamos exemplos usando hélice, exibiremos uma questao sobre

comprimento de curva através da equacao da Integral de Linha em Campo Escalar.
Exemplo 2.2.1. Calcule o comprimento da hélicey(t) = (cost,sent,t), 0<t<4m.
Solugdo 2.2.1. Calculemos inicialmenteo || y'(t) ||, assim:

¥(1) = (cos t,sent, t) — ' () = (—sent,cost,1)

entao,

Iy @)

V)2 + (V02 + (2 (1)
v/ (=sen(£)? + (cos(1))? + (1)2

V2.

Apliquemos, por fim, na formula:

am
= [ 1ds = [y @ids
C 0

4m
Assim, L(y) = V2ds = 4V2m.
0

20 caso particular: Ocorre quando a curva C estd no plano xy definida por uma
funcao de classe ch, yY(8) = (x(8),y(1), a< t<be f(x,y) é uma funcdo real continua definida

em C.
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Assim, a Integral de Linha de f ao longo de C é

b
f fds= f Flx,y)ds = f FG,y0) 170 I dt.
C C a
Quando f(x,y) =0 em C, a interpretacdo geométrica consiste na base, sendo a curva

C e aaltura f(x, y) em cada (x, y) € C. Como podemos observar na Figura 11.

Figura 11 - Interpretacao da Integral de Linha de funcao positiva como um area

A

z

N

Fonte: (STEWART, 2013)

Vejamos exemplos numéricos.

Exemplo 2.2.2. Calcule f 2+ x° y) ds onde C é a metade superior do circulo unitdrio
c

?+y?P=1

Solucao 2.2.2. Para representar C através da Férmula da Integral de Linha em Campo Escalar,

precisamos das equagoes paramétricas.

O circulo unitdrio (Ver Figura 12) pode ser parametrizado pelas equagoes
x =cos(t); y=sen(?),

sendo descrito pelo intervalo do pardmetro0 < t < 7.

Entdo,

f 2+x°y)ds f (2 + cos(t) -sen(t) - \/(x'(t))2 + (Y (D)2 dt
C 0

f (2 + cos2 (1) -sen(t) - V/sen2(£)2 + cos?(£)2 dt
0

f (2 + cos® (1) -sen(t))dt
0

3
(Zt— cos (t))
3

T

2
=2m+—.
3

0
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Figura 12 - Circulo unitério

-1 O 1 X

Fonte: (STEWART, 2013)

Observacao 2.2.1. Suponha que C seja uma curva regular por partes (Visualizar Figura 13).

Podemos inferir, com isso, que essa curva possui um ponto terminal C;_y e o ponto
inicial C;. A integral serd, portanto, a soma das integrais de f ao longo de cada caminho regular
deC.

Diante disso, temos:

ff(x,y)ds:f f(x,y)ds+f f(x,y)ds+---+f fx,yds.
C C Cy Cn

Figura 13 — Curva suave por partes

y A 04
\CSK
c, Cs
0 T

Fonte: (STEWART, 2013)

Exemplo 2.2.3. Calcule f ysen(z) ds, em que C é a hélice circular dada pelas equacoes:

C
x=cos(f),y=sen(t),z=t,0=<1t=<2m.

Solucdo 2.2.3. A hélice estd ilustrada na Figura 14.
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Figura 14 — Hélice circular

Fonte: Acervo da autora

Desenvolvendo o cdlculo com base nas informacgoes supracitadas, temos:

2m
fysen(z) ds = f sen(1) sen(t)-\/(x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2dt
c 0

27
= f sen®(f) -V (—sen2()) + (cos2(t)) + 1 dt
0

27

= \/Ef sen’(r) dt
0

_ \/Q(t_sen(Zt))Z”

2 2
= V2.

0

2.2.2 Propriedades

As Integrais de Linha possuem propriedades analogas as Integrais Definidas.

Diante disso, exibiremos suas propriedades a seguir, onde denotamos que C é uma
curvaregular ouregular por partes, entao f(x, y, z), g(x, y, z) sdo continuas em C ((GONCALVES;
FLEMMING, 2007).

1. f kf(x,y,z)ds:k-f fx,y,2)ds.
c c

Onde k é uma constante.

2. fc[f(x,y,z)+g(x,y,z)] ds:fcf(x,y,z)ds+fcg(x,y,z)ds.

3. Se C é suave por partes (como na Figura 13), entdo:
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ff(x,y,z)ds:f f(x,y,z)ds+f f(x,y,z)ds+...+f fx,y,2)ds
C Cy Co Cn

4.f f(x,y,z)ds:—f fx,y,2)ds.
-C c

Onde —C é a curva orientada no sentido oposto.

2.3 Integral de Linha de Campos Vetoriais

Assim como utilizamos uma motivagao para expor o calculo das Integrais de Linha de
Campos Escalares, faremos para o cédlculo das Integrais de Linha de Campos Vetoriais. Dessa
forma, uma motivacao valida para o estudo dessas integrais é o calculo do trabalho realizado

por uma forca atuando sobre uma particula em movimento.
Sejam,
F:R — R
(x,3,2) — F(x,52) =F(x )2, Fax,y,2), F5(x, y,2))

um Campo Vetorial e C uma curva em R3, definida por y(f) = (x(1), y(1),z(1), t€[a,bl.

F representa o campo de forcas e calcularemos o trabalho realizado por ela para

deslocar uma particula ao longo de C.

Quando C é um segmento de reta de A em B, F uma forca constante, obtemos o
trabalho através da seguinte férmula:

W=F-AB
W= (for¢ca na direcdo do deslocamento) x (deslocamento).

Quando a curva C ndo é segmento de reta, podemos aproximé-la por uma linha

poligonal com vértices em C. Inicialmente, particionamos o intervalo I = [a, b] em
a=ty<---<tp<---<tp,=b,

de ordem n. Gerando uma poligonal de vértices

Y(tl) = (x(ti),J/(fi),Z(fi))» l = O) y N — 1.

Para n grande, At; = t;+1 — t; é pequeno, o deslocamento da particula de y(z;) até
Y(ti+1) € aproximado pelo vetor As; = y(tj+1) — v (t;), e F pode ser considerada constante e

igual a F(y(¢;)) no intervalo [#;, t;+1].

Supondo que y/(#) existe para todo t € [a, b], entdo, pela definicdo de derivada,
extraimos que
Asi =y (6)A(E).
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Figura 15 — Aproximacao por linha poligonal

zZ A

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Portanto, o trabalho realizado para deslocar uma particula de y(z;) até y(zj+1) €

aproximadamente
F(y (1)) - As; = (F(y (1) -y (1) At;.

Assim, o trabalho W realizado pela forca F para deslocar uma particula ao longo de C

n—-1

Wzr}iﬁngo Y (Fy(t) -y ()AL .
i=0

Se y' é continua em [a, b] e F(x, y, z) é continuo em C, o limite acima existe e é igual a
b
W= f (Fly(®)-y'(n)dt.
a

Agora, enunciemos sua definicao:

Defini¢do 12 (Integral de Linha de Campo Vetorial). Consideremos uma curva C em R3
parametrizada pory(t) = (x(1), y(1), z(1)), t € [a, b], ondey é de classe C' e

F(x,y,2) = (F1(x,y,2),F2(x,y,2), F3(x,y,2))

um Campo Vetorial continuo definido em C. Definimos a Integral de Linha de F ao longo de
C por

b
fF-dr:f Fiy( -y (0)dt. (2.2)
C a
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Observacao 2.3.1. Se a curva C é fechada, isto é, se’y(a) =y (b), a Integral de Linha é denotada

porjg F-dr.
c
Quando usamos as componentes de F e de y, a Equacao (2.2) é escrita como
b
f F-dr :f Fily)x'(ndt + F(y(r)y (ndt + F3(y(0)Z' (n)dt.
C a

Além disso, é usual denotarmos por

fF-dr:fFldx+ Fdy + Fsdz.
C C

Diante do exposto, apresentaremos um exemplo numérico envolvendo a aplicacao do

célculo das Integrais de Linha de Campo Vetoriais.

Exemplo 2.3.1. Calcule o trabalho realizado pelo campo F(x, y,z) = 2x7 +3 y7 + zTc), (queéo
mesmo que (2x,3y, z), em outra notagdo), sobre o deslocamento r(t) = (cos(t),sen(?),), 0<

t<4n

Solucao 2.3.1. 1°passo: Sabemos que o campo de forgas precisa ser calculado com a curva.
Assim,
F(r(t) =(2cos(t),3sen(1),t).

20 passo: Calcular a derivada no ponto. Dessa forma,

r'(£) = (—sen(¢),cos(t),1).

3¢ passo: Fazemos o produto escalar

F(r(o)-r'(o (2cos(t),3sen(1), t) - (—sen(t),cos(r),1)

= (—2sen(t)cos(t) +3sen(t)cos(t)+t)
= (sen(t)cos(t) +1)

1
= —sen(2t) +t.
2

4° passo: Substituimos na integral

4n (] -1 2"
f (—sen(Zt)+t)dt = —cos(2t)+ —
o \2 4 2 o
1 1672 1
= —— 4+ [
4 2

= 872
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3 Operadores Vetoriais

Neste capitulo definiremos os operadores Gradiente, Divergente e Rotacional que sao
indispenséveis para o estudo dos Teoremas do Cdlculo Vetorial. Antes, porém, apresentaremos
o operador diferencial "Nabla", importante para o desenvolvimento dos posteriores. Utilizamos
como sustentacao tedrica dessa secdo a dissertacdo de mestrado Cdlculo Vetorial e Eletromagnetismo

de Luis Moreira! e demais citados anteriormente.

3.1 Nabla

Nabla, simbolizado por V, é o operador diferencial com definicao
B ( 0 0 0 )
~\ox’ a0y’ az)°
A sua aplicacdo em campos escalares e vetoriais, produz ferramentas matematicas

indispensaveis para a quantificacdao e entendimento conceitual de diversos campos da

ciéncia.

3.2 Gradiente

Gradiente é um vetor que determina a direcao a partir de um ponto, na qual uma
funcao varia mais. Estd intimamente ligado a ideia de derivada direcional, que € a taxa de
variacao em relacao a distancia de uma funcao, medida em determinada direcdo a partir de
um determinado ponto. Esse vetor ndo s6 determina a dire¢do de maior crescimento de uma

funcao, como também determina qual € esta taxa de variacdo méaxima, seu modulo.

Definicdo 13. Seja o campo escalar diferencidvel f : R3 — R3, o gradiente de uma fungdo , cujo

simbolo éV f (ou grad f), é um vetor definido como

Isto é, o operador nabla aplicado a uma fungdo real f.
Agora, enunciaremos uma das propriedades do vetor gradiente:

Proposicao 3.2.1. A diregdo do vetor gradiente é sempre perpendicular a tangente a qualquer

curva contida numa superficie de nivel.

Iremos provar essa proposicao.

1 (MOREIRA et al., 2020)
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Demonstracao 3.2.1. Suponha que a curva contida na superficie de nivel definida pela funcéo
f(x,y,2) =k, seja definida pela equacgdo paramétrica r(t) = x(t)7 + y(t)7 + z(t)7c). Comor(t)
estd contida em f(x,y,z) = k, entdo f(x(t), y(t),z(¢)) = k. Derivando essa equagdo em fungdo
de t, temos, pela Regra da Cadeira:

0fdx ofdy ofdz_
dxdt 0dydt dzdt

Reescrevendo a expressdo em notagao de produto escalar, temos:

(af of af).(dx dy dz)

dx’ 0y’ 0z

dt’ dt’ dt

Vf-r'(r)=0o.

Sabe-se que, r'(t) é sempre tangente a curva r(t) em qualquer ponto dela. Como o
produto escalar entre o vetor gradiente e o vetor r'(t) é zero, pode-se concluir que eles sdo
perpendiculares. Logo, o vetor gradiente é sempre perpendicular a tangente a qualquer curva

contida numa superficie de nivel.

Logo, o vetor normal ao plano tangente a uma superficie S definida por f(x,y, z)

passando por P(xo, Yo, o), € 0 vetor gradiente V f (xo, yo, 29), cOmo na figura a seguir.

Figura 16 — Vetor normal ao plano tangente de uma superficie.

VF (xo, Yo, 2o)

plano tangente

l"(-'n)\
=

Fonte: (STEWART, 2013)

3.3 Divergente

Aideia do divergente estd intimamente ligada ao conceito de fluxo , na medida que
indica os pontos no espac¢o onde existe fluxo “nascendo” (ou divergindo). Geometricamente,
divergente de um Campo Vetorial é a razdo entre o saldo de fluxo de campo (diferenca entre

o fluxo que “entra” e que “sai”) em uma determinada superficie fechada e o volume desta
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superficie fechada. Porém o divergente € uma informacao local (pontual) e dessa forma é
necessdrio considerar volumes elementares. Divergente é entdo uma densidade volumétrica

elementar de saldo de fluxo.

Definicao 14. Dado um Campo Vetorial F(x, y, z) = (F1(x, y, 2), F2(x, ¥, 2), F3(x, , 2)) o divergente
de F é o campo escalar

divF(x Z)—V F—_l(x Z)+_(x Z)+_(x Z)
» Vs a ) .V’ ay ’ y) a » Vs )
se as derivadas parciais existirem.

O divergente pode ser interpretado como a taxa de variagdo de drea (ou volume) por
unidade de tempo e unidade de drea (ou volume) no ponto (x;, X2,-**, Xn).
e Sedivf =0— o fluxo no ponto P é constante;
* Sedivf >0— o fluxo se expande ou € direcionado para fora do ponto P;

e Sedivf <0— o fluxo se comprime ou é direcionado para dentro do ponto P.

3.4 Rotacional

3.4.1 Rotacional de um Campo Vetorial no plano

Definicdo 15. Sendo F(x,y) = (F1(x,y), F2(x,y)) = (F1, F>) denotamos o rotacional de F por

(OFZ 6F1)
rotF=——-—|.
ox Oy

3.4.2 Rotacional de um Campo Vetorial no espaco R®

O rotacional é uma medida de circulacao (Integral de Linha ao longo de uma curva
continua fechada) elementar de um Campo Vetorial em torno de um ponto. E um vetor, com

origem neste ponto, ortogonal a drea onde estd a circulacao elementar.

Definicao 16. Sendo F(x,y,z) = (F1(x,y,2),F2(x,y,2), F3(x,y,2)) um Campo Vetorial com

derivadas parciais definidas num subconjunto aberto do R3, o rotacional de F é definido por

i j k
0F; OF 0F, OF: 0F, OF
- | 0 o o el B I el B B el lt
rotF = ax 3y 9z ou rotF—((ay az)’(az Gx)’(ax dy))'
F, F, F;

Isto é, o rotacional é o operador nabla aplicado a um Campo Vetorial F = (F}, F», F3),

que resulta no produto vetorial V x F.
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Teorema 3.4.1. Seja f = F(x,y) um Campo Escalar com todas as derivadas de ordem 2

continuas. Entdo, o rotacional do gradiente de f é nulo, isto é,

rot(Vf(x,y))=0.

Demonstracao 3.4.1. Como,

0F, aFl)
IVf=|—-—|.
roivf (ax oy
Segue que,
of )
(% o5 (02f Ozf)_
rotVf = - => - =
ox 0y 0x0y 0ydx

Observacao 3.4.1. O Teorema 3.4.1 supracitado, é vdlido para um campo tanto de duas, quanto

de trés varidveis.

3.5 Laplaciano

Definicdo 17. O operador laplaciano de uma fungéo f : R — R3 cujo simbolo pode ser A ou
V2 é definido por:

P ag—f 9oL Rf Pf Of
AF= v2 —V-(V- — 0x Yy 0z — )
e e e P I FE E R SRy

Resumidamente, esse capitulo é base fundamental para os demais, tendo em visto
que a demonstracdo do Teorema de Green necessita do conceito de gradiente, bem como o

Teorema de Stokes necessita do rotacional e o Teorema de Gauss do conceito de divergente.
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4 Campos Conservativos

Os Campos Conservativos possuem propriedades geométricas e fisicas de grande
relevancia tanto para a Matematica, quanto para a Fisica, fazendo com que seu nivel de
aplicabilidade seja elevado; se constituem como um tipo especial de Campos Vetoriais,

assunto abordado no Capitulo 2.

Em geral, o célculo das Integrais de Linha de um Campo Vetorial F ao longo de uma
curva C que liga os pontos A e B depende da curva C. No entanto, em alguns casos, para
certos Campos Vetoriais, o cdlculo da integral depende apenas dos pontos A e B e ndo da
curva C. (PINTO; MORGADO, 2009)

Para esses casos, dizemos que a integral independe do caminho(abordaremos mais

adiante). Agora, conhecamos quais os Campos Vetoriais que tém integrais de linha desse tipo.

Consideremos, a partir de entdo, o Teorema Fundamental do Célculo (TFC), visto de

forma breve no Capitulo 1,

b
f F'(x)dx = F(b) - F(a)
a

vélido para integrais unidimensionais, onde a F’ é continua no intervalo [a, b] e Vf como o
vetor gradiente de uma funcao. Diante disso, o seguinte teorema pode ser enunciado, ja que o

mesmo é uma extensao do TFC.

Teorema 4.0.1. Seja F um Campo Vetorial continuo definido num subconjunto aberto U c R3
para o qual existe uma funcdo real f tal queVf = F em U. Se C é uma curva em U com pontos

inicial e final A e B, respectivamente, parametrizada por uma fungdoy(t), C' por partes, entéo

fCF-dr:fCVf-dr:f(B)—f(A).

Demonstracao 4.0.1. Se a, b € R sdo tais quey(a) = A ey(b) = B, entdo

b
fF-dr:f Vily@) -y (ndt.
C a
Pondo g(t) = f(y(1)), a< t < b, temos, pela regra da cadeia,

g =V -y .
Portanto, pelo TFC,

b
fCF-dr=f g'(ndt=gb)—gla) = f(y(b)) - f(y(@) = F(B) - F(A).
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O Campo Vetorial F do Teorema 4.0.1 é chamado Campo Gradiente ou Campo
Conservativo e a funcao f, uma funcao potencial. As condi¢des para um Campo Vetorial ser

Gradiente sera exibida mais adiante.

4.1 Construcao de uma funcao potencial usando integrais indefinidas

Se F = (Fy, F», F3) é um Campo Vetorial Gradiente de uma func¢ao potencial f num

aberto U c R?, entdo

of

Lop 4.1
Ox 1 ( )
of

ay _FZ) (42)
of

— = F3. 4.
5z 13 (4.3)

Usando integrais indefinidas e integrando (4.1) em relagdo a x(mantendo y e z
constantes), obtemos
fxy2)= f b (x,y,2)dx+ Ay, 2), (4.4)

onde A(y, z) éuma "constante de integracao"a ser determinada. Analogamente, se integrarmos

(4.2) emrelacdo a y e (4.3) em relacao a z, obtemos

flx,y,2) = f F(x,y,2)dy+ B(x,y) (4.5)

fx,y2)= f Fs(x,y,2)dz+C(x,y) (4.6)

onde B(x, z) e C(x, y) sdo funcdes a serem determinadas. Para encontrar f devemos determinar
A(y,2),B(x,z) e C(x,y) de modo que as equagoes (4.4), (4.5) e (4.6) tenham o mesmo lado

direito.

Agora, vamos caracterizar os Campos Vetoriais do plano que sao Campos Gradientes.

Teorema 4.1.1. Seja F = (Fy,F;) um Campo Vetorial de classe C' definido num dominio

simplesmente conexo U c R?. As seguintes condigoes sdo equivalentes:

1. f F-dr =0, qualquer que seja a curva fechada C, C' por partes contida em U;
C

2. Aintegral de linha de F do ponto A até o ponto B independe da curva C' por partes

contida em U, que liga A até B;

3. F é um Campo Gradiente de alguma funcgdo potencial F em U,

oF, O0F
4, — =—emU.
ox 0y
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Demonstracao 4.1.1. Vamos provar que
(i) = (i) = (iii) = (iv) = ().
0 que estabelecerd o teorema.
1° passo: Provando que (i) = (ii):
Sejam C; e C, duas curvas C* por partes contidas em U, ligando o ponto A ao ponto B.

Figura 17 — Curva C fechada com duas curvas ligando os pontos A e B

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Como a curva C = Cy UC; é fechadaeC ! por partes, entéo, por (i), segue que

O:fF-dr:f F-dr—f F-dr,
C o) Cy

2¢ passo:Provando que (ii) = (iii):

chegando a prova (ii).

Fixemos (xo, yo) em U e, para cada (X,Y) € U, definamos

(X,Y)
FX,Y) =f Fidx+ Fydy.
(XOvyO)

Esta funcgdo estd bem definida, pois a integral independe do caminho que liga (xy, yo) a (X,Y).

Para Ax suficientemente pequeno temos que:

(X+Ax,Y) (X,Y)
f Fldx+F2dy - Fldx+F2dy:
(

X0,Y0) (X0,Y0)

fX+Ax,Y)- f(X,Y)

(X+Ax,Y)
f Fldx+F2dy.
(X,Y)

Como esta tilltima integral independe do caminho entre (X,Y) e (X + Ax, Y), podemos

tomd-lo como sendo o segmento de reta que liga estes pontos.
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Figura 18 — Segmento de reta que liga os pontos

A

(X,Y) (X + Az,Y)

(%0, Yo)

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Neste segmento, y é constante e, portanto, dy = 0. Assim,

Fidx+F,dy = Fidx.

(X+Ax,Y) (X+Ax,Y)
j(vX, Y) (X,Y)

Usando o Teorema do Valor Médio para integrais, obtemos

(X+Ax,Y)
f Fidx=AxFi (X + tAx,Y),
(X,Y)

para algum0<t<1.
Logo,

FX+Ax,Y)-f(X,Y) 1 (X+Ax,Y)
Ax T AxJixy

Fidx+F,dy=F (X+tAx,Y).

Tomando o limite quando Ax tende a zero, temos

af
— X, Y)=FK(X,Y).
0x

0
Analogamente, prova-se que a—f =F,.
Y
3¢ passo: Provando que (iii) = (iv):
SeF=VfemU, entao

0 0
—f:F1 e —f:Fz.
0x
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Como F éde classe C', entdo f é de classe C? e, considerando suas derivadas parciais de segunda

ordem

0’ f _0h . o’ f 3 o’ f _0F,
dyox  dy 0xdy 0xd0y Ox’
0F, OF
obtemos a igualdade —L1-==
0y 0Ox

Por fim, deixamos a prova (iv) = (i) como exercicio para o leitor.

. . 1 X 3
Exemplo 4.1.1. Se F for um Campo Vetorial definido por F(x,y) = (—, - —2) prove que F é
y oy

Conservativo e ache uma funcao potencial para F.

Solucdo 4.1.1. Seja

1 X
Px,y) = = Qx,y) = -=
y y
op 1 Q 1
oy B y? ox y?
. . 0P 0Q . L
Para que seja um Campo Conservativo, 5 =5y como as derivadas parciais sd@o

iguais, segue que F é um gradiente, logo, um Campo Vetorial Conservativo.

Agora, basta sabermos qual é a fun¢do potencial que satisfaz a equagdo F(x,y) =

Vfx,y).
0 1
Temos que: é = ; (i) e % = —% (ii), porque é o gradiente da fungdo potencial.

Entdo, se integrarmos ambos os membros da (i) em relagdo a x, obtemos:
1
of = f f —dx
J )
1
= — f dx
y

y y

Derivando parcialmente ambos os membros da equacgdo encontrada em relagdo a y,
temos:
of __x 08y
oy  y* 0y

Comparando a equacao (ii) com a equacao (4.7), concluimos que:

4.7)

agly)
o0y B
= gpy=C

0

. _ . X
Assim, encontramos a fungdo potencial f(x,y) = —+C.
y
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5 Integrais de Superficies

Neste capitulo, apresentamos a definicao de Integral de Superficie de Campo Escalar

e Campo Vetorial, que possui importantes aplicagoes a Geometria e Fisica.

O conceito de superficies no espaco possui aplicacoes importantes para o estudo das

Integrais de Superficie, que serd ponte para entendermos os Teoremas de Gauss e Stokes.

5.1 Superficies no R3

Ha varias maneiras de apresentarmos o conceito de superficie:

* Lugar geométrico: Essa maneira remonta tradicoes geométricas gregas. Lugar geométrico
ja apareceu no Capitulo 1 quando comentamos sobre curvas, pois as mesmas também
podem ser apresentadas como lugar geométrico, que é a tradicdo da matematica e
geometria grega. Por exemplo, podemos dizer que a esfera é o lugar geométrico de
todos os pontos do espaco que equidistam de um ponto fixo. Observe que isso esta
expresso em lingua cotidiana e nao tem féormula, nada mais matematico envolvido que

nos dd uma maneira de abordar equacdes;

« Equac@o geral: Podemos pensar na equacio da esfera, por exemplo: x* + y* + z° = a?,

bem como da superficie de nivel ou superficie a valores constantes de uma funcao
de trés varidveis, como F(x, y,z) = x> + y? + z2. Isso é ttil no ponto de vista do célculo,
pois o vetor gradiente dessa fun¢do é perpendicular ou normal a superficie de nivel, ou

0 VE( ) (OF OF OF
s€ja, XWZ) =557
) ¥ 0x 0y 0z
a superficies de nivel da func¢ao. Logo, podemos obter o plano tangente, que é o vetor

), que é um vetor a trés componentes e é perpendicular

perpendicular ao plano perpendicular e a partir dai, utilizar os instrumentos do célculo

para trabalhar geometricamente.

* Grafico de uma funcao:
z=f(x,y).

Nao € toda superficie que pode ser vista dessa forma, s6 aquelas que sao gréficos de

funcdo. Podemos também obter o plano tangente, que sera:

0 0
Z_f(xo,J’o)=a—£'(X—x0)+£'(J’—J’0)-

* Superficies parametrizadas: Nesse contexto, iremos trabalhar com cinco variaveis,

sendo duas no dominio y(u, v), entdo (u, v) vai percorrer um dominio no plano e x, y, z
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vao ser as trés varidveis do espaco dependentes das duas varidveis do plano. Obteremos,
fazendo as derivadas parciais dos componentes x, y, z em relacdo a (u, v), dois vetores
tangentes. Entdo, com dois vetores tangentes, fazemos o produto vetorial, obtendo o

vetor normal (perpendicular) a superficie.

A partir de entdo daremos énfase a esse estudo. Por esse motivo, iremos destrinchar

esse conteudo a seguir.

Definicdo 18 (Superficie parametrizada). Consideremos uma funcéoy : D c R?> — R3 definida
num subconjunto D c R%. A imagem de D pory, y(D), é dita uma superficie parametrizada e

sua representagdo paramétrica é
Y, v) =2 =xWwv),yuv),z(u,v) e (uv)eD.

A fungdoy é diferencidvel se x(u, v), y(u, v) e z(u, v) sdo fungoes diferencidveis.

Intuitivamente, a ideia de superficie parametrizada é iniciada em um plano (u, v),
ou seja, de duas varidveis, que serd o dominio D onde a superficie estard definida (Ver
Figura 19), a parametrizacdo com componentes (x, y, z) levard essa informacao para o espaco
tridimensional, de forma que a regido anteriormente plana sera projetada no espaco, formando

uma superficie no espaco, uma regiao bidimensional.

Para compreendermos esse conceito precisamos entender Derivadas Parciais. Nao
precisamos mencionar a defini¢do formal de Derivadas Parciais, pois foge do escopo deste
trabalho. Mas é importante entendermos como se dé o processo do cdlculo e da geometria.
Quando calculamos uma derivada parcial em relacdo a uma determinada varidvel "u", por
exemplo, fixamos a varidvel "v"e fazemos variar "u". Entretanto, o que acontece com a funcao

quando fazemos isso?

Observe a Figura 19, perceba que na imagem a esquerda temos o dominio D no
plano com duas linhas uma em relacdo a "u"e uma em relacdo a "v". Quando obtemos a
parametrizacao essa regido se projeta em uma superficie, antes uma linha no plano, agora
uma curva no espaco. Entao, quando calculamos a derivada parcial, na verdade derivamos a
curva. Posteriormente, obtemos um vetor, que € tangente a curva. Como desenvolveremos o

célculo em duas varidveis, obteremos dois vetores tangentes.
Depois da ideia intuitiva, entendamos o processo mais formal:
Suponhamos que uma superficie S com representacao paramétrica
Y, v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), (u,v)€eD,
seja diferencidvel em (ug, vy) € D. Fixando u = 1, obtemos uma funcao
IcR — R

v — Y(uO) U)r
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que define uma curva (chamada curva v) na superficie (Figura 19). Se o vetor

0
O_Z(MO’UO) a—(uo,vo), (uo,yo), (uo,Uo)

0
€ ndo nulo, entao O_Y (19, V) € um vetor tangente a esta curva no ponto y (i, Vo).
v

Analogamente, fixado v = vy, podemos considerar a curva definida pela funcao

u— vy(u, vp) (chamada curva u) na superficie. Se o vetor

Y oy 0z
—(up, vo) = (uo, Uo), (uo, Vo), (uo, Vo)
ou ou

é ndo nulo, entdo ele é tangente a esta curva em y (uyo, Vo).

0 0
Quando N(ug, vg) = a—y(uo, Vg) X a—Y(uo, Vo) € ndo nulo, temos que N(uy, vp) é normal
u v

ao plano gerado pelos vetores %(uo, Vo) € %(uo, Vo).

Figura 19 — Normal gerada por dois vetores tangentes ndo nulos

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Definicdo 19. Seja S uma superficie parametrizada pory : D c R?> — R3. Suponhamos que
gz g}; sejam continuas em (uy, vg) € D. Se N(uy, vg) = S—Z(uo, Vo) X %(uo, Vg) € ndo nulo,
dizemos que S é regular em y(up, vy) € S. Neste caso, definimos o plano tangente a S em
¥ (1o, Vo) = (X0, Yo, 20) como sendo o plano gerado pelos vetores Z—Z(uo, V) e a—Z(uO, Vo), cuja
equacdo é dada por

N(up, vo) - (X — X0,y — Y0,2— 20) =

Uma superficie S = y(D) é regular se € regular em todos os pontos. Intuitivamente,

uma superficie regular ndo tem "bicos".

A ideia de superficie regular é pegarmos o produto vetorial contido na defini¢ao

supracitada e este ser ndo nulo, ou seja, sdao linearmente independentes e estdo apontando
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para direcoes diferentes, efetivamente teremos dois vetores independentes que garantem a

existéncia de um plano tangente. Se esse principio se anular a superficie degenera.

O plano tangente é construido a partir do vetor normal, da varidvel e de um ponto,

como vemos na definicao 19.

Agora, iremos exibir um dos contetidos de extrema importancia no estudo das integrais
de superficies, amplamente aplicado a demais ciéncias e responsavel pelo avanco do célculo

de varias superficies.

Definicdo 20 (Area da superficie). Seja S uma superficie parametrizada pory(u, v), (u, v) € D.

Definimos a drea A(S) de S pela formula

A(S) = dudv, (5.1)

onde

0 0
—Y(u, V) x —Y(u, v)|| é a norma do vetor N = a—Y(u, V) x a—y(u, V).
ou ov ou ov

Observacao 5.1.1. Se S é decomposta como unido finita de superficies S;, sua drea é a soma

das dreas das S;.

Observacao 5.1.2. Quando S é definida explicitamente pela equagdo z = f(x,y),(x,y) €
D, a superficie S pode ser parametrizada por y(x,y) = (x,y, f(x,¥)), (x,y) €D e || N ||=

oy 0 of\* (0f)
‘ 61 a§ \/(é + (%) + 1. Logo, a formula 5.1 é escrita na forma
af 2
A(S) = ff —(x y) —(x,y)) +1dxdy. (5.2)

Podemos justificar a Defini¢dao 20 analisando a integral

dudv.

Para isso, suponhamos D uma regido fechada em R? e a superficie S; definida por

uma funcio f:R3 — R® que é parametrizada por y(u, v), sendo y : D — R3 tal que

yY(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v)); (u,v) €D.

Essa parametrizagdo y(u, v) levara os retangulos de lados Au e Av no dominio D para

a superficie ABCD contida na imagem de S;, como podemos ver na Figura 20.

0 0
Os vetores a—y(u, V)Aue O_Y (u, v)Av sdo tangentes a superficie, se fizermos o médulo
u v

do produto vetorial dos vetores tangentes encontraremos a drea de um paralelogramo

ay oy
E(u, V) X a(u, v)

-AuAv, que é o elemento de 4rea em cima da superficie.

formado pelos dois vetores, que é , a0 multiplicarmos por Au e Av

—Y(u v)x—Y(u, V)

encontramos
ou ov
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Figura 20 — Aproximacao para drea de superficies

2 4
, bu I
II.L-__UI} le, A
v;ll--—-—

e | |

r r |

b N W——

u,

Fonte: (GUIDORIZZI, 2001)

Este paralelogramo é tangente a superficie no ponto A, e sua drea é uma aproximacgdo para a
area da superficie ABCD.

Se tomarmos Au e Av suficientemente pequenos, du e dv respectivamente, de modo

que a drea da nova superficie ABCD seja igual a drea do paralelogramo tangente

H—(u v)x—(u v||dudv=dS.

A drea total (S) da superficie S; serd a soma de todas essas drea infinitesimais tomando todos

os retangulos de lados du e dv existentes na regido D. Logo, é razoavel definir a drea de S

S= f dsS =
S1

Exemplo 5.1.1. Calcular a drea do paraboloide de revolucdo z = x> + y>, 0<z<4.

pela férmula:
dudv.

‘—(u V) X —(u V)

Solucdo 5.1.1. Quando colocamos x> + y* = 4 embora estejamos pensando no espaco, é
importante observar a curva de nivel 4 no dominio, na base do paraboloide. A mesma é x>+ y? =
4, que é uma circunferéncia de centro na origem e raio 2. Esse solido sai do (0,0) (origem), segue

e para no nivel 4, estagnado por uma circunferéncia de raio 2.
Para calcularmos a drea precisamos da equagdo da superficie parametrizada.

Assim, fazendo
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com u® + v* < 4, sendo o dominio disco de centro (0,0) e raio 2.

0 0
Entdo, calculando —Y(u, V) e —Y(u, V), temos:
ou ov
0 0
P =1,020 e Lwv)=01,20),
ou ov

Com isso, podemos encontrar o produto vetorial, que é dado por

ik
ML 2 = (=2u,-2v,1)
ou ov u B ’ ’
01 2v

Entretanto, como precisamos da drea da superficie, é necessdrio extrair o médulo:

=V4au®+4v%+1

ay

av(u, V)

0
H%(u V) X

Substituindo na Formula da drea 5.1, temos:

ff VAau? +4v?2 +1dudv
ul+vi<4

Para esse cdlculo, usarmeos a conversao para coordenadas polares.

u = rcosb, 0<0<2m,
v = rsendb, 0<r=<2,
Jacobiano = .
2m p2
Dessa forma, teremos V'4r2 +1-r-drd0. Para calcularmos essa integral aplicaremos

. 10 JO0 .,
a técnica de mudanga de varidvel em uma varidvel.

4r’+1=1, dt=8rdr
r=0—t=1 r=2-—-1t=17.

Aplicando a integral,

2n 17
f f vi. &
o J1 8

5.1.1 Superficie orientavel

27 -

Quando calculamos a Integral de Linha de um Campo Vetorial ao longo de uma curva
C! por partes é natural orientarmos as partes de classe C' de modo que o ponto final de cada

parte coincida com o ponto inicial daquela que a segue.
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Para definir Integral de Superficie de Campos Vetoriais que é a unido finita de superficies
coladas pelos bordos' comuns, precisamos de um conceito de orientacao para a superficie
a partir da orientacao de cada uma de suas partes. Entao, precisamos definir superficies

orientaveis para poder descartar superficies nao orientaveis.

Uma superficie S é orientdvel quando possui os dois lados. Como podemos ver na
Figura 21, ela é orientével, pois todos os vetores normais unitdrios estao direcionados para

cima, ou seja, tem componentes k positivos.

Figura 21 - Orientacao para cima

Fonte: (GONCALVES; FLEMMING, 2007)

J4, a Figura 22, tem orientacao para baixo pois, todos os seus vetores normais unitarios

estdo para baixo, tem componentes k negativos.

Figura 22 — Orientacdo para baixo

Fonte: (GONCALVES; FLEMMING, 2007)

Se a superficie S for fechada, sua orientacao pode ser para dentro ou para fora.

1 Seja S uma superficie parametrizada por y(u, v), (1, v) € D. O bordo dS de S é a curva de S correspondente

por v a fronteira de D.
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Assim, enunciemos sua definicao:

Definicdo 21. Se S é uma superficie orientada por um campo de vetores normais unitdrios
n, dizemos que o bordo 0S de S estd orientado positivamente se a superficie S estd a esquerda
de uma pessoa que caminha ao longo de dS com o vetor n representando sua posicdo vertical,

como na Figura 23.

Figura 23 — Regra da mao direita

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Uma superficie S que é unido finita de superficies S; coladas pelos bordos comuns esta
orientada, se é possivel orientar cada parte S;, de modo que, quando os bordos de suas partes
estdo orientados positivamente, tenhamos bordos comuns a duas partes sendo percorridos
em sentido contrario. A Figura 24 mostra uma superficie cilindrica orientada fechada®. Neste

caso, se F é um Campo Vetorial continuo sobre cada S;, entdao

ff(F-n)ds:fo (F-n)ds. (5.3)
S S;

Resumidamente, uma superficie é dita orientdvel se é possivel escolher um vetor
normal em cada um de seus pontos, separando-a em lados (dentro e fora, ou acima e abaixo),

de modo que este vetor varie continuamente sobre a superficie.

Quando nao for possivel orientar cada parte S; de modo que isto ocorra, dizemos que

a superficie S nao é uma superficie orientavel.

Um exemplo candnico de uma superficie nao orientavel é a garrafa de Klein (Ver
Figura 26 e a faixa de Mdbius, obtida pela jun¢do de duas faixas retangulares, uma delas com

uma torcao.

De posse dos contetidos expostos, iniciemos o assunto de Integrais de Superficies.

2 Uma superficie S é dita fechada se S é a fronteira de uma regiao limitada do R®.
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Figura 24 — Superficie cilindrica orientada

—- =

\Lig

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Figura 25 — Faixa de Mobius

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

5.2 Integral de Superficie de Campo Escalar

A definicdo de Integral de Superficie de uma funcao escalar tem uma estreita analogia

com a de Integral de Linha, apesar da situacdo geométrica ser diferente.

Definicao 22 (Integral de Superficie). Sejam S uma superficie parametrizada pory(u, v), (u,v) €

D, e f(x,y,z) uma fungdo real continua definida em S. Definimos a Integral de Superficie de f

sobre S por
oy 0
f f fds= ff fley,2ds = f f Fora o 1 L« 2y dudv, (5.4)
S S D ox Ov
oy 9y . . .y )
onde T e 30 sdo definidos como no inicio deste capitulo.

Se S é decomposta como unido finita de superficies S;, i = 1,..., n, entao

ffsfds:i:ilff&fds.
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Figura 26 — Garrafa de Klein

Fonte:(WOLFRAM, 2021)

Quando S é definida explicitamente pela equacao z = g(x, y), (x, ) € D, um raciocinio

andlogo aquele feito ap6s a definicdo 20 fornece

_ og > (0g 2
ffsde—ffo(x,y,g(x,y))\/H(ax(x,y)) +(ay(x,y)) dxdy. (5.5)

Se f(x,y,z) =1sobre S, aequacao da Definicao 20 se reduz a

0 0
ffds:ff ||—Y(u,v)><—y(u,v) | dudv =areaS.
S D Ou ov

Por esta razao, o simbolo ds pode ser interpretado como "Elemento de area de

superficie", e a Integral de Superficie f f fds é chamada a integral de f com respeito ao

S
elemento de drea ds, estendida sobre a superficie S.

5.3 Integral de Superficie de Campo Vetorial

A motivacgdo deste estudo serd o cdlculo de fluxos de Campos Vetoriais através de
membranas permedveis, nao abordaremos questdes extremamente fisicas porque esse nao é
o foco deste trabalho, mas usaremos tais conceitos porque abrangem aplicacdes a geometria,

uma drea da matemadtica que nos ajuda a entender determinadas questdes visualmente.

Diante disso, podemos imaginar uma superficie de um fluido escoando — estamos
utilizando essa suposicao em mecanica dos fluidos, entretanto, poderia ser facilmente aplicada
ao contexto do eletromagnetismo também — e uma membrana, uma superficie que é permedvel
a esse fluido, em outras palavras, pode "passar". Nossa inten¢do ao expor essa situacao é
questionar quanto a quantidade de fluido que esta atravessando a superficie, esse é o nosso

objetivo.

Do ponto de vista geométrico e levando em consideracao a situacao exibida anteriormente,

o fluido que atravessa tem a ver com a componente normal do campo, isto é, vetor normal.
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Entao, tomamos a superficie parametrizada, regular, e tracamos o vetor normal unitario a
esta superficie. O célculo do fluxo sera a Integral de Superficie da componente normal do

campo F. Mas, como obtemos essa componente de um campo em um determinada direcao?

Para responder essa pergunta, precisamos da medida do escoamento (componente
do campo F) na direcao normal. Entdo, fazemos o produto escalar entre o escoamento e o

vetor normal unitério. Posteriormente, integrando isso sobre toda a superficie.
Matematicamente, temos:

Seja S uma superficie parametrizada por y(u, v), (i, v) € D. A esta superficie estdo

associados dois campos continuos de vetores normais unitarios, a saber:

al(u V) X a—y(u V)

n = (y(u,v) =
128, v) x L (w,v) |

na(y(u, v)) = —ny(y(u, v)).

Dizemos que S estd orientada se fixarmos sobre S um tal campo de vetores.

Se F:ScR —R3éum Campo Vetorial continuo e n um dos campos n; ou ny
definidos anteriormente, denotamos por F,, = F - n a funcao escalar que a cada ponto de S

associa a componente do campo F na dire¢do do vetor n.

Definicao 23 (Integral de Superficie em Campo Vetorial). Seja F um Campo Vetorial continuo
definido numa superficie orientada S parametrizada por y(u,v),(u,v) € D. Definimos a

Integral de Superficie de F sobre S por

fst'dsszS(F'”)dSZfLFnds.

Segue da definicao da Integral de Superficie que

0 0
f (F-mds = f [F(y(u, v)-n(y(u, v)] | 2w, v) % L, v) | dudv (5.6)
S D ou ov
a—Y(u V) x a—ly,(u, V) oy
= ff Fly(u,v))-—3 || (u V)xa—(u W 6G7)
D 12w, v) x Lu,v) |
_ Y oy
= fD[F(Y(u, v)) ((M(u, V) x aU(u, v)|ldudv. (5.8)
sen=ny.

Observe que esta integral muda de sinal se considerarmos n = n,.
Quando S é definida explicitamente pela equacao z = f(x, y), (x, y) € D, temos

G

ny =
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Neste caso,

0 0
ff(F-n)ds=ff [F(x,y, f(x,)- ——f(x,y),——f(x,y),l ldxdy, (5.9)
S D 0x oy

se n=nj.
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6 Os classicos Teoremas da Analise Vetorial

6.1 Teorema de Green

Enunciaremos agora um dos teoremas de extrema relevancia na Andlise Vetorial, ele
fornece a relacdao entre uma Integral de Linha em torno de uma curva fechada simples, suave

por partes, a uma integral dupla sobre a regido de um plano R delimitada pela curva C.

O Teorema de Green, é assim denotado em homenagem ao matematico e fisico inglés
George Green (1793-1841), o Teorema foi desenvolvido a partir de um trabalho escrito sobre
aplicacoes de Matematica a eletricidade e magnetismo.

Para um melhor entendimento, alguns termos sobre curvas precisam ser revisados,

entdo, visite o Capitulo 1 se necessario.

Antes de enunciar e provar o Teorema de Green, faz-se necessdrio revisar o conceito

de curva simples e introduzir a seguinte definicao:

Definicao 24. Dizemos que a fronteira 0D de uma regido limitada D do plano xy estd

orientada positivamente, se a regido D fica a esquerda, ao percorrermos a fronteira 0D.

Figura 27 - Ilustracdo da orientacdo da fronteira 0D e da regido limitada D.

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Teorema 6.1.1 (Teorema de Green). Seja D uma regido fechada e limitada do plano xy, cuja
fronteira dD estd orientada positivamente e é parametrizada por uma fungéo C' por partes,
de modo que 0D seja percorrida apenas uma vez. Se F(x, y) = (F,(x, y), F2(x, y)) é um Campo

Vetorial de classe C' num subconjunto aberto que contém D, entdo

0F, O0F
Fidx+ F,d :ff (———)dxd.
ﬁD 1 20y blax ~ ay Y
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Esse teorema estabelece uma igualdade, de um lado integral dupla e do outro Integral
de Linha. Uma das condic6es para se utilizar o teorema € a curva ser de classe C 1 isto é,
ter derivada e esta ser continua, porque supor que o integrando é de classe C! garante a

continuidade das derivadas e sua integrabilidade.

Anteriormente, quando abordamos Integral de Linha de Campo Escalar, podemos
notar que, se percorrermos a curva em um sentido positivo ou negativo o resultado seré o
mesmo, porque no desenvolvimento do calculo encontramos o médulo do vetor tangente. Ja
na Integral de Linha de Campo Vetorial é o produto escalar do campo pelo vetor tangente.
Assim sendo, se percorremos em sentido diferentes, o vetor tangente se altera, logo, altera-se

o sinal do produto escalar.

Como a Integral de Green utiliza a Integral de Linha de Campo Vetorial a componente

externa deve estar no sentido anti-horério e a componente interna no sentido horario.

Observacao 6.1.1. A regido R pode ter vdrias curvas fechadas simples, como podemos ver na

Figura 28.

Essa regido é fechada, limitada, cuja fronteira é formada por trés curvas fechadas

simples disjuntas. Sendo assim, uma regido possivel para o Teorema de Green.

Figura 28 — Regido limitada por duas curvas fechadas

Fonte: Acervo da autora

Porém, se tivéssemos uma regido como a descrita na Figura 29, que em alguns pontos
isolados possui uma situagdo angulosa (como um retangulo, por exemplo), ainda assim pode
ser estar satisfazendo as caracteristicas para o Teorema de Green, pois ela é fechada, limitada
por uma curva fechada simples suave por partes (Tem quatro pontos onde ela deixa de ser

regular, sem reta tangente).

Observacao 6.1.2. Um dos pré-requisitos para o Teorema de Green é a orientagdo positiva.
Esta, é a regido R que fica a esquerda quando percorremos o bordo, que é a curva C. Na Figura
28, a componente externa estd no sentido anti-hordrio e a componente externa estd no sentido

hordrio.
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Figura 29 — Regido com pontos angulosos

R

Fonte: Acervo da autora

Demonstracao 6.1.1. Vamos considerar D uma regidgo simples, ou seja, vamos supor que D

pode ser descrita simultaneamente por

D={x,)eRPlasx<b, u(x)<y<u(x)} (6.1)

D={(x,y) eR*luy(y) < x<up(y), c<y=<dy, (6.2)
como mostra a Figura 30.

Figura 30 — Regido tipo I e tipo II

y A
Yy = U2($)
|
|
} |
! |
| = |
: Y ul(l’) | T
! | >
a b
Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)
Com

o,
0F, O0F ff 0F, ff 0F;
— ——)dxdy= —dxd ——dxdy,
ffp(dx Oy)xy D 0x xay+ p Oy xay

podemos calcular cada integral do segundo membro desta equacdo separadamente.
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Usando (6.1), obtemos

OF y=uz(x)
ff ——ldxdy f f ——dydx
p Oy y=u1(x)

f [F1(x, uy (%)) — F1(x, up(x))]dx

b b
fF1(x,u1(x))dx—f Fi(x,uzx(x))dx
a a

f Fldx.
0D

Analogamente, usando (6.2), mostramos que

F.
fja dedy f Fdy.

Se D ndo é simples, a decompomos como unido finita de regioes simples, digamos

D = D;U...uD,, onde cada regido simples Dy tem fronteiradDy, C' por partes (k= 1,...,n),
aplicamos o Teorema de Green a cada regido Dy, obtendo

0F, OFl)
— ———|dxdy= Fidx+ Fdy.
f (ax 3y y D 1 2aYy

0F, OF
[ ar
0F, O0F ) ff (6F2 0F; )
— ——\|dxd — ——\|dxdy=
ffDl(ax xay=s D, \ 0X xay

:f Fldx+F2dy+...+f Fldx+F2dy.
oD 0Dy,

Consequentemente,

A fronteira de D é formada por partes das curvas 0Dy. As partes de 0Dy que ndo
constituem a fronteira de D agem como fronteira comum a duas regioes simples. Este fato estd
ilustrado na Figura 31. Suponhamos que a curva C é suave e a regido R é representada da

seguinte forma:

Uma parte d de 0Dy que é fronteira comum a duas regioes simples serd percorrida duas

vezes em sentidos opostos. Assim,

fFldx+F2dy+fF1dx+ngy:0
) é

Portanto, enquanto as partes das curvas 0Dy que formam a fronteira de D contribuem

para f Fydx + F»dy, as outras partes se cancelam, fornecendo assim

0D
0F, OF
ff (J——l)dxdy:f Fidx+ Fpdy.
0D

Isto conclui a demonstracao do teorema.
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Figura 31 - Fronteira da regido D com curvas 0Dy, por partes.

v A

yx

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Exemplo 6.1.1. Dada uma fronteira C que limita a regido R pelas curvas y = x> e y = 4x,
calcule a drea da regido R através do Teorema de Green.
Solugdo 6.1.1. A curva C é formada por C; e C, definida por y = x* e y = 4x, respectivamente.

Entdo,

A:f—ydx: —ydx = —ydx
C Cy 0)

Substituindo os dados da curva C, temos:

4 -31Y 64
f —ydx = f —xPdx = —| =——
C 0 3 0 3
Substituindo os dados da curva C,, temos:
4 %2 4
-ydx = f —-4x2dx =4 —| =32
C 0 2 0

B 64 32
Entdo, A=——+32=—.
3 3

6.1.1 Teorema de Green para regides com "buracos".

Podemos observar que o Teorema de Green também se estende a regioes com "buracos”,
ou seja, sdo limitadas por duas ou mais curvas fechadas simples, suave por partes, como

podemos ver na Figura 32 abaixo.

Note que, a regido R estd limitada por C = C; U C». Onde a orienta¢do de C; estd no

sentido anti-horario e C, no sentido horario.

Ao aplicar o Teorema de Green na regido, temos:
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Figura 32 — Regido limitada entre duas curvas

&

Fonte: Acervo da autora

Figura 33 — Regido ao aplicar o Teorema de Green

Fonte: Acervo da autora

IG5 = G-y o I, (G- )

f fldx + fzdy + f fldx + fgdy
C1 C2

j(fldx + fody.
c

Vejamos um exemplo que mostra o auxilio do Teorema de Green no desenvolvimento

dos calculos.

-1)%  y-1°
Exemplo 6.1.2. Calculef e dx+ 3x + seny®)dy sendo C a elipse x 5 ) + 4 =1 com

4

. _ . C .
orientagdo no sentido hordrio.

Soluc¢do 6.1.2. 1. Pela definicdao: Uma rdpida andlise nos mostra que o caminho é trabalhoso;
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2. Usando a teoria de Campos Conservativos: Teremos que provar que o campo

F(x,y)= (exz, Bx+ seny®))
0Q

. op .
é Conservativo. Ao calcular orotF = (6_' - 0—), verificamos que o mesmo resulta em
X y

(3,-0) =3 #0. Logo, F nao é um Campo Conservativo e ndo podemos usar tal teoria;

3. Usando o Teorema de Green:

Importante: o rotacional é mais simples que o campo.

Atengdo: o sentido do percurso ndo é coerente. Assim sendo, o sinal serd alterado. Entdo,

resolvendo por esse teorema, encontramos:

ffldx+f2dy:—ff (%—%)dfl:ff3dA:—3area(D):—3-3-2-n:—18n
C R ox ay R

Observacao 6.1.3. Quando algum intervalo do interior ndo pertence ao dominio do campo,
ndo podemos aplicar o Teorema de Green. Desse modo, convém utilizar a técnica que isola a
singularidade, tomando, por exemplo, uma circunferéncia com raio convergindo para zero,

para que assim a regido esteja apta para a devida execugdo do teorema.

6.1.2 Interpretacdo vetorial do Teorema de Green

Suponhamos que D é uma regido fechada e limitada do plano xy cuja fronteira 0D é

uma curva orientada no sentido anti-horério. Se dD tem uma parametrizacao
y(@) = (x(8),y(1), ast<b

de classe C!, cujo vetor tangente é nao nulo em cada ponto de 0D, entdo denotamos 0s

vetores tangente e normal unitério por

T() = y'(1) :(x(t)’ y (1) )
Iyl Uy'@ Iy @
) (1) (1)
y'(t x'(t )
r)= y )
0= (T T
respectivamente.

Se F = (F1, F») é um Campo Vetorial de classe C! definido num subconjunto aberto
que contém D, entdo a Integral de Linha de F ao longo de D pode ser escrita em termos do
vetor T'(t) do seguinte modo:

b
f Fly(n)-y'(ndt

. Y1) ) '
F(y(t)- nlldt
fb( o)L 1y o)

b
f (Foy)-To 1y @l dt = ng(F-T)ds.

f Fldx+ ngy
oD
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Neste caso, o Teorema de Green assume a forma

ff (@—@)dxdy:jg (F-T)ds.
oD

Este resultado é um caso particular do Teorema de Stokes, que veremos mais tarde.

Agora, usando o vetor normal unitario n(f), a Integral de Linha do Campo Vetorial

G = (—F», F1) ao longo de 0D é dada por

b
f —dex+F1dy f G(Y(t)))/,(t)dt
0D a

b
f (F(y(®)-n) |y | dt
a

(F-n)ds.
0D

Aplicando o Teorema de Green ao campo G, obtemos

ff (6F1 an)d dy 7{ (F-n)ds.

Este resultado é a versao em duas dimensoes do Teorema de Gauss, que veremos

posteriormente.

A partir dos proximos subtopicos, verificaremos o Teorema de Stokes no espaco e o

Teorema da Divergéncia para alguns conjuntos .

6.2 Teorema de Stokes no espaco

O Teorema de Stokes pode ser visto como uma forma mais geral do Teorema de Green,
pois enquanto este envolve uma integral dupla sobre uma regidao plana com uma Integral de
Linha em torno de uma curva plana, o Teorema de Stokes relaciona a Integral de Superficie
do Rotacional de um Campo Vetorial a Integral de Linha desse mesmo Campo Vetorial em

torno da fronteira da superficie, isto é, o cdlculo do Teorema de Green a uma curva no espaco.

Teorema 6.2.1 (Teorema de Stokes). Sejam S uma superficie orientada, parametrizada por
Y(u,v), (u,v) € D, onde D é uma regido fechada do plano uv, limitada por uma curva C 1 por
partes ey uma fungdo de classe C*> num subconjunto aberto deR? contendo D. Se F = (F, F», F3)
é um Campo Vetorial de classe C* definido num subconjunto aberto deR® que contém S cujo

bordo 0D estd orientado positivamente, entdo
f (rotF-n)ds:f F-dr. (6.3)
S as

Demonstracao: Consideremos S parametrizada por

v, v) =(xu,v),yu,v),z(u,v)), W©v)eD,
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oy 9y
—_— X —

e orientada com campo de vetores normais n = %, onde
ou ” ov

6}/ dy (O(y,z) 0(z, x) G(x,y))
ou " ov ou,v) d(u,v) du,v))’

Por (5.8), temos que

ff(rotF-n)ds:
S

6F3 OFZ 0(y, z) 0F, 0F3 0(z, x) 0F, O0F;\0(x,y)
() 2 (oo 0Fs OF) 0] 4o
o(u, v) 0z o(u, v) 0x o(u,v)
onde o 1ntegrando desta integral dupla é calculado em y(u, v).
Para completar a demonstracao basta verificar que
0F) 0(z,x) O0F,0(x,y)
Fidx = - dudv, 6.4
fas L ffp 0z 0(u,v) Oy o(u,v) uav (6-4)
0F, 0(y,z) O0F,d(x,y)
Fdy= -—————+———"1dud 6.5
fas 24y ffp 0z 6(u,v)+ 0x 0(u,v) uav (6:5)
6F3 6()/, Z) 0F3 a(z, x)
Fidz= - + dud 6.6
fas 3a% ffp oy d(u,v) 0x o(u,v) uav (6.6)

pois somando estas trés equacdes obtemos a Equacao (6.3) do Teorema de Stokes. Como as

trés equacgoes sao analogas, provaremos apenas (6.4).

Suponhamos que h(t) = (u(t), v(t)), a < t < b, € uma parametrizacao da fronteira de
D, orientada de modo que y(h(?)) seja uma parametrizacao do bordo 9S de S, orientado
positivamente. Assim,

f Fldx
0S

b d
f [F1 (Y(h(t)))d—(x(h(t)))] dt
a t

b 5 3
f [Fl(y(h(r)))(—x(h(t))u’(r)+—x(h(t))v’(t))]dt

f F (y(u, v))( (u, v)du+g—(u v)dv)
0D

fa F(y(u, v)) (u vydu+ F(y(u, v)) (u v)dv.

Como y é de classe C?, podemos aplicar o Teorema de Green a esta tltima integral,
obtendo

0
faSmex ff[ (me(u V)) (u v)) 30 (Fl(y(u v)) (u V))

Mas,
0 (( )ax) 0 (( )ax)
_3 lloy_a __3 11°y—3 =

dudv.
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- L ropZrmonZE - L g onZE - (ron L2
"~ du 1Y6v lyduav ov 1Y6u lydvdu

0 ox 0 0x

= —(F10Y)———(F1°Y)—

B (6F10x+6F16y+6F162)6x (0F10_x+ﬁ6_y+%%)6_x
0x 0u Oy odu 0z OduJov \0xoOv 0y dv 0z dv)ou

aFl(a_x@_O_x@)_'_%(dxaz axaz)

0y \0udv dvou) 0z

_@ o0(x,y) +%a(z,x)

oy d(u,v) 0z d(u,v)’

| max= ||

Observacao 6.2.1. No caso particular em que S é uma regido no plano xy en = (0,0,1), a

0x0u Ouodv

Logo,
0F, 0(z,x) 0F 0(x,y)

0z 0(u,v) Oy d(u,v)

dudv,

0 que prova (6.4).

Equacdo (6.4) fornece

0F, OF
f Fdx+F,dy=| F- r—ff(rotF n)ds—ff (—2——1)dxdy
as dy

Isto prova que o Teorema de Stokes é uma extensao do Teorema de Green.

Exemplo 6.2.1. Calculef (rotF)-ndS, ondeF(x,y,2) = (y,x+y), o(uv)=(u, v,2—u’—1v?)
S

com u® + v* < 1, sendo n a normal apontado para cima.

Solucao 6.2.1. Pelo Teorema de Stokes, temos:

dey:ff rotF-ndS
C S

Com parametrizagdo da superficie,

v(t) =o(cost,sent, 1) =(cost,sent, 1), te€][0,2m]

Substituindo, temos:

21 2n
dey:f [sent, (cost+sent)][—sent,cos t]dt:f —sen? tdt.
c 0 0

Entdo,

- — —cost2t] dt=-m.
2

27 27 1
f —sen’tdt = —f
0 0 2

6.2.1 Consequéncia sobre o Teorema de Stokes

1 - Se S e Sy sdo duas superficies com a mesma curva de bordo orientada C ambas

satisfazendo as hipoteses do teorema em questao, entao,

([ Fas=§ p-ar= ] ras.
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2 - No capitulo sobre Campos Conservativos foi abordado que se F é conservativo,
entdo | F-dy = 0 para todo caminho fechado C. Agora, consideremos uma superficie

C
orientada S cujo o bordo é a curva C. Pelo Teorema de Stokes podemos concluir que,

fF-dy:ffrotF-dS:ffO-dS:O.
C S S

6.3 Teorema da Divergéncia ou de Gauss

O Teorema do Divergente, também chamado como Teorema de Gauss, estabelece
uma relacao entre a integral sobre uma superficie e a Integral de Linha sobre a curva (que é o
bordo desta superficie). O Teorema de Gauss que passamos a expor, relaciona uma integral

tripla num sélido de R® com a integral sobre a superficie que é fronteira deste sélido.

Seja W uma regido limitada de R3, tendo como fronteira uma superficie 9W. Dizemos
que 0W esté orientada positivamente se o vetor normal em cada ponto de 0W aponta para

fora de W. Por exemplo, se W é a regido de R® definida por
W={xy12cRl<x’+y*+22 <4},

sua fronteira 0W é formada por duas esferas centradas na origem. Do qual, estd orientada
positivamente se os vetores normais a esfera exterior apontarem no sentido contrario a
origem, e 0s vetores normais a esfera interior apontarem para a origem, como mostra a Figura
34.

Figura 34 — Duas esferas com orientagdes da curva e vetor normal.

zZA

PR

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

Teorema 6.3.1 (Teorema de Gauss). Seja W uma regido fechada e limitada deR® cuja fronteira
OW é uma superficie orientada positivamente. Se F é um Campo Vetorial de classe C' num

subconjunto aberto deR3 que contém W, entéo

f (F-n)ds:ff divFdxdydz (6.7)
ow w
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Demonstracao: Suponhamos primeiramente, que W é uma regido simples, isto é, W

é uma regido do tipo [, II e III simultaneamente.

Se F = (F1, F», F3), podemos escrever o lado direito de (6.7) na forma

OF
ff divFdxdydz = fff —dxdydz+fff —dxdydz+fff —dedydz.
w w 0 w 0z

Por outro lado, a Integral de Superficie da Equacao (6.7) é dada por:

f (F-n)ds:ff [((F1,F, F3)-nlds
ow ow

ff [(F1,0,0)-n]ds+ff0W[(0,Fg,0)-n]ds+ff [(0,0, F3) - nlds.
ow ow

A demonstracdo estara concluida se provarmos as identidades

fff —dxdydz = ff [(F1,0,0)-nlds (6.8)
ow

fff —dxdydz = ff [(0,F,,0)-nlds (6.9)
ow

fff —dxdydz = ff [(0,0, F3) - nlds. (6.10)
ow

Para provar (6.10), descrevemos W como uma regidao de tipo I, ou seja,

W=1x7y2€eR|filx,y)<z< fr(x,y), (xy) €D}

Esta regido € limitada inferiormente por uma superficie S; de equacao
z=filx,),(x,y) €D,

limitada superiormente por uma superficie S, de equacao z = f>(x, y), (x, y) € D, e (possivelmente)
por uma superficie S3 que é uma porcao de cilindro gerada por uma reta paralela ao eixo z ao

longo da fronteira de D, como mostra a figura abaixo.

Temos
—dz

F
fff dedydz ff
w Hx,y) 0z

ffD [F5(x, ¥, f(x, 1) — F3(x, 3, fi(x, )] dxdy.

ff [(0,0,F3)-nlds =
ow

f[(0,0,Fg)-n]dHf [(0,0,Fa)-n]d3+f [(0,0,F3)-nlds
S1 So S3

ffz(x V) OF;

dxdy

Por outro lado,

Em S3, 0 campo de vetores normais unitarios € paralelo ao plano xy. Logo,

(0,0,F3)-n=0
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Figura 35 — Regido limitada por superficies

¥

¥-

x

Fonte: (PINTO; MORGADO, 2009)

e, portanto,
f [(0,0,F3)-nlds =0.
S3

Em S,, o campo de vetores normais apontados para fora de W é dado por

of, 0f )
Ny =|-==,-221].
2 ( ox 0y

Entao, por (5.9),

= ff [(OyO’Fg)n]ds
Sz
0f, 0f

_ ffD[(o,o,Fs(x,y,fz(x,y)))-(a,—a,l)]dxdy

_ f fD Bs(x, 3, fo(x, y)dxdy.

Em S, o campo de vetores normais que aponta para fora de W é dado por

(%)
0x 0y

Logo, por (5.9),

ff [(0,0,F3)-nldx
S1

oo
ffD[(O,O,FS(x,y,fl(X,J/)) (ax) ayv 1 d-Xdy

ffD—Fs(x,y,fl(x,y))dxdy.

Assim,

ffaw[(O,O,Fs)-n]d8=ffD[F3(x,y,fz(x,y))—F—3(x,y,f1(x,y))]dxdy,
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0 que prova (6.10). A demonstracao de (6.9) e (6.10) sdo andlogas.

Quando W nao é simples, podemos decomp6-la como uma unido finita de regides
simples, isto é, W = W uU...uU W, (aregido da Figura (34) é uma regido de oito regioes simples,

uma em cada octante). Usando a Férmula 6.7 do Teorema de Gauss em cada regiao simples,

ff didexdydz=ff (F-n)ds+...+ff (F-n)ds.
w 6W1 aan

Observando que os vetores normais exteriores a fronteira comum de duas regioes

obtemos

simples sao opostos, concluimos que as integrais de superficie correspondentes sdo simétricas

e, portanto, se cancelam. Assim,

ff (F-n)ds+...+ff (F-n)ds:f (F-n)ds,
oWy aw, oW

0 que completa a demonstragao.

Exemplo 6.3.1. Calcule ff F-dS em que
S

2
F(x,3,2) = (xy,y* + &% ,sen(xy))

e S é a superficie da regido B limitada pelo cilindro parabélico z = 1 — x* e pelos planos

z2=0,y=0ey+z=2

Solucao 6.3.1. Pelo Teorema de Gauss, temos:

1 1-x%2 p2-272 184
ffF—dS:ff dideV:f f f 3ydydzdx=—
S B -1Jo 0 35
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[/ Teorema mais geral

No ultimo capitulo desta monografia, optamos por apresentar uma versao mais geral
do Teorema Stokes — base para a conceituacdao dos demais teoremas cldssicos da Anélise
Vetorial — pouco discutido nos trabalhos de célculo vetorial, ja que boa parte dos artigos
e livros sobre o assunto em questdo findam apoés a exposicdao dos teoremas supracitados.
Entretanto, questoes surgem acerca de possiveis generalizacoes desses teoremas e um dos
grandes avancos na matemadtica foi esse estudo mais avancado da Andlise Vetorial, formulado

em termos de Formas Diferenciais.

Para tanto, utilizou-se como sustentacao tedrica o artigo de conclusao de curso Formas

diferenciais de André Fabiano ! e o livro Cdlculo vetorial com formas diferenciais de Coutinho.?

7.1 Introducdo a Formas Diferenciais

O conceito de Forma Diferencial, estende-se a uma generalizacdo de ferramentas,
tais como o gradiente, divergente e rotacional. Este conceito moderno e notacao utilizada
em aplicacoes fisicas atuais, se devem a Elie Cartan. O Célculo de Cartan leva a uma notavel
unificacdo de conceitos e Teoremas de Andlise Vetorial, mostrando que a utiliza¢cdo das formas

diferenciais estd amplamente disseminada em Geometria Diferencial e Andlise avancada.

Para Cartan, a no¢do é que o vetor se baseia na correspondéncia de um-para-um
entre os espacos lineares de vetores de deslocamentos e operadores diferenciais direcionais
(PERUCCH]I, 2013).

A Andlise Vetorial oferece uma maneira mais conveniente para tratar os problemas
em fisica e o cédlculo tensorial tornam ainda mais concisas e gerais as equacoes empregadas

nestes problemas.

Uma grande vantagem do tratamento dos problemas fisicos com Formas Diferenciais,

é que elas generalizam como tensores, porém com a simplicidade dos vetores.

A Forma Diferencial Exterior no espago tridimensional com coordenadas x,y,z é
uma expressao obtida através da combinacao linear de funcoes lineares dx,dy,dz das
coordenadas. As operacoes de adi¢do e multiplicacdo obedecem as leis associativa e distributiva
comuns; entretanto, no caso da multiplicacao, ela obedece a lei anticomutativa, ja que nao é

comutativa.

Por esta razao, representamos esta multiplicacao de formas por uma wedge A.

(GALVAO, 2016)
2 (COUTINHO, 2015)
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Seja R" o espaco euclidiano, denotamos (R™)* = {T : R” — R; T € linear} — que é o
conjunto de todas as transformacodes lineares de R” — R — como o espaco dual (para mais
informacoes veja o livro Algebra Linear— Elon Lages Lima)®. Importante notar que, existe uma
relacdo direta de R” com (R™)*, pois assim como o primeiro, o segundo também é um espacgo

vetorial, além de terem a mesma dimensao. Verifiquemos de maneira simples o exposto:

Dada uma base de R”, por exemplo a canénica {ej, ez, , e,}, podemos estabelecer

uma correspondéncia biunivoca entre a base do R", que € {ej,e,, -+, e,}, e uma base do

espaco dual (R™)* dada por {dx;,dxz,---,dx,}, definimos da seguinte maneira:
l,se i=j
dxi (ej) = . .
0,se 1#].

Isto é, dx; é a transformacao linear que manda o i-ésimo eixo de R” em R, como uma

identidade, pois manda o vetor unitario no vetor unitario e estendemos por linearidade.

7.2 Formas diferenciais

Seja U < R" aberto e f : U — R uma aplicacdo de classe C!. Para todo p € U, a
diferencial d f,, : R"” — R é linear (essa diferencial é o gradiente ou as coordenadas do gradiente).
Como a diferencial tem esse comportamento, podemos escrever na base do dual, ou seja,
df, € (R™)*. Assim, teremos

"0 0
dfp:Z—f(p)dxi(p), /

— =d ).
i=1 éx,« axi fp(el)

Assim, d f é uma aplicagdo que associa cada p em U no espaco dual (R™")*, ou seja,
af U — R™M*.

Posterior aos conceitos apresentados, podemos definir a 1-forma diferencial.

7.2.1 1-forma diferencial
Definicdo 25. F uma aplicacio w: U — (R™)* dada por

wp) =) ai(p)dxi(p)

i=1

onde a;(p) sdo fungoes de U em R. Entdo,

w=adx;+---+a,dx,.

Essa é a representacdo mais comum para as 1-formas, com ela se torna mais fécil
definirmos duas operac¢des no conjunto das formas diferenciais, a adicao e o produto por
escalar (neste caso, funcoes reais).

3 (LIMA, 2006)
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Definicao 26 (Adicao de 1-formas). Sejaw = aydx; +---+ apdx, epu=brdx; +---+ bydx,
duas I1-formas, definidas em um subconjunto de B x R", Bc R". A I-forma w + u é definida
como

w+p=(a+b))dx)+-+(an+by)dx,.

Definicao 27 (Produto por escalar). Sejaw = a;dx) +---+ a,dx, uma 1-forma definida em
um subconjunto de B xR", BcR" e f : B— R uma funcgdo real. A 1-forma f - o é definida
como

fro=(faydx +--+(fap)dxy,

onde f a; denota a multiplicagdo usual entre fungoes.

Observacao 7.2.1. O conjunto das 1-formas diferenciais munido destas duas operagoes forma

um espago vetorial.

Um aspecto relevante nesse estudo, é entendermos que nem toda 1-forma é diferencial
de uma funcao, existem 1-formas que ndao vem de derivadas de fung¢des (temos o contra-
exemplo 7.2.1 logo abaixo). Entretanto, quando hd casos de ocorréncia w = d f, entdo w é

chamada de 1-forma exata.

Definicao 28 (1-forma exata). Uma I-forma w é exata, se é a derivada de uma fungdo e pode

ser escrita como .

_\ 9f .
w(p) = l:ZI o, (p)dx;(p),

isto é, as funcoes a;(p) sdo as derivadas parciais de f.

Uma condicao necessdria para que w seja exata é que satisfaca a condi¢cao de Schwartz,

onde as derivadas mistas devem ser iguais,

0’ f 3 0 f

axiax]' B axjaxi’

. da;:
isto é, da,(?) = a](p)'

X; 0x;
da;(p) 0a;(p)

dizemos
ax]' axi

Se uma 1-forma w satisfaz a condicdo supracitada, ou seja,

que w é uma 1-forma fechada.

Importante salientar que, nem toda forma fechada é exata. A seguir, exibiremos um

contra-exemplo que demonstra esse fato.

Exemplo 7.2.1 (1-forma fechada ndo exata). Sejaw : R? {0} — (R*)* dada por

w(x,y) = xz_—y dy.

dx+—>
+ y2 . X2+ y?
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Observacdo 7.2.2. Vimos anteriormente esse exemplo, todavia no R?, agora o mesmo se

encontra no espago dual.

- X
Solucao 7.2.1. Facamos a = z—yz e b = ———. Ao verificarmos a regra de Schwartz,
x*+y x*+y
obtemos uma forma fechada, pois,
ob  y*-x* Oa

ax  (2+xd) oy’

-y
x%+ 2" x% + y?
nao estd definido no ponto (0,0) entdo, o conjunto ndo é simplesmente conexo. Logo, a forma

mas, o vetor v = ndo satisfaz as condigoes de um Campo Gradiente porque

ndo é exata.

7.2.2 2-formas

Antes de enunciarmos a definicao de uma 2-forma, faz-se necessario conhecermos o

significado das aplicacdes bilineares e alternadas.

Definicao 29. Seja ¢ : R" x R" — R. Dizemos que ¢ é bilinear se:

L pAuy + uz, v) = Adp(ur, v) + Puz, v);
2. ¢(u, Avy + v2) = Adp(u, v1) + Pp(u, v2).
Definicdo 30. Seja ¢ : R xR" — R. Dizemos que ¢ é alternada ou (anti-simétrica) sep(vy, v2) =

—¢(v2, 11), ou seja, troca a ordem dos vetores e o sinal é alterado.

Seja N(R™M* o conjunto das aplicagdes ¢ : R" x R” — R, bilineares e alternadas.
Fagamos A\?(R™)* a partir do conjunto (R™)* = A!(R")*. da seguinte forma: Seja ¢1, P, € (R™)*,

duas aplicac¢des do espaco dual, definimos ¢; A ¢, (produto exterior ou produto wedge) por

¢1(v1)  P1(v1)
P2(v1) P2(v2)

P1 A p2(v1, 12) = det(Ppi(v))) = [

Note que ¢ A ¢, € bilinear e anti-simétrica.
Denotaremos (dx; Adx;j), como (dx; Adx;), e A RM* = {f:R" — R} = R.
Sendo que (dx; Adxj), = —(dxj ANdx;) e (dx; Adx;), =0.0 conjunto
{dxindxj)p;i < j}
nos fornece uma base do espaco de A\%(R")*.

Definicao 31 (2-forma). Uma 2-forma (ou forma de grau 2) é uma aplicagdo que associa a

cada ponto p € R" em um elemento w(p) € \*(R™)*. Podemos escrever

w=)_ ajjdxindxj, i,j=1,--,n.
i<j
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7.2.3 k-formas
Em geral, A¥(R™)* é o conjunto das aplicacées k-lineares e alternadas
¢:R"x---xR" >R,

onde, k-linear significa ser linear em cada entrada, ao passo que, alternada (anti-simétrica)

significa que, se trocarmos dois vetores de posicdo o sinal se altera.

Da mesma maneira vamos criar o conjunto A*(R”)* a partir do conjunto (R")*. Para

isso, tomemos ¢y, P2, -, P € (R™)* e obtemos o elemento
GPrAPa A NPV, 02,00, vk) = det(P(v)))
pelos mesmos motivos ¢; A 2 A --- A i € k-bilinear e alternada.
Definicao 32. Uma k-forma (ou forma de grau k) em R" é uma aplicagdo
k
w:R" — ARMH"
p — owlp).

Podemos escrever w(p) = Z A, . i A X, N+ Ndx;, oude forma mais simples com multi-
1<<ip=1

n
indicew(p) =)_ardx; ondeI={i) <---<ir=1}%.
T

7.3 Derivada exterior (Generalizagdo da derivada)

Iremos denotar por QX(R") o conjunto de todas as k-formas de R”.

A diferencial exterior é uma funcao d : QF R™ — QF+1 (R™) que manda uma k-forma
W= Za;dxl € QFR™) em
do =) darndxj.

Tudo que vimos anteriormente como Divergente, Rotacional e Gradiente sao, em

certo sentido, derivadas exteriores.

Exemplo 7.3.1. Sejaw = xyzdx+ yzdy + (x+ y)dz uma I-forma em R3. Aplique a derivada

exterior.

Solucao 7.3.1. Primeiro calculamos a derivada e depois o produto edge com cada base. Assim,

dw

dxyz)ANdx+d(yz) Ady+d(x+y)ndz

(yzdx+xzdy+xydz)Ndx+ (zdy+ydz)Ady+ (dx+dz) Ndz.

Obtido pela distributividade em relacdo a soma.
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—xzdxndy—-xydxndz—ydyndz+dxndz

—xzdxndy—-ydyndz+dyndz—xydxndz

—xzdxANdy—-ydyndz+(1-xy)dxndz.

Esse € o diferencial exterior. Anteriormente era 1-forma, depois passou a ser 2-forma.

De posse de todos os contetidos necessarios, definiremos Variedades Diferenciaveis
de forma a possibilitar uma ideia da demonstracdo do Teorema de Stokes generalizado, haja

visto que, a demonstracao formal exige ferramentas que ndo foram abordadas neste trabalho.

7.4 Variedades Diferenciaveis

Para a generalizacao do Teorema de Stokes, que vimos no Capitulo 6, precisaremos
estender o conceito de superficie para dimensdes maiores, que sdo as chamadas variedades.
Intuitivamente, uma variedade é a generalizacao de curvas e superficies para dimensoes
arbitrariamente grandes, e como a maioria dos conceitos matematicos, sua formalizacao
nao foi fruto da pesquisa de apenas um, mas de varios matemdticos durante muitos anos
(GALVAO, 2016).

Alguns matemadticos como Riemann e Gauss figuram entre os principais nomes que
contribuiram para a formalizacio do conceito de variedade. Em especial, o termo manifold*
é uma traducdo direta (para o inglés) da palavra de origem alema Mannigfaltigkeit, utilizada
por Riemann em seu trabalho pioneiro Uber die Hypothesen, welcheder Geometrie zu Grunde

liegen (Sobre as Hipoteses Subjacentes aos Fundamentos da Geometria).

Nesse contexto, vamos definir variedade diferencidvel e a integral de uma k-forma,
considerando um manifold M compacto, isto é, fechado e limitado, bem como mostrar o

Teorema de Stokes envolvendo tal conceito.

Definicao 33. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M c R" juntamente
com uma familia de homomorfismos fy : Uy cR" — M, onde Uy é um conjunto aberto, que

satisfaz as condicoes:

* Uy fa(Uy) = M (para todo Uy);

* Para cada par a, B, com fo(Uq) N f(Up) = W # @, os conjuntos f; ' (W) efﬁ‘l(W) sao
conjuntos abertos em R" e as fungoes ;1 o Ip e fﬁ‘ Lo f, sdo também diferencidveis.

Além disso, cada par (Uy, fo) chamamos parametrizagdo ou sistema de coordenadas de M.

4 Utilizamos como traducéo nio literal a palavra variedade, para manifold, como é usualmente feito na

literatura nacional.
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Figura 36 — Variedades diferencidveis

2 D 1fs(Us)

Ua

fw)

Fonte: (CARMO, 1998)

Quanto as outras propriedades das Variedades Diferencidveis, vide livro Differential

Forms and Applications® de Manfredo P. Carmo.

Definicao 34. Seja M uma variedade diferencidvel compacta e f, uma qualquer parametriza¢io
de M. Seja N um subconjunto de M tal que N = f,(U,), com Uy < R" e um k-forma w definida

em M. Sewq = a(xy, - ,xp)dx; A+ Ndx, éarepresentagdo de w em Uy, a integral de w sobre

fw:f a(xy, -+, xp)dx;---dxy
N Uq

onde o termo da direita é calculado como uma integral miiltipla em R".

N é dada por

Teorema 7.4.1 (Teorema de Stokes generalizado). Seja M uma k-variedade em R" e w uma

(k-1)-forma diferencial de classe C' e M < R"*! um aberto orientado com bordo dM, entéo

f w:f dw.
oM M

Isto nos mostra que a integral da forma no bordo € a integral da diferencial exterior

em M da forma.

Demonstracao: Como a demonstracdo formal deste teorema exige ferramentas que

nao foram abordadas neste trabalho, daremos somente uma ideia para a demonstracao.
Seja,

k . .
w=Y (~1)/PADdx; A Adxjoy Adxjo A Adxg,
j=1
entao

p=do=AY+ -+ A)dx; A+ A dxy.

Assim, devemos provar que f U= f w.
M oM

5 (CARMO, 1998)
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Para facilitar a demonstragdo, vamos definir as Formas Diferenciais
(D) _ () , _ (D) _ 70
"’ =A"dxyN---NdxiyNdXia N--dx e U = Ay, dxi A--- Adxy.

E facil perceber que

f w:f w(”+-~-+f o® e f,u:f ,u(”+---+f u®,
oM oM oM M Ju M

Logo, basta mostrar que, para cada i, que

f w(i):f o, (7.1)
oM M

Vamos definir, agora, uam fungao diferenciavel f: B — M, tal que

1. f: (fl)"' !fk),

2. B éum conjunto do tipo [ay, b1] x --- x [ag, bi];

3. f(0B)=0M.

Mais uma vez, com o intuito de simplificar a demonstracao, serd feita a prova para

i = 1. Contudo, vale ressaltar que, para outros valores de i, a demonstracao se torna anédloga.

Considerando o segundo termo na Equacao (7.1), temos

f,u(l) = fo(l)dxl/\---/\dxk
M M

[ AV @asin-nas

by by

f f A%)(f)dflf\---/\dfk-
a) ayg

Como,

bl
f AD(rdfi = AV (f by, xo,-+ x0)) — AV (f (@1, %o, x8)

1

temos

b? bk
fu“):f f [AV(f(by, %2, x)) — AV (flay, X2, , xp)dxo A Adxg.  (7.2)
M ap ay

Por outro lado, tomando o termo do lado esquerdo da Equacao (7.2), temos

fwm = f A(Ddxg/\---/\dx;C
0D oM

f ADdxy A A dxg
F0B)

f AV(fYdf A Adf
0B

bl bk
f f AV(HALH A Adfy.
a) ay
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Note que

by
f AV () = AD(f(by, -, x0)) — AV (Flay, -+, xp),
a

1

logo, podemos afirmar que
by by
f ol = f f AV (f by, x0) = AV (flar, -, xild fo A+ Ad fi. (7.3)
oM a ag

Se compararmos as Equacdes (7.2) e (7.3) fica claro que sdo equivalentes. Generalizando

para todos os valores de i, prova-se o teorema.

Esse teorema generaliza todos os Teoremas Fundamentais do Célculo Vetorial, desde
o inicial, para curvas, até os Teoremas de Green, Gauss, Stokes, ou seja, contempla todos, pois

é dimensao qualquer.

Existem alguns casos especiais como para uma regido 1 dimensional e uma 0— forma
em R3 teremos o Teorema Fundamental das Integrais de Linha (abordado no Capitulo 3 sobre
Campos Conservativos) e se reduzirmos o espaco para uma dimensao temos o Teorema
Fundamental do Calculo. Se tivermos uma regido bidimensional e uma 1 — forma em R3
obteremos o Teorema de Stokes e como enfatizamos nesse trabalho, o Teorema de Green é
o Teorema de Stokes no plano. Por fim, para regido tridimensional e uma 2 — for ma em R3

teremos o Teorema de Gauss.

A generalizacao de todos esses teoremas sao extremamente importantes, entretanto,
dado o escopo desta monografia e com fins de sintese, optou-se por ndo mencionar tais

Processos.

Entao, todos os teoremas enunciados anteriormente podem ser interpretados como

casos particulares do Teorema de Stokes Generalizado para Formas Diferenciais.
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Consideracoes finais

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma visdao mais ampla do Teorema
Fundamental do Calculo através da generalizacdao do Teorema de Stokes e também o quao
importante é o embasamento teérico matematico do contetido para prosseguimento do
assunto por meio de aplicacdes, como por exemplo a interpretacao de fluxo elétrico utilizando
o Teorema de Gauss, ou o Teorema de Stokes aplicado a variedades com singularidade, etc.
Entretanto, para fins de sintese e delimitacdao do tema, este trabalho é restringido com o
objetivo de propor uma abordagem sem excesso de formalismos, ndo obstante, a presenca
do rigor necessdrio em algumas demonstragdes, buscando assim ser um complemento mais

intuitivo das literaturas dedicadas ao assunto.

Nesse sentido, essa monografia abordou a teoria vetorial de forma parcial, iniciando
com a definicdo de Campo Vetorial, culminando nas Integrais de Linha e posteriormente,
Integrais de Superficie. Apresentando ainda os operadores vetoriais diferenciais gradiente,
divergente, e rotacional, com uma breve introducdo dos operadores nabla e laplaciano.
Mostrando os teoremas supracitados, base deste trabalho, convergindo na generalizacao do

Teorema de Stokes, apds um estudo breve sobre Formas Diferenciais e Variedades.

Por ser uma extensao dos contetidos vistos nas disciplinas de Célculo e seu alto nivel
de interdisciplinaridade — unificamos, por exemplo, Célculo com Geometria Analitica — além
das aplicacoes a Fisica, torna-se indispensavel seu estudo, especialmente na formacao de
estudantes dos cursos de exatas, uma vez que, vdrias teorias se sustentam através da base de

Célculo Vetorial, proporcionada neste trabalho de conclusao de curso.
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